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Einleitmig. 


Aufgabe  der  Physik. 

Die  uns  nmgebende  Körperwelt,  welche  wir  in  dem  Begriffe  der  Natur 
zusammenfassen,  kann  nach  einer  doppelten  Richtung  der  Gegenstand  unseres 
Studiums  werden.  Wir  können  einerseits  die  Körper,  welche  wir  vorfinden, 
im  einzelnen  kennen  zu  lernen,  zu  beschreiben  und  zu  klassificieren  suchen. 
Diese  Aufgabe  haben  sich  die  beschreibenden  Naturwissenschaften  gestellt. 
An  diesen  Naturkörpem  nehmen  wir  dann  aber  eine  ganze  Reihe  von 
Veränderungen  wahr,  die  an  denselben  teils  ohne,  teils  mit  unserer  Ein- 
wirkung erfolgen,  welche  wir  mit  dem  Namen  Natui*erscheinungen  bezeichnen. 
Das  Studium  dieser  Naturerscheinungen,  der  Bedingungen,  unter  denen  sie 
stattfinden,  der  Gesetze,  nach  denen  sie  verlaufen,  und  der  Folgen,  welche 
sie  für  die  Naturkörper  haben,  an  denen  sie  stattfinden,  ist  die  Aufgabe 
des  zweiten  Zweiges  der  Naturwissenschaften,  der  Physik  \md  der  Chemie. 
Die  als  Naturerscheinungen  bezeichneten  Verändeiimgen  der  Körper 
koimen  sich  entweder  auf  deren  Form,  diesen  Begriff  in  seiner  allgemeinsten 
Bedeutung  genommen,  oder  auf  deren  Inhalt  beziehen.  Was  der  letztere 
eigentlich  ist,  wissen  wir  nicht,  da  wir  den  Inhalt  der  Körper  nicht  direkt 
wahrzunehmen  imstande  sind.  Wir  nehmen  die  Körper  nur  wahr  durch 
den  Eindruck,  den  sie  auf  unsere  Sinne  machen,  indem  wir  sie  sehen  oder 
auch  bei  der  Berührung  flihlen,  das  heifst,  indem  wir  durch  unsem  Ge- 
sichtssinn oder  GeftLhlssinn  erkennen,  dafs  ein  gewisser  Teil  des  uns  um- 
gebenden Raumes  andere  Eigenschaften  hat,  als  der  übrige  Raum.  Das- 
jenige nun,  was  sich  im  Innern  dieses  von  der  Umgebung  sich  unterscheidenden 
Raumes  befindet  und  bewirkt,  dafs  er  sich  von  der  Umgebung  unterscheidet, 
bezeichnet  mau  ganz  allgemein  als  Materie.  Die  Materie  ist  also  die  Trägerin 
der  Eigenschaften,  welche  die  Körper  besitzen,  sie  ist  die  Ursache  der  Ein- 
drücke, welche  dieselben  auf  unsere  Sinne  machen. 

Die  Naturerscheinungen  können  wir  also  genauer  als  Vorgänge  de- 
finieren, welche  an  und  in  der  Materie  stattfinden,  welche  die  Eigenschaften 
der  Materie  ändern.  Das  Studiiun  dieser  Vorgänge,  welches  wir  als  die 
Aufgabe  der  Physik  und  Chemie  bezeichnet  haben,  setzt  demnach  voraus, 
dafs  wir  zunächst  die  Eigenschaften  der  Materie  selbst  kennen  lernen,  denn 
nur  wenn  uns  diese  bekannt  sind,  können  wir  die  Änderungen  derselben 
erkennen. 

Physik  und  Chemie  haben  also  das  Gemeinsame,  dafs  sie  die  Eigen- 
schafben der  Materie  und  die  Vorgänge  untersuchen,  welche  dieselbe  ver- 
ändern; die  beiden  Schwesterwissenschaften  unterscheiden  sich  durch  die 
Eigenschaften  der  Materie,  welche  jede  derselben  vorwiegend  ins  Auge  Mst. 
WOuana,  Vhytik.  L  4.  Auß.  \ 


2  Aufgabe  d»T  PliyBik. 

Gewisse  EigeiisehafWii  sind  allen  Koipern  gemeinsam,  sie  kommen  denselbi 
nur  in  grörserem  oder  geringerem  Mai'sc  zn.  wie  2.  B»  die  oben  schon  er 
wlibnte  Si<'btbarkeil  oder  Fühlbarkeit.  Andere  Eigenschaften  kommen  djv 
gegen  gewissen  Körpern  zn,  anderen  nicht,  <*s  sind  diejenigen^  welche  eine) 
Kih'p*  r  i'lmmkterisieren,  d,  h«  ihn  von  andern  unterscheiden .  Da  wir  dii 
Materie  niu*  an  ihren  Eigenschaften  erkennen,  müssen  wir  aus  dem  letzte] 
Umstände  schlieföen,  dats  ©s  v<?rsebiedene  Materien  gibt  Unter  den  Natur- 
erscheinungen kömien  wir  nnn  ziinilehst  solche  unterscheiden^  welche  diei 
einer  bestimrateo  Materie  eigenttimliehen  Eigenschaften  danenid  äuden^ 
die  Materie  also  in  eine  andere  verwajideln^  indem  »le  ihr  andere  EigeiL^ 
Schäften  erteilen.  Es  sind  das  vorzugsweise  sokdie  Erscheinungen,  bfi 
denen  sich  zwei  oder  mehrere  Materien  zu  einer  neuen  vereinigen^  oder  aiifl 
einer  Materie  andere  abgeschieden  werden.  Das  Btudium  dieser  Erscheinungen 
und  ihrer  Folgen  tür  die  einzelnen  Materien  ist  die  Aufgabe  der  Chemie} 
dieselbe  hat  demnach  zunächst  auch  jene  Eigenschaften  aufzusuchen,  durci 
welche  sich  die  einzehien  Materien  von  einander  unterscheiden. 

Es  hat  sich  dabei  herausgestellt,  dals  es  eine  gewisse  Anzahl 
Materien  gibt,  deren  P]igen8t*]mften  Kich  dnri'b  Abscheiden  von  Materie  nichi 
LLndeni  lassen;  man  nennt  diese  deshalb  einfache  Materien  oder  Elemente, 
Man  hat  weiter  erkaimt,  dafs  aus  diesen  einfachen  Matenen  sich  sümllicbn 
in  der  Natur  vorhandenen  Materien  herstellen,  indem  zwei  oder  niehrer« 
Materien  zu  einer  neuen  znsammenireten,  dals  somit  die  eine  bestimmte 
Materie  als  solche  charakterisierenden  Eigenschaften  durch  die  ifinere  Zu- 
sammensetzung derselben  beding^t  werden.  Wir  kömien  demnach  als  dio 
Aufgab©  der  Chemie  auch  bezeichnen  das  Studium  jener  Eigenschaften  dö3 
Materie,  welche  von  deren  innerer  Zusammensetzung  abhängen  und  jenPf 
Erscheinungen,  welche  die  innere  Zusammensetztmg  derselben  ändern. 

Die  Physik  liisst  alle  diese  Erscheinungen  aiil'ser  Acht;  sie  hat  dahe* 
auch  nicht  die  Eigenschaften  kennen  zu  lehren,  welche  die  einzelnen  Ma* 
terien  von  einander  imterscheiden,  sondern  jene,  welche  allen  den  verschie- 
denen Materien  gemeinsam  sind,  ihnen  in  grdfsorom  oder  geringerem  Mafs^ 
zukommen,  je  nacii  dem  Zustande,  in  welchem  wir  die  Materien  vorfindon, 
dem  festen,  flüssigen  oder  lui'ttormigen  und  unabhängig  davon,  welche  von 
der  Chemie  erkannten  Materien  den  Körper  gerade  bilden.  Die  Erscbeinungeöi 
welche  die  Physik  dann  zu  untersuchen  hat,  sind  solche,  welche  die  innera 
Zusammensetzung  der  Körper  ungeändert  lassen,  i^elche  also  an  den  Körpei 
im  allgemeinen  nicht  dauernde,  sondern  voiii hergehende  Veranderongefl 
bewirken.  Die  Erscheinungen  dieser  Art  können  wir,  wie  sich  spJiter  zeigen 
wird,  in  fünl'  grofse  Gruppen  ordnen,  die  Bewegungserschein iingen,  dw 
Erscheinungen  des  Lichtes,  der  Wurme,  des  Magnetismus  und  der  ElektricitÜ 
wir  kennen  in  der  Natui*  keine  Erscheinung,  welche  sieh  nicht  in  eine  dies^l 
Gruppen  einordnen  liefse.  Dio  Betrachtung  dieser  fiinf  Erscheinungsgruppei 
ist  daher  die  Aufgabe  der  Physik. 

Metliode  der  Physik. 

Ana  der  im  Vorigen  dargelegten  Aufgabe  der  Naturwissenschaften 
Untersuchung  der  Natui^erscbeinungen  nach  ihrem  Verlaufe,  ihren  Folgei 
ihren  Ursachen ,  ergibt  sich,  dais  die  Grundlage  und  der  Ausgangspunk 


Methode  der  Physik. 


3 


>f\*itT  Wiasenscbaft  die  Erfahrung  stnn  innfs  von  d«m,   was  in  der  Naiur 
Zu  dieser  Eriahrimg  gelaogen  wir  aber  lediglich  durch  die  Be- 
ilud zwar  durch  eine  systematiskihe,  vorsichtige,  genaue  nnd  ins 
ndp  B**obachtcing  der  Nahirm'scheinimgeti  »elbst. 

der  natxu'wisseni^c haftlichen  Methode  erscheint  iina 

ilich,  so  iimnittelhar  aus  der  Aufgabe  dieser  Wissen- 

«jkft,  etWB.s  aulser  uns  Existierendes  zu  erforschen^  sich  zu  ergeben,  dafs 

mm  Bichtigkeit  keine»  besondem  Beweises  mehr  bedarf.     Es  war  indes 

nirht  immer  so;  Jahrhunderte  lang  glaubte  man  auf  rein  spekulativem  Wege 

den  Mechanismus  der  ganzen  Natur  auftinden  zu  können. 

Irrtums   war  der  abgolute    Stillstand  in   der  Erkenntnis 

iW  Natur;  selbst  die  einfachsten  Erscheinungen,  deren  Gesetze  jetzt  jeder 

,  wurden  mifsver standen,  weil  man  es  versckniähte  die  Natur  selbst 

Imgen.    Bis  an  das  Ende  des  Mittelalters,  bis  7ai  den  Zeiten  Üalibds, 

dafö  Körper  von  verschiedenem  Gewichte  mit  verschiedener 

gkeit   zu  Bodi^n  fallen,   dafs  der  schwerere   in   demselben  Ver- 

Mltöis  schneller  fall©  als  der   leichtere,    in  welchem  er  schwerer  ist   als 

41«gfr.    Man  glaubte  es  auf  Grund  eines  von  Aristoteles  in  seiner  Schrift 

flW  dun  Hinunel  aufgestellten  Öatzcs,  dafs  derjenige  Kiii-per  der  schwerere 

^1.  wnUdier  bei  gleichem  Rauminhalt  rascher  abwärts  gehe.    Dieser  letztere 

Siti  ki  nicht  unrichtige   denn   in  der  Tliat  wird  die  Fallgeschwindigkeit 

♦»tKTüÄ  durch  den   Luftwiderstand  modificiert,  und  die  Geschwindigkeit  des 

ificbtcm  Körpers  wird  bei  gleichem  Rauminhalt  etwas  stärker  vermindert 

iJi  di«  des  sehwerem.     Völlig  unrichtig  war  aber   die  obige  aus  diesem 

8l*«  gefolgerte   Ansicht   über    den   Fall    der  Körper,   und   die   einfachste 

BaolMiehtung  zweier  verschiedener  fallender  Körper  hütte  ibre  Unrichtigkeit 

twes^u;  man  hätte  gesehen^  dafs  sich  bei  Körpern  selbst  des  verschiedensttin 

^wiclilus  nm*   äufserst   geringe  unterschiede   in   der  Fallgeschwindigkeit 

»ig¥B.  nuui  hätte  gefunden,  dafs  im  luftleeren  Räume  auch  diese  ünter- 

i^tiedn  schwinden. 

Damit  die  Beobachtung  die  Grundlage  der  Naturwissenschaften  sein 
iifs  **ie,  wie  schon  erwühnt,  eine  genaue  und  vollständige,  die  Er- 
^en  in  ilire  Einzelnheiteu  verfolgende  sein.  Genau,  das  heilst,  wir 
müssen  diö  Erscheinung  so  wabr/Ainehmen  suchen,  wie  sie  in  der  That  ver- 
liJift,  uütl  uns  vor  jeder  Tlluschung  hüten.  Die  erste  dasm  erforderliche 
Bedin^imcf  i«t,  dafs  wir  an  die  Erscheinung  ohne  irgend  eiue  vorgcfafste 
^*'  tsn,  da  sonst  die  Phantasie  dos  Beobachters  leicht  eine 

<*'►"  "  spielt;  sclion  mamdier  Beobachter  hat  das  zu  sehen  ge- 

fliiüit,  was  er  auf  Grand  einer  Auffassung,  welche  er  aus  vorberigen  Speku- 
Utiijßnn  sieii  gebildet  hatte,  zu  sehen  gewünscht  hat.  Jede  Anstellung 
mn  neobachhmg  ist  eine  Frage,  welche  wir  an  die  Natur  richten,  das 
K«*ttltat  df^r    '  ' i^ung  ist  die  Antwort;  welche  Antwort  wir  erhalten, 

'^r*  um*  gl«  1  -   sein,  möge  sie  unsern  Ideen  entsprechen  oder  nicht^ 

üur  *Unn  ki^nneu  wu-  mit  der  nötigen  Unbefangenheit  beobachten, 

Di*\  VoUstllndigkeit  der  Beobachtung  vorlangt,  dafs  sie  uns  Aufsclilufs 
"  ttbi*r  den  ganzen  Veriaul'  der  Erscheinung  und  über  alle  Umstände, 

E«       '         '        ■  r^.  jede  Beobachtung  einer  Erscheinung  setzt  sich 

«  I  r  Summe  vou   Einzelbeobachtungen,   deren  jede 

pinöa  Moment  des  im  zeitlichen  Verlauf  nach  einander  oder  eine  »Seite 
'• 
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: .-  •  -"--■.  »r  r*  -  - .-..  x,r.«  i  •* .-  V  r  z*  i:*^n' :  -n  '.i- :-  r:.    Ir.  -^i^  fn-^:'^^  -.  ba«!htangen  mfitssen. 
r..-   i.ir.;-:  ? ;  *r»-;.-..ir..M:L  ^,-.  •iiri-ir-iii.-'-i:.  -ii-.''  Trir  ao-^  ün^a  di^n  ganzen  Ver- 
..i.-.:    :.-•  f,i-«.'c:-!::::ri^rii  -rbjtl'.riL     E^L   rlurr  -innAÜi^n  Brobachnrng  dea 
/-^'..r-.r-r.  Pf-.-"..-:--!'!  --ii-'nrü  -ui*  all-  »j^^-^tim-  is.  rir.-r  un«!  -it^rselben  gegen- 
»r.-.z-r.    T-A/r   /."    o^rio-^n:   rin-    za   TTrvb.ir'i-rü-ii   Z-riwn  wi^i^lerholte  Be- 
Zi.. •.■;-..-. /  /.'•.ir  ~n-.  •:j..'f   il«:  pLanrVn  iiir^  La:j^  ;?»^z«ilber  andern  Sternen 
..-..  r,;«...:-  'irr  Zr:*   in  »r  15.-7  i»: hr incAir  **:hr  ::!Lr^r»rlmiJfij?en  Weise  ändein, 
M.'«  •.-   ;a.i  n^rh    ir-r  -Inra  bal-i  iLA.:ii  «i-r  an-irm  Seite  *irn  verscbieben. 
■'^  -r*;-.  ^.r '-ijinn  b»^i  rr'Z-lrr.j>:7  rmi  sysTrmati?*.-'!:  wi-r'i-?rii'"'lten  B«r*)bachtmigeB 
:-r  r^w-  •:•=•.•  r!n7rrin»=-ii  Pian-rtra  =«.^!iirt  br^iLn:ni«?ii.  ■«*>  sjre langen  wir  zu  der 
f..':irr*r.:r...i.  -Iäi-  •:-  und  cii*.  ihn-rii  ansrr»?  Erir  5irh  in  nahezu  kreisförmigen 
fiitrir.-r.  nrr»  rür  .S-nne  'r;f-w.iiziin_ 

L'>  B^'-vai-htan^  «irr  Naturersfra-rinun^rn  allein  ?enagt  indes  nur  in 
'rivnrrn  FiilrQ  zn  ein»=^r  ?':■  ^rmiuen  Kennniis.  •ins  wir  den  Verlauf  der- 
'.♦f.o^rri  7  ■.*i-r:;ndi2  Iherfehen  k"nnea.  denn  der  Vrrlaut*  derselben  ist  meist 
nii-r.*  -.1  einfai.h.  dal'.-s  wir  durch  Beobaohnmg  ali-^in  alle  Elinzelnheiten  er- 
A^rrir.rTi  Ä^nnrn,  Fäll*  «^rin  Stein  au>  einiger  H'"he  zu  B^'^^ien.  si>  erkennen 
T*ir  h«^i  srenau«:r  Ijfroba«:htung  wohl,  dais  der  Stein  immer  rasi'her  fallt,  wir 
*ind  .-il-j^r  nicht  imitande  die  durch tallenen  Scre«^ken  mit  den  Zeiten  m 
ver;fl^l»:hen.  in  denen  sie  «lurchhillen  sind  und  >*.■>  zu  bestimmen,  wie  die 
^^/e-icKwindiffkrir.  d^s  fallenden  Steines  wächst. 

y^b^ru  der  Bffobairhtung  müssen  wir  deshalb  den  Versuch  zu  Hfilfe 
nehmen,  das  Exf^eriment.  durch  welches  wir  die  Naturerscheinungen  unter 
ioichen  TmsTänden  hervorruten .  dal's  wir  sie  in  ihren  Einzelnheiten  ver- 
t'ol^ren.  dafs  wir  sie  also  beobachten  können.  Um  die  Gesetze  des  Falles 
erkennen  zu  k«'innen.  müssen  wir  demnach  Ki^rper  unter  solchen  Verhält- 
nissen fallen  lassen,  rlals  die  Bewegung  eine  langsamere  wird,  und  dafs 
wir  imstande  sind  die  durch tallenen  Räume  mit  der  Zeitdauer  des  Falls 
/u  veröle i«;hen.  Die  Kunst  des  Experimentierens  liefert  uns  die  Methode 
imd  Apparate,  welche  ertVirderlich  sind,  um  den  Naturerscheinungen  diesen 
Verhiiit'  zu  geben  imd  um  dit^  itrol'sen.  um  welche  es  sich  bei  denselben 
hand^-It,.  mit  aller  Schärfe  messen  zu  künnen. 

fjer  Versuch  lehrt  rms  aber  nicht  nur  den  genauem  Verlauf  der  Er- 
-«•h»-inungen  kennen,  die  wir  in  der  Natur  auch  ohne  unser  Zutbun  be- 
oljai:ht»*n.  er  führt  uns  selbst  zur  Kenntnis  ganz  neuer  Naturerscheinungen, 
«iie  nhnf;  imsere  Mitwirkung  gar  nicht  eintreten  wünlen,  er  lehrt  uns  die 
Körp»er  in  solrhen  Verhältnissen  zusammen  zu  bringen,  dafs  die  in  ihnen 
.n':hiummf-mden  Kräfte  geweckt  werden.  Der  weitaus  gröfste  Teil  unserer 
Keimtnis  der  Naturerscheinungen  ist  nur  durch  Versuche  erhalten  worden^ 
weli.hi-  in  systematischer  Weise  diese  Erscheinungen,  meist  vo(h  unschein- 
hären  sehr  oft  nur  zufällig  beobachteten  Wirkungen  der  Naturla^fbe  aus- 
j/ehend,  1» ervorriefen.  Man  hat  zuföllig  schon  im  Altertum  die  Beobachtung 
j/einaclit,  dafs  geriebener  Bernstein  die  Eigenschaft  erhält,  leichte  ihm  nahe 
^f\triir\i\(i  Köq»er.  wie  Strohhalme,  anzuziehen;  indem  man  auch  ander« 
K/irper  diesem  Versuche  unterwarf,  fand  man,  dafs  diese  als  Elektricität 
b«-zeichnete  Kraft  viel  mächtigere  Wirkungen  hervorbringen  könne,  man  er- 
kannte, dafs  eine  der  gewaltigsten  Naturerscheimmgen,  der  Blitz,  eine 
starke  elektrische  Entladung  sei.  Zufällig  fand  man,  dafs  zwei  Metalle 
wenn  sie   in   jiass^fuder  Weise  mit  einander  zur  Berührung  gebracht,   un^ 
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ditifl  *?vtfeni!t  werden,  dieselbe  Fähigkeit  baBitÄen  wie  der  geriebene  Bern- 
L tische  Ve^riolgnng  dieses  Versuches  lieferte  mis  das  grofs« 
W  -  ,  ,  ...--  anischen  Strome,  welche  niciit  nur  unsere  Kenntnis  der 
5uiirkrüflo  gewaltig  erweitert,  sondern  auch  durch  ihre  Verwendung  zur 
"  '        V      '      iianze  Kulturleben  mngewandelt  haben, 

ttimgen  mid  Versuche   lehren  uns  das  Thatsäeliliche  der 
•n  kennen,  sie   liefern  ims  so  das  Material,  aus  welchem 

^  Irrende  Hcharfsinn  des  rat^  nach  liehen  Verstandes  die  Gesetze 

abkitiii)  welche  das  Bedingende  und  das  Bedingte  in  den  Naturerscheinungen 
mit  (»inantler  verknüpfen,  welche  uns  also  angeben^  in  welcher  Weise  der 
YcfUui"  einer  Erscheinung  von  den  Umstiknden  abbilngt,  unter  denen  sie 
adet.     Ein  Beispiel  wird  ims  am   besten  zeigen,  wie  wir  zu  einem 

Gesetze  gelangen. 
Wenn  ein  Lichtstrahl  in  seiner  Bahn  auf  eine  glatte  Fläche  trifft,  so 
wii^  (^  von  derselben  immer  zurückgeworfen,  und  man  erkennt  leicht,  dafs 
die  Richtung ,  nach  welcher  der  Strahl  zurüfkgeworfen  wird,  verschieden 
iät,  ler  Richtung,  in  welcher  der  Strahl  auf  die  Fläche  aul'trifft. 

Dj"  j  des  einfallenden  Strahles  ist  hier  somit  das  Bedingende,  die 

Rifhtnng  des  zurttckgeworienen  das  Bedingte.  Das  Gesetz  der  Znrtickwerfimg 
d^  Lichtes  mala  uns  also  allgemein  sagen,  in  welcher  Weise  die  Richtung 
d#s  znrllckgeworfenen  Strahles  von  der  Richtung  des  einlallenden  abhängig 
ist  Man  findet  "  '  .  indem  man  in  einer  Reihe  von  Versuchen  di« 
Ricliung  des  eiüi  n  Strahles  willkürlich   ändert,  jedesmal   diejenige 

des  mrückgeworfeaen  messend  bestimmt,  und  dann  die  zu  einander  gehörigen 
KicLumgen  njit  einander  vergleicht.  Reclmet  man  die  Richtung  der  beiden 
Stnüjlen  von  der  in  dem  Punkte,  in  welchem  der  einfallende  Strahl  die 
Plftrh«^  trifft,  zu  derselben  senkrecht  genommenen  Richtimg,  dem  sogfmannten 
^iifallslot,  so  findet  man  erstens^  dafs  der  reflektierte  Strahl  stets  in  der 
liegt,  welche  durch  das  Einfallslot  und  den  einfallenden  Btrahl  be- 
ut ist,  und  dafs  in  dieser  die  Winkel,  welche  der  einlallende  und  der 
[  wirtfkgeworfene  Strahl  mit  dem  Einfallslote  bilden,  einander  immer  gleich 
sind.  Wir  schltt^fsen  aus  dieser  stets  im  Versuche  sich  ergebenden  Beziehung 
iwiÄohen  den  Winkeln  des  einfallenden  Ötrahles,  dem  E ini'alls winke  1,  und 
dem  des  zurÖckgewoHenen  8ti*ahlrs,  dem  Zurück werfungswinkel  ^  als  das 
di«  beiden  verknüpfende  Op^Mt/-  ..D«>v  Zurückwerfungswinkel  ist  dem 
Einfallswinkel  gleich". 

Man  sieht,  dieses  Gesetz,  imd  so  ist  es  mit  allen  physikalischen  Ge* 
••taen,  ist  eine  mathematische  Beziehung  zwischen  den  bedingenden  imd 
Miiijyripn  [)b\"i^ikalischen  Gröfsen  einer  Naturerscheinung;  mim  kann  des* 
^b  j^dcs  physikalische  Gesetz  durch  eine  Gleichimg  ausdrücken. 

Die   physikalischen   Gesetze   sind  hiernach  zunUchst   der  gemeinsame 

Ämdruek  einer  Reihe  einzelner  Thatsachen,  deren  Gemeinsames  sie  in  eioem 

4l%pmein»?n   Satze  zusammenfassen«      Ibre  Bedeutung   ifst  aber  eine  noch 

^r  vifl  weiter  gehende;  de  drücken  nicht ^nur  die  Thatsachen  aas,  aus 

dimfiu  Hje  Äbgel*?itet  wurden,  sondern  sie  enthalten  auch  alle  Erscheinimgen, 

I  VAlehe  AU«  jenen  Thatsachen  folgen.     Man  habe  z.  B.  einen  Spiegel  von 

I  Wfir^  -  -     V  -   - -- K-:     r    -lotrisch  bestimmbarer  Gostalt,  und  es  fallen  auf* 

,  IbB  ;  in  bestimmter  Entfernung  aufgestreuten  Licht- 

iiumw.  iJükb  obeü^iuge&piuchene  Gesetz  gestattet  uns  dann,  die  Erscheinungen 
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der  Reflexion  in  jedem  Falle  zu  bestimmen,  ohne  dafs  wir  den  Versa 
zu  Hülfe  nehmen,  denn  wir  können  auf  Grund  jenes  Gesetzes  für  jed 
einfallenden  Strahl  die  Richtung  des  zurückgeworfenen  mit  Hülfe  einfach 
geometrischer  Konstruktion  oder  auch  nach  den  Rechnungsmethoden  (3 
analytischen  Geometrie  angeben.  Wie  hier,  so  können  wir  in  allen  Fäll 
aus  jedem  Gesetze  mit  Hülfe  der  Mathematik  eine  Reihe  von  Folgesatz 
ableiten;  man  hat  die  Gesetze  nur  mathematisch  zu  formulieren,  und  dan 
indem  man  dieselben  als  Ausgangspunkt  nimmt,  durch  mathematische  Ec 
Wicklungen  aus  denselben  die  Folgerungen  zu  ziehen. 

Aus  dieser  Bemerkung  erhellt  die  äufserst  wichtige  Rolle,  welche  d 
Mathematik  in  der  Physik  spielt;  sie  ist  für  dieselbe  von  der  gleichen  B 
deutung  wie  Beobachtung  und  Versuche,  denn  sie  dient  dazu,  diese  zu  b^ 
rechnen  und  zusammenzufassen,  die  erhaltenen  Gesetze  scharf  auszudrückc 
und  die  in  ihnen  enthaltenen  Folgerungen  abzuleiten. 

Wenn  hiemach  aus  einem  physikalischen  Gesetze  sich  eine  Reihe  vc 
weitem  Erscheinungen  auf  mathematischem  Wege  ableiten  läfst,  so  beda 
es  selbstverständlich,  um  diese  und  ihre  Gesetze  kennen  zu  lernen,  nicl 
mehr  der  Beobachtung  und  der  Versuche;  wir  erhalten  vielmehr  diese  G 
setze  lediglich  durch  mathematische  Deduktion.  Die  Versuche  dienen  dai 
zur  Bestätigung  unserer  Folgerungen,  sie  bilden  die  Kontrole,  dass  wir  ii 
in  unsem  Deduktionen  nicht  geirrt  haben.  Dieser  Weg  der  Deduktion  i 
neben  dem  der  Erfahrung  der  wichtigste,  auf  dem  die  Physik  fortschreite 
er  lehrt  uns  ebenso  gut  neue  Erscheinungen  kennen,  wie  der  Versuch; 
wir  werden  Erscheinungen  kennen  lernen,  die  man  voraussichtlich  niema 
aufgefunden  hätte,  wenn  uns  der  Weg  der  Deduktion  nicht  vorher  die  Ui 
stände  kennen  gelehrt  hätte,  unter  welchen  dieselben  beobachtet  werd 
können. 

Hat  uns  die  Erfahrung  die  fundamentalen  Gesetze  einer  Erscheinung 
gruppe  kennen  gelehrt,  so  können  wir  aus  diesen  alle  zu  dieser  Grup 
gehörigen  Erscheinungen  ableiten.  Da  wir  bei  dieser  Ableitung  den  inne 
Zusammenhang  aller  zu  einer  Gruppe  gehörigen  Erscheinungen  unmittelb 
erkennen,  so  können  wir  es  als  ein  Ziel  der  Physik  bezeichnen,  die  fundame 
talen  Gesetze  aufzusuchen  und  aus  diesen  das  ganze  Gebiet  der  zusamme 
gehörigen  Erscheinungen  zu  deducieren.  Wir  werden  sehen,  dafs  auf  einig 
Gebieten  dieses  Ziel  schon  erreicht  ist,  so  vor  allem  in  demjenigen  d 
Bewegungserscheinungen. 

Fassen  wir  die  Resultate  der  bisherigen  Betrachtungen  zusammen, 
können  wir  in  der  Entwicklung  der  physikalischen  Wissenschaften  di 
Epochen  unterscheiden;  die  erste  ist  die  der  Empirie,  durch  Beobachtui 
und  Versuche  werden  Thatsachen  gesammelt  und  aus  diesen  durch  die  koi 
binierende  Thätigkeit  des  Verstandes  die  Gesetze  der  einzelnen  Erscheinung 
aufgestellt;  an  diese  schliefst  sich,  sobald  hinreichendes  Material  vorband 
ist,  die  philosophische  Thätigkeit  der  Abstraktion,  des  Aufsuchens  der  Hauj 
gesetze'  für  eine  Reihe  aus  gleicher  Ursache  hervortretender  Erscheinungc 
und  auf  diese  folgt  dann  eine  Zeit,  in  welcher  man  durch  Deduktion  a 
jenen  Gesetzen  neue  Folgerungen  und  Thatsachen  ableitet,  eine  Zeit, 
welcher  Beobachtung  und  Versuch  nur  dazu  dienen,  die  theoretisch  a 
geleiteten  Folgerungen  zu  kontrolieren  und  nachträglich  zu  bestätigen.    ] 
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JÜJi^ejnwnwn  ist  diis  »uch  der  gescbiehtlicli^  Gang  in  der  Entwicklung  der 
?h)si\^  mm  tin*3et  t^  .Jiese  drei  Epochen  auch  zeitlich  verschieden. 

Dk  d*-^r  Natural  ift   gestellte   Aufgabe   ist  indes  hiermit  noch 

nicht  rollständig  gelöst,  denn  eine  vollstUndige  Kenntnis  der  Niitur  inui's 
na^  auch  angehen,  warnm  die  Natiirerscbeinnng*!n  gerade  den  beobachteten 
Vorkuf  haben  und  nicht  einen  andern.  TJii  nun  a])er  der  Verlauf  einer  Er- 
Ätlieimiwg  wesentlich  von  der  Ursache  bedingt  wird,  welche  diese  Ersohoi- 
Biuii'  )»f*wirkl,  so  fllllt  die  Frage  nach  dem  Grunde,  au8  welchem  dif>  Br- 
ufen gerade  df?n  ihnen  eigentünüit'hen  Verlauf  haben,  zusammen  mit 

ige  nach  der  Ursache  der  Erscheinungon.      Die  Ursache  einer  Ver- 

lad^mng  in  der  Natur  bezeichnet  man  allgemein  alß  eine  Kraft,  wir  können 
Miet  das  Aufsuchen  der  Ursachen  auch  bezeichnen  als  das  der  Naturkriifte, 
Gerade  diese  I<^txte  Aufgabe  der  Naturwissenschaften  ist  aber  die 
»diwjyrigbta;  denn  di<^  Katurkrüfto  srdbst  können  wir  niemals  direkt  he- 
«>ii*cbtcn,  wir  nehmen  sie  nur  wahr  in  ihren  Wirkungen.  Um  also  irgend 
•twijt  über  ilie  Naturki'äfte  auszusagen,  müssen  wir  aus  den  Wirkungen  auf 
die  f  rearhen  zurück sichli eisen.  Diese  ^\j1  des  Schlusses  ist  aber  immer  mit 
eitmr  m  grofgen  Unsichf^rheit  behaftet  ^  dal's  wir  über  die  wirksamen  Natur- 
Icr;  !^  eine  Uhnliche  Gewifsheit  erhalten  komien  wie  über  die  Geset/.e, 

d*ni  tturerscheinungen  folgen.    Denn  eine  und  dieselbe  Erscheinung 

kuum  aus  sehr  verschiedenen  Ursachen  hervorgehen,  und  von  diesen  miig- 
iicben  Uiiuichen  müssen  wir  bei  jener  Art  des  Bchliefsens  eine  auswählen; 
nichts  bürgt  uns  aber  dafür,  dafs  wir  bei  dieser  Walil  aus  den  möglichen 
l'raaülien  die  richtige  treffen.  Wenn  wir  wissen,  dai's  das  Wasser  unter 
lieijj  Dnicke  der  Atmosphäre  steht,  so  ist  eine  notwendige  Folgerung,  dafs 
(«  ia  einer  Pumpe  aufsteigen  mufs,  in  welcher  wir  über  dem  Wasser  einen 
Inflloeren  Raum  hergestellt  haben;  weifs  man  aber  nicht,  dafs  das  Wasser 
dem  Dnicke  der  Atmosphüre  ausgesetzt  ist,  und  sieht  man  dasselbe  in  einer 
IntT  n  Pumpe  aufsteigen,  so  kiinn  man  eine  Reihe  von  Ursachen 

»tmi  3(18  Aufsteigen  bewirken.  Will  man  zwischen  diesen  wählen, 

•0  hat  man  alle  Chancen  diiiür,  dafs  man  eine  unrichtige  wählt,  gegen  eine 
Äöige,  dafs  man  die  richtige  wählt  Die  Geschichte  lehrt  uns,  wie  sich 
die  lltem  Physiker  in  der  That  täuscht'en,  als  sie  annahmen,  die  Natur 
taüiiri  einen  Abscheu  vor  dem  leeren  Räume.  Die  Mechanik  des  Himmels 
l»«woist  uns,  dal's  zwischen  den  Gestirnen  eine  Kraft  thätig  ist,  welche  in  dem 
MäTs^  gröfser  ist,  als  die  Masse  der  Gestirne  gröfser  ist,  und  welche  in 
difia  MaXüe  abnimmt,  als  das  Quadrat  der  Entfeniung  der  Gestirae  zunimmt. 
Mab  nimmt  an,  dafs  diese  Kraft  in  einer  Anziehung  der  Materien  ihren 
Oruüd  hiilie.  Auch  diese  Annahme  wählt  aus  einer  ganzen  Reihe  von  mög- 
Ück»ij  fr  runden  einen  aus,  mid  wir  haben  strenge  genommen  ebenso  wenig 
»in  Recht  diesen  Gnin«!  Hlr  den  wahren  zu  halten,  wie  aus  dem  Aufsteigen 
de*  Wassers  in  der  Pumpe  den  bon'or  vacui  zu  folgern. 

Über  die  Naturkrilfte  selbst  können  wir  demnach  nur  Annahmen,  so- 

^aniite  Hyti    '        i   bilden,  welche  fUr  uns  einen  geringem  oder  gröfsern 

t;m]  fon  W;i  lichkeit  haben,  je  nach  der  Vorsicht,  mit  welcher  man 

AufstHilün  der  Hypothesen  verfuhr,  und  je  nach  der  Menge  von 

i'heinnngen,  welche  wir  bei  ihrer  Wahl  berücksichtigten,  und  welche 

1  ^  dann  als  notwenrlige  Folgen  aus  dieser  Hypothese  ergeben.    So  lange 

a  Bur  wenige  Krscheinungen  aus  einem  Gebiete  in  Betracht  7Ae\\t^  ftn^SL^V 
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tiiiiii   hN;lK,  dals    luehrere  ilypothesen  dieselben   gleich  gat  erklären,   das 
hfulKl  iils   iioiweudi^o   Folgen   au»  der  snpponierten  Ursache  hervorgehen 
IjtHw-ii;   jn  woitor   al)er  unsere  Kenntnis    der  Erscheinungen  in  einem  Ge- 
Wu'.Ui  HU'U  uiis(l<ihnt,  um  so  geringer  wird  die  Anzahl  der  möglichen  Hypo- 
Uii-hnn,   [tis  Kchlif^islich  nur  eine  Hypothese  übrig  bleibt,  aus  welcher  mui 
hiliiitlirlie  i<xperiiiientf;ll    gefundenen  Thatsachen   mathematisch   entwickehi 
kiLiin,  lind  wi'lrhe  selbHi  zur  Aui^ndung  neuer  Thatsachen  führt.  Diese  Hypo- 
IJh'hi*  hiit  dann  für  uns  d«'n  höchsten  Grad  der  Wahrscheinlichkeit. 

Kini)  Kfdche  Hypothese  ist  die  jetzt  der  Behandlung  der  Optik  zu  Grunde 
^rnli'^rl.o  llndulationsilicorie.  Hoitdoni  man  angenommen  hat,  das  Licht  8<» 
rinn  /iltnnidn  IJcwcgiing  des  Aethers,  wurden  alle  experimentell  aufge- 
rundniicii  Gitstii/t«  der  Liditerschoinungen  Folgerungen  dieses  einen  Gnmd- 
>alzns,  \uu\  mit  ihr  hat  die  Optik  last  jene  Stufe  der  Vollkonunenheit  er- 
nürhl,  auf  woU'hor  die  Beobachtung  nur  mehr  ein  Mittel  ist,  die  Folgerungen 
dor  Theorie  zu  liesUliigon,  anstatt  das  einzige  Mittel  zu  sein,  um  die  Gesetze 
dtM*  Krselieiuungen  aufzuHndon.  Das  ist  eben  das  Charakteristische  einer 
guten  llypoth«»se. 

Ziiiillühst  erhalt  miui  eine  solche  Hypothese  ftlr  die  verschiedenen 
lin»p[>eu  ilor  unter  sieh  ghne hartigen  Erscheinungen,  wie  diejenige  des  Lichts 
luler  dei*  WUvme,  und  man  mufs  dieselbe  t\lr  gut  erklären,  wenn  sie  das 
lJesamt*cebiet  der  Krseheimmgon,  für  welche  sie  ersonnen  wurde,  als  not- 
\v endige  FolgtMi  erkennen  lufst.  Mit  dem  Foi*t sehritte  der  Naturerkenntnis 
hat  sieh  nun  aber  ergeben,  dals  die  oinzelnen  Gnijipen  von  unter  sich  gleich- 
artigt^u  Erscheinungen,  welche  scheinbar  sich  ganz  Iremd  sind,  wie  die 
liewegungserseheinungon,  Lielit-  oder  Wiirmeerscheinungen,  unter  einander 
in  dem  innigst en  Zusammenhange  stehen.  Bei  der  Abwägung  der  Hypothesen 
ilber  die  einer  bestimmten  Krscheimmgsgruppe  zu  Grunde  liegenden  Nator- 
kreifte  darf  mau  deshalb  nicht  nur  diese  Erscheinungsgruppe  allein  ins 
Auge  fassen,  sondern  muss  auch  die  übrigen  mit  in  Erwi&gimg  ziehen,  nnd 
sieh  die  Frage  stellen,  ob  es  zur  Erklärung  der  bestinmiten  Gruppe  der 
Vimahme  einer  be sondern  Naturkraft  bedarf.  Gerade  durch  diese  ErwSgrung 
hat  die  ueuere  l*hysik  die  Zahl  der  von  den  altem  Forschem  angenommenen 
Naiurkriifte  wesentlich  beschränkt;  wir  wenlen  sehen,  wie  sie  immer  mehr 
dahin  strebt,  die  vers^'hiedenartigsteu  Erschoinimgen  auf  ein  und  dieselbe 
Griiudursache,  auf  Bewegung,  zurück/utilhreu  und  an  die  Stelle  der  früher 
angenoiirr neuen  so  mannigtacheu  Kräfte  niu*  eine  zu  setzen,  die  Krat\,  welche 
der  NLiterie  Bewegimg  erteilen  kann,  welche  in  einer  Anziehung  und  Ab- 
slolsiLiii:  der  eijLfielii^'U  'l'eile  der  Materie  besteht. 

Aber  selbst,  wenn  »^s  ijelimgen  l<t  alle  Erscheiniuigen  auf  diese  eine, 
der  Materie  •^i;j:en^/iriilicbt.'  im-l  d^slialri  imverä,nderliche  Kraft  zurückzn- 
rahrvu,  darf  mau  immer  uicur  vergessen,  da^'s  es  eine  Hypothese  ist,  auf 
welchi."  w-r  die  Eritlärung  ier  Nariirersi-htJLnuugen  stützen,  die  allerdings 
den  höchsten  ».irad  der  VVaJirscbeLnli'rbkeir,  aar.,  der  wir  aber  eine  Gewils- 
beic  i^rsi  du  im  bei!«^gen  ■iü.K'^n.  'viirui  wy  beweisen  k«jtmen,  lials  «üe  so  an- 
geuomiueu«.'  rrsach«.'  der  Natu.'-'Msv'ii'.'inaTiLren  ..ii...  r'irLsiur  mögliche  ist.  Dann 
er>L  wäre  dieselbe,  nacii  •i*'in  A'.i<s[.«ru'.'!K'  vou  lU-lmhoitz^L  als  die  not- 
wendige  Begrirfsforni   der   N:irui-aiiffassung  ^rwiei^ea,   es  würde   derselben 


'^  Heimholt::.  Cbur  die  liTiialtuug  der  Krait.     Beriiu  1S47.    p.  T. 
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ilsämi  abjg'ktive  Wahrhoit  zuztLSchreiben  sein.  Dabin  zu  gelangen,  das 
m  wir  al»  tlas  letzte  Ziel  Jer  Naturwißsenscbaften  bezeichnen;  ob  es 
xlii  H*  rl.io  kami,  rlan  lätfst  sich  jet^t  nocli  nicht  UburaeUen. 


AWeitiui^  der  pliysikaliöclien  Gesetze  aus  Messungen. 

Wir  haben  im  Vorigen  fiorcits  nKhrtVicb  gezeigt,   dafs  dio  Gnmdlaf'c 
«üp«  physikalischtm  WisHenh  gt^nuue   ÜMoliiichtiingen  und  Messungen  sind; 
I  ek  wir  smr  Btjsiirechnng    der   physikali schein  Naturerscheimingen  selbst 
aberj?ehön^  mtlsson  wir  uns  daher  noch  die  Frage  vorlegen,  wie  wir  aus 
*ki  M*?»sungen  die  Oosetze  der  Erschemnngen  ableiten,  und  wie  wir  bei 
tieft  M»»s*iingen  zu  verfahren  haben.     Wir  wollen  dieses  an  dem  Beispiele 
I  »Iw  Ztirttckwerfung  des  Lichtes  zeigen,  welehos  wir  vorhin  bereits  angeführt 
bÄbflB.     Wir  wissen  also,  dafs  jedesmal,  wenn  ein  Lichtstrahl  auf  eine 
polift«  Flttr^he  t^ällt,  derselbe  znrüekgeworfon  wird,  ferner,  dals  die  Richtxing, 
I  Oftcb  wulebpr  der  zurilekgeworfene  Btrahl  fortgepflanzt  wird,  sich  Undert, 
wfii  /  des  einfallenden  sich  ändert.    Um  das  Gesetz  zu  erhalten, 

^i1^ ;  ugigkejt  der  Richtung  des  zm'ückgeworfenen  von  der  des 

«mfAltendea  Htrahles  darstellt,  setzen  wir  einen  Spiegel  in  den  Mittelpunkt 
Imm  geteilten   Kreises,  so  dal's  die  Ebene  des  l*5piegels  senkrecht  ist  zur 
1  Eb<?ne  des  Kndses.      An  dem  Kreise  sind  zwei  bewegliclie  Radion,  deren 
Koden  riiif   rin^^r  Bpitze  anf  die  Teilung  des  Kreisens  zeigen.     Die  Radien 
trigtm  dtu^chsii  htige  Röhren,  deren  Achsen  den  Radien  parallel  sind;  vor 
I  <i«r  mtien  Rrthro   stobt   eine  möglichst  kleine  Flamme,   welche  nur  dtirch 
Ui^  Rvjhre  Licht  aul'  den  Spiegel  senden    kann.      Ist  nun  der  Spiegel   so 
mfjjrwteUi,   dafs  die  Hpiegelnormale ,   das  Einfallslot,   den  Nullpunkt  der 
I  Tlü  " ' ,  so  gibt  uns  der  Abstand  des  die  Flanune  tragenden  Radius 

ikto   der  Teilung    den   Einfallswinkel    de«  Lichtstrahls,     Wir 
I  Turfciueben  dann  den  zweiten  beweglichen  Radius  so  lange,  bis  wir  durch 
<iii>  ll5hi"«?  blickend  den  zurückgeworfenen  Strahl  sehen.    Da  dann  die  Kich- 
Itnnif  dieses  ^nveiten  Radius  jene  des  zurückgeworfenen  Lichtstrahles  ist,  so 
ol»t  ^        '/         i]   seiner   Spitze   von    dem    Nullpunkte    der    Teilung 

'leii  inkel.     Man  setzt  dann  die  beiden  beobachteten  Win- 

kel nvben  einander.    Man  wiederholt  dann  den  Versuch,  indem  man  nach 
im«l  oarh  verschiedene  Einfallswinkel  wählt,  dabei  von  dem  kleinsten,  der 
imkr^lii^ix   Incidenz,   bis   ztim   grufsten,   der   streifenden   Incidenz,   fort* 
I!  T  entwirft  sich  eine  Tabelle,  auf  welcher  neben  jedem  gewählten 
1  der  beobaebtete  Zurückweriimgs Winkel  verzeichnet  ist.    Eine 
der  zusamnjcngeh^^rigen  \V' inkel  zeigt  uns  damij  unter  Voraus- 
_  .„;     luter  Genauigkeit,  dafs  die  zu  einander  gehörigen  Winkel  immer 
lltitb  tiind.    Indem  man  dann  so  eine  ganz  konstante  Beziehung  zwischen 
'  '   '     Im   Winkeln  in  den  beobachteten   Fällen  erkennt,  schliefst  man, 
LH  allen  m  sein  wird,  und  erhalt  auf  diese  Weise  ein  experimentell 
U*^iuörö»7S  Gesetz. 

U*»r  beweis  Hnes  physikalischen  Gesetzes  ist  somit  der  Nachweis  einer 

^^immten  Br^i«ihung  zwischen  Zahlen,  welche  durch  direkte  Messung  er* 

'        US  direkt  gemessenen  Gr«1fsen  berechnet  werden;  w^ir  erkennen 

lUi;  in  einer  gr«'ifseni  oder  geringem  Anzahl  von  Fällen  und 

l*:üliti6eu  daraus,  dafs  m  in  allen  bestehe. 
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Ac. 


lal»  ist  ^r  MaJstab^ 


G- 


Bft^PT! 


EL 


mit 


>^**ht. 


üotw^ndigi?   iresehicklieiiJieit^ 


ndet 


ezieaungiEii  würde  nach  den  Me 


^r   r 

I^COt  MX  iL 

liiae«!fli:   miui    .VLirüt?   dmi 
zwhxmgun  tLailen^  wttlrb 
keit  wiiMlprgeben^  und 
4fpt^  TacEn^  yerdieni^ii. 

Abm  aber  die  Instmineate   i&e  Qutige  FtriaJijvit,   mul  Itafc  der 
otediler  die  eiforderlieto  3aig6i^  lagpwaaftfe^  ao  iadst 
Bünaboiig,    wi^Lche    die    TiiiiilimitNrfiw  Wate   an   gauni 
mid  mdi&m  man  tiaim  nrw^^  dai^  ToBknarnua»  Biawiniglrgit  mslBl 
wqrAni  ]caziii,  darf  man  <iiese  B^zieboBg  ais  dem.  Avsdxnek  des 
9d»ii  Gesetzes  b^tmehtem. 

Hierbei  dind  aber  nocii   folgeadfi  Funkte  zn  baadlten.    Da 
fänvT  hmrm^ihmxd  grolaem  Zahl  warn  Jteman^n  ebgOM»  üft  Wa 
kati  bat^  dalJ  die  beobachteten  Werter  '  ils  daXs  m  vt  grolk 

90  mlldaea  im  allgemeinen  ebenso  viele  Lt*iner  als  grSIber  i 

diejemg»^,   waleha  dae  aus  den  Mesrong^i  abzoieitandi»  Gesetz 
Ttndei  man  dagegen^  da£d  die  ge6mdeni^  Werte,  wenn  anch  inner 

dar  BeobaditnBgaidhIfir,  steüi  ^lügtor  oder  stets  kleiner  äinsd,  si»  i 
dannoeh  schllaOien,  daTs  «la^  Geeeti  oidkt  geaan  bastaht    Wir 
da&  die  £rkenntnid  d^r  nit^ht  gaoa  afaeaiKeit  GUMgkeit  de«  . 
L  Qme^aBm  lange  Zeit  dadurch  vi*migert  wnrde^  dajj  Arago  tmd 
di^aa  Tomeht  hai  den  aas  ihren  Versnrhen  gezogenen  SehlüJSäen  Yeral^äamt 
Die  AbweiehiiDgaii    der    beobaehteti^n    Werte    von   den   vom   Gesät 
ve^rknglaa  wd^m&a  fenar  ganz  nnnsge^äisig  sein,  dieselben  dürfen 
BBtimmta  Ge§etannirRigtoit  xeigan.    Würde  man  tindi^n,  dals  etwa 
W^rre    'Uv    ^f'gnbenen  GnVfse   iler  beobachtete   Wert    der  von  dat 
abhängi^n  Grofse  immer  grölser,  tilr  grolse  dagegen  immer  klein 
iat  aii  der  vifm  G^tze  verlangte,  so  würde  man  auch  dazin  nicht  schlief 
tiaitf  dai6  aus  den  MetBOBgiii  abgeleitete  Geäelz   der  ^V  hk« 

'ig  entspricht;  wir  dMlMi  ea  waA  daim^  wie  in  dem  v< 
tllr  f*tn  anufilit^ md  oehtiges  halten. 

WiD  grr.rs  in  «ien  einzeln  Fällen  die  Beobaahtunga&hler  sein  kui: 
km  dia  beobaehteten  Werte  den  wirklich  statthndenden  ent 


Die  in  der  Physik  gebrüacblichen  MaXse. 
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iujmeiL,  das  lUTst  sich  tucht  allgemein  feststeUen;  es  hängt  das  onter  sonst 
glftjcljim  ümfttänd^n  von  der  Schwierigkeit  der  Measangt?n  ab.  Man  hat  m 
jwtlem  Falle  die  C4renze  der  erreichbaren  Gonanigkeit  zu  bestimmen,  in 
wnlcbcrr  Weise,  das  werden  wir  später  bei  den  einzelnen  üntersncbimgen 
kniii  IL    Das  aber  isi  immer  festzuhalten,  dafs,  wenn  Beobaebtnngon 

m  stätigen  sollen,  die  DÜlerenzen  des  beobachteten  imd  goeetz- 

mälkigen  Wertes  nur  ein  kleiner  Bruchteil  des  erstem  sein  dürfen. 

Die  in  der  Pliysik  gebräuchliclien  Mafse. 

Die  Mafse,  welche  in  der  Physik  angewandt  werden,  sind  dem  nou- 
ft«iiiösis£?hen  Mafssystem  entnommen,  welches  den  grofsen  Vorzug  hat,  dafs 
M  aDe  MnlHbestiramimgen  auf  ein  und  dieselbe  Kinheit,  die  des  Lllngen- 
niii*«»»  ■/.'■■•  ■fi.     Die  Einheit   des  französisL'hen  Langenmafses  ist  das 

Untat,    i^  ist  von  der  Länge  eines  Erdmeridians  abgeleitet,  und  zwar 

ytmh  der  zebnmillionte  Teil  des  durch  genaue  Messungen  bestimmten 
^iwlmnten  eines  Erdmeridian  dazu  gewählt.  Später  hat  sich  zwar  er- 
gi^lwn,  dafs  in  die  dem  Meter  zu  Gnmde  liegenden  Messungen  sieh  ein 
Wamv  Fehler  eingeschlichen  hat,  da  aber  die  Mafseinheit  einmal  fest* 
geteilt  und  verbreitet  war,  so  hat  man  es  im tt>r lassen ,  dieselbo  darnach 
m  Mi*nL  Das  Meter  ist  sona<.^h  um  ein  sehr  Geringes  von  dem  zehn- 
miüionten  Teile  eines  Erdjneridianquadranten  verschieden.  Das  Original - 
Dioter,  nach  welchem  alle  übrigen  Mafsstttbe  abgeglichen  werden,  ist  in  den 
An'liJren  zu  Paris  niedergelegt. 

Man  teilt  das  Meter  nach  dem  Decimalsystem 
1  Äf^ter  =  10**°  Docimeter  =  100''*"  Centimeter  =  lOOO"'"'  Millimeter. 

Im  deutschen  Reiche  ist  seit  dem  1,  Januar  1872  dasselbe  Mafssystem 
►ing^Kihrt  worden.  Als  deutsche  Bezeichnung  ist  für  das  Meter  der  Name 
Sy>,  für  das  Centimeter  Neuzoll  und  für  das  Millimeter  der  Name  Strich 
gt»wrilili,  welche  B<?zeichnungen  indessen  gegenüber  den  Ultern  oben  an- 
gnflÜirten  w**^nig  in  Gebrauch  sind. 

Früher  legte  man  in  Frankreich  und  Deutschland  und  noch  jetzt  in 
»Wen  Lindem  die  willkürlich  gewählte  Einheit  des  Fufses  (imgefäbr  von 
•fcr  Lange  de*^  ntensch liehen  Fufses)  zu  Grunde. 

Kine  Vergleichung  der  wichtigsten  Fufsmafse,  wie  sie  bisher  gebraucht 
fnnäai,  toit  dem  Metermafse  gibt  folgende  Zusammenstellung: 


l  «    '3,078444 


l*rettCi«D 
Ebul.  Fiifs 


Kngliuid     Oitrttieh 


3,llH619d  3,2S081»d' 3,1 63446 


FtiTi 


3,426310 


Ftife 


B&chten 
FuFa 


Sohwedtiiil 
FufB 


3,333333  3.63liy7'3,36812t5l 


Dem  hier  angegebenen  preufsi sehen  ist  das  dllnische,  dem  englischen  das 
I  nB«i*che  und  dem  badischen  das  schweizerische  Fufsmafs  an  Grösfe  gleich. 
Her  Fufa  wird  entweder  duodecimal,   in   12"  Zoll,  der  Zoll  in  12'" 
läim  odnr  decinial,  in  10",  der  Zoll  in  10"'  Linien  eingeteilt. 

^        '"      "     irriafs  wird  in  dem  metrisclioD  System  durch  Qiiadrierung 
i'ti  und  ebenso  das  Köqiermafs  durch  Kubation  des  Meters 

l**  Quadratmeter  =  100*»^™  =  10  000^'*^"^  =  1000  000'^™"". 

1^  Kubikmeter  =  1000*^^'"  =  1000  000  ^"'  =  1000  000000^"*°^. 
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Die  ia  der  Physik  gebräucbücheD  Mals«, 


Ks  ist  leicht  darnach  das  Verhältnis  der  Quadrat-  luid  Kubik-Fufs« 
Zolle  etc.  zum  njotrischen  Flachen'  und  Kuipermafse  zu  erhalten,  z.  B. 
1*»  =  9,476817  G'  Paris  =  10,15187  CT  preufs.  etc. 
1»^">  =  29;i7385  kub.  Paris  =  32',325e7  kub,  preufs.  etc. 
Als  Einbeii  des  Holilmafses  nininit  das  metrische  System  den  Raum 
Inhalt  eines  Kubikdecimeters  und  nennt  dieses  Mafs  ein  Liter  (französii 
Litre). 

Dasselbe  Hohbuafs   ist  jetzt   auch   als   Einheit   iin   deutschen  Reicl 
acceptiert, 

Früher  wurde  bri  uns,   und  noch  jetzt  in  den  Lllndem,  welche  di 
juetrische  System  nicht  acceptiert  haljen,  das  Hohliuars  aus  dem  Fufamal 
verschieden  gebildet.    In  Preulsen  war  das  Quart  =^  64"^  kub»,  in  Baii 
das  Mals  ^  84",304  kub-,  in  England  ist  die  Gallone  =  277";2738  kub. 
das  östreichische  Mafs  ist  =  Ü'^0448  kub.  u.  s.  f. 

1  Liter  =  0,873  3386  preul's.  Quart  =  0,935  4301  baier.  Mafs. 

=  0,2200967  engl.  GaUone  =-  0,706  6483  östn  Mafs. 
Auch  die  Einheit  des  Gewichtes  ist  im  metrischf^n  Bystenio  aus  jenei 
des   Längenmalses   abgeleitet.     Man   geht  vom  Centimeter  aus  und  nennt 
das  Gewicht  von  einem  Kubikoentimeter  Wasser  bei  der  Temperatu; 
4"  U.  ein  Gnimm. 

Im  gewöhnliehen  Leben  wird  das  Gewicht  von  einem  Liter  Was^ 
als   Einheit   genommen;   dasselbe    enthüllt    1000'^'^   kub.   und   wiegt   dahi 
1000   Griuiim,     Dieses   (Gewicht   würd    Kilograimu   genannt,     Ein    bei    dei 
Aufstellung  des  metrischen  Systenif^s  mit  der  gvölaten  Sorgfalt  hergestelli 
Kilogramm  wird  in  den  Pariser  Archiven  aufbewahrt     Da  man  mit  vi« 
grefserer  Genauigkeit  zwei  Gewichte  mit  einander  vergleichen   kann^   all 
das  Gewicht  eines  bestimjnten  VoluraenB  Wasser  bestinamen,  so  werden  aUj 
Nornialgewichta  nach  dem  pariser  Kilogramm  abgeglichen. 

Die   Unterabteilungen   des   Gmmmes   sind  nach    dem   Deeimalsysten 
gebildet 
1  Granuu  ^10  Deeigramme  ^100  Centigramme  =  1000  Milligrarnnw 
Besondere  Zeichen  werden  für  diese  Unterabteilungen  nicht  bemitzi 
man  schreibt  sie  als  Decimalstellen  des  Grammes. 

Im  deutschen  Reich  ist  seit  Einftihrung  des  metrischen  Systems  aucl 
dieses  Gewichts  System  eingefiihrt,  nur  wird  als  Einheit  die  Hälfte  des  Kilo- 
gramms^ das  Pl^d,  genommen.  Dasselbe  wird  dann  ohne  weitere  Unter* 
abteilung  in  500  Granun  geteilt.  Die  in  andern  Lllndern  gewählten  Ge 
wichtseinheiten,  die  meist  den  Namen  Pfund  ftihren,  sind  von  dem  halbei 
Kilogramm  nicht  sehr  verschieden.  Eine  Vergleichung  der  wichtigsten  Pfundi 
mit  denr  Kilogramm  bietet  folgende  Zusammenstellung: 

1  Kilogramm  =  2,204  597  Pfd.  englisch  Avoirdupois 
1,785  675     „     östreichisch 
2,441883     „     mssisch 
2,002  768     „     dänisch  und  norwegisch 
2j351063     ^,     schwedisch  Schalgewichi 
2,000000  deutsch. 
>as  Pfund  wird  meist  in  1 6  Unzen,  wie  in  England,  oder*  in  32  Lotli 

m 
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1I0D  Nioderlanfien,  Bpanien  mid  It.aü(*n  ist  dci9  metrisclie  System 
hrt,  zoni  Teil  nur  mit  aadnni  Benemiaugen. 
(.'Ol  eitie  Bielirniig  uu  Räume  mit  einer  andern  zu  vergleichen,  bat 
msD  ein  MaTs  ftlr  Winkel  oder  Hiehtungsversckiedenlieiten  eingefiihH;  man 
i(>ili  m  dem  Ende  überall  den  Kreisumfang  in  360  gleiche  Teile,  deren 
eiiiür  ein  Cimd  rf*>nannt  wird.  Der  Grad  wird  in  «jO'  Minuten,  die  Minute 
ifl  Uf  Belrmi  ;  rit. 

Di(»  Ersri,    1      ,  n,  welche  wir  in  der  Physik  zu  untersuchen  haben, 
tri^a  nicht   nur   rUnralich,   sondern   auch   zeitlich  versckieden  auf.     Wir 
h\m  dahßr  in  vielen  Fällen  auch  die  Zeit  zu  messen.     Das  Zeitniafs  iat 
lafdie  LEinge  des  Tages  gegrtlndet,  es  ist 
1  Tag  mitUerrf^r  Zeit  =  24  Stunden 

1  ^  Stunde  =  00'  Minuten 

1'  Minute  =  00"  Sekunden. 
\W\  den  physikalischen  Zeitangaben  wird  meist  die  Sekunde  als  Zait- 
einhfit  gewühlt 

Einige  Mefsinstrumente. 

Der  Komparator, 

Der  Angabe  der  in  der  Physik  gt-brtiurh lieben  Mafse  lassen  wir  eiue 

kur»  Bes4;hreibung    der   ohne    besrmdero    Theorie   in    ihrem    Princip   ver- 

iinente,  der  I/dugenmefsinsirumeute,  und  der  Winkel- 

'' "     '  ■  ..■  'i' 

Di<j  Urundlage  ttlr  alle  Längenmt^sstmgeu  ist  das  Meter^  und  zwar  wird, 
WM«  vorhin  urwähnt  wurde,  als  da«  Normaliueter  das  in  den  Pariser  Archiven 
Ufinflliche  aus  Platin  gefertigte  Meter  angenommen.  Die  siimtlicbcn  in 
üvlir  !  ndlichen  Meter  sind  entweder  direkt  mit  dem  Pariser  Normal- 

^*^<  Lien,  oder  nach  solchen  dargestellt,   welche   mit  den  Pariser 

Ä*Wni  verglichen  waren. 

Zur  Vergleichung  der  Längenmalse  wendet  mau  Komparatoren  an, 
^Icb«  verschieden  eingerichtet  sind^  je  nachdem  man  Endmalse^  das  heilst 
«afs.  '    <'ben  will,   welche  zwischen    den " Endpunkten  des  Malsstabüs 

^nib  rn  Länge   haben  sollen,  oder  Stricbmafse,    das  heifst  solche, 

»"leljw  zwLschen  ssweien  auf  dem  MaCsstabe  gezogenen  Strichf^n  eino  lie- 
Itiirinir*.  Tiin.f*.  haben.  Wir  begnügen  uns  damit,  einen  ftir  die  Vergleichung 
^^  i  ri  konstniieiien  Fühlhebelkoniparator  zu  beschreiben  M- 

Line  iaeif.e  Platt,«  von  gehobeltem  öufseisen  dient  dem  A[>pamt  (Fig.  l) 
^1^  Bimis. 

Fig.  I. 


DiRS<^  PlatU^   ij»»sit?.t  an  dem  einen  Ende  ein  mit  Hchnuiben  befijstigtes 
^l^meüt  Auftat^tOck  €;  an  diesem  befindet  sich  eine  yorspriugenda  stumpfe 

^.  r,i parateren  sehe  raan   im   ersten  Dande  von  Karstem  Edcj- 

^^'  ii  p.  502  ff,  nnd  Wüd^  Bericht  fiber  die  Reform  der  achweizeri- 

0rii4AÜ*e.    iiönch  1868. 


i^ik. 


Mtti 


14  Der  Komparator. 

Schneide,  gegen  welche  das  Meter  fest  angelegt  wird  Gegen  das  and< 
Ende  des  Apparats  hin  ist  ein  stählerner  Stift  DE  angebracht,  der  seil 
Länge  nach  gleiten  kann:  man  kann  ihn  von  D  nach  E  hin  verschieb« 
aber  eine  Spiralfeder  drückt  ihn  immer  nach  D  hin  zurück.  Der  Mefsappai 
des  Instrumentes  wird  von  einem  um  eine  Axe  G  beweglichen  Winkelhel 
ZGE,  dem  Fühlhebel,  gebildet.  Der  Winkelhebel  hat  einen  sehr  kurzen  Ai 
GE^  der  durch  eine  Feder  F  immer  an  das  Ende  E  des  Stiftes  DE  a 
gedrückt  ist,  und  einen  lOOmal  längeren  Arm  ZG,  dessen  Ende  auf  eine 
geteilten  Kreisbogen  sich  bewegt.  Bei  L  befindet  sich  eine  Lupe,  du« 
welche  man  scharf  beobachten  kann,  an  welchem  Teilstrich  das  Ende 
ansteht. 

Um  nun  ein  Meter  zu  prüfen,  verfährt  man  folgendermafsen.  Zunäch 
legt  man  den  Etalon,  mit  welchem  man  den  Mafsstab  vergleichen  wil 
gegen  die  Scheide  bei  C  imd  richtet  ihn  gerade  durch  Anschieben  an  d 
beiden  festen  Aufsatzstücke  M  und  N.  Der  bewegliche  Stift  DE  wird  dan 
durch  die  ihn  umgebende  Spiralfeder  gegen  das  Ende  A  des  Etalons  gt 
drückt;  der  Hebelarm  GE  wird  dann  durch  die  Feder  F  an  das  vordei 
Ende  E  des  Stiftes  DE  angedrückt,  und  der  Zeiger  GZ  stellt  sich  ai 
irgend  einen  Teilstrich  der  Teilung  ein.  Man  beobachtet  und  bemerkt  sie 
denselben. 

Darauf  ersetzt  man  den  Etalon  durch  den  Mafsstab,  der  geprüft  werde 
soll.  Wenn  der  Zeiger  dann  genau  auf  demselben  Teilstrich  einsteht,  i 
ist  derselbe  richtig,  zeigt  er  auf  eine  andere  Stelle  der  Teilung,  so  ist  di 
Mafstab  unrichtig  und  mufs,  je  nachdem  der  Zeiger  sich  mehr  oder  wenig« 
entfernt  von  Z  einstellt,  verkürzt  oder  verlängert  werden. 

Um  die  Empfindlichkeit  des  Apparates  zu  beurteilen,  genügt  es  i 
beachten,  dafs  der  Unterschied  der  beiden  verglichenen  Mafsstäbe  in  d< 
Bewegung  des  Hebelendes  Z  hundertmal  gröfser  erscheint,  weil  der  Ar 
ZG  des  Winkelhebels  hundertmal  gröfser  ist  als  der  Arm  GE,  Da  m« 
nun  eine  Verschiebung  von  0°*",1  auf  der  Teilung  mit  Hülfe  der  Lupe  not 
recht  gut  wahrnehmen  kann,  so  kann  man  einen  Unterschied  der  Mafsstäl 
von  0™",001  noch  gut  bestiftimen. 

Die  Vergleichung  eines  Mafsstabes  mit  dem  Etalon  ist  aber  denno< 
meist  nicht  so  einfach,  da  nur  selten  der  verglichene  Mafsstab  von  Plat: 
verfertigt  ist.  Die  Wärme  dehnt  nämlich  alle  K(Jrper  aus,  und  der  a 
Etalon  benutzte  Platinmafsstab  hat  nur  bei  der  Temperatur  des  schmelzende 
Eises  genau  die  Länge  des  als  Einheit  angenommenen  Meters.  Man  mu 
daher  alle  Vergleichungen  bei  dieser  Temperatur  ausführen  oder,  wenn  mf 
sie  bei  einer  andern  Temperatur  ausgeführt  hat,  Rücksicht  nehmen  auf  d 
Ausdehnung  der  Körper  durch  die  Wärme,  welche  für  die  verschieden« 
Mafsstäbe  eine  andere  ist,  wenn  sie  nicht  aus  dem  gleichen  Material  g 
fertigt  sind.  Dadurch  wird  das  Verfahren  etwas  komplicierter;  wir  werd 
später  sehen,  wie  man  diese  notwendigen  Korrektionen  anbringen  kaim. 

Mit  Hülfe  des  Komparators  kann  man  sich  also  jeder  Zeit  ein  genau 
Meter  verschaffen.  Ist  das  geschehen,  so  müssen  wir  dasselbe  in  sei 
Unterabteilungen,  Decimeter,  Centimeter  und  Millimeter  teilen.  Die 
Operation  geschieht  mittels  der  Teilmaschine. 
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Der  wichtigste  Teil  dieses  Apparates  ist  eine  Mikrometerscbraube. 
Difsetbe  ist  auf  einem  möglichst  homogenen  Gjlinder  von  hartem  Stahl  fin- 
gp^chnitten  otid  hat  eine  Lunge  von  50—80  Centimeter.  Bei  d*3r  Her- 
^IliiQ^  derselben  sucht  man  ee  dahin  zu  bringen,  dafs  ein  Schraub engang 
:  oaa  ^em  Millimeter  entspricht,  das  beifsi  also  einmal  zn  erreieben,  dal's 
•^i*t  E5be  aller  Schraubengänge  unter  sich  gleich  imd  jed^r  gleich  einem 
Millimeter  ist.  Es  mufs  also  die  Anzahl  der  Schraub engänge  genau  der 
Atijahl  Millimeter  entsprechen,  welche  der  Cy linder  lang  ist.  Absolute  Ge- 
naüijfkeit  k:uin  natflrlich  nicht  erreicht  werden,  die  Ungenauigkeiten  dürfen 
iB*  nr  klein  sein  und  müssen  durch  Messung  l>estimrat  werden.    Bei 

Ji-t  ibung  des  Instrumentes  und  s»*iuer  Anwendung  nehmen  wir  an, 

da^  die  Bckraube  möglichst  genau  gearbeitet  sei. 


An  seinen  beiden  Enden  ist  der  mit  der  Schraube  versebene  Cylinder 
in  /wni  Zapfenlager  P  und  B  (Fig,  2)  eingeschlossen,  in  denen  er  sich  mit 
-.tufttr  B"'ilning  drehen  kann,  ohne  die  geringste  fort  seh  reitende  lUiwegimg 
ifiiunf  hm«*n-  eine  Kurbel  A^  welche  man  mit  der  Hand  dreht,  bringt  diese 
Bfrwegung  hervor. 

Die  Sehraube  geht  in  einer  Mutter  Q^  welche  sie  lunfalst,  und  welrhe 
M»'h  nicht  mit  derselben  drehen  kann.  Die  Mutter  bewegt  sich  daher  vor- 
'  ^rt«  nder  rückwärts,  wenn  man  die  Sehraube  in  dem  einen  oder  andern 
>itine  dreht.  Die  Mutter  teilt  ihre  Bewegung  einer  stühlemen  Flutte  F 
mit,  welche  an  ihr  befestigt  ist.  An  der  Platte  F  ist  ein  Grabstichel  // 
«agifrbracht^  der  also  genau  die  Bewegung  der  Platte  und  somit  der  Schrauben- 
mttU^r  Q  annimmt, 

'    irch  eine  ganze  Umdrehung  der  Kurbel  schreitet  der  Grabstichel  um 

•  H  eines  Scbraubenganges,   also  um  1*^"*  fort,   durch  eine   zehntel, 

^tel,  tausendstel  Umdrehung  bewegt  sich  auch  der  Stichel  um  0"^'",  1 , 

(>°^,001  weiter.     Es  genügt  daher  den  Bruchteil  der  Umdrehung 

1  aube  zfx  kennen,  um  zu  wissen,  wie  weit  der  Stichel  vorgeschoben  ist. 

Aa   dem    Zwecke   ist   an    dem   mit    der  Kurbel   versehenen  Ende   der 

Behraube  auf  den  t Zylinder  eine  kreisfönnige  Sclteibe  />  aufgesetzt,  welche 

lirh  mit  der  Schraube  dreht,  und  deren  Rand  in  100  Teile  geteilt  ist;   ein 

ttohiTwegUcber   an   dem   Tisch   des  Apparates  angebrachter  Zeiger  V  gibt 

bim  ao,  van  welchen  Bnichteil  einer  Umdrehung  die  Schraube  gedreht, 

welchen  Bruchteil  eines  Millimeter  somit  der  Stichel  vorgeschoben  ist* 

Will  man  z.  B.  eine  Glasröhre  teilen,   so  legt  man  dieselbe,  wie  die 

Kfor  xeigt,  auf  zwei  Lager,  in  denen  sie  durch  zwei  Faden  J,  und  A'  fest- 

»tii^n  wird,   so  düfs  sie  sich  drehen,   aber  nicht  ihrer  Lilnge  nach  ver- 
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Bcliieben  kann.  Man  nimmt  dann  als  Stichel  einen  Scbreib<)ianianten, 
hesÄt^r  noch,  man  ULerziehi  vorher  du*  K-öhr^  mit  einer  dum 
mälsigen  Bchiebt  von  Wacht*  odf*r  Paraffin,  und  nimmt  tnuen 
und  f\lhrt.  denselben  dmch  passendes  Brwht'n  der  Stdiraube  an  (bis 
der  Röhre.  Dort  macht  man  den  ersten  Btrifth,  indem  man  *hm  Stichel 
der  einen  Hand  sanft  niederdrtU-kt ,  und  mit  der  andern  Hand  (Iw  Ili% 
ihren  Lagern  henimdrebt,  so  dals  die  Spitze  des  Stichels  die  W 
von  dem  Gk^e  enttVmt.  Mau  dreht  dann  die  Kurbel  um  n  Teile  i 
bewirkt  dadurch  ein  Fortschreiten  des  Stichels  um  u  '  0,01"*^  und  ziehte 
zweiten  Strich;  so  Tilhi-t  man  fort,  bis  die  Teilung  auf  die  gevrün&chte  Li 
vollendet  ist.  Schlieislich  ätzt  man  die  Teilung  auf  dem  Glase  dureh  Pl| 
saure. 

Die  Teilmaschine  in  dieser  einfachen  Form  ist  zur  Anw^mdong  n 
gerade  be<jUom,  indem  sie  /u  jeder  Operation  die  grttfste  Aufmerksam 
fordert.  Man  hat  deshalb  die  Teibuaschine  in  ihrem  mechanisehen  T 
vielfach  verbessert,  besonders  um  den  richtigen  Abstand  der  T^ilstr 
sicher  zu  erhalten,  und  die  Teilstriche  besser  ziehe*n  zu  künnem.  Fij 
zeigt  die  Teilraaschine  in  der  Form^  wie  sie  jetzt  vim  lÜanchi  in  Pari»  {. 
de  Bennos)  gelii^fert  wird, 

Pig    ».  • 


Die  Mikrometerscbraube  F^  bei  meLnem  Apparate  l>ii  t'entimelör  ll 
hat  ihre  Lager  in  dem  eisernen  Gestell  *S'6\.  An  demselben  Oestttlla 
zwei  abgehobelte  Eisenplatteu  P  und  i*,  befestigt,  deren  obere  sorglU 
ifben  gearboitt^it)  Fltichen  der  Axe  der  Schraube  parallel  sind,  Die  ot 
dieser  Platt^^n  irilgt  einen  Schlitten^  an  welchem  der  Stichel,  resp.  das  " 
selben  tragende  später  zu  beschreibende  Hcifsei-werk  befestigt  ist  I^i 
dem  Schliitfm  botindliche  Mutter  greift  in  die  Mikrometerscbraube  ein^ 
dafs  die  Drohung  dtr  Schraube  den  Schlitten  fortbewegt.  Die  Srhra 
kann  nur  in  einem  Sinne,  von  K  aus  gesehen  im  Sinne  der  Bewegung  ej 
Uhrzeigers  gedreht  und  doshalb  der  Sehlitten  nnr  von  i\  aus  gegen  K 
bewegt  werden.  Üin  den  Schlitten  im  entgegengesetzten  SiTin«  l^PU^7gM^ 
kunnf^n,  i»i  die  Mutter  des  Bchlittens  aus  zwei  Teilen  zusani  t, 

dii»  obere  Hälfte   in   einem  Gelenke  drehbar  kann  an  dem  imw    u  r^uii 
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gehoben  werden.  Nur  in  diese  obere  Hälfte  der  Mutter  sind  Windungen 
eingeschnitten,  so  dafs,  wenn  sie  empor  gehoben  ist,  der  Schlitten  frei  auf 
der  Platte  verschoben  werden  kann.  Die  an  dem  Ende  des  Griffes  an- 
gebrachte schwere  Messingkugel  bewirkt  durch  ihr  Gewicht  ein  sicheres 
Eingreifen  der  Windungen  der  Mutter  in  jene  der  Schraube ,  wenn  die  obere 
H&lfte  der  Mutter  niedergelassen  ist. 

Neben  dem  Reifserwerk  ist  an  dem  Schlitten  ein  Mikroskop  M  an- 
gebracht, durch  welches  man  die  gezogenen  Teilstriche  scharf  sehen  kann, 
und  welches  aufserdem  in  nachher  zu  beschreibender  Weise  die  Teilmaschine 
bef^igt  als  Längenmefsapparat  zu  dienen. 

Die  Platte  P|  dient  zur  Befestigung  der  Gegenstände ,  welche  mit  einer 
Teilung  versehen  werden  sollen;  zu  dem  Zwecke  trägt  sie  in  einem  Schlitz 
Terschiebbare  Lager  H^H^^  in  welchen  die  betreffenden  Gegenstände,  Röhren, 
Mafsstäbe  etc.  befestigt  werden.  Um  bei  zu  teilenden  Objekten  verschiedener 
Breite  die  Teilung  an  der  richtigen  Stelle  anbringen  zu  können,  ist  die 
Platte  Pj  etwas  verschiebbar,  so  dafs  sie  der  Mikrometerschraube  etwas 
ßäher  gebracht,  oder  etwas  von  ihr  entfernt  werden  kann.  Gleichzeitig  dient 
diese  Verschiebbarkeit  der  Platte  dazu  die  Gegenstände,  welche  mit  einer 
Teilung  versehen  werden  sollen,  der  Schraube  genau  parallel  zu  legen.  Man 
bringt  zu  dem  Zwecke  den  Schlitten  zunächst  an  das  eine  Ende  des  zu 
teilenden  Objektes  und  verschiebt  die  Platte  Pj  so,  dafs  der  Stichel  sich 
gerade  über  dem  Punkte  befindet,  wo  die  Teilung  beginnen  soll.  Dann 
bringt  man  den  Schlitten  an  das  andere  Ende  und  bewirkt  durch  einen  ge- 
linden Druck  auf  dieses  Ende  der  Platte,  dafs  auch  dort  sich  der  Stichel 
gerade  über  dem  Punkte  befindet,  wo  die  Teilung  enden  soll.  Durch  an- 
ziehen der  Schrauben  s  wird  dann  die  Platte  so  festgesetzt. 

An  dem  mit  der  Kurbel  versehenen  Ende  der  Schraube  befindet 
sich  auch  an  dieser  Maschine  die  auf  ihrem  Umfange  in  100  gleiche 
Teile  geteilte  Scheibe  2);  ein  an  dem  Gestelle  der  Maschine  befestigter 
Index  läfst  erkennen,  um  welchen  Bruchteil  des  Ümfanges  die  Schraube  ge- 
dreht ist 

Bei  der  einfachen  Teilmaschine  erfordert  es  grofse  Aufmerksamkeit, 
Ws  man  die  Schraube  von  einem  zu  dem  andern  zu  ziehenden  Teüstricli 
Dicht  zu  wenig  oder  zu  viel  dreht,  es  ist  deshalb  sehr  schwierig,  die  Teilung 
genau  gleichmäfsig  zu  machen.  Diese  Schwierigkeit  ist  bei  der  vervoll- 
kommneten Maschine  durch  einen  besondem  Mechanismus  gehoben.  Zunächst 
^  man  mit  der  Kurbel  K  die  Schraube  nur  in  dem  einen  Sinne  drehen; 
^  dem  Zwecke  ist  die  Scheibe  2> ,  welche  mit  der  Kurbel  gedreht  wird, 
ßicht  fest  mit  der  Schraube  verbunden,  sondern  für  sich  drehbar  auf  das 
&ide  der  Schraube  aufgesetzt.  Dreht  man  die  Schei])e  nach  links  herum, 
80  bewegt  sie  sich  ohne  die  Schraube  mitzunehmen,  nur  bei  der  Drehung 
|*A  rechts  herum  wird  auch  die  Schraube  gedreht.  Um  das  zu  erreichen, 
|st  unmittelbar  neben  der  Scheibe  und  derselben  parallel,  wie  Fig.  4  zeigt, 
la  der  ein  Stück  der  Scheibe  fortgenommen  ist,  auf  die  Schraube  ein  ge- 
mimtes Bad  z  gesetzt,  und  an  der  Scheibe  Z>  ist  ein  Haken  li  befestigt, 
Welcher  bei  der  Drehung  nach  links  auf  den  Zähnen  des  Rades  schleift,  bei 
^jenigen  nach  rechts  aber  dur^^h  die  Feder  f  auf  das  Zahnrad  aufgedrückt 
^,  in  die  Zähne  eingreift,  und  so  die  Schraube  mitnimmt. 

WOXiUrai,  Pbytik  L  A.  Auß.  % 
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An   äer  Sclieibe  I>  sind,   wie  Fig.  4  Äeijrt,  zwei  Nasen  angebrac 
n  und  ft\  von  *]onen  die  ein»^  n  iinveränderlioh   böft>stigt  i*it,  wlihrt*ttd 
iindor«^  n  an  jeder  Stelle  des  Uinfanges  eingeklemmt   werden  kunu.    Di 
Nasen  stofsen  gegen  einen  Anschlag  A,  der  an  dem  Gestelle  df»r  MeäcU 

drehbar  befestigt  ist,  n 
dessen  Bewegung  durch 
Spitzen  der  Öchranbcii 
und  i^  gehemmt  wird  I 
Bchraube  t  wird  so  | 
stellt,  dal'ä  wenn  bei  eil 
Drehung  nach  links  befl 
der  Anschlag  A  durch  ( 
Nase  n  gegen  di«  Bpil 
von  /  gedrückt  wird»  «' 
Nullpunkt  der  T**iluug 
der  Scheibe  I)  sieb  gei 
am  Index  i  befindet  M 
kann  dann  mit  der  Knrl 
A'  die  8clu'aube  nur  so 
drehen,  bis  die  Nase  w*  «1 
Ans<-'hk^  ^1  g(*gen  daa 
der  Schraube  ^j  ilrQiJct 
der  Fig.  4  angedeutel 
Stt^l  bmg  der  Nase  n  wUr 
das.  nach  einer  ganzen  ü] 
drehung  der  Schrüube  i^l 
wenn  man  t^  so  stellt,  dals  der  Aji.  .1^.,^  -1  g^g^J^  das  Ende  von  /j  drö© 
wenn  sich  wieder  der  Nullpunkt  der  Teilung  an  dem  Index  *  he&ii 
Um  die  Schraube  weiter  zu  drehen,  mul's  man  erst  die  Scheibe  wi 
nach  links  drehen^  bis  die  Nase  n  den  Anschlag  A  wieder  gegen  das  En 
von  t  diückt.  Die  in  Fig.  4  dargestellte  Aoonlnung  würde  somit  die 
eignete  sein,  um,  ohne  besondere  Aufmerksamkeit  auf  die  Drehung 
wenden  zu  mllsßen,  einen  Oegenstand,  etwa  einen  Mafsstab  mit  einer  Mi 
mtjterteilung  zu  versehen.  Man  stellt  durch  Drehung  nach  links  die  Sühe 
I)  so,  dafs  der  Nullpunkt  der  T«ilimg  der  Scheibe  am  Index  *  sich  befin 
wenn  die  Nase  n  den  Anschlag  ^1  an  (  drückt.  Man  bringt  dann  den  Mn 
Stab  in  die  richtige  Lage,  so  dal's  der  Stichel  den  ersten  Strich  dort  m 
wo  auf  demselben  die  Teilung  beginnen  soll.  Man  zieht  den  betreffen) 
Strich;  dann  dreht  man  die  Scheibe  rechts  hemm,  bis  die  Nase  n  den  j 
hcbla^  gögen  das  Ende  von  /j  drtickt;  bei  dieser  Drehung  wird  der  Sc 
um  r"°*  fortgeschoben,  da  bei  derselben  die  Schraube  einmal  vol 
gedreht  wui'de.  Mjoi  zieht  den  zweiten  Strich  und  dreht  dann  die 
zunächst  links  herum,  bis  die  Nase  n  den  Anschlag  A  trifft,  und  wiei 
reirhts  herum,  bis  die  Nase  n  wi*?der  den  Anschlag  trifl't.  Die  erste  Dreh^ 
liefs  den  Schlitten  stehen,  brac:hte  aber  die  Scheibe  in  tlie  Lage,  weJ 
eine  Drehung  nach  rechts  und  damit  eine  Drehung  der  Beb  raube  m^\ 
iiuM^hte,  Man  zieht  den  zweiten  Strich  nnd  so  fort,  so  dafs  man  zwi 
jft  7wei  Strichen  die  Scheibe  einmal  nach  links,  einmal  nach  rechts  d: 
niuf»,  bis  iler  An!^*'hla>{  die  Bewegung  der  Scheilie  hemnit. 
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Will  tnan  den  Mafsstab  statt  in  Millimeter  in  kieitierf»  Teile  teilen,  so 
bat  ßuin  nur  die  Nase  */,  welclie  die  Drehung  nach  rechts  henmii,  zn  ver- 
^»«fcteü.  Eutiernt  nuin  ».  B.  die  Nase  um  ein  viertel  Umkreis  na**b  links  hin, 
srt  WÜr<Je  die  Bewegung  nach  rechts  jedesmal  gehemmt,  wenn  die  Schraube 
iini  i\m  nertctl  Umdrehung  gedreht,  somit  der  Stichel  um  0,75*°™  ver- 
scb»>l^8n  wtlre.  Wir  erhielten  somit  eine  Teikmg,  bei  der  je  zwei  Teil* 
fttncHii  um  0,75"°*  von  einander  entfenit  wären. 

Man  7»ieht  auf  einem  Mal'sstabe.  den  man  teilen  will,  nicht  alle  Striche 
gWifb  lang,   sondern  den  ersten  lang,  dann  vier  kurze,  den  fünften    von 
Üwrer  Lilnge»  dann  wieder  vier  kurze  und  den  zelmten  mit  dem  ersten 
\  plmeher  Läu^^e,    Bei  der  alt-en  Maschine  mufste  die  Hand  des  Teilenden 
^»'^  ■:  der  Linien  besorgen;  das  erforderte  (fesehickliehkeit  und 

W«'  iikeit,  ohne  dafs  man  jedoch  imstande  war,  die  gewünsehtre 

%eimatsigkeit  zu  erreichen.  Die  neue  Einrichtung  des  Grabstichels  je- 
•loci),  wi«*  sie  Fig.  3  perspectivisch  und  Fig.  f)  vom  Profil  zeigt.,  enthält 
mim  besondem  Mechanismus  zur  Losung  <lieser  Aufgabe.  Man  hat  in  der 
Band  den  kleinen  Haken  Ü  (Fig.  5). 

Abm   Rieht   denselben  an-  ^^^'  ^' 

W*  S^g*^   siob    hin,    indem 
niM  ihn    ein    wenig   aufhebt, 
<itim  schiebt    man    ihn    leicht 
'     '  iid  zurück,     Baliei 

tift.  ein  wenig  in 
^  m  U'iivnde  Objekt  ein 
öJb)  hiüterlaist  den  Strir.h.  Um 
'ifim  Striche  die  gewünschte 
l^n^e  zxi  geben,  genügt  es, 
^fn  Oiing  des  Kticliels  passend 
m  b^mrnen, 

Dazu  ist  über  dem  Stichel 
tiaÜAd  LVX  (Fig.  5)  ange- 
l»r>ij|it^  welches  sich  nm  eine 
^«Axe  drehen  kann;  das  llad 

it  aua  Äwei   kreisrunden  Platten,   deren    eine  L  auf  ihrem   Umfange 

iZfthnoti   versehen  ist,    die  andere    VX  aber  mit  Aussclmitten,    welche 

;l9elnd   tinfer  und  weniger  tief  sind,  getrennt  durch  Zwischemllume 

^ (fitticher  Ltlnge,  ilie  durch  den  Umfang  der  Scheibe  gebildet  werden. 

Augenblick  nun,  wo  man  den  Haken  U  anzieht,  bewegt  sich  ein 

ides  Stück  bei   X  gegen  das  Rad,  dringt  in  einen  tieferen  Aas- 

und  hemmt  auf  den  Boden  des^^elben  aufstolsend  die  Bewegung 

bstiftes.    Wenn  man  dann  den  Stift  zurückschiebt,  so  bewegt  er 

it.  bis  er  an  den  Vorsprung  T  stöfst,  welcher  ihm  nicht  weiter 

Den  erlaubt. 

md  dieser  Bewegung  greift  nun  aber  ein  Haken  R  in  die  Z^hne 
/* ,  drebt  es  um  einen  Zahn  voran  und  verschiebt  den  Ausschnitt 
legenden'  Rades   V.     Wenn  man  dann  den  Stift  von  neuem  an* 
•trifft,  er  nicht  mehr  auf  einen  Ausschnitt,  sondern  auf  den  aufseren 
«fang  dri^  Rades,  welcher  an  SteUo  des  Ausschnittes  getreten  ist.     Die 
f  "•»^igong  def»  StjcUel»  geht  daher  nicht  so  weit,  und  der  von  ihm  gemachte 
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gange  zn  prüfen  ist,  läfst  gleichzeitig  erkennen,  dais  die  Teilinaschine  auch 
ein  wertvoller  Mel'sappafat  ist;  man  kann  die  Länge  von  Platten,  Röhren, 
kurz  aller  Gegenstände,  die  man  wie  die  mit  einer  Teilung  zu  versehenden 
Objekte  aof  der  Platte  P^  der  Teilmaschine  befestigen  kann,  mit  derselben 
anf  das  schärfste  messen.  Wir  werden  sehen,  wie  die  Teilmaschine  vielfach 
zü  diesem  Zwecke  verwertet  wird. 

Die  mit  der  Teilmaschine  herzustellenden  Mafsstäbe  teilt  man  selten 
ii  kleinere  Abteilungen  als  Millimeter  oder  höchstens  0,5™™,  weil  bei  zu 
enge  gezogenen  Teilungen  die  Ablesung  zu  grofse  Schwierigkeit  bietet,  um 
non  Unterabteilungen  des  Millimeters  mit  den  Mafsstäben  noch  genau  be- 
stimmen zu  können,  bringt  man  an  denselben  einen  Nonius  an. 

Der  Nonins. 

Nehmen  wir  einen  Mafsstab  von  genau  9"™  Länge  und  teilen  ihn  mit 
der  Teilmaschine  in  10  genau  gleiche  Teile,  legen  ihn  dann  der  Länge  nach 
an  unser  geteiltes  Meter,  so  dafs  er  längs  des  geteilten  Randes  vorschoben 
werden  kann,  so  ist  dieser  einfache  Apparat  ein  Nonius.  Da  die  Länge 
des  Mafsstabes  9™™  in  10  Teile  geteilt  ist,  so  ist  der  Wert  jedes  Teil- 
striches 0,9™".  Der  Wert  der  Teilung  unseres  Metermafses  ist  dagegen 
1"°.   Der  Unterschied  beider  daher 

inun  _  Qmm^9  =  0™™,!. 

Es  folgt  daraus,  dafs,  wenn  die  beiden  Teilstriche  0  (Fig.  6)  zu- 
sammenfallen,  die  beiden  Teilstriche  1  um  0,1™™  von  einander  abstehen, 

Fig.  6. 


I 


die  beiden  Teilstriche  2  um  0™™,2  u.  s.  f.,  bis  der  Teilstrich  10  des  Nonius 
mit  dem  Teilstrich  9  des  Mafsstabes  zusammentrifft.  Ahnlich  wird  es  sein, 
wenn  statt  der  Teilstriche  0  zwei  andere  Teilstriche  auf  einander  treffen, 
Ton  diesen  aus  werden  dann  die  beiden  nächsten  zu  jeder  Seite  um  1 ,  die 
folgenden  um  2  Zehntel  eines  Millimeters  differieren. 

Nehmen  wir  nun  an,  man  wolle  die  Länge  eines  Objektes  mit  unserm 
Metermafs  bestimmen,  und  es  zeigte  sich,  dafs  es  4*^™  5™™  und  einen  Bruch- 
teil eines  Millimeters  (Fig.  7)  lang  wäre.  Dieser  Bruchteil  wird  dann  mittels 
des  Nonius  bestimmt 

Fig.  7. 
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Zu  dem  Ende  führt  man  den  Nonius,  bis  er  das  Ende  des  zu  messenden 
Objektes  berührt,  und  sucht,  welcher  Teilstrich  des  Nonius  mit  einem  des 
Mafsstabes  zusammenftlllt.    In  unserer  Abbildung  ist  es  der  sechste. 

Von  diesem  ausgehend  findet  man  dann,  dafs  die  Teilstriche  5, 
4, ....  0   des  Nonius  um  0™™,1   0™™,2  ....  0™™,6   hinter  denen   des 
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Malsstabes  znrückbleibeiL  Der  auszuwertende  Bmehteil  ist  demnach  0™™,6, 
sein  Wert  ist  in  Zehnteilen  eines  Millimeters  angegeben  dureh  die  Zahl, 
welche  neben  dem  mit  einem  des  Maüsstabes  zosammen&Uenden  Teilstrich 
steht. 

Wir  haben  bei  der  Beschreibimg  des  Nonins  Torausgesetzt,  dafs  der- 
selbe eine  Länge  Ton  9*™  habe  nnd  in  10  Teile  geteilt  sei.  Dadurch  er- 
hielten wir  die  Teile  des  Millimeters  in  Zehnteln  angegeben.  Wir  können 
mm  ebenso  gut  die  Länge  desselben  lu  19"",  29"'*,  39"'*  nehmen  und 
diese  Länge  in  20,  30,  40  Teile  teilen;  wir  erhalten  dann  Zwanzigstel, 
Dreissigstel,  Vierzigstel  eines  Millimeters.  Wenn  man  jedoch  die  Teile  zu 
sehr  rerrielfältigt,  so  tritt  der  Übelstand  ein.  dajjs  zur  Rechten  und  Linken 
der  koincidierenden  Teilstriche  eine  Anzahl  so  wenig  Ton  einander  ab- 
stehender Teilstriche  sich  findet,  dafs  sie  noch  zusanmienzufallen  scheinen, 
und  man  daher  nicht  imstande  ist  anzugeben,  welche  nun  eigentlich  die 
koincidierenden  Teile  sind.  Indem  man  die  Teilstriche  möglichst  fein  zieht 
und  dieselben  durch  ein  3iGkroskop  betrachtet,  kann  man  zwar  die  €re- 
nauigkeit  ziemlich  weit,  vielleicht  bis  auf  0,01  eines  Millimeters  bringen;  es 
gibt  jedoch  immer  eine  Grenze,  welche  nicht  überschritten  werden  kann. 

Der  Nonius  kann  an  allen  Teilungen,  auch  an  geteilten  Kreisen  an- 
gebracht werden;  dort  befindet  er  sich  auf  den  Alhidaden.  Wir  werden  ihn 
an  allen  feineren  Mefsapparaten  wiederfinden. 

Das  SpkirdBfter. 

Die  Mikrometerschraube  dient  nicht  allein  dazu  Längen  zu  teilen, 
sondern  sie  findet  auch  ganz  besonders  Anwendung,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  sehr  kleine  Abstände  zu  messen.  Es  folge  hier  die  Beschreibung 
eines  Apparates,  in  welchem  sie  benutzt  wird,  um  sehr  kleine  Höhenunter- 
schiede, z.  B.  die  Dicke  Ton  Platten  oder  Drähten,  mit  gröfster  Genauigkeit 
zu  messen,  des  Sphärometers. 

Der  Haiq)tteil  dieses  Apparates  (Fig.  8)  besteht  in  einer  möglichst 
genau  gearbeiteten  Mikrometerschraube,  deren  Gänge  die  Höhe  von  0"™,5 
haben.  Dieselbe  bewegt  sich  in  einer  Mutter,  welche  unten  in  der  Hülse  A 
sich  befindet.  Die  Hülse  ^  ist  in  dem  Arm  B  unveränderlich  befestigt  und 
wird  mittels  desselben  von  dem  Stativ  SSG  getragen,  welches  seinerseits 
auf  dem  Dreifnüs  DD  aufgesetzt  ist  Um  durch  dieses  Stativ  den  Apparat 
nicht  einseitig  zu  belasten,  ist  bei  Gr  an  der  anderen  Seite  des  Punktes,  mit 
welchem  der  Bahmen  S"  S  auf  den  Dreifufs  gesetzt  ist,  ein  Gregengewieht 
angebracht.  Der  Dreifufs  ist  mit  Stellschrauben  versehen,  um  den  Apparat 
vertikal  zu  stellen.  In  der  Büchse  A  befindet  sich  ein  oben  hervorragender 
Stahlstift  cT",  welcher  mit  sanfter  Reibung  auf  und  nieder  bewegt  werden 
kann.  Wird  die  Mikrometerschraube  in  dem  einen  Sinne  gedreht,  so  hebt 
sie  den  Stifk  J  empor,  wird  sie  in  dem  andern  Sinne  gedreht,  so  sinkt  der 
Stift  J  durch  sein  eigenes  Gewicht  herab.  Auf  den  Stift  J  kann  ein  kleiner 
Stahlteller  aufgeschraubt  werden  oder  eine  ziemlich  scharfe  Schneide,  wie 
sie  die  Figur  an  dem  Stifte  J'  zeigt.  Gerade  über  dem  Stifte  J  ist  durch 
den  horizontalen  Arm  SH  ein  unten  mit  einer  Schneide  versehener  Stift  J' 
geführt,  welcher  in  der  Durchbohrung  des  Armes  mit  sanfter  Beibung  auf 
und  nieder  bewegt  werden  kann.    Auf  der  oberen  Spitze  dieses  Stiftes  ruht 
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iln»  Hin  «fine  biii  a  befestigt«'  Axe  drehbare  Libelle  X.  Damit  die  Libelle 
«nf  diti  Spitze  des  Stiftes  J'  nur  einen  sehr  leisen  Druck  ausübt  und  so 
dn  ßtift  /'  auf  den  leisesten  Druck  von  untenber  ^emporsteigt,  ist  auf  der 
Andern  Seite  dt-r  Axe  a  das  fSegenge wicht  c  iingebracht. 

Durch  Heben  oder  Senken  des* Stiftes  J\  der  luit  seiner  Schneide  auf 
ii^in  Teller  oder  der  Schneide  des  untern  Stiftes  ./  ruht,  kann  man  soinit 
ili«  ein*!  Seite  der  Libelle  heben  oder  senken,  also  iuiroer  dafür  sorgen,  dafß 
die  Libelle  genau  horizontal  steht.  Diese  horizontale  Stellung  der  Libelle 
hX  da»  HtÜfsmittel,  lam  mit  dem  Apparate  messen  zu  können. 

Diese  Messung  selbst 
g<j?»chieht  an  der  unten  am 
Rahmen  /V  ange  brachten 
Jdälinieterteilnng  T  und  an 
dw  Scheibe  Z,  welche  auf 
ihrem  fonde  eine  Teüung 
U'-^j'  '^  d€*n  Umfang 

dfi  m  500  gleiche 

Teile  teilt.  Diese  Scheibe  ist 
imten  an  <lie  Mikrometer- 
M^hranbe  angeschraubt^  so 
dafs  die  Axe  der  Schrauben- 
spindel gleichzeitig  die  Axe 
dur  Kreisscheibe  ist.  Wie 
erwähnt,  ist  die  Höhe  eines 
Sehraube nganges  der  Mi- 
krometerschraube ein  hal- 
lnw  Millimet4?r,  es  bedarf 
«kber  zwei  Umdrehungen 
dnr  Schraube,  um  die  Bcbei- 
bi*  an  der  Teilung  l^»"  zu 
bfben  Die  Teilung  T  is< 
an  dein  Apparate  so  b» 
f«stigl,  dalB  jedesmal,  wenn 
Üx»  Scheibe  einen  Teil- 
drich  passiert,  der ^  Null- 
pimkt.  der  Teilung  auf  der  Scheiur  mi  unu  iinuMr  r,,  i  riaUe  T  vorübergeht 
I>ie  auf  die  Teilung  T  gerichtete  Lupe  l  hat  den  Zweck,  genau  zu  erkennen, 
welche  Stellung  zwischen  den  Teilstrichen  die  Scheibe  hat. 

Aus  der  Beschreibung  des  Apparates  ergibt  sich  leicht,  wie  bei  den 
Mefisongen  verfahren  werden  mufs.  Setzen  wir  voraus,  es  solle  die  Dicke 
msuiT  pianparaDelen  Glasplatte  gemessen  werden.  Man  schraubt  auf  die 
Spitze  des  Stiftes  /  den  kleinen  Stahlteller  und  schraubt  die  Mikrometer- 
sich raube  so  hoch  empor,  dafs  die  Libelle  genau  horizontal  steht  Man 
lic§t  dann  die  Stellung  der  Scheibe  Z  an  der  Teilung  T  ab.  Belinde  sich 
der  Hand  der  Scheibe  zwischen  den  Teilstrichen  2  und  3,  aber  näher  an  2, 
and  sei  der  Teilstrich  325  der  auf  der  Scheibe  iy[igebrachtcn  Teilung  an 
*h>m  Tlande  der  Platte  1\  Da  «lie  Höhe  der  Seh  raube  ngünge  0,5"*"*  ist,  so 
iler  Schraube  um  einen  Teilstrich  ein  Heben  oder 
fii-aube  um  0,001"'^",-  Die  soeben  abgelesene  Stellung 


}  rj^-» 
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der  Scbeibe  gibt  soiint  an,  daCs,  wenn  dio  Libelle  i^'enau  horizontal  stellt^  uiiti  i 
zwischen  der  Schneide  /'  imd  dem  Teller  J  niclits  zwi^i^hon  gee^ohoben  ist,  dafd] 
dann  die  Scheibe  sieh  2,325"""  imter  dem  Nullpunkte  der  Teihrng  T  brfindet. 

Nun   wird   die  MikroraetersL-hmube  nnd  damit  der  TeUer  /  gesenkt, 
soweii,  dafs  man  die  Glasplatte  auf  denselben  legen  kami.    Ist  das  geschehen,.! 
so  wird  die  Mikrometerschranbe  wieder  gehoben  ^  bis  die  Bchneide  /'  vonj 
der  Glasplatte  beriliirt  wird ,  und  dann  die  Mikrometersehranbe  vorsichtig  j 
weiter    gedreht ^    bis    die   Libelle   wieder    genau    horizontal    steht,     Diesel 
Beobachtung   beweist    dann,   dafs   die   Schneide  J'   wieder   genau  dieselbe  1 
Höhe  hat  wie  vorhin,   die  nach  oben  gewandte  Flllcho  der  Glasplatte  isti 
also  genau  in  der  Lage,  in  der  vorhin  der  Teller  J  war,  der  Teller  J  undJ 
damit  die  Hebeibe  Z  ist  also  genau  um  die  Dicke  der  Glasplatte  niedriger  1 
wie  vorhin.     Wir  erhalten  also  die  Dicke  der  Glasphiite^  wenn  wir  von  der 
jetzt  beobachteten  8tellimg  der  Scheibe  die  vorher  bestiniDite  Stellmig  ab- 
ziehen.   Befinde  sich  die  Scheibe  jetzt  zwischen  dem  Teilstriche  3  iind  4,  i 
aber  nUher  bei  4,  und  sei  der  Teilstrich  438  der  Scheibe  an  der  Sehneido 
der  Platte  T.    Da  die  Scheibe  nUher  bei  4  als  bei  3  ist,  so  folgt,  dafs  siel 
mehr  als  3,5°^™  tiefer  ißt  als  der  Nullpunkt  der  Teilung,  und  zw^ar,  da  der] 
Teilstrich  438  der  Bcheibe  an  der  Schneide  der  Platte  T  ist,  um  0,438" 
Die  jetzige  Stellung  der  Scheibe  ist  also  3,938.    Hiervon  den  vorhin  bo*j 
stimmten  Wert  2,325  abgezogen  gibt   1,613"""   als  Dicke  der  Glasplatte,  J 
Zur  Erreichung  gröiserer  Genauigkeit  wird  man  die  Messung  einige  Male^ 
wiederholen.  Da  man  die  Libelle  nicht  absolut  genau  einzustellen*  imstanda 
ist,  so  wird  man  bei  den  verschiedenen  Messungen  einige  Teilstriche  DüFer 
hnden;  man  nimmt  dami  das  Mittel  ans  den  gefiindenen  Zahlen. 

Zur  Messung  von  Drühten  wendet  man  an  Stelle  des  Tellers  auf  demj 
unteren  Stift  die  Schneide  an;  man  schiebt  dann  ein  kleines  Sttickehen  desl 
zu  untersuchenden  Drahtes  zwischen  die  Schneiden,  indem  man  im  übrigen.  1 
bei  der  Messung  ganz  in  der  angegebenen  Weise  vertUhrt^). 

Das  Kathetoineter. 

Bei   physikalischen  Untersuchungen  findet  man  sich  oft  in   die  Not-J 
wendigkeit  versetzt,  kleinere  oder  gröfsere  Höhenunterschiede  zu  messen^i 
besonders  von  Flässigkeitssäulen^  ohne  dafs  man  an  dieselben  direkt  einei: 
Mafsstab  anlegen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  haben  zuerst  die  französischen  Physiker  Dulong  undl 
Petit  einen  besondem  Aj>parat  konstniiert  und  bei  ihren  Versuchen  über  die] 
Ausdehnung  lies  Quecksilbers  durch  die  Wärme  zu  Messungen  benutzt.  Spätar] 
wurde  dieser  Ajiparat  von  Pouillet  vergröfsert  und  Kathetometer  genannt»] 

Das  in  Fig.  f»  und  10  abgebildete  Kathetometer  ist  nach  der  ihm  vonl 
Staudinger  gegebenen  Form  konstrmertj  nur  die  Anbringung  des  Femrohrsl 
Fig.   10  weicht  von  der  von  Standinger  gewählten  Anordnung  ©tw^as   ab. 
Das  der  BeBcbreibtmg  zu  Gnmde  Hegende  Exemplar  ist  vom  Mechanikei?] 
Schubart  in  Gent  verfertigt. 

Die  wesentlichen  Bestandteile  des  Apparates  sind  ein  vertikaler  Mafs-] 
Stab,  an  dem  ein  horizontales  Ferru*ühr  auf  und  ab  geschoben  werden  kajin^ 


9  Sphüromet'er  der   beschriebenen  Form   sind  in  vortreflElicher  Auaführan 
ier  WerkstMt  von  Hermann  <(*  F^^ier  in  Bern  i:^  W-cveW^. 
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%n  stellt    m   den  MesHungrifi   das   Feniruhr  n\i\'  tlU^  Kiipp**n  der  l)«iden 
rilf*n  ein,  und  dii*  beiden  Ht*dhin^(m  dts  Fernrohres  am  Mai's- 
i.  i:r  i,r^i  Mit-  H«Jh«^ndjJlerpnz  di»r  lieiden  FlüssigköHssjiul^n, 
80  Toniöjrli«h  d^r  Appjirat 


Fig.  u. 


T  ist, 

1T1  er 

is  liefern,  deshalb  wird 

in,  ihn  etwas  genauer 

eiben. 

Aul   '  ■  'v.in  eisfr- 

p*^.  TTtit  ttiben  Niüj^ 

ri  FulJ^>'(Fig.9)steht 

,  . ;  Jcaln  st.äh lerne  Äie;  »ie 

wt  bitl  /.  sich  tbar,  wo  die  Messing- 

bullt»  in  der  7  "  '        15   fortge- 

JUouDen  ist.    i  kann  gich 

ililer  Men»iugcylind«r  Zf//' 

^dii5ht*n.     Um   die  Drehung 

Iwcht  »o  mawihen,  ist  deraelho 

Iwi  //  von  einer  stählernen 

b»>     durchsetzt,    weliho 

ant'    der   stählernen    Axo 

iirfuteht;    durch    gelindes   An- 

w»li«ii  der  Schraabe  kann  mau 

ken,  dafs  die  Reibnng  an 

imti»ren   Ende   der   HtUst', 

►«'  len  den  Fnfs  um- 

i;  i   8ioh  Ktfltzt,  sehr 

Wog  ist,  indem  die  Hülse  dann 

M  guni  von  der  Schraube  ge- 

t'iigftn  winl.    An  der  Htllse  int 

<tab^Ä 

A  ^  1^  an  der 

i^ite  ein  den  Mafsstab 

ig^ng^wicht   balancieren- 

masfliver    Mes&ingcylinder 

gL     Der   MafsiÄtab 

eitt'^m  Prisma  von 

***ifc«m     in     eimjr 
INte    von    8"»"» 


r  *Wi     H  ,1 

,:ewicht  oben  und  unten  an  der  Hülse  befestigt»    Die  BafttH 
iLib,  iiiH  vordere  Seite  ist  ebenfalls  glatt  abgehobelt.    In  der  Mitte 
\  ist  Min  8überrft.reifen  eingesetzt,  von  l"',l  Lllnge  und  8""^  Breite. 
tl^'»«lbt>  ist  t*^  lang  in  Millimeter  geteilt. 


IB^ 
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Auf  den  glattgebobeltf^n  und  )Tescidifftm<^n  Seitenliäeben  df^s  Prismas 
gleitet  ein  iSfblitten  de,  von  welchem  Fig.  10  eine  vergröfserte  Abhildimg 
gibt,  auf  und  ab,  welcher  das  Fernrohr  nüt  Zubehör  trägt.  Der  Bcblitte] 
besteht  aus  Kwoi  Teilen^  welche  in  der  Zeiehiiung  mit  d  und  e  bezeicbnet 
sind.  Derselbe  gleitet  uiit  sanfter  Reibung,  die  durch  etwas  Öl  nneb  ver- 
min de  li  wird ,  an  dem 
Frisnia  ganz  regelmäfsig 
und  ohne  Schwankung  au 
und  ab. 

Der    obere    Teil    deai 

Schlittens  ff  niht  mit  einem 

kleinen    Stablfoi-tsatz    auf 

dem    obem   Ende    der    im 

untern  Teile  des  Schlittens 

in  einer  Mutter  gebenden 

Mikrometerscbraiibe   tn   ujid    wird    durck 

eine  elastische  Feder  von  Stahl  stets  fest 

an  dasselbe  angedrückt. 

Dm*eb  eine  Klenunscb raube  g,  weicht 
öin  der  Seite  des  Prismas  angepafstea 
MessingstQck  gegen  das  Prisma  drückt^ 
kann  man  den  Schlitten  festbalten.  Mittel^ 
der  Mikroiueterscb raube  m  kann  dann  def 
oliere  Teil  des  Schotten s  noeb  etwas  ge* 
boben  oder  gesenkt  werden^  um  eino  mdgv 
liebst  feine  Einstellung  des  Femrobrs 
das  Beob ach tungs Objekt  zu  erzieUm. 

Im    Schlitten   ist   ein    abgeseh ragtet 
Ausschnitt  über  dem  Buchstaben  d,  dessen 
eine  Reite  mit  einem  Nonius  versehen  ist,  der  gerade  an  der  Teilung 
Silberstreifens  iinliegt    Die  Stellung  des  Schlittens  an  der  Skala  liest  mal 
durch  eine  Lupe  /  (Fig.  9)  ab:  der  Nonius  gibt  direkt  0,02"^''"» 

Das  Femrohr  CD  nilit  in  den  genau  eylindriscb  ausgedrebten  Gabeli 
r  und  /  imd  wird  dort  mit  gelindem  Druck  durch  zwei  zur  Seite  zu  scbla-* 
gende  Schieber  festgelegt.  Dort.,  wo  das  Fernrohr  auf  den  (fabeln  aufliegt^ 
hat  dasselbe  zwei  genau  cjlindnsch  abgedrehte  Verdickungen.  Auf  diesen 
Verdiekungen  ruhen  die  imten  genau  ebenso  cylindriscb  ausgedrebton  Ftlfs^ 
der  Libelle  X^  welche  diu^cb  dieselben  Schieber,  die  das  Femrohr  festlegen 
durch  einen  schwachen  seitlichen  Druck  festgehalten  werden. 

Die  beiden  das  Fernrohr  tragenden  Gabeln  sind   durch  eine  scbmalfl 
lessingfdatte   mit  einander  verbunden,   welche  von  der  in  dem   Scblitte 
festigten  und  dort  gerade  vor  der  Teilung  befindlichen  Axe  a  getra 
"Vi cd  und  um  diese  Aie  in  einer  der  Ebene  der  Teilimg  parallelen  Ebene 
drehbar  ist.     Diese  Drehimg,   dui-cb   welche   das  Ende  C  des   Fernr obres 
etwas  gehoben  oder  gesenkt  werden  kann,  wird  durch  die  kleine  Sehraubeu-^ 
mutter  ä  bewirkt.     Zu  dem  Zwecke  ist  bei  b  nahe  dem  einen  Ende  der  da 
Ferm^ohr  tragenden  Platte  hv  an  diese  eine  Mikromet^rschraube  hs  angesetzt 
welche  durch  eine  Durcbbohning  des  an  dem  Schlitten  unveränderlich  fes 
verbundenen  Armes  A  bindiu-chgeflihrfc  ist.    Schraubt  man  die  Mutter  s  b 
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dem  einen  Sinne,  so  wird  dadurch  die  Mikrometerschraube  und  damit  das 
Ende  C  des  Femrohrs  herabgezogen;  schraubt  man  die  Mutter  in  dem 
andern  Sinne,  so  l&Tst  sie  die  Mikrometerschraube  eine  Strecke  frei,  und 
eine  Feder  f  hebt  dann  die  Schraube  und  damit  das  Ende  C  des  Femrohrs, 
bis  die  Mutter  s  wieder  an  der  untern  Fläche  des  Armes  A  anliegt.  Der 
Zweck  dieser  Vorrichtung  wird  sofort  hervortreten. 

Nach  der  Beschreibung  der  Einrichtung  unseres  Mefsapparates  haben 
wir  noch  einiges  zu  bemerken  über  die  Art,  wie  er  zu  regulieren  ist. 

Das  Femrohr  ist  ein  optischer  Apparat,  den  wir  später  zu  beschreiben 
haben.  Hier  müssen  wir  nur  erwähnen,  dafs  es  in  seinem  Innern  zwei  unter 
einem  rechten  Winkel  gekreuzte  Spinnfäden  besitzt,  ein  sogenanntes  Faden- 
kreuz, welches  man  stets  zugleich  mit  dem  Objekt,  auf  welches  das  Femrohr 
eingestellt  ist,  genau  sieht.  Man  kann  leicht  bewirken,  dafs  der  Kreuzungs- 
ponkt  der  Fäden  den  zu  ftxierenden  Punkt  deckt.  Es  gibt  nun  in  jedem 
Fernrohr  eine  festbestimmte  Linie,  die  optische  Axe,  welche  durch  den 
Krenznngspunkt  des  Fadenkreuzes  und  durch  den  Mittelpunkt  des  Objektives 
geht  Wenn  der  Mittelpunkt  des  Fadenkreuzes  den  zu  fixierenden  Punkt 
deckt,  so  kann  man  sicher  sein,  dafs  der  fixierte  Punkt  in  der  Verlängerung 
der  optischen  Axe  liegt. 

Die  Gabel,  in  welcher  das  Femrohr  liegt,  sowie  das  Femrohr  selbst, 
sind  genau  cylindrisch  gearbeitet.  Dreht  man  daher  das  Femrohr  in  seinen 
Lagern  um  sich  selbst,  so  kann  seine  geometrische  Axe  nicht  geändert 
werden,  es  darf  aber  auch  seine  optische  Axe  dadurch  nicht  geändert  werden, 
d.  h.  sie  mufs  genau  mit  der  geometrischen  Axe  zusammenfallen.  Sicht 
man  bei  der  Drehung  des  Femrohrs  nach  und  nach  verschiedene  Punkte 
in  den  Mittelpunkt  des  Fadenkreuzes  fallen,  so  ist  das  nicht  der  Fall;  dann 
nrnfs  man  die  optische  Axe  korrigieren,  d.  h.  das  Fadenkreuz  so  lange 
regnlieren,  bis  bei  einer  Drehung  des  Femrohrs  um  sich  selbst  stets  der- 
selbe Punkt  von  seinem  Ereuzungspunkte  bedeckt  wird.  Will  man  dann  die 
Lage  der  optischen  Axe  korrigieren,  so  hat  man  nur  die  der  geometrischen 
zn  regulieren,  da  nach  dieser  Korrektion  beide  zusammenfallen. 

Nachdem  also  die  Femrohraxe  korrigiert  ist,  hat  man  vor  Gebrauch 
des  Kathetometers 

1)  dafür  zu  sorgen,  dafs  die  Libelle  der  Axe  des  Femrohrs  parallel  ist; 

2)  die  Axe  des  Femrohrs  genau  senkrecht  zu  dem  Mafsstab  zu  stellen ; 

3)  die  Rotationsaxe  des  Kathetometers  und  damit  den  Mafsstab  AB 
vertikal  zu  stellen. 

Um  die  erste  Be-  ^*8-  " 
dingnng  zu  prüfen,  ist  die 
Libelle  auf  die  cylindrisch 
abgedrehten  Verdickun- 
gen des  Femrohrs  mit 
den  ebenso  genau  aus- 
gedrehten Füfsen  einfach 

aufgesetzt,  so  dafs  sie  ab-     x  ^ 

glommen  und  wieder  in 

umgekehrter  Lage  hingestellt  werden  kann,  so  dafs  das  vorher  nach  B 
leigende  Ende  jetzt  nach  C  zeigt,  und  umgekehrt.  Sei  nun  X  Y  die  Femrohr- 
ue  und  stelle  AB  (Fig.  11)  die  Libelle  vor,  deren  Luftblase  bei  m  stehe. 
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?'irrl  min  flin  Liholfp  in  tUt  ant,'f'^obf'ii«^n  Woisf»  umgesotzt^  imd  ist.  sie  de 
F(?iTirr>braxf^  in  iler  Thal  parallf*!,  fto  kolirt  sielt  dieselbe  lilos  um,  in  ihrer 
zweiten  Lage  die  erste  deckend;  sie  mufs  wieder  in  A'  Vt  liegen.  Die  Lnf 
blase  mufs  dann  wieder  ^pnau  so  lienrnn  wie  früher,  sie  darf  gegen  deol 
Beobachter  ihre  Lage  nicht  gejlndf'rt  haben.  Hatte  dagegen  die  Libelle  diel 
Lage  ah^  so  bat  sie  nach  der  UmstciUung  die  Lage  n  h\  und  die  Luftblase  1 
würde  ihre  Luge  geändert  haben.  Durch  Drehung  einer  iSt'h raube ^  welche i 
das  eine  Ende  der  Libelle  in  ihren  Lagern  hebt  und  senkt,  wird  sie  in  demJ 
letztem  Falle  korrigiert*  bis  eine  Umstellung  die  Lage  der  Luttblase  nicht] 
mehr  stndert. 

Um  die  zweite  Bedingung  /,u  prüfen,  bat  man  dem  Inf^trument  nur  eine] 
Drohung  um  180*^  zu  erteilen.  Ist  das  Fernrohr  AB  (Fig.  12)  senkrecht] 
zum  Mafsstab  3/jT/,  so  ist  es  nach  der  Drehung  t^ich  selbst  parallel,  es  mnffr 

also  die  Lutldase  in  Bezug  auf  denl 
Beobachter  dieselbe  Lage  beibehalten] 
haben.  Steht  das  Femrobr  nicht  senk- 
recht,  sondern  etwa  parallel  ah^  sol 
hat  es  nach   der  Drehung   die   Lage] 
a   b\  und   die   Luftblase  der  LibeUej 
muls  ihre  Stellung  geündert.  haben,  Istl 
das  der  Fall,  so  wird  durch  Drehungl 
der  Hchraubenroutter  5  das  eine  Endol 
des    Fernrohrs    soviel    gehoben    odor| 
gesenkt,  bis  die  Drehung  des  Instru- 
mentes  um    180"*   die   Stellung   der 
Libeüenblase  nicht  mehr  ändert 

Diese  Korrektion  genügt  es  nicht 
ein  tiSr  allemal  YOrzunehmen;  dennl 
auch  bei  den  bestgearbeiteten  Apparaten  kann  der  Beb  litten  nicht  immer  1 
vollkomifion  in  der  gleichem  Weise  au  das  Prisma  angeprefst  werden,  und| 
deshalb  ist  das  Fernrohr  nicht  an  allen  Stellen  sich  genau  parallob  Hat 
man  deshalb  in  gleich  zu  beschreibender  Weise  den  Mafsstab  vertikal  ge-J 
stellt,  mufs  man,  wenn  die  Lage  der  Luftblase  i>ei  irgend  einer  Stellung  deal 
Schlittens  anzeigt,  dafs  das  Fernrohr  nicht  mehr  genau  horizontal  steht,  durchl 
Drehimg  der  Mutter  s  das  Femrohr  in  die  horizontale  Lage  zurtlckfübren.  [ 
Um  die  dritte  Regulierung,  das  Vertikalsü}Ilen  der  Hotationsaxe  des! 
Instrumentes  voraunehmen,  stfdlt  mau  das  Fenirohr  der  Verbindungslinie J 
zweier  Stellschrauben  des  FuTses  parallel,  imd  dreht  eine  oder  beide  Stell- 1 
schrauben  so  lange,  bis  die  Blase  der  Libelle  in  der  Mitte  steht;  darauf | 
dreht  man  den  Apparat  um  90"  und  bringt  durch  Drehung  der  dritten^ 
Schraube  die  Blase  ebenfalls  in  die  Iflitte.  Hat  man  auf  iliesc  Weise  die 
Fernroh  raxe  in  zwei  aufeinander  senkrechten  Richtungen  horizont-al  gestellt|,l 
so  ist  sie  es  in  allen,  und  die  zur  Fermrobraxe  senkrechte  Rotationsaxe  und'l 
ftoniit  auch  der  Mafsstab  des  Apparates  stehen  vertikal. 


Der  Tlieodolith, 

AaJser    der  Abmessung   von    Längen   haben   wir,    besonders   in    den 
fifJ3   Teilt  der  Physik,  hUuBg  geuaue  NViuk^lm^^^xMx^^TL  ^\!kSTAT5?ö^x^ 
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fe*^Ilit?n  werden  mittels  dos  Theodolitben  angestellt  Der  Theodolith  ist 
m  m  gf  rmgt^rer  oder  grofserer  VollkoxnjüonUeit  schon  sehr  lange  bekanntes 
Wiokelmefsinstrament,  deftsen  erster  Verfeiligar  ebensii  unbekannt  ist  als 
'  '  be  Bedeutung  des  Namens.  Man  bat  zwar  seinen  Namen  aus 
^chen  herleiten  wollen,  doch  ist  die  Ableitong  ebenso  unbestimmt 
i^  j^tuw  fingen. 

Der  Theodolith  ist  ein  Winkelmersinstninient ,  welches  aus  /*wei  ge- 
halten Kreisen^  einem  horizontalen  nnd  einem  vertikalen,  mit  Fernrohr 
besteht 

Naebfolgender  Zeichnung  (Fig.  13)  und  Ikschreibung  liegt  ein  Eiom- 
jilar  aus  der  Werksiätte  niathematisoher  Apparate  von  Breitbaupt  in  Kassel 
tu  Grande. 

Anf  einem  massi-  ^**'  ^^■ 

f«,  mit  Stellschrauben 
X  Tersebenen  Drei f als 
€C  befindet  sich  ein 
Kreis  von  Mes.sing  K^ 
4^  mittels  Speichen  in 
dem  Mittcbtücke  des 
Drt'ifiü'ses  befestigt  ist. 
Anf  dem  Kreise  ist  ein 
silbemer»  mit  einer  ge- 
nauen Kreisteüung  ver- 
sehener Streifen  einge- 
^  le^.  Mit  diesem  Kreise 
Ebene  und 
ert.  liegt  ein 
f Weiner  Kreis,  dessen 
äolserer  Umfang  genau 
deoi  innem  Rand  des 
I  Kreides  A'  berührt.  Der- 
lei um  fuxi*  durch 
Mittt-lpunkt  ge- 
llieitdi*,  Uli  Mittelpunkt 
dis  Dreifulses  genau  ein- 
f^thliffene  Axe »  mit 
w# Icher  er  durch  Öpei- 
then  ve^rbnnden  ist,  dreh- 
bur  Der  Kreis  heifst 
«Inr  Alhidadenkreis.  An 
den  beiden  Enden  eines 
Dtirchiuessers       besitzt 

dcx  Alhidadenkreis  Nonien  N^  welche  jt^  iisub  der  Teilung  dfts  Kreises 
bJbe  MinaTen  oder  noch  kleinere  Bruchteile  von  einem  Grade  geben.  An 
^t*mi!^lben  Kreise  sind  ober  den  Nonien  klein©  Mikroskope  befestigt  mir 
geiuitieren  Ablesung.  Der  Alhidadenkreis  kann  nVittels  der  Klemmschraube 
B  fest^f^stcdlt  werden,  an  der  zur  feineren  Eiustellung  des  Kreises  die 
Mu  'nibe  s  angehmt'ht  ist 

nie  {/ir  ^^r^jcjj^  ,^fjf  ,/^,^,,  Alhidadenkreis  festge&c\iTmU  V%t^ 
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befindet  sieb  das  Fernrohr  FF".  Dio  optische  Axe  des  Femrohrs  wird  von 
der  niit  der  Axe  des  Alkidadenkreisea  zusamiiient allenden  Drehungsaxe  der 
Hiitüe  II  geschnitten.  Das  Femrohr  selbst  ist  an  einer  anf  seiner  optischen 
Axe  senkrechten  Axe  D  befestigt,  welche  in  zwei  Zapfenlagern  drehbar  eiü^ 
gelegt  ist-  Die  Axe  Z?  ist  genau  dem  Horizontal  kreis  parallel.  Auf  dem" 
Fernrohr  befindet  sieb  eine  Libelle  L.  An  dem  Femrohr  in  unveränderlich 
fester  Verbindung  imd  aiil'  der  Drehungsaxe  D  desselben  senkrecht  ist  dei 
Vertikal  kreis  V  angebracht.  Zu  beiden  Seiten  des  Kreises,  an  den  Enden 
eines  Durchmessers,  befinden  sich  feste,  nicht  drehbare  Nonien  A  und  B* 
Den  Nullpunkten  der  Nonien  entsprechend  sind  auf  der  Teilung  des  Ver 
tjkalkreises  sswei  Nullpunkte,  von  denen  aus  die  Teilung  nach  beiden  Seiten; 
von  0 — 00**  foiizählt.  Dii*  optische  Axe  des  Femrohrs  mufs  mit  dem  durch 
die  Nullpunkte  angegebenen  Durch messer  des  Vertikal kreises  zusammen- 
fallen. Dreht  man  Femrohr  samt  Kreis,  so  liest  man  an  den  Nonien  di« 
Gr5fse  der  Drehung  ab.  Der  Vertikalkreis  kann  durch  die  Klemmschianbe  Q 
festgestellt  und  mittels  der  an  dieser  befestigten  Mikrometerschraube  q  feinei 
eingestellt  werden. 

Der  ganze  Apparat  steht  auf  einem  massiven  Stativ,  an  welchem  e 
mittels  einer  Schraube  und  einer  Spiralfeder  befestigt  ist. 

Will  man  nun  mittels  des  Theodulithen  z.  B.  die  Winkeldistanz  zweie 
in  einr^r  Horizontal  ebene  befindlicher  Punkte  nehmen,  so  hat  mjin  das  In^ 
strunitint  zunilclit^t  in  ähnlicher  Weise  wie  das  Kathetometer  zu  regulier6Hi 
uml  zu  prüfen,  ah  die  Libelle  parallel  dem  Fernrohr  ist,  ob  die  Drehax^ 
des  Fernrohrs  zur  optischen  Axe  senkrecht  und  mit  dieser  in  einer  zur 
des  Alhidadenkreises  senkrechten  Ebene  liegt,  und  dann,  ob  die  Drehuugs^ 
axe  des  Alhidadenkreises  senkrecht  zujil  Horizontalkreis  ist.  Dann  hat  m; 
den  Horizontalkreis  horizontal  und  damit  die  Hotationsaxe  des  Vertikal- 
kreises  vertikal  zu  stellen'). 

Hat  man  so  das  Instrument  vorbereitet,  so  stellt  man  das  Fernrohi 
zunilcbst  auf  den  einen  Punkt  ein  und  merkt  den  Stand  der  Nonien 
Ho rizon talkreise.  Darauf  verHlhrt  man  ebenso  mit  dem  andern  Punkte,  mn 
die  Ditteronz  dur  Nonien  an  gaben  gibt  ilie  gesuchte  Winkeldistanz.  Die  beide] 
Nonien  N  geben  jedesmal  zwei  Ablesungen,  also  auch  zwei  sich  kontro< 
1  irrende  Werte,  die  zugleich  zum  Eliminieren  etwaiger  Teilungsfehlei 
dienen. 


Aufser  Liingen  und  Winkel  sind  es  nun  vorzüglich  noch  Gewichte^ 
"welche  wir  in  der  Physik  zu  messen  haben.  Dieses  geschieht  mit  der  Wageu 
deren  Beschreibung  und  Gebrauch  wir  aber  erst  an  einer  andern  Stelle  vor- 
ftJhren  können. 


*)  Eine  vorzugliche  ZtiBammenätellnng  aller  Korrektionen  am  Theodolithe 
gibt  Bauernfeinti,  „Elemente  der  Verniessuiigakimde"  ISd,  1. 
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Einige  Sätze  aus  der  Differential-  und  Integralredinung. 

Differentiation. 

Wir  haben  bei  Besprecbnng  der  in  der  Physik  anzuwendenden  Methode 
die  Bedeatring  der  Mathematik  hervorgehoben,  indem  dieselbe  nicht  nur 
dazn  dient,  die  physikalischem  Gesetze  in  kurzer  Form  auszusprechen,  son- 
dern auch  dazu,  aus  diesen  Gesetzen  weitere  Folgerungen  abzuleiten.  Ganz 
besonders  dient  zu  diesen  Entwicklungen  die  Differential-  und  Integral- 
rechnung, so  dafs  man  bei  einer  vollständigen  Darlegung  auch  der  ex- 
perimentellen Physik  dieses  Htllfsmittel  nicht  ganz  entbehren  kann.  Da 
wir  nicht  bei  allen  Lesern  dieses  Buches  die  Vertrautheit  mit  diesen 
Becfanungsoperationen  voraussetzen  dürfen,  wollen  wir  an  dieser  Stelle  die 
Gnmdbegriffe  dieser  Methoden  kurz  darlegen,  soweit  wir  sie  später  un- 
nmgBnglich  nötig  haben.  Unsere  späteren  Entwicklungen  gewinnen  da- 
durch an  Kürze  und  Übersichtlichkeit,  da  wir  dann  nicht  genötigt  sind  in 
jedem  einzelnen  Falle  die  erforderlichen  Ableitungen  zu  machen,  sondern 
auf  diese  Stelle  verweisen  können. 

Die  physikalischen  Gesetze  geben  uns  eine  Gleichung  zwischen  den 
eine  Erscheinung  bedingenden  veränderlichen  Gröfsen,  so  dafs  also,  wenn 
der  Wert  der  einen,  die  wir  in  der  Regel  willkürlich  ändern  können,  ge- 
geben ist,  die  andere  nach  dieser  Gleichung  berechnet  werden  kann.  Als 
Beispiel  führten  wir  das  Reflexionsgesetz  an,  der  Zurückwerfungswinkol 
ist  stets  dem  Einfallswinkel  gleich;  nennen  wir  erstem  y,  letztem  ä,  so 
ist  das  Gesetz  dargestellt  durch  die  Gleichung 

y  =  x. 

Die  Gleichung  gibt  somit  für  jeden  Wert,  ^en  wir  x  willkürlich  hei- 
len, den  zugehörigen  Wert  von  y.  Andere  Gesetze  werden  durch  andere 
Beziehnngen  gegeben,  wir  werden  Beziehungen  finden  wie  y  =  aa? ^ 
x«y  =  a,  y  =  sin  «a?  u.  a.  m.,  wenn  immer  y  die  Gröfse  bedeutet,  welche 
bestimmt  werden  soll,  und  die  Gröfse,  von  der  sie  abhängt,  gleich  x  ge- 
setzt wird,  und  aufserdem  a  irgend  eine  konstante  Grcifse  bedeutet.  All- 
gemein deutet  man  bekanntlich  irgend  eine  Beziehung  zwischen  zwei  solchen 
veränderlichen  Gröfsen  durch  das  Zeichen 

y  =  f{^) 

an  und  nennt  y  eine  Funktion  von  x. 

In  vielen  Fällen  ist  es  uns  nun  von  der  gröfsten  Bedeutung,  die 
Änderung  angeben  zu  können,  welche  y  erfUhrt,  wenn  sich  x  um  eine  ver- 
schwindend kleine  Gröfse  ändert,  das  heifst  um  eine  Gröfse,  die  kleiner  ist 
als  jeder  angebbare  Wert.  Man  nennt  diese  Ändemngen  die  Differentialien 
von  y  und  x  und  bezeichnet  sie  mit  dy  und  dx ,  den  Quotienten  aus  diesen 

beiden  Differentialien,  oder  —^  nennt  man  den  Differentialquotienten  von 

3f  nach  x. 

Die  Berechnung  dieser  Gröfsen  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem  Be- 
griff der  Funktion,  dafs  sie  jeden  Wert  von  y  darstellt,  wenn  der  zugehörige 
Wert  von  x  gegeben  ist.    Ist  y  der  Wert,  für  irgend  einen  Wert  von  x^  so 
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können  wir  den  dem  Werte  x  +  dx  zugehörigen  Wert  mit  «/  +  dy 
zeichnen,  und  erhalten  dann 

y  +  dy  =  f{x  +  dx) 

äy  =  f{^  +  ä.)  -  f{y),  4f-  =  I(-.+^4^r(^  . 

Es  sind  nur  die  durch  das  Funktionszeichen  f{x)  angedeuteten  ü 
nungen  auszuführen.     Nehmen  wir  z.  B.  die  Funktion  y  =  ax^  ^  so 
die  Rechnung  folgende: 

y  -^  dy  =^  a(x  +  dxy  =  ax*  +  2axdx  +  ds^ 

dy  =  2axdx  +  dx^ , 

Da  nun  der  Voraussetzung  nach  schon  dx  einen  verschwindend  kh 
Wert  hat,  so  ist  dx  •  dx  selbst  gegen  dx  verschwindend  klein,  so  dafj 
es  gleich  Null  setzen  dürfen,  und  damit  wird 

dy  =  2axdx]  -^--  =  2ax, 

Dieses  Beispiel  läfst  zugleich  erkennen,  dafs  wenn  auch  dy  einen 
schwindend  kleinen  Wert  hat,  doch  der  Differentialquotient,  also  der 
tient  aus  den  beiden  verschwindend  kleinen  Gröfsen  dy  und  dx  einen 
bestimmten  Wert  hat,  und  zwar  um  so  genauer,  je  näher  wir  uns  di 
Null  denken.    Denn  die  Gleichung 

--^  z=z2ax  +  dx 
dx  ' 

gilt  ftlr  jeden  selbst  endlichen  Wert  von  dx'^  lassen  wir  aber  dx  ir 
näher  und  näher  gleich  Null  werden,  so  nähert  sich  der  Quotient  ii 
mehr  dem  Werte  2ax'^  lassen  wir  also  dx  kleiner  werden  als  jede  ai 

•  dy 

bare   Gröfse,   so  unterscheidet   sich  auch  der  Quotient  -p-  von   2aa 

dx 

weniger  als  jede  angebbare  Gröfse,  das  heifst  er  nimmt  diesen  Wert  i 

Ehe  wir  nun  dazu  übergehen,  die  wichtigsten  der  uns  später  begej 
den  Differentialien  abzuleiten,  wollen  wir  zunächst  einige  allgemeine 
angeben,  welche  uns  dabei  dienen  werden. 

I.  Ist  die  Funktion  von  o?,  der  y  gleich  ist,  eine  Summe  meh 
Glieder,  so  ist  dy  gleich  der  Summe  der  Differentialien  der  einzelnen  Gl 
und  der  Differentialquotient  der  Sunmie  gleich  der  Summe  der  Differe 
quotienten  der  einzelnen  Glieder.  Es  folgt  das  unmittelbar  aus  den 
griffe  der  Summe,  nach  welchem  die  Veränderung  einer  Summe  glei< 
der  Summe  der  Veränderungen  der  einzelnen  Summanden. 

Hieraus  folgt  sofort,  dafs  wenn  in  dieser  Summe  ein  Glied  vorkc 
welches  konstant  ist,  also  sich  nicht  ändert,  wenn  x  sich  ändert,  < 
Glied  in  dem  Difi'erential  nicht  vorkommt,  oder  wie  man  sich  kurz 
drtlckt,  das  Differential  einer  konstanten  Gröfse  ist  gleich  Null. 

Ist  z.  B. 

y  =  aa?  +  b, 
80  ist 

y  +  dy  =  a{x  +  dxf  +  ^ 

dy  =  a{x  +  dxy  4"  *  —  ^^  —  ^  =  2axdx, 
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n.  Ist  y  gleich  dem  Produkte  zweier  Funktionen  von  o:,  8o  erhalten 
wir  allgemein  das  Differential  in  folgender  Weise.  Seien  die  beiden  Funktionen 
mit  u  und  v  bezeichnet,  also  ^  =  u  •  v.  Wenn  sich  dann  x  um  dx  ändert, 
wird  M  in  t*  +  ^w  'iiid  v  in  v  -{-  dv  verwandelt,  es  wird  also 

^  -j-  rfy  =  (u  +  d%i)  (v  +  dv)  =  UV  -{■  udv  +  vdu  +  dudv , 

Da  nun  auch  hier  das  letzte  Glied  wieder  verschwindend  klein  ist, 

so  wird 

j  j      I       j         «^y  dv      .        du 

dy=udv+vdu',   -^  =  u^+v^' 

Es  ist  somit  jede  Funktion  mit  dem  Differential  resp.  dem  Differential- 
quotienten der  andern  Funktion  zu  multiplicieren  und  diese  Produkte  sind 
ZQ  addieren. 

in.  Aus  dem  soeben  abgeleiteten  Satze  erhalten  wir  auch  unmittelbar 
das  Differential  oder  den  Differentialquotienten  eines  Quotienten  zweier 
Funktionen.    Ist 

u 

80  können  wir  auch  setzen 

y  .  i;  =  tt 

ydv  +  vdy  =  du , 
somit  wird 

.  ,    du  —  ydv 


^^~                V 

wid  ersetzen 

wir 

auf  der  rechten  Seite  wieder  y 

durch 

seinen 

Wert. 

dy 

du-—dv 

V 

vdu 

—  udv 

V} 

V 

dy 

du            dv 
""  dx        "^  dx 

dx 

~"              f* 

Das  Differential,  resp.  der  Differentialquotient  eines  Quotienten  ist 
gleich  dem  ProduktS'aus  dem  Nenner  und  dem  Differential  resp.  Differential - 
QDotienten  des  Zählers,  minus  dem  Produkte  aus  Zähler  und  dem  Differential 
resp.  Differentialquotienten  des  Nenners,  die  Differenz  dividiert  durch  das 
Quadrat  des  Nenners. 

Wir  werden  diese  Sätze,  wenn  wir  später  darauf  hinweisen,  stets  mit 
£  I,  £  II,  E  III  bezeichnen. 

Differentiale  der  wichtigsten  Funktionen. 

Wir  leiten  jetzt  die  Differentiale  der  Funktionen,  welche  uns  Vorzugs- 
preise bei  unseren  physikalischen  Untersuchungen  vorkommen  werden,  kurz  ab 
Um  das  Differential  einer  Potenz 

n  erhalten,  haben  wir  nur  {x  -f-  dic)'^  nach  dem  binomischen  Satze  zu  ent- 
riekeln 

{x  +  dxY  —  «»  -i-  ntx^-^  dx  +  -^Y^^  x^'^dx^  + 
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Unter  Beachtung,  dafs  alle  höheren  Potenzen  von  dx  gegen  die  erat« 
zu  vernachlässigen  sind,  wird 

1 dy  ==^  nx^'-'^dx]     -^  =  nx'^'^ . 

Da  der  binomische  Satz  für  jeden  beliebigen  Wert  von  «,  positiv  oder 
negativ,  ganz  oder  gebrochen  gilt,  so  gilt  dieser  Differentialausdruck  eben- 
fall»  ftir  jeden  Wert  von  n. 

Das  Differential  des  Ausdruckes 

2/  ==  log  a; 

erhalten  wir  durch  Entwicklung  von  log  ( 1  -j j   in  eine  Reibe ,    denn 

es  ist 

dy  =  log  {x  +  dx)  —  log  a:  =  log  (l  +  -^j  • 

Ist  der  Logarithmus  ein  natürlicher,  der  auf  die  Grundzahl  e  =  2,71828  . . 
bezogen  ist,  so  ist 

^       l^    %     dx\         dx  1    «far*     ,     1    dx^  , 

log  (1  +  — J  =  —  -  Y  ^.  -  +  Y  ^i-  -  •  •  4-  •  • 

Ist  der  Logarithmus  in  einem  andern  System  genommen,  so  mufs  die  Reihe 
auf  der  rechten  Seite  mit  dem  in  diesem  System  genommenen  log  c  multi- 
pliciert  werden.    Es  folgt  dann  ganz  allgemein 

c%  1  1  ^  dx      .  dy  1     . 

2 dy  =  d\ogx  =  ^^  'löge;     -^—  =  -^. .  log  e  .  • 

Aus  dem  Differential  des  Logarithmus  erhalten  wir  sofort  das  Differen- 
tial der  Exponentialfunktion 

y  =  a' . 


Es  ist 


somit 


log  y  =  X'  log  a 
log  (y  +  <^y)  =  (^  +  öfrc)  log  a 
--^'\oge  =  dx  log  a ,        .^ 


^....ay  =  y.dx\^^  =  a'dx^-^-',     ^  =  ^  }^  . 
^        ^  log  e  log  e  ^      dx  löge 

Wird  a  =  e  gleich  der  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems  gesetsEt, 
so  wird 

3a dy^eFdx     ^  =  e' . 

Der  Differentialquotient  der  Exponentialhinktion  mit  der  Basis  e  ist 
somit  der  Funktion  selbst  gleich. 

Für  das  Differential  der  trigonometrischen  Funktion 

y  «==  sin  a- 
erhalten  wir  zunächst 

dy  «=  sin  ic  cos  dx  -}-  cos  x  sin  da;  —  sin  o? 

—  sin  a?  (cos  dx  —  1)  +  cos  a?  sin  dx. 


Differentiale  der  wichtigsten  Funktionen.  35 

Für   ein  verschwindendes  dx  ist  nun   cos  elo:  =  1   und  sin  dx  gleich 
dem  Bogen  dx  selbst  zu  setzen,  damit  wird 

4 d^  =  d  sin  X  =  cos  X  •  Ja; ;  -^  =  cos  o? . 

Granz  in  derselben  Weise  wird 


dy  =  d  cos  a?  =  —  sin  a;  •  da;;  -^  =  —  sin  a*. 


Die  Differentiale  von  y  =  tang  x  erhalten  wir  durch  Anwendung  des 
Satzes  E  III.    Wir  schreiben 

sina; 
!f  =  tang  X  = 


dy 


cosa; 

cos  X  dsinx  —  ein  a;  d  cos  a; 
coe'a; 


«  ,  ,,  (co8'a;  + 8in'a;)da:  dx         dy 

e  .  .  dy  =  d  tang  x  =  ^^ -^—5 -^ =  — 5- :   -~-  = 

^  ^  008*  a;  008*  a;'    dx 

Ganz  in  derselben  Weise  erhält  man 

w  j  ,     i^  dx        dy  1 

^  nn*x  ^    dx  sin'a; 


Aus  den  Differentialen  der  trigonometrischen  Funktionen  ergeben  sich 
aneh  sofort  jene  der  cyklometrischen  Funktionen.    Ist  nämlich 

2/  =  sin  a; , 
so  ist 

X  =  arc  (sin  =  y)  . 

Die  Zunahme  des  Bogens  a*,   wenn  der  Sinus  um  dy  wächst,  ergibt 
sieh  nun  aus  (4) 

dy  =  cos  X  dx 

dx  =  --^^  =       -^y        =  _£^-     . 

008  a;  |/i  _  sin«  ^         j/i  — ~  y« 

Setzen  wir  also,  um  das  Zeichen  x  für  die  gegebene  willkürlich  ver- 
änderliche Gröfse  beizubehalten 

y  =  arc  (sin  =  x)  , 
so  wird 

j,/.  N  dx  dy  1 

Ebenso  wird 


yi-x' 

dx 

yi^x^ 

dx 

9  .  .     dy  «=  d  arc  (cos  =  a;)  = 7-^—   ;  7^  =  —       -  ^ 

lö.     ri^  =  darc(tang  =  a;)=       -^_^',  ^=     .  j^,- 

«            i/x\                   dx  dy                     1 

11.     dy-.darc(cot-«) -^^p^;  -^-J=  -  -^-,  . 
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Bei  einem  Hinweis  auf  die  hier  entwickelten  Ausdrücke  werden  wir 
dieselben  stets  mit  E  1 ,  E  2 bezeichnen. 

Differentiation  zusammengesetzter  Funktionen. 

Es  wird  uns  mehi-fach  der  Fall  vorkommen,  dafs  die  Funktionen,  zu 
denen  wir  ])ei  den  physikalischen  Untersuchungen  gelangen,  zusammen- 
gesetzte sind,  dafs  also  innerhalb  des  Funktionszeichens  log,  sin,  etc.  selbst, 
noch  wieder  eine  Funktion  steht.  Sei  uns  also  z.  B.  der  Ausdruck  gegeben 
y  =  log  u ,  und  sei  nun  u  wieder  eine  Funktion  von  x ,  etwa  gleich  sin  x. 
Wir  erhalten  dann  zunächst  unter  Beachtung,  dafs  jedenfalls  y  um  dy 
wächst,  wenn  u  um  du  zunimmt,  nach  E  2 

Die  Zunahme  von  u  =  sin  a;  oder  du ,  wenn  x  um  dx  wächst,  ist  dann 
nach  E  4 

du  =  cos  X  dx ; 

setzen  wir  diesen  Wert  von  du  in  die  Gleichung  für  dy  ein,  so  wird 


Da  nun 


,  GOß  Ä     ,         dy         ,  008  a; 

^  1  dy  du 

log  e  •  -: —  ==  -~- :    cos  aj  =  -5—  , 
^        %mx         du  ^  dx  ^ 


so  ist  der  fftr  -j^  erhaltene  Ausdruck  gleich 

jY dy  ^  dy       du 

dx         du       dx 

Wir  leiten  daraus  die  allgemeine  Regel  ab,  die  wir  bei  späterer  Be- 
nutzung stets  mit  E  IV  bezeichnen,  dafs  wir  bei  solchen  zusammengesetzten 
Funktionen  zunächst  den  Differentialquotienten  so  zu  bilden  haben,  als 
wenn  die  Fimktion  u  eine  einfache  veränderliche  Gröfse  wäre,  und  dann 
diesen  Quotienten  mit  dem  Differentialquotienten  der  Funktion  u  nach  x 
multiplicieren  müssen.  Da  nun  das  Differential  eines  Ausdrucks  gleich  ist 
dem  Differentialquotienten  multipliciert  mit  dem  Differential  der  gegebenen 
veränderlichen  Gröfse,  so  wird 

,  dy       du       ^ 

dy  =  -7^  •  -j—  •  dx . 
^         du       dx 

Unter  Anwendung  dieser  Regel  erhalten  wir  z.  B.  sofort. 
doY'    log  a    Yx  1 


dx  log  €  2  >/S 

Denn  setzen  wir  zunächst 


so  ist  nach  E  3 


y  =  a^^  a^ 

dy  ^  iog  a  ^^,^ 
du         log  e 
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Da  nun  u  =  j/x  =  a;« ,  so  ist  nach  El 


-^  =  1    "^=.-1 


somit 


dy  doY'    log  a      yi  1 


a 


dx  dx  log  c  ^Yx 

Diflerentiatioii  von  Funktionen  mit  mebreren  Veränderlichen. 

Bisher  hahen  wir  vorausgesetzt,  dafs  wir  nur  zwei  veränderliche 
Gröfsen  hahen,  eine  x,  der  wir  willkürlich  jeden  Wert  beilegen  können, 
tmd  die  zweite  y,  welche  als  Punktion  von  x  bestimmt  wird.  Wenn  auch 
vorwiegend,  so  kommen  uns  später  doch  nicht  lediglich  solche  einfachere 
Gleichungen  zur  Behandlung;  in  manchen  Fällen«hängt  die  zu  bestimmende 
Gröfse  von  zwei  oder  drei  Gröfsen  ab,  die  wir  willkürlich  ändern  können. 
So  z.  B.  werden  wir  später  finden,  dafs  der  Raum,  den  eine  gegebene 
Quantität  eines  Gases  ausflQlt,  abhängig  ist  von  dem  Drucke,  unter  welchen 
wir  dasselbe  bringen,  und  von  der  Temperatur,  welche  wir  demselben  er- 
teilen. Wir  können  Druck  und  Temperatur  beliebig  wählen;  erst  wenn 
beide  gegeben  sind,  ist  das  Volumen  des  Gases  bestimmt.  Sei  nun  wieder 
die  zu  bestimmende  Gröfse  gleich  y  gesetzt,  und  dieselbe  durch  die  beiden 
willkürlich  zu  ändernden  Gröfsen  x  und  z  bestimmt.  Der  allgemeine  Aus- 
druck dieser  Abhängigkeit  ist  dann 

y=^f{x,z). 

Nach  dem  Begriffe  des  Differentials  ist  dann 

dy  =  f{x  +  dx,z  +  dz)  —  f(x,  z). 

Die  so  eintretende  Änderung  von  y  können  wir  auch  als  die  Suninie 
der  beiden  Änderungen  auffassen,  wenn  3ich  erstens  nur  x  um  dx  ändert, 
während  z  konstant  bleibt,  und  sich  zweitens  z  um  dz  ändert,  wenn  x  kon- 
stant bleibt,  also  setzen 

dy  =  {f{x  +  dx,  z)  -  fix,  z)]  +  [f{x,  z  +  dz)  -  f{x,  z)] 

Die  in  der  ersten  Klammer  eingeschlossenen  Glieder  sind  das  Differential 
von  y,  wenn  es  nur  eine  Funktion  von  x  wäre,  die  in  der  zweiten  das- 
jenige, wenn  es  nur  eine  Funktion  von  z  wäre.  Da  wir  nun  das  Differential 
einer  Funktion  auch  als  das  Produkt  des  Differentialquotienten  in  das 
Differential  der  veränderlichen  Gröfse  schreiben  können,  so  schreibt  man 

f{x  +  dx,  z)  -  fix,  ^)  =  If  •  rf^;     fix,  z  + dz)- fix,  z)=^dz, 

worin  man  das  Zeichen  d  anstatt  d  wählt,  um  anzudeuten,  dafs  bei  Bildung 
dieses  Differentialquotienten  nur  die  Gröfse  als  veränderlich  betrachtet  wird, 
deren  Differential  im  Nenner  steht.  Man  nennt  die  so  gebildeten  Differen-* 
tialquotienten  die  partiellen  Differentialquotienten  jedesmal  nach  der  Gröfe.^ 
die  bei  Bildung  derselben   als   yeränderüch   genommen  witä.     ^>iT  ^^^ 
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f 
Differential  dy  ^  das  sogenannte  totale  Differential  der  Funktion  erhalten 
wir  dann 

V a!,  =  -^dx+^dz. 

*^        dx  ^    oz 

Die  llegel  zui*  Berechnung  dieses  Differentials  ist  somit  folgende:  Wir 
berechnen  zunächst  die  Differentiale  der  Funktion,  wie  wenn  jedesmal  nur 
eine  der  veränderlichen  Gröfsen  veränderlich  wäre,  und  addieren  dann  diese 
einzelnen  Differentiale  zusammen. 

Ganz  dieselbe  Regel  liefert  uns,  wie  man  durch  die  gleichen  Über- 
lesungen erkennt,  das  Differential  einer  Funktion  von  drei  Veränderlichen. 
Sei 

so  ist 

VI dr  =4^  dx  +  l**-  dy  +  |~  dz. 

dx  ^    oy     ^    ^    dz 

Um  nach  dieser  Regel  ein  Beispiel  durchzuführen,  sei 

y=V^''+"^"'  =  (^'  +  ^')*. 

Nach  E  IV  setzen  wir  zunächst  x"  -["  ^^  =  ''  •>  dann  wird  zunächst 

dy         dy    du  ,     -  \  du 

dx         du    dx         ^  dx 

Da  nun  bei  dieser  Differentiation  in  u  nur  x  veränderlich,  z  als  kon- 
stant zu  betrachten  ist,  so  ist  du  =  "Ixdx^  somit 


|f-  =  (x*  +  .*)-i. 


dx 
Ganz  ebenso  wird 


und  darnach 


-    xdx  +  ^dz 


Ks  wird  hiemach  nicht  nötig  sein  noch  ein  specielles  Beispiel  für  eine 
Funktion  aus  drei  Veränderlichen  zu  berechnen,  da  die  einzelnen  Rechnungen 
genau  dieselben  sind,  wie  bei  den  Funktionen  mit  zwei  Veränderlichen. 
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Schliefslich  haben  wir  noch  zu  erwähnen,  dafs  in  vielen  Fällen  aofaer 
dem  bisher  besprochenen  Differential  und  Differentialquotienten,  welche  man 
als  erste  bezeichnet,  noch  die  zweiten  Differentiale  und  Differentialquotienten 
von  Funktionen  bei  unseren  Untersuchungen  vorkommen  werden.  Das 
zweite  Differential  ist  in  folgender  Weise  definiert.  Das  erste  Differential 
einer  Funktion  von  einer  Veränderlichen  erhielten  wir  durch  die  Gleiolnuig 

y  +  dy  =  f{x  +  dx). 
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Setzen  wir  jetzt  y  +  öfy  =  ^i  iind  lassen  jetzt  x  noch  einmal  um  die- 
selbe Gröfse  dx  wachsen,  so  wird 

Die  beiden  Zunahmen  Jy^  und  dy  sind  nun  im  allgemeinen  verschie- 
Jen,  und  ihre  Differenz 

äyi  —  dy  =  d^y 

nennt  man  das  zweite  Differential  der  Funktion;  dasselbe  ergibt  sich  durch 
AusfÜhnuig  der  hier  angedeuteten  Rechnungen 

€Py  -  [f(x  +  2dx)  -  f{x  +  dx)}  -  {fix  +  dx)  -  fix)]. 

Als  zweiten  Differentialquotienten  bezeichnet  man  dann  den  Quotienten  aus 
dem  zweiten  Differential  und  dem  Quadrate  von  dx. 

Wir  bemerken  hier  gleich,  dafs  die  Werte  dyi  und  dy  nur  um  eine 
Gröfse  verschieden  sein  können,  welche  gegen  die  Veränderungen  dy^  und 
dp  selbst  verschwindend  klein  sein  mufs,  oder  die  zweiten  Differentiale 
sind  gegen  die  ersten  verschwindend  klein.  Daraus  folgt  dann,  dafs  der 
zweite  Differentialquotient,  der  Quotient  aus  dem  zweiten  Differential  und 
dem  gegen  dx  selbst  verschwindend  kleinen  dx^  wieder  einen  endlichen 
Wert  bat. 

Anstatt  das  zweite  Differential  und  den  zweiten  Differentialquotienten 
aus  der  Funktion  selbst  abzuleiten,  können  wir  auch  von  dem  ersten 
Differential  oder  Differentialquotienten  ausgehen;  das  zweite  Differential  ist 
das  erste  des  ersten  Differentials  und  der  zweite  Differentialquotient  einer 
Ftuiktion  ist  der  erste  des  ersten  Differentialquotienten.  Setzen  wir  den 
ersten  Differentialquotienten  der  Funktion  gleich  fix)dx^  so  dais 

so  ist 

d^y  ^fix  +  dx)  dx  —  f'ix)dx  =  dfix) 

und 

d'y   _    dr(x) 
dx*  dx* 

Es  ergibt  sich  das  aus  folgender  Überlegung.  Die  Gleichung  dy  =  fix)  dx 
gibt  uns  ftlr  jeden  beliebigen  Wert,  den  wir  f(ir  x  einsetzen,  die  Zunahme 
des  Wertes  y,  wenn  wir  in  der  gegebenen  Funktion  anstatt  x  den  Wert 
X  -^  dx  einsetzen.  Setzen  wir  deshalb  in  die  Gleichung,  welche  uns  dy  liefert, 
den  Wert  x  -{-  dx  ein,  so  erhalten  wir  die  Zunahme,  welche  der  Wert  von  y 
erhält,  wenn  wir  in  der  ursprünglichen  Funktion  von  x-^-  dx  aus  nochmals 
um  dieselbe  Gröfse  dx  fortschreiten,  also  den  Wert,  den  wir  vorhin  mit  dy^ 
bezeichneten.  Die  Differenz  dieses  Wertes  gegenüber  dy  ist  es  aber,  die 
wir  vorhin  als  das  zweite  Differential  definierten. 

Ein  einfaches  Beispiel  läfst  uns  die  Richtigkeit  dieser  Überlegung  un- 
mittelbar erkennen.    Es  sei  y  =  sin  ic ,  so  ist  nach  E  4 

dy  ==  cos  xdx^ 
ferner  ist 

iPi'^  «in («  +  2dÄ)  —  sin(aj  +  dx)  =  sin  [(ä;  +  dx)  +  dxj  —  avuQK  -\-  dxY 
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Letzteres  ist  aber 

dpi  =  cos  {x  +  dx)  dx. 
Somit  wird  ^ 

d^y  =  cly^  —  ay  =  cos  {x  +  dx)  dx  —  cos  xdx. 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  nichts  Anderes  als  das  Differential  von 
cos  xdx^  dem  ersten  Differential  von  sin  x.    Es  wird  demnach 

d^if  =  —  sin  xdx^ ;    -^^  =  —  sin  x. 

Wir  erhalten  daher  als  Regel  VII:  zur  Berechnung  eines  zweiten 
Differentials  oder  Differentialquotienten  haben  wir  nur  die  ersten  DifiTeren- 
tiale  oder  Differentialquotienten  einer  Punktion  gerade  so  zu  behandeln, 
wie  die  Funktion  selbst  zur  Bildung  der  ersten  Differentiale. 

Diese  Regel  liefert  uns  auch  das  zweite  Differential  einer  Funktion  von 
zwei  Veränderlichen.    Für  das  erste  Differential  einer  solchen  erhielten  wir 

rfy  =  If-dx  +  If  dz  =  Mdx  +  Ndz, 

wenn  wir  die  partiellen  Differentialquotienten  mit  M  und  N  bezeichnen. 
Bei  der  Berechnung  des  zweiten  Differentials  ist  nur  darauf  zu  achten,  dab 
im  allgemeinen  sowohl  31  als  N  Funktionen  von  x  und  z  sind.  Dann  er- 
halten wir  in  Ausführung  der  Regel  VII  nach  E  V  und  unter  Beachtung  des 
Satzes  E  I 

d^y  =  -^ —  dx^  H — 5 —  dz  dx  +  -^-  dx  dz  H 5—  dr, 

^         dx  ^      dz  *     dx  ^      dz 

In  diesem  Ausdrucke  ist  stets 

dM  _  dN 

dz         "dx  ' 

denn  31  ist  der  erste  partielle  Differentialquotient  nach  x,  N  derjenige 
nach  z.  Bilden  wir  nun  von  M  den  partiellen  Differentialquotienten  nach  ^ 
so  heifst  das,  wir  lassen  jetzt  das  bei  der  ersten  Differentiation  als  konstant 
betrachtete  z  sich  lindem;  es  ist  also  der  Differentialquotient  von  3f  nach  s 
die  Funktion,  die  entsteht,  wenn  wir  erst  x  und  dann  in  der  so  entstandenen 
Funktion  sich  z  ändern  lassen.  Bei  der  Bildung  des  Differentialquotienten 
von  N  nach  z  haben  wir  genau  dasselbe  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge 
gethan.  Die  Reihenfolge,  in  welcher  wir  die  willkürlich  veränderlichen 
Gröfsen  sich  ändern  lassen,  kann  aber  auf  das  schliefsliche  Resultat  keinen 
Einflufs  haben.  Ein  Beispiel  läl'st  die  Richtigkeit  dieser  Folgening  sofort 
erkennen;  setzen  wir 

y  =  x"*  •  sinZj 
so  ist  nach  E  V 

dy  =  nx**"^  sin  jer  e^a;  +  ^^  ^os  z  dz^ 


somit 


M  =  nic"  ^  siUigr,  —^ —  =  na^   ^  cos  z 

N  =  x"^  cos  Zj       -g —  «=  wrc*""*  cos  z  =  -g— 
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In  dem  zar  Erläuterung  der  Begel  V  gerechneten  Beispiel  war 


Auch  hier  wird 

d. 


dy  =   ,  dx  + dz. 


yjrqrTF  ^    yx^  +  z^ 


dz  dx        "  (a;«  +  ^>)^ 

Hieraus  ergibt  sich  dann,  dafs  wenn  uns  ein  Ausdruck  von  der  Form 
dy  =  Mdx  +  Ndz 

gegeben,  ist,  in  welchem  M  und  N  irgend  welche  Punktionen  von  x  und  z 
sind,  derselbe  nur  dann  das  erste  Differential  irgend  einer  Funktion 

y  =  f{x,  z) 

ist,  wenn  die  Differentialquotienten  -^  —  und  -^ —  einander  gleich  sind.   Ist 

das  nicht  der  Fall,  so  ist  der  Ausdnick  nicht  das  vollständige  Differential 
einer  Funktion,  das  heilst,  es  gibt  keine  Funktion  von  x  und  z^  durch  deren 
Differentiation  jener  Ausdruck  entstanden  ist. 

lutegration. 

Bei  den  physikalischen  Untersuchungen  kommt  uns  sehr  häufig  der 

Fall  vor,  dafs  die  Beobachtungen  uns  nicht  sofort  die  Beziehung  zwischen  den 

:  eine  Erscheinung  bedingenden  Gröfsen  liefern,  dafs  wir  vielmehr  nur  die 

Differentiale  oder  Differentialquotienten  der  gesuchten  Beziehungen  erhalten. 

Wir  finden  so  Ausdrücke  von  der  Form 

dy  =  ax  dx\    dy  =  a  •  sin  a;  rfo? , 

und  manche  andere.  Ganz  besonders  oft  kommt  das  vor,  wenn  wir  aus 
einem  durch  die  Erfahrung  uns  gegebenen  Gesetze  durch  Deduktion  die 
Gesetze  anderer  Erscheinungen  ableiten  wollen.  In  den  meisten  Fällen 
können  wir  ftlr  die  aus  dem  bekannten  Gesetze  weiter  abzuleitenden  Be- 
ziehungen aus  diesem  Gesetze  ntir  die  Differentiale  oder  Differentialquotienten 
angeben,  tmd  es  handelt  sich  dann  f(ir  uns  darum,  aus  diesen  Differential- 
aosdrttcken  die  Gleichung  zwischen  den  veränderlichen  Gröfsen  aufzusuchen. 
Man  bezeichnet  dieses  Verfahren  als  Integration,  und  nennt  den  Ausdruck, 
welcher  durch  Differentiation  auf  den  gegebenen  Differentialausdruck  fährt, 
das  Integral  des  letztem.  Man  bezeichnet  das  Integral  eines  gegebenen 
Differentialausdrucks  durch  ein  vorgesetztes  Summenzeichen  f^  so  dafs  also, 
wenn  der  Ausdruck  etwa 

dy  =  axdx 
gegeben  ist, 

y  ^==faxdx 

gesetzt  wird;  es  wird  also  angedeutet,  dafs  y  das  Integral  des  unter  dem 
betreffenden  Summenzeichen  stehenden  Differentialausdruckes  ist. 

Dem  Integralausdruck  können  wir  eine  doppelte  Bedeutung  beilegen, 
deren  eine  uns  das  Integral  als  eine  Summe  erkennen  läist,  wodurch  zugleich 
die  Bezeichnimg  des  Integrals  durch  ein  Sunmienzeichen  gerecWerli^  \^\i. 
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Die  erste  Bedeutung  ist  die  eben  erwiUmte,  das  Integral  eines  Differen- 
tialausdmcks  ist  jene  Funktion,  welche  durch  Differentiation  den  gegebenen 
Differentialausdmck  liefert.  Wir  wissen  nun  z.  B.,  dafs  das  Differential 
dy  =  ax  durch  Differentiation  des  Ausdruckes  y  =^  ^  ax^  entsteht,  somit 
erhalten  wir 

^  as?  =fax  dx. 

Indes  ist  dabei  zu  beachten,  dafs  nach  E  I  bei  der  Differentiation  einer 
Summe,  von  der  ein  oder  mehrere  Glieder  konstante,  nicht  mit  x  sich 
lindernde  Gröfsen  sind,  diese  Gröfsen  verschwinden;  wir  können  daher  nicht 
wissen,  ob  die  Funktion,  durch  deren  Differentiation  unser  gegebenes 
Differential  entstanden  ist,  oder  entstanden  gedacht  werden  kann,  nicht 
einen  konstanten  Sununand  enthielt.  Gehen  wir  nun  vom  Differential  zum 
Integral  über,  so  müssen  wir  aus  diesem  Grunde  immer  zu  der  Funktion 
eine  Konstante  addieren,  deren  Wei-t  allerdings,  so  lange  uns  nichts  Anderes 
als  das  Differential  gegeben  ist,  durchaus  unbestimmt  ist,  ja  jeder  beliebiger 
sein  kann.  Wir  jnüssen  also  als  das  Integral  der  Funktion  dy  =  axdx 
schreiben 

faxdx  =  ^  aa;^  +  6', 

worin  C  also  oiiio  jede   beliebige   konstante,   das   hoifst  mit  x  sich  nicht 
ilndemde  Gröfse  sein  kann. 

Den  so  vervoUstündigten  Integralausdruck  des  Differentials  nennt  man 
dessen  imbestimmtes  Integral. 

Um  dann  den  Wert  unserer  Funktion  lUr  jedes  gegebene  o;  in  der  ^ 
That  angeben  zu  können,  mufs  man  den  Wei-t  derselben  llttr  irgend  einen 
Wert  von  x  auf  andere  Weise  bestijnmen  können.    Wissen  wir  z.  B.,  dafs  i 
itlr  den  Wert  a;  =  0  die  Funktion  den  Wert  h  annimmt,  so  folgt  C  =  6, 
und  unsere  Funktion  wird 

y  =  i  ax^  +  h. 

Durch  die  so  erfolgte  Festsetzung  des  Wertes  der  Konstanten  wird  - 
unsere  Fimktion  eine  bestimmte,   das  heifst  sie  gibt  uns  jetzt  für  jedeH  : 
Wert,  den  wir  der  veränderlichen  Gröfse  x  beilegen,  einen  ganz  bestimmten 
Wert  von  y. 

Das  an  diesem  Beispiel  Gezeigte  gilt  selbstverständlich  allgemein;  irt    : 

d(p{x)  =  f{x)dx^ 
so  ist 

ff{x)dx  =  fp{x)  +  C, 

Die  zwi'ite  Bedeutung  des  Integrals  ist  die  einer  Summe  von  Differen- 
tialen.   Wie  wir  sahen  ist  das  Differential  einer  Fimktion  der  Unterschied 
der  beiden  Werte  derselben,  wenn  die  veränderliche  Gröfse  von  einem  Werte 
X  um  dx  zunimmt.     Den  Wert,  welchen  die  Funktion  Itlr  irgend  einen 
Wert  Xn  annimmt,  können  wir  dann  als  die  Summe  bezeichnen  des  Wertes, 
welchen  die  Funktion  ftlr  irgend  einen  kleinem  Wert  von  rc,  etwa  oi^  besitxt^ 
imd  aller  der  Differentiale,  welche  wir  erhalten,  wenn  x  jedesmal  dnrdi 
liinzuitigen  um  dx  allmählich  von  Xq  bis  Xn  zunimmt.    Denn  setaeen  wir  '• 
der  Einfachheit  wegen  rci  =  a:©  +  dx^  iCg  =  oJq  +  2  cJa;  •  •  •  «»  =  «0  -|-  iMbi ' 
und  die  den  Werten  Xq^  x^  .  .  ,  Xn  entsprechenden  Werte   der  FimktioB  : 
ifof  ^1 Vn^   so  ist ,  wenn  wir  ^o  =="  i «V  +  ^  setzen, 


Integration.  43 

.^1  =  ^0  +  ^y  =  ^0  +  «^0^^ 

oder  es  ist 

Xn 

worin  also  das  Integralzeichen  ein  eigentliches  Summenzeichon  ist,  das 
heilst  es  mnTs  die  Summe  aller  der  DilferentialausdiUcke  gebildet  werden, 
wenn  wir  in  dem  Differentialausdruck  nach  und  nach  für  x  alle  Werte 
zwischen  x  ^^  Xq  und  x  =*=:  Xn  einsetzen,  wie  wir  deren  oben  einige  hin- 
geschrieben haben.  Diese  so  von  einem  bestimmten  imtem  Werte  Xq^  der 
untern  Grenze  des  Integrals,  bis  zu  einem  bestimmten  obera  Werte,  der 
ohem  Grenze  gebildete  Summe,  nennt  man  das  bestimmte  Integral  des 
Differentials  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  Xn> 

Wie  die  obige  Entyricklung  zeigt,  ist  dieses  bestiimnte  Integral  nichts 
Anderes  als  die  Differenz  der  Werte,  welche  die  Funktion,  deren  Differen- 
tial unter  dem  Integralzeichen  steht,  annimmt,  wenn  wir  in  derselben  ein- 
mal der  Veränderlichen  den  durch  die  obere  Grenze  bestimmten  Wert,  das 
andere  Mal  den  durch  die  untere  Grenze  bestimmten  Wert  beilegen.  Denn 
ans  der  letzten  Gleichung  folgt 

Xn 

I  axdx  =  yn  —  y^)  =  ^axn^  —  iarco^. 

Dadurch,  dals  das  bestinmite  Integral  die  Differenz  zweier  Werte  der 
Funktion  ist,  fällt  die  in  dem  unbestimmten  Integral  vorhandene  Konstante 
heraus,  da  sie  im  Minuend  und  Subtrahend  dieselbe  ist. 

Auch  das  hier  Entwickelte  gilt  ganz  allgemein,  was  wohl  keines  wei- 
teren Beweises  bedarf;  ist 

f{x)dx=^dfp{x), 
so  ist  stets 

Xm 

VIII if{o^)dx  =  (p(xn)  —  9>(%). 

Wir  können  darnach  den  Wert  des  bestimmten  Integrals  immer  an- 
geben, wenn  wir  das  unbestimmte  Integral  kennen. 

Das  Integral  eines  gegebenen  Differentialausdruckes  können  wir  nicht 
durch  eine  bestimmte  Methode  der  Rechnung  erhalten,  wie  wir  den  Diffe- 
lentialausdruck  aus  der  Funktion  ableiten.  Wirklich  integrieren,  das  heifst 
eine  geschlossene  Integralfunktion  für  dieselben  angeben,  können  wir  nur 
solche  Di&rentialausdrttcke,  welche  vollständige  Differentiale  einer  Eunktiow 
siad.    Die  Integralrechnung  lehrt  nun  die  Methoden,  durch  wekiie  viVt  öx- 
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kennen  können,  ob  ein  gegebener  Ausdruck  ein  vollständiger  Differential- 
ausdruck ist,  oder  durch  welche  wir  ihn  in  einen  solchen  verwandeln  können. 
Wir  gehen  auf  diese  Methoden  nicht  ein,  sondern  werden,  wo  es  etwa  nötig 
ist,  in  den  speciellen  Fällen  die  erforderlichen  Rechnungen  machen.  Nur 
bemerken  wir  hier,  dals  wenn  wir  die  vorhin  entwickelten  Differential- 
ausdiUcke  vorfinden,  wir  stets  sofort  deren  Integrale  angeben  können,  da 
uns  die  Funktionen  bekannt  sind,  durch  deren  Differentiation  sie  entstanden 
sind.    So  ist 

1  /*  i 

nach  E  1  x^'dx^d — ,  \.-a;*+^  also  /  x'^dx  =  — r^r  a^"*"^  +  C 
n+l  '        J  n+ 1  ' 

dx                                               f'dx 
nach  E  2  log  e  =  d  log  x ,      also  / log  c  =  log  x  +  C 

X  J      X 

Sind  die  Logarithmen,  mit  denen  wir  rechnen,  natürliche,  so  ist 
-^  =  d  log  a;,     slso  j-^  =  log  a:  +  C; 

nach  E  3  ^^^  a'dx  =  da',  also  i*]^?—  a^dx  =  a«  -f-  C 
log  c  '        J   log  e  ' 

und  so  weiter;  es  wird  nicht  nötig  sein,  die  einzelnen  Integralausdräcke 
hinzuschreiben. 


Erster   Teil. 

Die  Lehre  Yon  dem  Gleichgewicht  nnd  der  Bewegung 

der  Korper. 


Erster  Absclmitt. 

Die  Lehre  von  dem  Gleichgewicht  und  der  Bewegung 
der  Körper  als  solcher. 

Erstes  Kapitel. 
Von  der  fortschreitenden  Bewegung  der  KSrper. 

§  1. 

Be^weg^ong.  Die  erste  Thatsache,  welche  uns  bei  der  Betrachtung 
der  Anfsenwelt  auffUUt,  ist  die,  dafs  einige  Körper  ihren  Ort  im  Räume, 
soweit  wir  es  beurteilen  können,  stets  behaupten,  andere  ihn  verändern. 
Von  den  ersteren  sagen  wir,  sie  seien  in  Ruhe,  von  den  letzteren,  sie  seien 
in  Bewegung.  Bei  den  Bewegungen  erkennen  wir  dann  sehr  bald  einen 
unterschied,  indem  einige  Körper  in  einer  bestimmten  Zeit  einen  gröferen 
Weg  zurücklegen  als  andere.  Den  ersteren  legen  wir  dann  eine  gröfsere, 
d^n  letzteren  eine  kleinere  Geschwindigkeit  bei.  Als  Geschwindigkeit  einer 
Bewegung  bezeichnen  wir  somit  die  Beziehung  zwischen  dem  dui'chlaufenen 
Wege  und  der  Zeit,  in  welcher  er  durchlaufen  ist. 

Einen  weiteren  Unterschied  in  der  Bewegung  nehmen  wir  wahr,  wenn 
wir  die  in  gleichen  auf  einander  folgenden  Zeiten  zurückgelegten  Wege  mit 
[  einander  vergleichen.    Die  einen  legen  in  gleichen  Zeiten  immer  die  gleiche 
Anzahl  Meter  zurück.     Bilden  wir   dort  das  Verhältnis  zwischen  dem  in 
irgend  einer  Anzahl  t  Sekunden  zurückgelegten  Wege  s  und   dieser  Zahl 

von  Sekunden,     ,  so   ist  der  Wert  desselben  immer  der  gleiche.    Solche 

Körper  besitzen  demnach,  da  die  Beziehung  zwischen  dem  zurückgelegten 
Wege  und  der  Zeit,  in  welcher  derselbe  zui-tickgelegt  ist,  immer  dieselbe 
ist,  eine  konstante  Geschwindigkeit.  Man  nennt  die  Bewegung  eine  gleich- 
förmige. Für  diese  Bewegung  erhalten  wir  auch  sofort  ein  Mafs  der  Ge- 
schwindigkeit eben  in  dem  konstanten  Verhältnis  zwischen  Weg  und  Zeit 

8 

Man  sieht  weiter,  dafs  dieser  Quotient  die  Strecke  ist,  welche  der  Körper 
in  der  Zeit  einer  Sekunde  zurücklegt,  so  dafs  wir  die  Geschwindigkeit  des 
Körpers  als  die  in  der  Zeit  einer  Sekunde  zurückgelegte  Wegestrecke  be- 
Mjftlnf^n  können.    Der  in  irgend  einer  Zeit  zurückgelegte  Weg  s  ist  dann 
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Andere  Körper  bewegen  sich  ungleichförmig,  das  heifst,  beobachten  wir 
den  jedesmal  in  /  Sekunden  aber  zu  verschiedenen  Zeiten  zurttckgelegtoi 
Weg  5,  so  finden  wir,  dafs  der  Quotient 

8 

t 

zu  den  verschiedenen  Zeiten  der  Bewegung  einen  verschiedenen  Wert  hat; 
bei  einigen  Bewegungen  wuchst   dieser  Quotient,   bei  andern  nimmt  der-  j 
selbe  ab.    Erstere  Bewegungen  nennt  man  beschleunigte,  letztere  verzögerte.  1 
Man  kann    deshalb    bei  solchen  Bewegungen  von  einer   bestimmten  Ge- 
schwindigkeit nur  für  einen  bestimmten  Augenblick  sprechen.     Als  diese  j 
Geschwindigkeit  in  einem  bestimmten  Augenblicke  bezeichnet  man  dann  ^ 
jene,  mit  welcher  der  Körper  sich  nach  der  vorherigen  Definition  weiter  'l 
bewegen  würde,  wenn  seine  Bewegung  von  diesem  Augenblicke   ab  eioe 
gleichförmige  würde.     Können  wir  also  bei  der  ünte'rsuchung  einer  nicht   . 
gleichförmigen  Bewegung  bewirken,  dafs  von  einem  bestimmten  Augenblidt 
ab  die  Änderung  der  Geschwindigkeit  aufhört,   so  haben  wir  nur  in  der    • 
dann  gleichförmigen  Bewegung  die  in  einer  Sekunde  zurückgelegte  Strecke    , 
zu  messen,  um  die  Geschwindigkeit  für  den  Augenblick  zu  erhalten,  ii    ^ 
welchem  die  Bewegung  gleichförmig  wurde. 

Auch  für  die  ungleichförmige  Bewegimg  läfst  sich  für  die  Geschwin- 
digkeit gemäfs  der  vorhin  gegebenen  Definition,  dafs  dieselbe  der  Quotient    | 
aus  Weg  und  Zeit  sei,  ein  mathematischer  Ausdruck  ableiten,  wenn  wir    : 
wissen,  wie  der  Weg  mit  der  Zeit  wächst,  wenn  wir  also  den  znrückgelegtn    ' 
Weg  als  Funktion  der  Zeit  kennen.    Nehmen  wir  an,  der  Körper  habe  inr 
Zeit  t  den  Weg  s  zurückgelegt,  und  in  der  Zeit  von  t^  Sekunden,  die  gröte 
sein  möge  als  die  erste,  den  Weg  5,.     In  der  Zeit  t^  —  t  hat  er  dann  ta 
Weg  $1  —  s  zurückgelegt,  und  der  Quotient 


f,  —  t 

gibt  uns  die  Strecke,  welche  der  Köq)er  in  der  Sekunde  zurückgelegt  haben  J 
müfste,  um  mit  gleichförmiger  Bewegung  in  derselben  Zeit  t^  —  t  denselben  1 
Weg  zurückzulegen,  den  er  in  Wirklichkeit  zurückgelegt  hat.-  Man  nennt 
diese  Geschwindigkeit  die  mittlere  Geschwindigkeit  während  der  Zeit  t^  —  t 
Diese  mittlere  Gösch  windigkeit  hat  der  Körper  einmal  in  der  Zeit  ti  —  ( 
besessen,  vor  dem  Augenblicke  aber,  wo  er  dieselbe  besafs,  war  die  Ge- 
schwindigkeit, wenn  wir  die  Bewegung  als  eine  beschleunigte  vorauBsetzeii, 
kleiner,  nach  derselben  war  sie  gröfser.  Von  allen  den  in  der  Zeit  f^  —  i 
vorkommenden  Geschwindigkeiten  unterscheidet  sich  nun  diese  mittlere 
Geschwindigkeit  um  so  weniger,  je  kleiner  die  Zeit  imd  der  Weg  ist,  ans 
welcher  wir  dieselbe  ableiten.*  Bilden  wir  deshalb  fUr  die  denkbar  kleinste 
Zeit  ti  —  t  =  dt  und  den  in  dieser  verschwindend  kleinen  Zeit  zurück- 
gelegten Weg  ds  den  Quotienten 

ds 

so  ist  die  berechnete  Geschwindigkeit  t;,  welche  die  mittlere  &ii  die  Zeit  dt 
ist,  von  derjenigen,  die  zur  Zeit  t  vorhanden  ist,  nicht  mehr  Tersohieden, 
wenn  wir  die  Zeit  dt  eben  kleiner  als  jede  angebbare  Gröfse  annehmen;  mit 
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anderen  Worten,  wenn  wir  jenen  Quotienten  als  den  Differentialqnotienten 
des  Weges  nach  der  Zeit  betrachten. 

Wir  können  demnach  bei  der  ungleichförmigen  Bewegung  die  Ge- 
schwindigkeit als  den  Differentialquotienten  des  Weges  nach  der  Zeit  defi- 
nieren. Ja  diese  Definition  gilt  ganz  allgemein  auch  ftlr  die  gleichfch-raige 
Bewegung,  denn  nach  E  1  ist  für  die  Funktion 

s  =  ct^ 

welche  die  gleichförmige  Bewegung  definiert, 

ds  8 

'dt~^  ~  t' 

Bei  der  ungleichförmigen  Bewegung  ändert  sich  die  Geschwindigkeit  in 
jedem  Augenblicke;  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeitsänderung  zu  der 
Zeit,  in  welcher  diese  Änderung  eintritt,  nennt  man  die  Beschleunigung  der 
I  Bewegung.  Der  einfachste  Fall  der  Geschwindigkeitsänderung  ist  dann 
der,  dafs  die  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeiten  sich  immer  um  dieselbe 
Gröfse  ändert,  dafs  sie  also  fUr  die  Zeiteinheit  immer  um  dieselbe  Gröfe  zu- 
oder  abnimmt.  Wächst  die  Geschwindigkeit  auf  diese  Weise  in  der  Zeit  t 
Ton  V  auf  V, ,  so  ist  der  Quotient 

konstant  und  gibt  uns  die  Geschwindigkeitszunahme  ftlr  die  Sekunde;  in 
diesem  Falle  ist  also  die  Beschleunigung  gleich  der  in  jeder  Sekunde  statt- 
findenden Geschwindigkeitszunahme.  Eine  solche  Bewegung  nennt  man  eine 
\  gleiebmäfsig  geänderte;  eine  gleichmäfsig  beschleunigte,  wenn  die  Geschwin- 
I  digkeit  in  dieser  Weise  zunimmt,  eine  gleichmäfsig  verzögerte,  wenn  sie 
:    abnimmt. 

Aus  dem  Satze,  dafs  die  Geschwindigkeit  der  Differentialquotient  des 
Weges  nach  der  Zeit  sei,  können  wir  auch  sofort  ableiten,  welches  bei 
der  gleichmäfsig  beschleunigten  Bewegung  die  Beziehung  zwischen  dorn 
zurückgelegten  Wege  und  der  Zeit  ist.  Nehmen  wir  an,  der  Körper  bewege 
sich  von  der  Ruhe  aus  sofort  mit  gleichmäfsig  beschleunigter  Bewegung, 
mid  seine  Beschleunigung  sei  gleich  Ä;  dann  ist  die  Geschwindigkeit  v  zur 
Zeit  t 

V  =  ht 
Da  nun 

ds 

so  ist 

ds  =  htdi. 

Der  in  der  Zeit  /  zurückgelegte  Weg  ist  die  Summe  aller  Wege  ds^ 
die  wir  erhalten,  wenn  die  Zeit  von  t  =  0  an,  jedesmal  um  r//,  all  müh  lieb 
bis  /  »  ^  wächst,  oder  es  ist  s  das  bestimmte  Integral 


-/' 


htdt. 


WeuuraB,  Pbyiik.  L  4.  Aaß. 


50  Kräfte.  §  1 

Der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Differcntialausdnick  ist  \m 
nach  E  1  bekannt,  er  ist  das  Differential  von  ^h^^  somit  ist 

oder  der  mit  gleichmäfsig  beschleunigter  Bewegung  in  der  Zeit  t  znrfiek- 
gelegte  Weg  ist  gleich  der  halben  Beschleunigung  multipliciert  mit  dem 
Quadrate  der  Zeit. 

Ist  die  Änderung  der  Geschwindigkeit  nicht  immer  in  gleichen  Zeiten 
dieselbe,  so  ist  die  Bewegung  eine  Tingleichmtlfsig  geänderte;  bei  ein^r 
solchen  kann  man  von  einer  bestimmten  Beschleunigung  nur  für  einen  be- 
stimmten Augenblick  sprechen,  gerade  wie  man  bei  der  ungleichf^rmigoi 
Bewegung  allgemein  von  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  nur  fttr  einen 
bestimmten  Augenblick  sprechen  kann.  Wir  gelangen  aber  hier  zu  einfflr 
Definition  der  Beschleunigung  durch  die  ganz  gleiche  Überlegung,  wie  sie 
uns   vorher  zur  Definition   der   Geschwindigkeit   führte.     Ist  dv  die  Ge- 

schwindigkeitszunahme  in  der  Zeit  e^f ,  so  ist  -^  die  mittlere  Beschleunigong 

in  der  Zeit  df.  Diese  mittlere  Beschleunigung  unterscheidet  sich  um  » 
weniger  von  der  wirklich  innerhalb  der  Zeit  dt  in  den  verschiedenen  Augen- 
blicken derselben  stattfindenden,  je  kleiner  die  Zeit  dt  ist,  sie  wird  der 
wirklich  in  dem  betrachteten  Moment  stattfindenden  gleich,  wenn  wir  ii 
als  eine  verschwindend  kleine  Zeit  betrachten.  Es  folgt  somit,  dafs  äß 
Beschleunigung  bei  einer  ungleichförmigen  Bewegung  der  Differential- 
quotient der  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  ist;  da  die  Geschwindigkeit  der 
erste  Differentialquotient  des  Weges  nach  der  Zeit  ist,  folgt  gleichzeitige 
dafs  wir  die  Beschleunigung  auch  als  den  zweiten  DifferentialqnotieiitM 
des  Weges  nach  der  Zeit  definieren  können.  Die  so  definierte  BeschlennigaBg 
ist  dann  die  Geschwindigkeitszunahme,  welche  in  einer  Sekunde  stattfindea 
würde,  wenn  die  Geschwindigkeit  in  jedem  der  die  Sekunde  zusammen- 
setzenden kleinen  Zeitelemente  dt  um  die  gleiche  Gröfse  dv  zunähme. 

§2. 

Kräfte.  Die  Erfahrung  zeigt  uns,  dafs  die  Materie  beweglich  ist,  oe 
zeigt  uns  aber  zugleich,  dafs  kein  in  Ruhe  befindlicher  Körper  seinen  Bähe- 
zustand  ohne  eine  äufsere  Veranlassung,  ohne  einen  ilufsem  Antrieb  vec^ 
lafst.  Ist  ein  Körper  aber  einmal  in  Bewegung,  so  zeigt  uns  die  Erfahmog 
weiter,  dafs  derselbe  die  ihm  einmal  erteilte  Bewegung  beibehält,  bis  A 
wieder  durch  eine  äufsere  Veranlassung,  etwa  einen  dem  frühem  entgegen' 
gesetzten  Antrieb  abgeändert  oder  aufgehalten  wird.  Auf  den  ersten  Blick 
scheint  der  letztere  Satz  der  Wirklichkeit  nicht  zu  entsprechen,  denn  wii 
sehen  auf  der  Erde  jede  Bewegiuig  allmählich  zur  Ruhe  kommen.  Be- 
trachten wir  indes  die  Bewegungen  genauer,  so  finden  wir  bei  jeder  an  del 
Erde  stattfindenden  Bewegimg  eine  Reihe  von  äufseren  Umständen,  welck 
die  Bewegung  stören,  wie  der  Widerstand  der  Luft,  in  welcher  sich  allei 
bewegen  mufs,  die  Reibung  auf  der  .Unterlage  u.  s.  f.;  je  mehr  wir  dies 
Hindemisse  der  Bewegung  beseitigen,  um  so  weniger  wird  die  BewegOB| 
gestört,  um  so  länger  hält  sie  an.  Werfen  wir  einen  Körper  über  ein 
ebene  horizontale  Grundlage  hin,  so  hört  seine  Bewegung  um  so  eher  «H 
je  rauher  die  Grundlage  ist,  indem   der  Körper  gegen  die  verschiedeDB 
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Unebenheiten  anstöfst.  Nehmen  wir  eine  möglichst  glatte  Fläche  und  rollen 
fiber  diese  eine  Kugel  fort,  so  dauert  die  Bewegung  sehr  viel  länger,  so 
dafs*wir  schliefsen  dürfen,  dafs,  wenn  wir  alle  Widerstände  fortnähmen, 
die  Bewegung  ohne  Aufhören  dauern  würde.  Eine  solche  ohne  Ende  fort- 
daaemde  Bewegung  materieller  Massen  sehen  wir  sogar  in  den  Gestirnen, 
deren  Bewegung  seit  2000  Jahren,  seitdem  man  ihre  Bahnen  beobachtet 
hat,  sich  nicht  geändert  hat.  Es  ergibt  sich  somit  aus  der  Erfahrung,  dafs 
die  Materie  den  ihr  einmal  gegebenen  Bewegungszustand  aus  sich  selbst 
niemals  ändert;  diese  Eigenschaft  nennt  man  die  Trägheit  der  Materie. 

Die  änfseren  Ursachen,  welche  den  Bewegungszustand  der  Materie 
Indem,  nennen  wir  Kräfte. 

Um  alles  zu  kennen,  wodurch  eine  Kraft  bestimmt  wird,  müssen  wir 
ihren  Angri£fspunkt,  ihre  Bichtiing  und  ihre  GrÖfse  kennen. 

Die  Richtung  einer  Kraft  erkennen  wir  aus  der  Richtung,  nach  welcher 
8ie  eine  Materie  in  Bewegung  setzt ,  die  Richtung  der  Kraft  fällt  zusammen 
mit  der  Richtung,  nach  welcher  sie  die  Materie,  auf  welche  sie  wirkt,  hintreibt. 

Die  Oröfse  einer  Kraft  können  wir  strenge  genommen  nur  durch  die 
Gröfee  ihrer  Wirkung,  also  durch  die  von  ihr  erzeugte  Bewegung  messen. 
Um  aber  dieses  Mafs  anwenden  zu  können,  müssen  wir  zunächst  wissen, 
Ton  welchen  Umständen  überhaupt  die  Bewegung  eines  Körpers  abhängt. 
Zu  dieser  Untersuchung  selbst  ist  es  aber  durchaus  wünschenswert,  schon 
dnlfafs  ftlr  die  Kraft  zu  haben.  Wir  gelangen  dazu  durch  folgende  Über- 
legtmg.  Zwei  Kräfte  müssen  wir  als  gleich  ansehen,  wenn  sie,  an  dem- 
nlben  Pnnkte  angreifend,  nach  gerade  entgegengesetzten  Richtungen  wirkend, 
lieh  aofheben,  das  heifst  keine  Bewegung  hervorbringen  oder  eine  vor- 
handene Bewegung  ungeändert  lassen.  Da  man  nun  stets  einer  Kraft  das 
Oleiehgewicht  halten  kann,  indem  man  an  demselben  Punkte  in  einer  ihr 
entgegengesetzten  Richtung  ein  Gewicht  wirken  läfst,  so  ist  dieses  Gewicht 
der  Kraft  gleich  imd  ihr  Mafs.  Man  kann  demnach  die  Gröfse  einer  Kraft 
io  Gewichten  auswerten. 

Welcher  Art  nun  auch  die  Kräfte  sind,  aus  welcher  Quelle  sie  auch 
herrühren,  man  kann  sie  in  zwei  Klassen  teilen;  die  einen  wirken  stots 
M«h  derselben  Richtung  und  erfordern  stets  die  gleiche  Anzahl  von  Kilo- 
grammen, um  im  Gleichgewicht  gehalten  zu  werden,  es  sind  die  konstanten 
Kräfte.  Die  anderen  können  sich  mit  der  Zeit  nach  Gröfse  und  Richtung 
federn,  d.  h.  es  bedarf,  um  sie  im  Gleichgewicht  zu  halten,  zu  verschiedener 
Zeit  verschieden  grofser  Gewichte,  welche  man  nach  verschiedenen  Richtungen 
wirken  läfst.    Man  nennt  diese  Kräfte  veränderliche. 

Es  ist  nun  unsere  Aufgabe  zu  untersuchen,  wie  die  in  §  1  betrach- 
t6ten  Bewegungen  durch  solche  Kräfte  erzeugt  werden,  wie  also  infolge 
fer  Wirkung  einer  Kraft  sich  die  Körper  bewegen.  Wir  verfahren  zu  dem 
Bnde  folgendermafsen:  wir  beobachten  einige  einfache  Fälle  der  Bewegung 
«nd  entwickeln  deren  experimentelle  Gesetze;  dann  suchen  wir  aus  diesen 
Gesetzen  jene  durch  Abstraktion  zu  erhalten,  welche  uns  allgemein  an- 
geben, wie  Kräfte  wirken,  aus  welchen  also  die  experimentell  gefundenen 
jBfltetze  sich  durch  Deduktion  ableiten  lassen.  Dadurch  erhalten  wir  die 
iSheorie  der  Kräfte,  und  diese  allgemeinen  Sätze  bieten  uns  die  Grundlage 
jhr  mathematischen  Deduktionen,  welche  die  theoretische  Mechanik  bilden. 
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§3. 

Dasein 'und  Richtung  der  Schwere.  Das  sich  uns  am  hftufigstaii 
zeigende  Beispiel  einer  fortschreitenden  Bewegung  ist  das  Nieder&llen  eines 
nicht  unterstützten  Köi*pers  zur  Erde;  dies  eignet  sich  daher  am  besten  dazOf 
die  Gesetze  der  Bewegung  zu  untersuchen.  Alle  .Körper  fallen,  wenn  at 
nicht  unterstützt  sind,  zur  Erde  nieder.  Heben  wir  sie  auf,  so  fühlen  wir, 
dafs  sie  das  Bestreben  haben  zu  fallen,  indem  es  einer  gewissen  Anstrengug 
bedarf,  sie  am  Fallen  zu  hindern.  Wir  nennen  deshalb  die  Körper  scfavw 
und  jene  Kraft,  welche  sie  zur  Erde  niedertreibt,  die  Schwere.  Verschiedene 
Kßrper  haben  ein  verschiedenes  Bestreben  zu  fallen,  sie  üben  auf  ihre  TJnte^ 
läge  einen  verschiedenen  Druck  aus.  Wir  legen  ihnen  daher  ein  yerschiedenee 
Gewicht  bei,  indem  wir  den  Druck  auf  die  Unterlage  als  Gewicht  bezeiclmei. 
Welche  Einheit  wir  der  Messung  der  Gewichte  zu  Grunde  legen,  haben  wir 
in  der  Einleitung  besprochen. 

Die  Richtimg,  in  welcher  die  Schwere  wirkt,  läfst  sich  leicht  dnrdi 
einen  einfachen  Versuch  bestimmen.  Man  befestigt,  einen  schweren  K5rper, 
etwa  eine  Metallkugel,  an  einen  Faden,  der  mit  seinem  andern  Ende  tt 
irgend  einem  festen  Punkte  befestigt  ist,  und  lilfst  die  Kugel  frei  herab- 
hängen. Eine  Zeitlang  schwingt  die  Kugel  hin  und  her,  dann  hängt  sie 
luhig.  Da  sie  nicht  fdllt,  so  folgt,  dafs  eine  der  Schwere  gleiche  und  ge- 
rade entgegengesetzte  Kraft  die  Kugel  hillt;  es  ist  dies  die  Festigkeit  dei 
gespannten  Fadens.  Die  Richtung  des  Fadens  gibt  uns  somit  die  Riehtmif 
der  Schwere;  man  überzeugt  sieh  femer  dadurch,  dafs  man  den  Faden  durdi* 
schneidet;  denn  die  Kugel  fällt  dann  in  der  Richtung  des  gespannten  Fadeoi 
zu  Boden. 

Die  Richtung  der  Schwere  ist  also  an  jedem  Orte  durch  einen  solcliea 
mit  einem  Gewichte  versehenen  Faden,   dem   Lote   oder  Senkel  gegeben;  i 
man  nennt  diese  Richtung  die  lotrechte  oder  vertikale. 

Hält  man  ein  solches  Lot  über  einer  ruhenden  Flüssigkeitsflftche,  M 
ßndet  man,  dafs  es  mit  allen  in  der  Ebene  der  Flüssigkeitsfl&cbe  dnidi 
seinen  Fufspimkt  gezogenen  Linien  einen  rechten  Winkel  bildet,  dafs  ei 
also  auf  der  Oberflilche  der  Flüssigkeit  senkrecht  steht.  Man  kann  also  di» 
Richtung  des  Lots  ebenso  durch  die  Lage  der  Flüssigkeitsebene  bestimmen; 
die  Ebene  der  Flüssigkeit  nennt  man  die  horizontale. 

Atwoods  Fallmaschine.  Um  die  Gesetze  der  Bewegung  mit  Hfllfe 
der  Schwerkraft  zu  untersuchen,  genügt  es  nicht,  einfach  einen  fallenden 
Körper  zu  beobachten.  Denn  einmal  ist,  wie  sich  jeder  leicht  überzengt, 
die  Fallgeschwindigkeit  bald  so  grofs,  dafs  sie  einer  exakten  Beobachtung 
sich  entzieht,  lihd  andererseits  bietet  der  freie  Fall  der  Körper  nur  einen 
speciellen  Fall  von  Bewegung,  nämlich  die  Bewegimg  eines  Körpers,  der 
durch  sein  eigenes  Gewicht  bewegt  wird.  Man  hat  deshalb  Apparate  kon- 
struiert, welche  beiden  ÜbelstUnden  abhelfen,  welche  die  Bewegung  vw- 
langsamen  und  in  vieler  Beziehung  abändern  lassen;  einet*  der  bequemsten 
Apparate  dieser  Art  ist  die  Atwoodsche  Fallmaschine,  mit  deren  Hülfe 
daher  die  Gesetze  der  Bewegung  untersucht  werden  sollen. 

Das  Princip  dieser  Maschine  ist  folgendes.    Wenn  man  an  einem  voll* 


Aiwooil^  Faltmaschine. 


53 


Fig.  14. 


brngsruDfin  Faden  xwei  ganz,  gleich  schwere  Körper  belästigt  iind 
Fafl^n  «her  eine   leiclit  hüwttgUche  Kr»üe   Hlhrt,   so    halten  sieh 
Cfowicht©  genau  das  Gleichgewicht,  es  tritt  keine  Bewegung  ein, 
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den Faden  und  die 
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«irgn wicht  legen.  DieGrüfs«* 
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9  des  zu  bewegenden  Körpers 
itnr    der    WirVung    des 
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P  und  P^  befestigt  sind.   Legt  man  dann 
irgewicht//,  so  smkt  P  nach  unten,  P^  sieigt  empor  und  das 
erhÄlt  eine  gemeinschafiliche  Bewegnng.    Die  am  bewegenden 
in  diesem  Falle  />  +  P-|-  P*  und  das  Gewicht  des  Fadens  und 
'^p**i*'hen  der  Holle  hinroii*bend  fein  gearbeitet^  so  darf 
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^BjAiin  erbik  aber  dje«es  Gewicht,  da  die  Bolle  mitgedreM  wVrd^  \m.4 
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die  ein/olnen  Piinkto  derselben  ebenso  schnell  bewegt  werdön  als  der  Faden 
od(T  die  (Gewichte  P,  ganz  dieselbe  Bewegung  wie  die  übrigen  Teile  des 
Systems.   Bezeichnen  wir  das  Gewicht  der  Rolle  und  des  Fadens  mit  11  ^  so  ist 
dann  das  Gewicht  der  zu  bewegenden  Köri>er  p -■{'  P  •■\-  P^ -^  U.    Die  Krafl^ 
welche  diese  Gewichte  in  Bewegung  setzt,  ist  das  Übergewicht  p.     Es  mnfs 
indes,  um  diese  Kraft  genau  zu  erhalten,  von  diesem  Gewichte  ein  kleiner  Tal 
TT  abgezogen  werden,  um  die  Reibung  der  Axe  des  Rades  Ä  zu  überwinden. 
Wenn  diese  Reibung  auch  sehr  klein  ist,  so  ist  sie  doch  nicht  gleich  Null,  wie 
man  wahrnimmt,  wenn  man  das  System  ohne  Übergewicht  durch  einen  An- 
stois  in  Bewegung  setzt.     Da  auf  das  System  dann  keine  äufsere  Knft 
wirkt,  müfste  es,  vermöge  der  Trägheit,  in  gleichförmiger  Bewegung  vot-" 
harren.     Man  findet  aber  stets  eine,  wenn  auch  kleine  Abnalime  der  Ge- 
schwindigkeit infolge  der  Reibung.    Um  die  Bewegung  vollständig  gleich- 
iormig  zu  m^hen,   muLs  man  dann  auf  das  niedersinkende  Gewicht  ein 
kleines  Übergewicht  n  legen,   dessen  Schw^ere  gerade  dazu  hinreicht,  um 
die  Reibung  zu  überwinden.     Um  die  Gröfse  dieses  Gewichtes  n  mufs  min 
daher  bei  Berechnimg  der  das  System  bewegenden  Kraft  das  Übergewicht j»     - 
verminderii.  ■  Bequemer  verfdhrt  man  indes  so,   dafs  man  ein  ftlr  allemil 
auf  das  niedersinkende  Gew^icht  das  zur  tll>erwindung  der  Reibung  erforde^    " 
liehe  Gewicht  n  hinlegt;  das  in  Bewegung  zu  setzende  Gewicht  ist  dano     1 
2» -{-  P -{-  P^ -^  n -^  n ,  die  bewegende  Kraft  einfach  gleich  dem  Übergewichte^. 

Das  Gewicht  P  fällt  vor  einem  hiJlzernen  in  Centimeter  geteilten  Ma6-  ] 
Stabe.  Liings  desselben  kann  man  einen  kleinen  Messingteller  K  verschieben  J 
und  durch  Klommschrauben  in  irgend  einer  Höhe  befestigen;  auf  denselben  | 
schlilgt  dann  das  Gewicht  P  auf  und  gibt  durch  das  infolge  des  Schlages  i 
entstehende  Geräusch  das  Ende  seines  Laufes  an.  : 

Der  Apparat  ist  femer  so  eingerichtet,  dafs'  man  an  einer  beliebigeft  :; 
Stelle  das  tlbergewicht  p  fortnehmen  kann,  ohne  die  Bewegung  des  Systeml  "| 
zu  stören.  Zu  dem  Ende  ist  an  dem  hölzernen  Mafsstabe  aufser  dem  vor-  i 
hin  erwähnten  Teller  ein  Ring  H  befestigt,  durch  den  das  Gewicht  Pnn-  -1 
gehindert  hindurchgehen  kann,  der  aber  das  Übergewicht  p ,  welches  äe  -^ 
in  der  Nebenfigur  bezeichnete  Gestalt  hat,  zurückhält.  Dieser  Bing  ist  Iftngi  ** 
dos  Mafsstabos  verschiebbar  imd  kann  ebenfalls  an  beliebiger  Stelle  dw- 
selben  befestigt  werden.  Durch  Einschalten  des  Ringes  kann  also  das  Über- 
gewicht an  einer  beliebigen  Stelle  fortgenommen  werden. 

An  der  Maschine  ist  überdies  noch  ein  Apparat  angebracht,  der  die 
Zeit  mil'st.    Dieser  ist  im  Princip  nichts  anders  als  ein  Lot;  bei  der  Lehn    ■■ 
vom  Pendel  werden  wir  nachweisen,  dafs  ein  aus  seiner  Gleichgewichtslage  ' 
gebrachtos  Lot  um  dieselbe  Schwingungen  macht.    Zu  diesen  Schwingungen 
l)raucht  es  immer  dieselbe  Zeit;  wir  können  es  daher  benutzen,  um  gleiche  ', 
Zritteil«?  zu  messen.     Hat  das  Pendel  eine  bestimmte  Ltoge,  so  braucht  es  '■ 
zu  einer  Schwingimg  genau  eine  Sekimde.    Ein  solches  Sekundenpendel  ist  ' 
an  d(^m  Apparate  angebracht.   Mit  dem  Pendel  ist  ein  Zeiger  in  Verbindung, 
i\v.Y  die  tjinzelnen  Sekimden  anzeigt,  und  ein  Schlag>verk,  welches  jede  Sekunde 
durch  einen  liörbaren  Schlag  markiert. 

T'm   die  Bewegimg  genau  mit  dem  Schlafe  einer  Sekunde  beginnen 

zu  ki'.mien,  steht  das  Gewicht  P  vor  der  Bewegung  auf  einem  kleinen  Teller, 

der  durch  oino  kleine  Stütze  gehalten  YrixvV,  Yf^Y^Vi^  dx3cw\i  deu  Winkelhebel 

J^y/^Yr  mit  dem  Pendel  in  YerVmdung  ge\iT«Lc\i\.  \«X..     ^«^t(^%a^ 
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Zeiger  an  einer  bestimmten  Stelle  steht,  wird  diese  Stütze  gelöst,  imd  das 
Sjstem  beginnt  seine  Bewegung. 

Wie  man  sieht,  läfst  sich  an  diesem  Apparate  ein  beliebiges  Gewicht 
durch  eine  beliebige  konstante  Kraft,  deren  Wirkungsdauer  sich  ebenfalls 
indem  läfst,  in  Bewegung  setzen;  der  Apparat  ist  daher  vorzugsweise  ge- 
eignet, die  durch  konstante  Kräfte  erzeugten  Bewegungen  in  allen  Einzeln- 
heiten zu  untersuchen. 

§5. 

Bewegung  unter  Wirknng  einer  konstanten  Kraft.  Setzen  wir 
nnser  Sjstem  an  der  Atwoodschen  Fallmaschine,  nachdem  es  in  der  im 
Torigen  Paragraphen  beschriebenen  Weise  vorgerichtet  ist,  durch  ein  Über- 
gewicht J9  in  Bewegung  und  bringen  an  irgend  einer  Stelle  z.  B.  10  Conti- 
meter  unter  dem  Ausgangspunkte  der  Gewichte  den  Ring  H  an.  Geht  P 
durch  den  Ring  hindurch,  so  bleibt  das  Übergewicht  zurllck,  und  wir  tinden 
dann,  dafs  von  da  ab  das  System  sich  mit  gleichförmiger  Bewegung  weiter 
hewegi  Bei  einem  bestimmten  Übergewicht,  dessen  Grölse  von  der  der 
ührigen  Gewichte  abhängt,  wird  der  Raum  von  10°"*  gerade  in  1  Sekunde 
durchfallen;  suchen  wir  dann  durch  passende  Stellung  des  Tellers  iC,  welcher 
Weg  in  2,  3,  4  Sekunden  durchlaufen  wird,  so  finden  wir 

Zeit 1"      2"        3"      4"      5" 

Durchlaufener  Weg 10°"*  30«™  50*^"  70«°*  90^ 

Weg  in  den  auf  die  erste  folgenden 

Sekunden  zurückgelegt 20«"*  40«"*  60«°*  80' 

Nach  der  ersten  Sekunde,  also  nach  Fortnahme  des  Übergewichtes,  ist 
somit  die  Bewegung  in  der  That  eine  gleichffirmige,  in  jeder  Sekunde  werden 
2(P  durchlaufen;  wir  erhalten  darin  einen  experimentellen  Beweis  dafiir, 
dafs  ein  Körper,  der  sich  ohne  Hindemisse  bewegt,  in  der  That  die  ihm  ein- 
mal erteilte  Bewegung  beibehält. 

Lassen  wir  dasselbe  Übergewicht  anstatt  einer  2,  3,  4  Sekunden 
wirken  (der  Versuch  zeigt,  dafs  wir  dazu  den  Ring  H  bei  40«™,  90«"*,  160«"* 
befestigen  müssen),  so  finden  wir  stets,  dafs  in  der  auf  die  Abnahme  des 
fbergewichtes  folgenden  Zeit  die  Bewegung  eine  gleichförmige  ist,  dafs  also 
jedesmal  der  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Weg  sich  darstellen  liifst  durch 

s  =  c  '  t  ^ 

wenn  t  die  Anzahl  der  Sekunden  nach  Fortnahme  des  Übergewichtes  und  c 
I  der  in  jedem  Falle  in  der  ersten  Sekimde  nach  jener  Fortnahme  zurück- 
gelegte Weg  ist.  Dieser  Weg  oder  die  während  der  Wirkung  des  Übor- 
'  gewichtes  erlangte  Geschwindigkeit  ist  aber  verschieden;  sie  ist  um  so 
!  gröfser,  je  länger  das  Gewicht  gewirkt  hat.  Bestimmen  wir  die  Geschwin- 
'    digkeiten  in  den  einzelnen  Fällen,  so  finden  wir: 

r  nach l"        2"        3"        4" 

\  die  Geschwindigkeiten  20  «*"  40  «"*  60  «"*  80  «"*. 

Dividieren  wir  die  in  den  einzelnen  Fällen  erlangten  Geschwindigkeiten 
^h  die  Anzahl  Sekunden,  in  welchen  dieselben  durch  die  Wirkung  des 
vbttgowiehts  erzeugt  sind,  so  wird 

20  40    _    60    _    80    _ 

r=  2  —  3         4  —  ^^' 
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Die  Quotienten  haben  somit  alle  denselben  Wert.  Wir  sehen  somit  in 
diesen  Füllen,  und  schliefsen  daraus  fUr  alle  Fälle,  dafs  die  durch  Wirknag 
eines  konstanten  Uebergewicht^s,  also  auch  allgemein  durch  die  Wirkung 
eines  konstanten  Druckes  in  verschiedenen  Zeiten  erreichten  Geschwindig- 
keiten einfach  den  Zeiten  proportional  sind,  oder  dafs 

die  in  der  Zeit  t  erlangte  Geschwindigkeit  v  gleich  ist  dem  Produkte  ans 
der  in  der  ersten  Sekunde  erlangten  Geschwindigkeit  und  der  Zeit  L  Ol 
somit  die  in  gleichen  Zeiten  stattfindenden  Geschwindigkeitszunahmen  gleidi 
sind,  so  erzeugt  eine  konstante  stetig  wirkende  Kraft  eine  gleichm&Dug  be- 
schleunigte Bewegung. 

Im  §  1  haben  wir  bereits  abgeleitet,  dafs  bei  der  gleichm&fsig  be- 
schleiinigten  Bewegung  die  während  derselben  zurückgelegten  Wege  glrieh 
sind  der  halben  Beschleunigung  multipliziert  mit  dem  Quadrate  der  Zeit, 
während  welcher  die  Bewegung  gedauert  hat,  dafs  also 

Zu  dem  gleichen  Resultate  können  wir  auch  durch  eine  einfache  Ober- 
legung  gelangen.  Da  nämlich  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  in  gleichen 
Zeiten  immer  dieselbe  ist,  so  legt  der  mit  gleichmäfsig  beschleunigter  Be- 
wegung bewegte  Körper  in  einer  gegebenen  Zeit  denselben  Weg  zurflck, 
als  wenn  er  sich  während  der  ganzen  Zeit  in  gleichförmiger  Bewegung  mit 
derjenigen  Geschwindigkeit  bewegt  hätte,  die  er  genau  in  der  Mitte  der  Zeit 
gehabt  hat.  Denn  mit  dieser  Geschwindigkeit  hätte  er  in  der  ersten  BÜfte 
der  Zeit  gerade  soviel  mehr  zurückgelegt,  wie  er  in  Wirklichkeit  zurttdc- 
gelegt  hat,  als  er  in  der  zweiten  Hälfte  weniger  zurücklegen  würde.  Diese 
mittlere  Geschwindigkeit  ist  nun  ^  c^t^  somit  der  zurückgelegt  W^g 
gleich  ^  c,  f  •  <  «=  4^  Cj  <*,  wie  es  die  Rechnung  ergab. 

Wir  können  leicht  die  Richtigkeit  unserer  Rechnung  durch  den  Ver- 
such bestätigen,  indem  wir  an  der  Fallmaschine  den  Ring  H  fortnehmen, 
und  jene  Stellen  aufsuchen,  an  denen  wir  den  Teller  K  befestigen  müssen,  j 
damit  das  Gewicht  P  nach  1,2,3...  Sekunden  aufschlägt.     Wir  finden   \ 


diese  Stellen 

nach  l" 
bei     10 

2" 
40 

3" 
90 

4" 
160. 

Diese  letztem  Zahlen  sind  aber 

oder  allgemein 

10  •  1,  10  •  2», 

10-3* 
101*. 

,10. 

4* 

Da  wir  bei  demselben  Versuche  die  Beschleunigung  gleich  20  fanden,  ist 
10  =  ic,. 

Die  durch  eine  jede  konstante  Kraft  hervorgebrachte  gleichmäfsig  be- 
schleunigte Bewegung  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  die  Beschleunigimg 
bekannt  ist,  denn  mit  dieser  erhalten  wir  ftlr  jede  Zeit  die  Geschwindigkeit 
und  den  in  dieser  Zeit  zurückgelegten  Weg.  Dafs  die  Beschleunigiag 
von  der  Grofse  der  bewegenden  Kraft  imd  von  der  Gröfse  des  bewegten 
Gewichtes  abhängig  sein  mufs,  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  ÜberlQgmigi 
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ade  die  Kraft  ist,  welche  den  Bewegungsziistand  des  Beweglichen 
welcher  Weise  aber  die  Beschleunigung  von  diesen  beiden  Grölsen 
arüber  kann  uns  nur  der  Versuch  belehren. 
1  wir  zunächst  das  Gesamtgewicht  an  unserer  Fallmaschine  ganz 
,  und  verändern  nur  das  Übergewicht.  Zu  dem  Zwecke  sind  an 
des  Fadens  Scheiben  angebracht,  auf  welche  man  eine  Anzahl 
ganz  gleiche  Ringe  legt.  Legen  wir  zunächsf  auf  beide  Seiten  n 
),  so  dafs  etwa  diese  np  gleich  dem  vorhin  angenommenen  Ge- 
ind,  so  tritt  keine  Bewegung  ein;  legen  wir  dann  auf  die  eine 
Übergewicht  p  und  das  Friktionsgewicht  »c,  so  tritt  die  vorhin 
beschleunigte  Bewegung  mit  der  Beschleunigung  Cj  =  20*^"  ein. 
en  wir  von  der  hinteren  Seite  einen  Ring  vom  Gewichte  p  fort 
ihn  auf  die  vordere  Seite ;  wir  haben  dann  bei  ganz  ungeändertein 
ichte  des  ganzen  Systems  auf  der  einen  Seite  das  Übergewicht  3j?, 
liegen  die  Gewichte  (n -^  l)  p -\~ p  =  (n -\~  2)  p^  auf  der  hinteren 
^en  (n  —  l)  p.  Verfahren  wir  ein  zweites  Mal  so,  dann  erhalten 
ergewicht  bp^  ein  drittes  Mal  7p  u.s.f.,  so  dafs  bei  stets  gleichem 
ichte  sich  die  Übergewichte  verhalten  wie  1  :  3  :  5  :  7  u.  s.  f. 
umen  wir  die  Beschleunigungen  in  diesen  Fällen,  so  finden  wir, 
ben  mit  der  Gröfse  des  Übergewichtes  in  demselben  Verhält- 
imen,  denn  wir  erhalten  sie 

bei  dem  Übergewichte  p  gleich  c^ 

??         fi  ??  '  JP         ??  '  ^v 

ihnen  wir  daher  die  durch  ein  der  Gewichtseinheit  gleiches  Ober- 
serem  System  erteilte  Beschleunigung  mit  d,  so  können  wir  die 
id  ein  Übergewicht  p  erzeugte  Beschleunigung  c  wiedergeben  durch 

c  =  dp, 

►eschleunigimg  ist  allgemein   der  Gröfse  des  Übergewichts  oder 

ier  bewegenden  Kraft  jiroportional. 

•n  wir  bei  gegebenem  Übergewicht   das  Gesamtgewicht  unseres 

+  F^  -{-  n  -^  n  -{-  p^  was  wir  dadurch  können,  dafs  wir  eine 
le  Anzahl  von  Ringen  auf  die  am  Ende  des  Fadens  angebrachten 
Bgen,  so  finden  wir,  dafs  mit  der  Gröfse  dieses  Gewichtes  die 
BHing  abnimmt.  Legen  wir  bei  dem  Übergewichte  j;  soviel  Ringe 
as  Gesamtgewicht  verdoppelt,  verdreifacht  wird,  so  wird  die  Be- 
ag  die  Hälfte  oder  ein  Drittel  u.  s.  f.  Wir  finden  allgemein,  dafs 
item  Übergewichte  die  Beschleunigung  in  demselben  Mafse  kleiner 
lie  Gröfse  des  Gesamtgewichtes  zunimmt. 

-n  wir  aber  gleichzeitig  das  Gesamtgewicht  des  Systems  und  das 
at  in  demselben  Sinne,  verdoppeln,  verdreifachen  wir  beide,  so 

immer  dieselbe  Beschleunigung,  wie  wir  sie  bei  einfachem  Ge- 
lte und  einfachem  Übergewichte  fanden.  Daraus  folgt,  dafs  die 
gung  nicht  allein  von  der  Gröfse  der  bewegenden  Kraft  oder 
•öfse  des  zu  bewegenden  Gewichtes,  sondern  von  dem  Verhältnisse 
einander  abhängt,  oder  dafs  die  Beschleunigung  der  Gröfse  dieses 
MB  direkt  proportional  ist.  Nennen  wir  daher  die  Be8cYi\e\ni\goik%^ 
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welche  die  der  Gewichtseinheit  gleiche  bewegende  Kraft  einem  die  Gewichts 
einheit  wiegenden  Körper  erteilt,  g^  so  wird  die  Beschleunigung  c,  weld» 
die  Kraft  p  dem  Gewichte  Q  erteilt, 

0  =  ^-5-, 

oder  allgemein  die  einem  Körper  erteilte  Beschleimigung  ist  der  Chröfse  de 
Kraft  direkt,  dem  öewichte  des  Körpers  umgekehrt  proportional. 

Es  ist  gut,  zu  beachten,  dafs  in  dieser  Gleichung  das  Gewicht  Q  in  eine 
anderen  Weise  auftritt  als  das  Übergewicht  p.  Wir  sahen  schon  früher,  dal 
die  Materie  träge  ist,  dafs  es  immer  einer  Kraft  bedarf,  um  den  Bewegnngs 
zustand  eines  Körpers  zu  ändern,  dafs  also  in  der  Trägheit  der  Materie  ei 
Widerstand  gegen  eine  Änderung  der  Geschwindigkeit  vorhanden  ist.  Wi 
sehen  nun  hier,  dafs  es  bei  verschiedenen  Körpern  zur  gleichen  Änderun 
ihres  Bewegungszustandes  einer  verschiedenen  Kraft  bedarf,  und  dafs  dies 
Kraft  in  demselben  Verhältnisse  zunehmen  raufs  wie  der  Druck,  den  de 
bewegte  Körper  auf  seine  Unterlage  ausübt,  oder  dafs  der  Widerstand  de 
Körpers  gegen  die  Bewegungsänderung  seinem  Gewichte  proportional  isl 
das  Gewicht  ist  also  das  Mafs  dieses  Widerstandes,  und  in  dem  Sinne  trit 
es  in  dem  Nenner  obiger  Gleichung  auf. 

Aus  dem  Ausdrucke  für  die  Beschleunigung  irgend  eines  Körpers  voi 
Gewichte  Q  durch  irgend  eine  Kraft  p  können  wir  nun  auch  sofort  die  6« 
schwindigkeit  v  erhalten,  welche  die  Kraft  diesem  Körper  in  der  Zeit 
erteilt,  sowie  den  Weg  ä,  den  der  Körper  unter  Wirkung  dieser  Knd 
zurücklegt.    Wir  erhalten 

In  diesen  Ausdrücken  ist  alles  enthalten,  was  auf  die  Bewegung  eine 
Körpers  infolg«*,  einer  konstanten  Kraft  von  Einflufs  ist,  Gröfse  der  Kral 
und  bewegten  Gewichte  und  Länge  der  Zeit,  während  welcher  die  Kraft  wirb 
Die  vierte  darin  vorkommende  Gröfse  ist  eine  Zahl,  die  wir  aus  unsem  Vei 
suchen  bestimmen  können.  Genaue  später  zu  besprechende  Versuche  habe 
gezeigt,  dafs  diese  Gröfse  aus  Gründen,  die  dann  ebenfalls  hervortrete 
werden,  an  den  verschiedenen  Orten  der  Erde  einen  etwas  verschiedene 
Wert  hat.  In  Göttingen  ist  sie  nach  den  Bestimmungen  von  Gauss*)  9,81lW 
für  Paris  nach  den  Bestimmungen  von  Biot  und  Arago^)  9,80896,  wenn  di 
Zeit  t  in  Sekunden  und  die  Geschwindigkeit  in  Metern  gemessen  wird. 

Die  Bedeutung  dieser  in  der  Physik  immer  mit  g  bezeichneten  Zal 
ist  leicht  zu  erhalten;  setzen  wir  nämlich  p  =  Q^  ^0  wird 

v=g(]      s  =  \gt^. 

Ist  aber  p  =  Q^  so  heifst  das,  das  Übergewicht  ist  gleich  dem  Gesamt 
gewichte,  oder  wir  lassen  den  Körper  frei  fallen.  Die  Gröfse  g  ist  deninac 
die  Boschleunigimg  oder  der  in  jeder  Sekunde  eintretende  Geschwindigkeit! 

')  Gauss,  Intensitas  vis  maffneticae  terrestris  in  mensnram  absolntam  r 
vocata.   Göttingen  1883.    Poggend.  Ann.  Bd.  XXVIII. 

^  Biot  et  Arago,  Recueil  d'observatione  gdodesiques,  aatronomiqiiea 
pbysiques  etc.    Paris  1821. 
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Zuwachs  heim  freien  Fall ,  und  die  beiden  letzten  Ausdrücke  liefern  uns  die 
Geschwindigkeit  eines  frei  fallenden  Körpers  nach  t  Sekunden  und  den  in 
/  Sekunden  durchfallenen  Raum. 

§6. 
Masse.    Die  in  dem  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Gleichungen  für 
die  gleichmäfsig  beschleunigte  Bewegung  pflegt  man  in  der  Mechanik  ge- 
wöhnlich in  einer  etwas  veränderten  Form  zu  schreiben,   man   setzt   die 
GröDse  g  in  den  Nenner  und  schreibt  den  Quotienten 

Q 


iri^' 


m 
somit  die  Gleichungen'^ 

m  '  m     '  '  m 

Die  80  definierte  Gröfse  m  nennt  man  die  Masse  des  bewegten  Körpers? 

80  d&fs  also  mechanisch  gesprochen  die  Masse  eines  Körpers  nichts  ist  als 

ein  Zahlencoefficient,  und  zwar  nicht  nur  der  Quotient  aus  dem  Gewichte 

des  Körpers  und  der  Beschleunigung  desselben  beim  freien  Fall,  sondern 

anch  nach  der  Gleichung 

m  =  -' 
c 

dö:  immer  ftlr  einen  gegebenen  Körper  gleiche  Quotient  aus  der  bewegen- 
den Kraft  und  der  Beschleunigung,  welche  diese  dem  Körper  erteilt. 

Der  Zweck  der  Einj^rung  dieses  Begriffes  ist  die  Herstellung  eines 
einheitlichen  Mafssystems  für  die  drei  zusammengehörigen  Gröfsen:  Be- 
schleunigung, Kraft  und  Masse.  Die  Bezeichnung  des  Beweglichen,  insofern 
es  träge  ist  oder  Beharrungsvermögen  besitzt,  als  Masse  geht  von  der  im 
täglichen  Leben  gewohnten  Bedeutung  des  Wortes  Masse  aus.  Das  Mals 
filr  die  Gröfse  der  Masse  des  Beweglichen  erhalten  wir  durch  die  Be- 
«hleunigung,  welche  bewegende  Kräfte  demselben  erteilen;  die  Masse  des 
Beweglichen  ist  in  dem  Mafse  gröfser,  wie  die  Beschleunigung  kleiner  ist, 
welche  gleiche  gegebene  Kräfte  ihm  erteilen.  Da  wir  sahen,  dafs  die  Be- 
schleunigung dem  Gewichte  des  Beweglichen  umgekehrt  proportional  ist, 
könnten  wir  die  Masse  sehr  gut  durch  die  Gewichte  messen.  Indes  um  ein 
zusanunengehöriges  Mafssystem  zu  erhalten,  setzt  man  diejenige  Masse 
gleich  eins,  welche  durch  die  Einheit  der  Kraft  die  Einheit  der  Beschlou- 
nigang  erhält.  Da  die  Mechanik  das  Kilogramm  als  die  Krafteinheit,  das 
Keter  als  die  Längeneinheit  festgesetzt  hat,  so  setzt  sie  jene  Masse  gleich 
«ins,  welche  durch  diese  Kraft  die  Beschleunigung  eines  Meter  erhält.  Da 
tttm  die  Masse  eines  Kilogramms  durch  den  Druck  eines  Kilogramms  die  Be- 
äcbleunigung  g  Meter  erhält,  so  erhalten  g  Kilogramme  diejenige  eines 
.Meters,  die  Mechanik  setzt  deshalb  die  Masse  von  g  Kilogrammen  gleich 
ßins  oder  die  Masse  des  Gewichtes  Q  Kilogramme  gleich  dem  Quotienten 
WS  dem  Gewichte  und  der  Zahl  g. 

Man  könnte  ebenso  gut  zur  Herstelhmg  eines  einheitlichen  Mafs- 
systems anders  verfahren,  indem  man  von  den  drei  zusammenhängenden 
^fsen:  Kraft,  Masse,  Beschleunigung  zwei  andere  festsetzt,  \md  nach  diesen 
Ä«  dritte  bestimmt.  Wir  könnten  ebenso  gut  die  Mafse  der  Beschleunigung 
^  d0r  Masse  festsetzen  und  aus  diesen  die  Einheit  der  Kraft  ableiten, 
also  direkt  das  Gewicht  des  Beweglichen  als  Mafs  der  M.assQ  'w*^\i\eTL  xxsi^ 
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nun  jen#i  Kraft  zur  Einheit  machen,  welche  dieser  Masse  die  Beschleu- 
nifrunjr  von  einem  Meter  erteilt.  Dann  wäre  nicht  das  Kilogramm  die  Ein- 
heit der  Kraft,  sondern  der  g^  Teil  desselben,  das  Kilogramm  würde  also 
^fleich  ff  Krafteinheiten  sein. 

Gauss  hat  in  der  That  zur  Messung  der  magnetischen  Kräfte  diesen 
Wejr  eingeschlagen,  er  hat  das  Mafs  der  Beschleunigung  und  der  Masse 
O'st gesetzt  und  aus  diesen  die  Krafteinheit  abgeleitet ' ).  Zur  Messung  der 
iiiagneti.s<:hen  Kräfte  setzt  er  die  Masse  eines  Milligramms  als  Masseneinheit, 
die  Beschleunigung  eines  ^lilliineters  als  Beschleiinigungseinheit  und  damit 
Jen«'  Kraft  gleich  eins,  welche  der  Masse  des  Milligramms  die  Beschleunigung 
ein  MilliineU;r  erteilt.  Da  nun  der  Druck  eines  Milligramms  der  Masse 
d#'!»selben  die  Beschleunigung  1000  g  Millimeter  erteilt,  wenn  wir  die  Zahl 
f/  als  in  Metern  gegeben  festhalten,  so  hat  der  Druck  von  1  Milligramm 
iiii  (iaussschen  Mafssysteni  1000  g  Einheiten,  somit  die  Krafbeinheit  der 
Mechanik,  das  Kilogramm,  1000.  1000.  1000  g  ^  10^  g  Einheiten  des 
Oaussschen  Mafssystems. 

Wir  werden  zunächst  das  in  der  Mechanik  gebräuchliche  Mafssystem 
festlialten. 

§7. 

FundamentalgeBetB  der  Kraftwirkmng.  Das  im  §  5  experimentell 
abgeleitijte  Gesetz,  dal's  eine  konstante  Kraft  eine  gleichm&fsig  beschleunigte 
Bewegung  hervorbringt,  deren  Beschleunigung  der  Gröfse  der  Kraft  direkt 
j proportional  ist,  liefert  iins  sofort  ein  Beispiel  datUr,  dafs,  wie  in  der  Ein- 
leitung hervorgehoben  wurde,  ein  solches  Gesetz  nicht  nur  der  Ausdruck 
derjenigen  Thatsachen  ist,  welche  es  in  einem  allgemeinen  Satze  zusammen- 
fal'st,  sondern  dafs  es  gleichzeitig  alle  diejenigen  Erscheinungen  in  sich 
schliefst,  welche  aus  demselben  folgen.  Das  Gesetz  der  gleichmäfsig  be- 
Hclileunigten  Bewegung  können  wir  als  die  experimentelle  Grundlage  der 
ganzen  Meclianik  bezeichnen,  indem  aus  demselben  sich  das  Fundamental- 
gesotz  der  Wirkung  einer  Kraft  ergibt,  das  Gesetz  nämlich,  dafs  die  Wir- 
kung einer  Kraft  nur  durch  sie  selbst  und  von  nichts  Anderm  bedingt  ist 

Das  Gesetz  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  zeigt  uns  näm- 
li(;h  zunächst,  dafs  die  Geschwindigkeitszunahme  in  gleichen  Zeiten  immer 
denselben  Wert  hat,  die  Geschwindigkeit  ist  am  Ende  der  ersten  Sekunde  c,, 
der  zweiten  2  c,,  der  dritten  Bc,,  sie  wächst  in  jeder  Sekunde  um  q,  einerlei, 
welche  Geschwindigkeit  der  Körjjer  bei  dem  Beginne  der  Sekunde  besafs. 
Wir  schliefson  daraus,  dafs  die  Wirkimg  einer  Kraft  auf  einen  bewegliehen 
l\r>rper  immer  dieselbe  ist,  einerlei,  ob  der  Körper  schon  eine  Bewegung 
besitzt.  CMlor  nicht. 

(ianz  dasselbe  zeigt  die  Betrachtung  der  unter  Wirkung  einer  Kraft 
zurückgelegten  Wege.   I)iesell)en  sind  in  den  aufeinanderfolgenden  Sekunden  . 

Wäre  der  Körper  am  Schlüsse  der  ersten  Sekunde  der  Wirkung  der 
Kraft  entzogen,  so  wäre  er  in  gleichförmiger  Bewegung  mit  der  Greschwin- 


^)  Gauss,  Intensitas  vis  maffneticae  terrestris  in  mensuram  abeolutam  ze- 
vocata.    Üöttingen  1833.    Poggend.  Ann.  Bd.  XXVIII. 
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digkeit  c^  weitergegangen,  er  hätte  also  in  der  zweiten  Sekunde  den  Weg  c^ 

(♦ 
zurückgelegt.     Infolge  der  dauernden  Kraftwirkung  hat  er  den  Weg  3  -5- 

c  c 

zurtckgelegt..    Die  Differenz  3  -^ ^1  =  ~^  ist  also  Folge  der  Wirkung 

der  Kraft.  Dieser  Weg  ist  gleich  dem  in  der  ersten  Sekunde  zurückgelegten. 
Ebenso  ist  es  in  den  folgenden  Sekunden,  oder  es  ergibt  sich  allgemein, 
dafs  der  durch  die  Wirkung  einer  Kraft  in  jeder  Sekunde  zurückgelegte 
Weg  ganz  Tinabhängig  ist  von  der  Geschwindigkeit,  welche  der  Körjier  be- 
reits besitzt. 

Der  soeben  gezogene  Schlufs,  dafs  die  Wirkung  einer  Kraft  ganz  un- 
abhängig ist  von  der  Bewegung,  die  ein  Körper  schon  besitzt,  gilt  zunächst 
nur  in  dem  Falle,  dafs  die  Kraft  in  der  Richtung  der  Bewegung  wirkt, 
welche  der  Körper  schon  besitzt.  Indes  läfst  sich  der  Schluls  mit  Hülfe 
bekannter  Erfahrungen  leicht  verallgemeinem.  Befinden  wir  uns  in  einem 
mit  gleichförmiger  Bewegung  begabten  Räume ,  etwa  in  dem  Innern  eines 
Schiffes,  so  nehmen  wir  die  Bewegung  nicht  direkt  wahr.  Lassen  wir  dann 
auf  irgend  einen  im  Innern  des  Raumes  befindlichen  Körper  eine  Kraft 
wirken,  so  bewegt  sich  derselbe  innerhalb  des  Raumes  ganz  so,  wie  wenn 
das  Schiff  in  Ruhe  wäre.  Die  Wirkung  der  Kraft  auf  den  Körper  ist  also 
unabhängig  von  dessen  mit  dem  Schiffe  gemeinsamer  Bewegung.  Ja  es 
l>edarf  zum  Beweise  dieses  Satzes  nicht  einmal  besonderer  Beobachtungen, 
unsere  Versuche  zur  Ableitung  des  Gesetzes  der  gleichförmigen  Bewegung 
liefern  schon  den  Beweis,  da  uns  die  Astronomie  lehrt,  dafs  unsere  Erde, 
Diit  allem  was  auf  ihr  ist^  eine  sehr  komplizierte  Bewe_gung  im  Räume  hat, 
^e  wir  an  der  Erde  nicht  wahrnehmen,  weil  unsere  ganze  Umgebung  mit 
uns  die  gleiche  Bewegung  hat.  Wir  können  deshalb  ganz  allgemein  den 
^tz  aufstellen: 

„Wenn  alle  Punkte  eines  Systems  eine  gemeinschaftliche  Bewegung 
iiaben,  und  einer  von  ihnen  wird  der  Wirkung  einer  Kraft  unterworfen,  so 
'St  die  Bewegung,  welche  der  Punkt  infolge  dieser  Kraft  in  Beziehung  auf 
3as  System  annimmt,  genau  so,  als  habe  die  gemeinschaftliche  Bewegung 
ies  Systemes  nicht  existiert." 

Das  Gesetz  der  gleichmäfsig  beschleunigten  Bewegung  sagt  weiter, 
^  die  Beschleunigungen,  welche  verschiedene  Kräfte  an  einem  Systeme 
^wirken,  der  Gröfe  der  Kräfte  proportional  sind.  Wirken  zwei  oder 
öiehrere  Kräfte  auf  ein  System,  so  ist  die  Beschleunigung  gleich  der  Summe 
der  Beschleunigungen,  welche  jede  Kraft  für  sich,  werm  sie  allein  wirksam 
^äre,  hervorbringen  würde.  Es  folgt  somit,  dafs  die  Wirkung  einer  Kraft 
unabhängig  davon  ist,  ob  gleichzeitig  mit  ihr»  eine  andere  zur  Wirksamkeit 
kommt,  oder  dafs  die  Wirkung  einer  Summe  von  Kräften  gleich  ist  der 
Summe  der  Wirkungen  der  einzelnen  Kräfte. 

Das  Gesetz  der  gleichmäfsig  beschleunigten  Bewegungen  beweist  diesen 
Satz  zunächst  wiederum  nur  für  gleichgerichtete  Kräfte,  man  kann  ihn 
Inrch,  den  vorhin  angeführten,  ähnliche  Erfahrungen  leicht  verallgemeinem; 
Bdes  ist  das  nicht  einmal  erforderlich,  da  wir  diesen  Satz  schon  allgemein 
lOS  dem  Vorigen  folgern  können.  Denn  die  Wirkung  einer  jeden  von  einer 
lumne  gleichzeitig  wirkender  Kräfte  ist  Bewegung.  Da  wir  nun  ganz  all- 
emein  üanden,  dafs  die  Wirkung  einer  Kraft  durchaus  unabhängig  von 
aer  bereits  vorhandenen  oder  anderweitig  erteilten  Bewegung  ist,  ^o  M^i 
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auch,    dafs    die   Wirkung   einer   Kraft    unabhängig   von    derjenigen  einer 
andern  ist. 

Dieser  Satz,  dafs  die  Wirkung  einer  Kraft  von  nichts  beeinflofst  wird, 
ist  der  Fundamentalsatz  der  Mechanik,  denn  er  setzt  uns  in  den  Stand, 
sofort  die  von  einer  Kraft  bewirkte  Bewegung  zu  bestimmen,  wenn  wir  die 
Dauer  ihrer  Wirkung  und  die  Masse  des  bewegten  Systemes  kennen.  Wr 
haben  mit  demselben  die  experimentelle  Grundlage  der  Mechanik  gewomMi, 
aus  welcher  diese  Wissenschaft  deduktiv  abgeleitet  wird. 

§8. 

Das.  Kräfteparallelogramm.  Wir  gehen  zunächst  dazu  über,  die 
unter  Wirkung  mehrerer  nach  verschiedenen  Richtungen  thätiger  Krtfte 
stattfindende  Bewegimg  etwas  genauer  zu  betrachten  und  daraas  einige 
Folgerungen  zu  ziehen. 

Es  ist  an  sich  klar,  dafs  ein  Körper,  der  sich  infolge  zweier  iiaicfc 
verschiedener  Richtung  wirkender  Kräfte  bewegt,  sich  weder  in  der  Eich- 
tung  der  einen  noch  in  derjenigen  der  andern  bewegen  kann.  Nach  dem 
eben  entwickelten  Fundamentalsatze  ist  es  aber  leicht,  die  Richtung,  nacb 
welcher  sich  der  Körper  bewegt,  zu  bestimmen.  Die  Kräfte  wirken  jede, 
wie  wenn  die  andere  nicht  da  wäre;  der  Ort,  welchen  das  Beweglidie 
nach  der  ersten  S(ikunde  erreicht  hat,  wird  daher  gerade  so  erreicht  werden, 
wenn  wir  die  beiden  Kräfte  nach  einander  jede  eine  Sßkunde  wirken  ksaea 
Legen  wir  daher  durch  den  Punkt,  welchen  der  Körper  unter  Wirkung  der  1 
einen  Kraft  erreicht  hat,  eine  gerade  Linie  imd  tragen  auf  dieser  pu:alM  | 
der  Richtung,  in  welcher  die  zweite  Kraft  für  sich  den  Körper  bewegt 
haben  würde,  die  Länge  auf,  welche  er  unter  Wirkung  dieser  Kraft  in  ein» 
Sekunde  zurllckgelegt  haben  würde,  so  wird  der  Endpunkt  dieser  Ltog» 
wirklich  der  Punkt  sein,  in  welchem  sieh  der  Körjier  nach  gemeinsehift-  : 
lichem  Wirken  der  beiden  Kräfte  befindet,  und  die  Verbindungslime  dieee» 
Punktes  mit  dem  AusgangS2)unkte  wird  der  Richtung  und  Länge  nach  der 
Weg  sein,  den  der  Körper  wirklich  zurückgelegt  hat. 

Man  sieht,  dieser  Weg  fällt  der  Gröfse  und  Richtung  nach  mit  der  1 
Diagonale  eines  Parallelogranmia  zusammen,  welches  wir  aus  den  LSogcp  j 
konstruieren  können,  welche  der  Körper  infolge  jeder  Kraft  für  sich  in  der 
gleichen  Zeit  zurücklegt,  indem  wir  diese  Längen  im  Ausgangspunkt  in  de» 
entsprechenden  Riehtungen  zusammenlegen  und  das  durch  diese  Längen  vmA 
den  Winkel,  den  sie  mit  einander  bilden,  bestimmte  Parallelogramm  ver- 
vollständigen. 

Diesen  Weg  hat  der  Kr)ri)er  allerdings  durch  die  Wirkung  zweier  Erilfiß 
zurückgelegt,  welche  nach  verschiedenen  Richtungen  wirkten.     Aber  gaitf 
denselben  Weg  hätten  wir  auch  in  derselben  Zeit  den  Körper  durch  eine 
einzige    in    der  Richtung    der  resultierenden  Bewegung    wirksame    Kraft 
zurücklegen  lassen  können.     Da  dann  diese  Kraft  die  gleiche  Wirkung  hat 
wie  die  beiden  zusammenwirkenden,  so  kann  man  die  beiden  vorhandenen 
Kräft^^  auch  vollständig  durch  diese  Kraft  ersetzen.    In  dem  Sinne  nennt  man 
auch  die  Kraft,  welche  der  Richtung  imd  Grösfe  nach  dieselbe  Bewegung 
zur  Folge  hat  als  die  beiden  einzelnen  Kräfte  durch  ihr  Zusammenwirkoi, 
die  aus  diesen  resultierende  Kraft. 
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Diese  Kraft,  welche  also  die  beiden  wirklich  vorhandenen  der  örüsfe 
und  Richtimg  nach  ersetzt,  läfst  sich  durch  eine  ganz  ähnliche  Kon- 
slraktion  ihrer  Gröfse  nach  erhalten.  Wenden  wir  nämlich  anstatt  der  in 
^benen  Zeiten  durchlaufenen  Wege  zu  unserer  Konstruktion  die  durch 
fie  einzelnen  Kräfte  bewirkten  Beschleunigungen  an,  so  sind  die  Kräfte  den 
Beschleunigungen  proportional  und  können  durch  dieselben  dargestellt 
Verden.  Wir  gelangen  daher  unmittelbar  zu  dem  Satze,  dafs  die  aus  zwei 
gegebenen  in  verschiedener  Richtung  wirkenden  Kräften  resultierende  Kraft 
der  Gröfse  und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale  des  von  jenen  Kräften 
und  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  bestimmten  Parallelogramms 
gegeben  wird. 

Dieser  für  die  theoretische  Mechanik  äufserst  wichtige  Satz,  der  nui- 
eine  Konsequenz  des  in  dem  vorigen  Paragraphen  Gesagten  ist,  wird  der 
Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  genannt. 

Man  sieht,  wie  man  dadurch  imstande  ist,  die  Wirkung  beliebig 
vieler  nach  verschiedenen  Richtungen  thätiger,  an  einem  Punkte  angreifen- 
der Kräfte  auf  jene  einer  einzigen  zurückzuführen,  welche  alle  jene  voll- 
ständig ersetzt,  indem  man  die  Kräfte  nur  paarweise  zusammensetzt. 

Um  die  Gröfse  der  aus  zwei  Kräften  P  und  Pj ,  welche  den  Winkel  « 
mit  einander  bilden,  resultierenden  Kraft  zu  erhalten,  haben  wir  nur  den 
bekannten  Satz  aus  der  ebenen  Geometrie  über  die  Gröfse  der  Diagonale 
eines  Parallelogramms  anzuwenden;  die  Resultante  li  ist  danach  gegeben 
durch 

Ä«  =  jp8  ^  p8^  ^  2PPi  cos  a. 

Umgekehrt  erhellt  aber  auch,  dafs  eine  jede  Bewegung  als  die  Resul- 
tierende ans  zwei  Seitenbewegungen  aufgefafst,  somit  auch  die  jene  Be- 
wegong  bestimmende  Kraft  als  die  Resultierende  zweier  gedachter  Seiten- 
ki^  aufgefafst  werden  kann.  Da  nun  jede  Linie  als  Diagonale  unendlich 
fieler  Parallelogramme  aufgefafst  werden  kann,  so  kann  man  jede  Kraft 
tnf  unendlich  viele  verschiedene  Ai-ten  in  Seitenkräfte  zerlegen;  jede  dieser 
Seitenkräfte  kann  dann  wieder  als  Resultierende  anderer  Seitenkräfte  be- 
trachtet werden,  so  dafs  also  jede  Kraft  in  unendlich  viele  Soitenkräfte  zer- 
legt werden  kann. 

Diese  letzten  Sätze  sind  in  der  Mechanik  von  hoher  Bedeutung,  da  sie 
BBS  in  den  Stand  setzen,  die  Wirkung,  welche  eine  Kraft  nach  einer  von 
ihrer  eigenen  verschiedenen  Richtung  ausüben  kann,  zu  berechnen.  Kann 
i  B.  ein  Körper  sich  nur  nach  einer  bestimmten  Richtung  bewegen,  und 
wirkt  auf  diesen  eine  konstante  Kraft,  deren  Richtung  mit  der  Bewegungs- 
richtung des  Körpers  den  Winkel  cc  bildet,  so  erhalten  wir  die  Gröfse  der 
die  Bewegung  des  Körpers  bewirkenden  Seitenkraft,  wenn  wir  die  gegebene 
Kraft  so  zerlegen,  dafs  die  eine  der  Seitenkräfte  in  die  Richtung  der  Be- 
wegung fläUt,  die  andere  zu  ihr  senkrecht  ist.  Letztere  trägt  zur  Bewegung 
gar  nichts  bei,  die  erstere  Komponente  ist  es  somit,  welche  die  Bewegung 
bedingt.  Nennen  wir  die  ursprüngliche  Kraft  P,  die  in  die  Bewegungs- 
richtung  fallende  Komponente  2?,  so  ist 

2?  =  Pcos  a, 

wie  Mch  munittelbar  daraus  ergibt,  dafs  P  die  Diagonale  eines  Rechtecks 
ist,  dessen  eine  Seite  JR  mit  P  den  Winkel  a  bildet. 
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Die  schiefe  Ebene. 


Haben  wir  eine  ganze  Reihe  von  Kräften  P,  P^,  P^,  .  .  .   di 
Bewegungsrichtung  die  Winkel  a,  «j,  «g  .  .  .  bilden-,  so  ist  die 
diesen  resultierende,  die  Bewegung  bestimmende  Kraft 

J2  =  P  cos  of  -j-  Pj  cos  «1  -f*  -Pg  <5os  «2  +  •  •  •  •  =  2P  cos 
wenn  das  Zeichen  2  die  Summen  aller  einzelnen  Produkte  P  cos  a 

Experimentelle  Belege  ftLr  die  Richtigkeit  dieser  Sätze  werdet 
viele  finden;  wir  erwähnen  hier  eines  der  am  häufigsten  vorkomme 
spiele,  die  Bewegung  eines  Körpers  auf  einer  schiefen  Ebene.  Wir  setz 
dafs  der  Körper  ohne  jegliche  Reibung  die  schiefe  Ebene  herabroll 

Nehmen  wir  an,  die  schiefe  Ebene  bilde  mit  dem  Horis 
Winkel  a  und  der  aufgelegte  Körper  habe  das  Gewicht  p.  Die 
der  Schwere  ist  die  der  Vertikalen.  Wir  sehen  dann  die  Schwe 
eine  Resultierende  zweier  Kräfte  an,  deren  eine  auf  der  schief 
senkrecht  steht,  während  die  andere  mit  ihr  parallel  ist.  Mit  der 
der  Schwere  bildet  die  erstere  den  Winkel  a,  die  zweite  dei 
90" — a;  nach  dem  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ist  d 
daher  gleich  p  cos  a  imd  die  zweite  p  sin  a.  Die  erstere  dies 
wird  einen  Druck  gegen  die  schiefe  Ebene  bewirken  und  zu  einer  1 
nichts  beitragen;  die  zweite  jedoch,  welche  parallel  der  schiefen  ] 
wird  dem  Körper  eine  Bewegung  die  schiefe  Ebene  herab  zu  erteih 
Ihr  Wei-t  ist  p  sin  a,  also  mit  dem  Neigungswinkel  veränderlich. 
Körper  in  Ruhe  bleiben,  so  mufs  also  eine  Kraft  p  sin  a  parallc 
schiefe  Ebene  hinaufgerichtet  angebracht  werden.  Der  Versuch  be 
Denn  befestigt  man  an  dem  Körper  einen  Faden  und  ftlhrt  ihn  der  schie 
parallel  über  eine  Rolle,  so  mufs  man  an  der  andern  Seite  des  Fadens 
p  sin  or  anhängen,  um  den  Körper  auf  der  schiefen  Ebene  festzuh: 

Läfst  man  den  Körper  rollen,  so  ist  die  ihn  bewegende  K 
dem  Vorigen  p  sin  a.    Diese  erteilt  ihm  die  Beschleunigung 

p  sin  a 


G^g 


:  ^  sm  or. 


Die  Gleichungen  seiner  Bewegung  sind  demnach 

V  =  g  ^m  at         s  =  ^  g  %m  a  f. 

Flg.  15. 


Wenn  df 
liehe  Körper 
Punkte  B  an^ 
ist,  so  hat  er  < 
AB 

AB^ 

durchlaufen, 
mit    h    die    ] 
schiefen  Eben 
nen.     Setzt  m 


Wert,  in  unsere  Gleichung  für  5,  so  ist 

.- —  =  *  ff  Sin  a  r 

am   «f  ^    O 


g  sin  a 


t 
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I     für  die  Daner  des  Falls  und 


y2gh  =  v 

fllr  die  Geschwindigkeit,  mit  der  A  m  B  ankommt.  Bei  gleicher  Höhe  h 
des  Ausgangspunktes  A  über  B  ist  somit  die  Dauer  des  Falles  dem  Sinus 
des  Neigungswinkels  der  schiefen  Ebene  umgekehrt  proportional;  die  Ge- 
schwindigkeit V  dagegen  ist  von  dieser  Neigung  unabhängig,  sie  ist  einfach 
gleich  jener,  welche  der  Körper  erhält,  wenn  er  die  Höhe  h  frei  durch- 
fallen hat.     Denn  die  Geschwindigkeit  beim  freien  Fall  ist  nach  der  Zeit  t 

v  =  gt 

um  die  Höhe  h  zu  durchfallen  ist  die  Zeit  t  nach  der  Gleichung 

somit  die  Geschwindigkeit  v 

Schon  Galilei  hat  diese  Sätze  fdr  die  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene 
e:q)€rinientell  aufgefunden,  und  an  derselben  die  Gesetze  der  gleichmäfsig 
beschleunigten  Bewegung  erkannt. 

Von  der  schiefen  Ebene  macht  man  in  der  Praxis  vielfache  Anwendung, 
um  Lasten  eine  gewisse  Höhe  hinaufzuschaffen.  Jede  Schraube  ist  eine  um 
«iiien  Cylinder  gewickelte  schiefe  Ebene,  ebenso  beruht  die  Wirksamkeit 
des  Keiles  auf  den  Gesetzen  der  schiefen  Ebene. 

§9- 

Bedingungen  des  Gleichgewichtes  eines  Punktes,  auf  den  be- 
liebig viele  beliebig  gerichtete  Kräfte  wirken.  Die  in  dem  letzten 
Paragraphen  entwickelten  Sätze  bieten  uns  das  Mittel  zu  bestimmen,  wann 
«in  fester  Körper,  der  von  beliebig  vielen  beliebig  gerichteten  Kräften 
jfficiert  wird,  eine  fortschreitende  Bewegimg  annehmen  kann,  wann  nicht. 
Greifen  die  Kräfte  an  demselben  Punkte  des  Körpers  an,  so  fallen  die 
Gleichgewichtsbedingungen  mit  denen  eines  materiellen  Punktes  zusammen; 
ja  sehen  wir  von  den  später  zu  betrachtenden  drehenden  Bewegungen  ab, 
80  ist  die  Bedingung,  dafs  die  Kräfte  alle  an  demselben  Pimkt  angreifen 
müssen,  nicht  einmal  erforderlich,  es  fallen  dann  allgemein  die  Bedingungen 

Ides  Gleichgewichtes  eines  festen  Körpers  mit  denen  eines  materiellen  Punktes 
2QS&mmen.  Setzen  wir  zunächst  voraus,  dafs  der  Punkt  sich  vollkommen 
frei  bewegen  kann,  so  ist  die  für  das  Gleichgewicht  notwendige  Bedingung, 
dafs  wenn  wir  die  Summe  der  Komponenten  der  Kräfte  nach  irgend  einer 
beliebigen  Richtung  bilden,  diese  Summe  immer  gleich  Null  ist,  wie  wir 
diese  Richtung  auch  wählen.  Das  ist  aber  der  Fall,  wenn  die  Summe  der 
nach  drei  dnrch  den  Punkt  gelegten  zu  einander  senkrechten  Richtungen 
-  gebildeten  Komponenten  für  jede  dieser  Richtungen  einzeln  gleich  "NwW  \?k\. 

WtMAMMM^  Phytik  I.   4.  Anfl.  O 
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Gleichgewichtsbedingnngen  eines  Punktes. 


Denn  sind  (Fig.  16)  OZ,  OT,  OZ  die  drei  zu  einander  senkrechte 
den  Punkt  0  gelegten  Richtungen,  und  sind  die  nach  diesen  Bichtu] 
bildeten  Komponenten  gleich  Null,  so  folgt  zunächst,  da  nach  0  Y  kei 

wirkt,  dafs  der  Punkt  0  sich  r 
der  durch  OX  und  OZ  gelegte 
bewegen  kann.  Jede  Kraft  P 
welche  den  Punkt  aus  diesei 
zieht,  würde  mit  0  Y  einen  "V 
bilden,  d^r  kleiner  ist  als  S 
nun  die  parallel  0  Y  gebildete 
nente  dieser  Kraft  P  •  cos  ß  sei 
so  wäre  dieselbe  und  damit  die 
0  Y  gerichtete  Komponente  de 
überhaupt  nicht  gleich  Null, 
dafs  die  Summe  aller  para 
gerichteten  Komponenten  gle 
ist,  folgt  femer,  dafs  der  Pui 
aus  der  Linie  OX  in  der  Ebei 
entfernt  wird;  denn  auch  da 
eine  Kraft  nötig,  die  mit  der  Richtimg  OZ  einen  Winkel  y  bil 
kleiner  ist  als  90^.  Die  Komponente  dieser  Kraft  parallel  02 
P  •  cos  y ,  somit  wieder  von  Null  verschieden  sein.  Da  nun  auch  die 
OX  gerichtete  Komponente  gleich  Null  ist,  so  folgt  schliefslich, 
Punkt  0  auch  in  dieser  Linie  nicht  bewegt  werden  kann,  somit 
Punkt  überhaupt  in  Ruhe  ist. 

Wirken  denmach  auf  den  Punkt  0  beliebige  Kräfte  P,  deren  Ri( 
durch  die  Winkel  « ,  /3 ,  y  gegeben  sind,  welche  sie  mit  den  festen  Ri( 
OX,  OY,  OZ  bilden,  so  können  wir  die  Bedingung  des  Gleichgewic 
der  schon  im  vorigen  Paragraphen  gewählten  Bezeichnimgsweise  s 

2P  cos  a  =  0         ZP  cos  /3  =  0         £P  cos  y  =  0. 

Sind  diese  Komponenten  nicht  gleich  0,  so  haben  sie  eine  Resul 
welche  wir  mit  R  bezeichnen  wollen,  die  mit  den  drei  Richtungen  0  X, 
die  Winkel  a,h,c  bilden  möge.    Die  Gröfse  dieser  Resultierenden 
Richtimg  ist  dann  vollständig  dadurch  bestimmt,   dafs  ihre  pan 
drei  Richtungen  genommenen  Komponenten  den  Komponenten    c 
handenen  Kräfte  einfach  gleich  sein  müssen,  oder  dafs 

ZP  cos  a  =a  JR  cos  a        ZP  cos  jS  =  jR  cos  h        ZP  cos  y  =  JR 
sein  mufs.    Daraus  folgt  dann  weiter 

B^  (cos^a  +  cos^fe  +  cos*c)  =  (-SP  cos  af  +  (-SPcos  ßf  +  {ZPc 

In  der  Stereometrie  wird  nun  bewiesen,  dafs  wenn  a,  &,  c  die 
sind,  welche  eine  Richtung  OA  (Fig.  16)  mit  den  drei  zu  einand 
rechten  Richtungen  OX,  OF,  OZ  bildet,  die  Quadratsumme 

cos^a  +  cos*6  -f  cos^c  =  1 
ist;  daraus  ergibt  sich  dann,  wenn  wir  zugleich 

-5Pco8a=X         2:P  cos /3=r         ZP  cos  y  —  Z 
setzen. 
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Ä  =yx«  +  r»  +  Z» 

alsAnsdruck  ftlr  die  Gröfse  der  Resoltierenden.  Stellen  wir  also,  wie  im 
Torigen  Paragraphen,  die  Komponenten  der  Kräfte  auf  den  drei  Bichtongen 
imd  ebenso  die  Resultierende  durch  Linien  dar,  so  ergibt  sich,  dafs  die 
Besoltierende  als  die  Diagonale  eines  Parallelepipeds  angesehen  werden 
kann,  dessen  drei  Seiten  die  parallel  den  drei  festen  Richtungen  genommenen 
Komponenten  aller  Kräfte  sind. 

Ist  OA  (Fig.  16)  diese  Resultante,  und  sind  OC,  OD,  OE  die  Kom- 
ponenten, so  erhalten  wir,  da  OCA^  ODA^  OEA  rechtwinklige  Dreiecke 
sind,  für  die  die  Richtung  der  Resultierenden  bestimmenden  Winkel 

OC         X  ^        OD  Y  OE         Z 

cosfl«-^^^  — -^;    C0S.6  = -^^  = -^  ;     cos  c  = -^^  = -g- • 

Kennen  wir  somit  die  drei  Komponenten  X,  Y^  Z  aller  Kräfte,  so  ist 
dadurch  Gröfse  und  Richtung  der  resultierenden  Kraft,  somit  auch,  wenn 
das  Gewicht  des  in  0  befindlichen  Körpers  bekannt  ist,  die  ganze  Bewegung 
desselben  bestimmt. 

Kann  der  Punkt  0  sich  nicht  frei  nach  allen  Richtungen  bewegen,  ist  er 
etwa  genötigt  auf  einer  festen  Oberfläche  zu  bleiben,  so  ist  die  im  Vorigen 
abgeleitete  Bedingung  des  Gleichgewichts  nicht  notwendig;  es  genügt  dann, 
dafo  die  an  ihm  angreifenden  Kräfte  den  Körper  in  der  Oberfläche  nach  keiner 
Bichtong  hin  bewegen  können;  und  dazu  ist  es  nur  notwendig,  dafs  die  Re- 
sultierende aller  Kräfte  auf  der  Oberfläche  senkrecht  ist.  Welche  Bedingungen 
dam  erforderlich  sind,  das  mathematisch  zu  formulieren  ist  Aufgabe  der 
theoietisehen  Mechanik,  auf  deren  Lehrbücher  wir  deshalb  verweisen. 

§  10. 

Allgemeine  Gesetze  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung. 
V^ufbeweg^ong.  Ebenso  wie  wir  durch  die  in  den  §§  7  und  8  abgelei- 
teten allgemeinen  Gesetze  imstande  waren,  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts zu  erhalten,  sind  wir  nun  auch  imstande  ganz  allgemein  zu  ent- 
wickeln, welches  die  Bewegung  eines  Körpers  unter  Wirkung  einer  kon- 
stanten Kraft  ist. 

Lassen  wir  auf  einen  Körper  vom  Gewichte  Q  die  Kraft  P  einwirken, 
io  wird  die  Beschleunigung  des  Körpers  in  der  Richtung,  nach  welcher  die 
Kraft  wirkt, 

Die  in  der  Zeit  t  erlangte  Geschwindigkeit  ist 

P  , 

Besafs  der  Körper  beim  Beginne  der  Wirkung  der  Kraft  bereits  die 
Geschwindigkeit  a,  so  setzt  nach  §  7  die  neuerlangte  Geschwindigkeit  sich 
einfach  mit  dieser  zusanunen;  ist  die  Geschwindigkeit  a  mit  der  neuen  gleich 
gerichtet,  so  addieren  sich  die  beiden,  ist  sie  entgegengesetzt  gerichtet,  so 
nibtrahieren  sie  sich.  Wir  können  die  Geschwindigkeit  in  diesen  beiden 
lUIen  somit  nach  der  Zeit  t  allgemein  setzen 

,        P  , 


OS  Wurri.o\v<'gnnpr.  §  1^. 

Veriiiügo  der  Goscliwindigkeii  a  (lurcbliiuft  der  Körper  in  der  Zeit  / 
den  Raum  «f,  vermöge  der  ihm  von  der  Kraft  P  erteilten  Geschwindigkeit 

P 
den  Raum  ^  ff  ^  t^-    Hat  der  Körjier  im  Beginne  der  Zeit  t  bereits  den      ^ 

Raum  C  durchlaufen,  so  wird  der  am  Ende  der  Zeit  i  durchlaufene  Banm      « 

Setzen  wir  hierin  C  und  a  gleich  Null ,  so  erhalten  wir  den  mit  der    "^ 
Fallmaschine  experimentell  entwickelten  Ausdruck,  und  setzen  wir  P=»C     ^ 
und  nehmen  an,  die  Kraft  P  sei  die  Schwere,  unsem  Ausdruck  fttr  den 
freien  Fall  der  Körper. 

.  Die  Bewegung  geworfener  Körper  ist  -ein  specieller  Fall  dieser  all- 
gemeinen Sätze.  Untersuchen  wir  zunächst  den  Fall,  dafs  ein  Körper  mit 
der  Geschwindigkeit  a  senkrecht  in  die  Höhe  geworfen  wird. 

Ffir  die  Geschwindigkeit  nach  /  Sekunden  erhalten  wir,  da  in  diesem 
Falle  P  =  ^  ist , 

v^=n  —  gt, 

dieselbe  wird  mit  wachsender  Zeit  immer  kleiner,  sie  wird  gleich  Null,  der 
Köri)er  hört  auf  zu  steigen,  wenn 

ist.    Die  Höhe,  bis  zu  welcher  der  Körper  dann  aufgestiegen  ist,  erbaÜMi    i 
wir  durch  Einsetzen  dieses  Ausdruckes  fdr  t  in  die  für  s  erhaltene  Gleicbmig: 

s  =  a -kg  —r  =  *  —  • 

9         ^^  9*        ^   9  ; 

In  dieser  Höhe  angekommen,  hört  er  auf  zu  steigen  und  bleibt  eiiua  i| 
Augenblick  in  Ruhe,  aber  sofort  wirkt  die  Schwere  auf  ihn  ein  und  nebt  > 
ihn  wieder  herab.    Seine  rückgängige  Bewegung  ist  durch  die  Ausdrüeke     ; 

v=gt]    s  =  igt^ 

bestimmt.     Auf  dem  Boden  angelangt  hat  er  den  Weg  ^  —   durchlaufen: 

setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Gleichung  flir  s ,  so  wird 

^    9    '      ^       '  9  ' 

und  die  Geschwindigkeit,  die  er  dann  besitzt,  ist 

a 

Der  Köi-per  braucht  also,  um  die  Höhe,  bis  zu  der  er  gestiegen  ist,  zu 
durchfallen,  genau  dieselbe  Zeit,  die  er  zum  Ersteigen  der  Höhe  gebrauchte, 
und  die  Geschwindigkeit,  mit  der  er  an  seinem  Ausgangspunkt  ankommt, 
ist  genau  von  gleicher  Gröfse,  aber  entgegengesetzter  Richtung  als  die,  mit 
der  er  zu  steigen  begann. 

Letztere  Bemerkung  können  wir  unmittelbar  dahin  yerallgemeinem, 
dafs  ein  Körper,  der  von  einem  Ausgangspunkte  mit  einer  bestimmten  Ge- 
Rchwindigkeit  ausgeht  und  unter  Wirkung  von  Kräften  auf  seinem  Wege 


•>n  HL' 
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lurRuhe  kommt,  stets  in  den  Ausgangspunkt  mit  der  ursprünglichen  Ge- 
jchwindigkeit  zurückkommen  mufs,  wenn  er  auf  demsolben  Wege  imter 
Wirkung  derselben  Kräfte  zurückkehrt.  Dabei  ist  os  sogar  gleichgiltig,  ob 
die  Kräfte  konstant  oder  veränderlich  sind. 

Untersuchen  wir  jetzt  den  Fall,  dafs  die  Richtung  der  dem  Körper 
ursprünglich  gegebenen  Bewegung  nicht  mit  derjenigen  zusammönfUllt, 
welche  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  ihm  erteilen.  Es  wird  genügen  diesen 
Fill  an  einem  speciellen  Beispiel,  an  der  ]3owegung  eines  in  irgend  einer 
Bichtang  geworfenen  Körpers  zu  erörtern.  Nehmen  wir  an,  dafs  vom 
Punkte  0  (Fig.  17)  aus  ein  Körper  mit  der   Geschwindigkeit  a  in  der 

Fig.  17. 


Ächtung  OT  geworfen  werde.  Gemäfs  unseres  in  §  7  entwickelten  Grimd- 
ntzes  wirken  zwei  Kräfte  ganz  unabhängig  auf  ihn  ein;  die  erstere  hat 
iki  in  der  Richtung  OT  die  Geschwindigkeit  a  erteilt,  die  zweite,  die 
Wirkung  der  Schwere  erteilt  ihm  in  jeder  Sekunde  nach  der  Richtung  der 
Fertikalen  die  Beschleunigung  g.  Die  wirklich  stattfindende  Bewegung 
Rsoltiert  aus  beiden. 

Die  Geschwindigkeit  a  können  wir  nach  §  8  in  zwei  Komponenten 
in  eine  vertikale  und  eine  horizontale.  Bezeichnen  wir  den  Winkel 
TON  mit  a,  so  ist  erstere  a  sin  a,  letztere  a  cos  a.  Die  Schwere  wirkt 
in  der  Richtung  der  vertikalen  und  zwar  in  entgegengesetztem  Sinne  mit 
a  sin  a.  Nennen  wir  die  horizontale  Geschwindigkeit  v\  die  vertikale  v\ 
so  erhalten  wir  demnach  för  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  / 


a  cos  a 


V  =  a  sin  a  —  gt. 


Man  findet  nach  dem  Frühern  daraus  lUr  die  in  vertikaler  und  liorizon- 
Uler  Richtung  zurückgelegten  Wege 

für  den  horizontalen  a?  =  er  cos  a  •  t 

für  den  vertikalen      y  =  a  sin  a  •  ^  —  2"  ^* ' 

wo  jf  positiv  in  der  Richtung  nach  oben  genommen  ist. 

Aus  diesefi  Ausdrücken  findet  man  in  jedem  Augenl)licke  den  Ort  des 
Körpers,  wenn  man  in  horizontaler  Richtung  von  0  aus  die  für  die  Zeit  / 
berechnete  Gröfse  x  aufträgt  und  am  Endpunkte  dieser  Linie  das  tür  die 
gleiche  Zeit  berechnete  y  vertikal  anlegt.  Der  durch  den  Endpimkt  des  y 
bestimmte  Punkt  ist  dann  der  Ort  des  Körpers.  Die  Linie,  welche  wir 
dnreh  alle  so  bestimmten  Orte  des  Körpers  hin  legen,  ist  die  Bahn  des  ge- 
werfenen  Körpers.    Entwickeln  wir  aus  den  zu  gleicher  Zeit  bestehenden 
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X  und  y  die  Oröfse  /,  so  ist 

11» 


a  C08  a 


tt  sin  «  +  Va*  »in"  a  —  %yg 
=  __ 

Setzen  wir  diese  beiden  Ausdrücke  gleich,  so  gibt  uns  die  Gleicliing, 
die  ]}eziehung,  welche  immer  zwischen  den  gleichzeitigen  Werten  von  s 
und  y  bestehen  muFs,  oder  lösen  ¥nr  die  Gleichung  nach  y  auf,  so  erhaltet 
wir  in  der  Gleichung  zu  jedem  x  das  zugehörige  y.  Lassen  wir  demnacb  % 
alle  Werte  von  Null  an  durchlaufen,  so  geben  uns  die  Endpunkte  aller 
dazugehörigen  y  die  Bahn  des  Körpers. 

Wir  haben 

T™"    =  a  sin  of  +  Va*  sin*  a  —  2gy 
acosa  -—  ^  ^^ 

y  =  X  tang  a  —  c^    „  -«       «      * 
•^  ^  2a*co8'a 

Bezeichnen  wir  mit  h  die  Höhe,  bis  zu  welcher  der  senkrecht  mitte 
Geschwindigkeit  a  emporgeworfone  Körper  aufgestiegen  wÄre,  so  haben  wir 
wie  vorhin 

a^  =  2gh , 

und  setzen  wir  das  in  unsem  Ausdruck  für  y 


km 
iibol 


w  =  X  tang  Of TT 5 —  • 

•^  ^  4Ä  cos"  a 

Die  analytische  Geometrie  sagt  uns  nun,  dafs  eine  Linie,  für  te« 
Punkte  diese  Beziehung  zwischen  x  und  i/ ,  den  Koordinaten  besteht, 
Parabel  sei,  die  symmetrisch  um  eine  vertikale  Axe  NP  liegt,   so  daft 
die  Bahn  des  Körpers  aus  einem  aufsteigenden  Stücke  OP  und  einem 
steigenden  Stücke  PM  besteht,  die  symmetrisch  zur  Axe  der  Parabel  vbA 

Setzen  wir  y  =  0 ,  so  erhalten  wir  zwei  Werte  ftlr  x ,  nftmüeh 

X  =0\     a:"=  2Ä  sin  2«. 

In  dem  Abstände  x'=  OM  schneidet  also  die  Bahn  des  Körpers 
zweiten  Male  die  Horizontale,  der  Abstand  gibt  also  den  Weg,  den  der 
Körper  in  horizontaler  Richtung  zurückgelegt  hat,  wenn  er  wieder  zu  Boden 
filllt;  es  ist  die  Wurfweite. 

Man  sieht,  dieselbe  wUchst  anftlnglich  mit  a,  erreicht  ihren  grOfsten 
Wert  fttr  a  =  45^  und  ninmit  dann  wieder  ab.  Aufserdem  ist  sie  propor- 
tional der  Gröise  7j,  also  dem  Quadrate  der  dem  Körper  erteilten  Anfangs- 
geschwindigkeit a. 

Setzen  wir  «  =  45  +  vi ,  so  ist  die  Wurfweite 
2Ä  sin  (90^  +  2fn)  =  2h  cos  2wi. 

Für  gleiche  Neigungen  über  und  unter  45^  ist  also  die  Wurfweiti 
dieselbe. 

Die  höchste  Höhe,  welche  der  Körjier  erreichen  kann,  entspricht  dfln 
Punkte  N  der  Mitte  der  Wurfweite.  Setzen  wir  daher  o?  —  A  sin  2a,  8f 
erhalten  wir  für  y 

y^=  h  sin*  a. 
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Diese  Höhe  wächst  mit  «  und  wird  am  grölsten,  wenn  «  =  90^,  wenn 
der  Körper  senkrecht  in  die  Höhe  geworfen  ist.  Sie  ist  überdies  mit  /*  dem 
Qnadratc  der  erteilten  Anfangsgeschwindigkeit  proportional. 

Die  Geschwindigkeit  ist  in  Punkten  der  Bahn,  welche  in  gleicher  Hohe 
liegen,  gleich.  Denn  in  der  That,  bezeichnen  wir  wieder  die  auf  einander 
senkrechten  Komponenten  der  Geschwindigkeit  mit  v\  v\  so  folgt  die  wirk- 
liche Geschwindigkeit  des  Körpers  in  seiner  Bahn  V  aus 

V^  =  v^  +  ^"^  ^^  ö*  ^8*  a  -f-  a*  sin*  a  —  2agt  sin  a  +  g*t^ 

=  a*  -  2(7  (at  sin  «  -  |-  ^  =  «*  —  2gy, 

woraus  unmittelbar  folgt,  dafs  V  für  gleiche  y,  also  für  Punkte  gleicher 
Hohe  der  Bahn  gleich  ist;  die  Geschwindigkeiten  sind  symmetrisch  zur 
mittelsten  Höhe  der  Bahn  PN,    Bei  P  ist  die  Geschwindigkeit 

F*  =  a*  —  2gy  =  a*  —  2gh  sin*  a  =  a*  —  a*  sin*  a 
F  =  a  •  cos  a. 

Die  vertikale  Bewegung  ist  dort  Null  und  nur  noch  die  horizontale 
Komponente  der  Anfangsgeschwindigkeit  vorhanden. 

Die  Zeit,  welche  der  geworfene  Körper  braucht,  um  seinen  höchsten 
Punkt  zu  erreichen,  ist  darnach  gleich  jener,  in  welcher  er  niederfdllt. 

Man  kann  es  sich  nun  zur  Aufgabe  machen,  jenen  Wert  von  a  zu  be- 
stimmen, unter  welchem  man  den  Körper  zur  Erreichimg  eines  bestimmten 
Punktes  bei  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  werfen  muTs.  Nennt  man 
die  Koordinaten  dieses  Punktes  x\  y\  so  haben  wir  zur  Bestimmung  imseres 
Winkels  a  nur  unsere  Gleichung  für  j^,  in  welcher  wir  setzen 

1  cos*  a  +  ein' «         ^     i    i        « 

^•T"= SSS^i 1  +  tang»«, 

also 


nau:h  er  aufzulösen.    Wir  erhalten  daraus 


y  —  X  tang  «  +  "tt-  (^  +  ^^^'^  ")  =  ^^ 


Es  j?ibt  aufser  im  Falle,  wo  die  Gröfse  unter  dem  Wurzelzeichen  Null 
ist,  zwei  Werte  fUr  a,  entsprechend  dem  positiven  und  negativen  Zeichen 
der  Wurzelgröfse.  Es  gibt  somit  auTser  in  dem  erwähnten  Falle  zwei 
Paxaheln,  in  denen  sich  der  Körper  zur  Erreichung  seines  Zieles  bewegen  kann. 

Ist  die  Gröfse  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv,  so  ist  die  Lösung  der 
Aufgabe  möglich ^  d.  h.  alle  Punkte,  die  durch  x'  und  y  so  bestimmt 
sind,  dafs 

4/**  — a:'*  — 4Äy  >0, 

können  bei  der  durch  h  bestimmten  Anfangsgeschwindigkeit  getroffen  wer- 
den, denn  wir  erhalten  ftir  alle  zwei  Werte  für  a. 

Ist  der  Ausdruck  negativ,  so  wird  tang  a  imaginär,  d.  h.  die  Punkte, 
deren  x^  und  y  so  bestimmt  sind,  dafs  sie  den  Ausdruck 

4A*  — aj'*  -  4V  <0 
L,  sind  nicht  erreichbar. 
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Dio  nicht  erreichbaren  sind  von  den  erreichbaren  Punkten  getrennt 
durch  eine  Linie,  deren  x  und  y  durch  die  Gleichung 

4Ä*  —  a;*  — 4Äy  =  0, 
also 

a;2  =  4Ä(Ä  — y) 

mit  einander  verknüpft  sind.  Nach  den  Lehren  der  analytischen  Goonietiu 
ist  das  eine  Parabel ,  deren  Axe  mit  der  in  0  errichteten  Oy  zusÄmmenftlll, 
deren  Konkavität  gegen  die  Horizontale  gerichtet  ist,  deren  Scheitel  dieH5he 
h  und  deren  Parameter  die  Länge  47*  hat.  Mit  Ä,  also  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit «,  ändert  sich  die  Grenze  der  erreichbaren  Punkte. 

Wenn  man  alle  diese  Folgerungen  experimentell  prüft,  so  findet  inu 
sie  mit  Abweichungen,  welche  in  dem  Widerstand  der  Luft  und  einigen 
andern  später  zu  betrachtenden  störenden  Umstanden  ihren  Grund  haben, 
bestätigt. 

§  11. 

Versohiedene  Arten  die  Kraft  bu  messen;  Prinoip  von  der  Ih 
haltung  der  Kraft  oder  Arbeit.  Als  Mafs  ftir  die  Kraft  haben  wir 
bisher  das  Gewicht  betrachtet,  welches  an  einem  Punkte  der  Kraft  ent- 
gegenwirkend angebracht  werden  mufs,  um  derselben  das  Gleichgewicht  n 
halten.  Wir  sind  indes  jetzt  auch  imstande  die  Kräfte  nach  den  Wirkung« 
zu  messen,  weiche  sie  auf  verschiedene  Massen  hervorbringt.  Kennen  wir 
nämlich  die  Beschleunigung  G^  welche  eine  Kraft  der  Masse  3f,  diese  jeiit 
als  Quotient  aus  dem  Gewicht«  des  bewegten  Körpers  und  der  Zahl  g  be- 
zeichnet, erteilt,  so  erhalten  wir  gemäfs  §  6 

oder  die  Kraft,  welche  auf  die  Masse  M  wirkend  derselben  die  Beschlennigiug 
Q  erteilt,  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dieser  Masse  M.  und  dieser  Be- 
schleunigung Gr. 

Aus  unserer  Gleichung  für  dio  Geschwindigkeit  der  Bewegung  einei 
Körpers  von  der  Masse  M  unter  Wirkung  der  konstanten  Kraft  P 

P  , 

erhalten  wir  unmittelbar  i 

Mv  =  P( L 

Djis  Produkt  aus  der  bewegten  Masse  und  der  von  ihr  erreichten  Ge- 
schwindigkeit ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  wirkenden  Kraft  und  der 
Zeit,  während  welcher  sie  gewirkt  hat. 

Wirkt  ein  anderes  Mal  die  Kraft  Pj  auf  die  Masse  Jlf j ,  und  erteilt  lie 
ihr  in  dcr.sell)en  Zeit  /  dio  Geschwindigkeit  i\  ,  so  ist 

il/jt'j  =  Pi/ 
und 

Mv  :  M^v^  =  Pt:P^f  =  P:  P^. 

Man  nennt  das  Produkt  Mv  die  Bewegungsgröfse  der  Masse  Jf; 
obige  Proportion  sagt  daher,  dafs  die  zwei  Massen  bewegenden  Kräfte  ÜA 
verhalten  wie  die  Bewegungsgröfsen  dieser  Massen,  jedoch  unter  der  Tonnt- 
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lafs   die   Kräfte   gleiche  Zeit  gewirkt  haben.     Das  Produkt  Pt 
Antrieb  der  Kraft  in  der  Zeit  t. 
haben  femer  die  Gleichungen 

P  P 

er  ersten  dieser  beiden  Gleichungen 

r  Gleichung  und  der  zweiten  der*  eben  hingeschriebenen  folgt 

i  3Iv*  =  Ps  '-  II. 

Produkt  aus  der  halben  Masse  und  dem  Quadrate  der  Geschwin- 
relche  sie  besitzt,  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  bewegenden 
der  Weglänge,  auf  welcher  sie  der  Masse  M  diese  Geschwindig- 
t  hat.  Wirken  zwei  Kräfte  P  und  P^  eine  gleiche  Weglänge  8 
auf  zwei  Massen  M  und  M^  und  erteilen  ihnen  die  Geschwindig- 
ind  Vi ,  so  besteht  demnach  die  Gleichung 

^Mv^:iMiVi^  =  P:Pi 

Mv^:M^Vi^  =  P:Pi. 

Produkte  ^Mv^  oder  auch  Mv^  nennt  man  die  lebendige  Kraft 
)  M.  Nennt  man  letzteres  die  lebendige  Kraft,  so  nennt  man 
die  Hälfte  des  letztern,  wohl  die  lebendige  Potenz.  Wir  werden 
i  erstere  Gröfse,  welche  sich  unmittelbar  aus  den  Bewegungs- 
en  ergibt,  als  lebendige  Kraft  bezeichnen.    Wir  können  dann  obige 

dahin  interpretieren,  dafs  die  bewegenden  Kräfte,  welche  auf 
;en  den  gleichen  Weg  hindurch  gewirkt  haben ,  sich  verhalten  wie 
ligen  Kräfte,  welche  sie  den  Massen  erteilt  haben. 
Produkt  P  s ,  aus  der  Kraft  und  dem  Wege ,  durch  welchen 
gewirkt  hat,  nennt  man  die  Arbeit  der  ^raft;  diese  Benennung 
I  der  Anschauung,  dafs  eine  Kraft  auf  dem  ganzen  Wege,  auf 
5ie  gewirkt  hat,  einen  ihr  an  Gröfse  genau  gleichen  Widerstand 
nden  hat,  eine  Anscbauimg,  die  sich  unmittelbar  aus  der  Eigen- 
•  Trägheit  oder  dem  von  Newton  zuerst  ausgesprochenen  Princip 
iheit  von  Wirkung  imd  Gegenvnrkung  ergibt. 
?s  Princip  sagt  aus,  dafs  wenn  ein  Körper  auf  einen  andern  eine 

einen  Zug  oder  einen  Druck  ausübt,  dafs  er  dann  von  dem 
ine  ebenso  grofse  Gegenwirkung,  also  einen  ebenso  starken  Gegen- 
Gegendruck  erfährt.     Dasselbe  gibt  sich  überall  in  der  Natur  zu 

ziehen  wir  einen  Körj)er  mit  einer  gewissen  Kraft  zu  uns  hin, 
i  wir  von  demselben  ebenso  stark  angezogen,  denn  ziehen  wir  mit 
\  an  einem  an  einer  Wand  befestigten  Seil,  so  fallen  wir  zurück, 
"eifst.  Oben  wir  auf  einen  Körper  einen  Druck  aus,  so  erfahren 
Gegendruck  von  derselben  Stärke ;  wird  z,  B.  ein  Gas  \Lomi^i\m\ßt\.^ 
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so  übt  die  Bpannang  des  Gasos  in  jedem  Momente  auf  den  Stempel 
genau  ebenso  grofsen  Gegendinick  aus,  den  wir  in  später  za  besprechendff 
W<nse  mit  einem  Manometer  messen  können.  Der  Magnet  zieht  das  Eis« 
an,  genau  ebenso  stark  zieht  aber,  wie  wir  uns  mit  einer  Wage  übeneuga 
können,  das  Eisen  den  Magnet  an. 

Wie  in  diesen   Fällen,  so   in  allen,  so  auch  wenn  eine  Kraft  einen  j 
Körper  in  Bewegung  setzt;  während  der  ganzen  Bewegung  hat  dieselbe  ^ 
einen  ihr  an  Gröfse  genau  gleichen  Gegenzug  zu  überwinden,  um  den  augea-  J 
blicklichen  Bewegungszustand  des  Körpers  zu  ändern.    Dafs  dieser  Oegenzog  ' 
auch  dann  in  der  That  vorhanden  ist,  können  wir  direkt  durch  den  Ver- 
such nachweisen.    Man  hänge  das  Übergewicht  p  bei  der  Fallmaschine  an 
das  Gewicht  P  mit  Hülfe  einer  Feder,  so  lange  P  auf  dem  obem  Tellw 
steht.     Die  Feder  kommt  dann  in  einen  gewissen  Zustand  der  Spamraog, 
der  beweist,  dafs  die  Feder  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  glei^ 
grofsen  Kräften  gezogen  wird.    Denn  die  Feder  biegt  sich  so  lange,  bis  die 
nach  beiden  Seiten  ziehenden  Kräfte  genau  gleich  sind.     Lftfst  man  dann  ] 
das  System  sich  bewegen,   so  bleibt  die  Feder  ganz  genau  in  dezselbei  { 
Weise  gespannt,  wie  grofs  auch  die  zu  bewegende  Masse  und  wie  groll  i 
auch  die  Geschwindigkeit  ist.  i 

Die  Kraft  P  übt  also  während  des  ganzen  Weges,  durch  welehfln  ne  ; 
die  Last  M  bewegt,  den  Druck  P  aus,  wir  nennen  deshalb  das  Produkt  A 
ebenso  die  Arbeit  der  Kraft,  wie  wir  die  beim  Heben  einer  Last  geleistete  ' 
Arbeit  durch  das  Produkt  der  gehobenen  Last  in  die  gehobene  Stred» 
messen.     Dafs  dort  aber  die  Arbeit  durch  dieses  Produkt  gemessen  werden  ' 
muls,  ergibt  die  einfache  Überlegung,  dafs  es  dieselbe  Arbeit  ist,  wenn 
wir  1  Kilogr.  auf  die  Höhe  von  2  M.  heben,  wie  wenn  wir  2  Kilogr.  laf 
die  Höhe  von  1  M.  heben.     Denn  in  beiden  Fällen  müssen  wir  zweimd 
1  Kilogr.  auf  die  Höhe  von  1  M.  heben. 

Die  Gleichung 

Ps  =  ^mv^ 

ist  zugleich  der  Ausdruck  eines  wichtigen  physikalischen  Princips,  welchei 
besonders  in  der  neueren  Zeit  immer  vollständiger  erkannt  ist,  und  dem 
wir  an  vielen  Stellen  begegnen  werden,  des  Princips  von  der  Erhaltong  der 
Kraft.    Dieses  Princip  sagt  aus,  dafs  in  der  Natur  keine  Kraft  gewonnen 
und  keine  verloren  werden  kann.    Wenn  demnach  eine  Kraft  irgend  eine 
Arbeit  leistet,  so  ist  dieselbe  nicht  verloren,  nicht  verbraucht,  sondern  nur 
in  eine  andere  Form  umgesetzt,   in  der  man  sie  vollständig  wiederfindet 
In  einem  speciellen  Falle  zeigt  das  obige  Gleichung,  sie  zeigt,  dafs  die  A^ 
boit  der  Kraft  P  sich  vollständig  als  lebendige  Kraft  in  der  bewegten  Masse 
wiederfindet.    W^ir  können  auch  in  der  That  dieselbe  Arbeit  aus  dem  Körper 
wiedergewinnen,  wenn  wir  ihm  seine  Bewegung  nehmen.     Wie  wir  später 
sehen  werden,  geschieht  das  z.  B.  dann,  wenn  wir  eine  vollkommen  elastische 
Kugel  auf  eine  andere  ihr  gleiche  stofsen  lassen,  welche  sich  in  Buhe  be- 
findet.   Die  ursprünglich  bewegte  Kugel  konmit  zur  Buhe,  die  gestofeens 
bewegt  sich  aber  mit  genau  derselben  Geschwindigkeit  weiter.    Gerade  te 
Umstand,  dafs  eine  Masse  J/,  welche  die  Geschwindigkeit  v  besitzt,  eiii6 
Arbeit  leisten  kann,  welche  ^Mv^  gleich  ist,  wenn  man  sie  rar  Bohe 
bringt,  berechtigt  dazu,  dieses  Produkt  als  lebendige  Kraft  dieser  Masse  la 
bezeichnen. 
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Wie  in  diesem  Falle,  so  können  wir  leicht  das  Princip,  dafs  keine 
rafl  verloren  werden  kann,  auch  in  andern  Fällen  nachweisen.  Heben  wir 
Q  Gewicht  P  durch  die  Höhe  «,  so  haben  wir  die  Arbeit  Ps  nur  in  dieses 
ewicht  übertragen,  das  niedersinkende  Gewicht  kann  genau  dieselbe  Arbeit 
ieder  leisten. 

In  manchen  Fällen  glaubte  die  ältere  Physik  einen  wirklichen  Verlust 
m  Kraft  annehmen  zu  müssen^  so  z.B.  bei  der  Keibung;  wir  werden  später 
in  Nachweis  liefern,  dafs  auch  hier  kein  Verlust,  nur  eine  Umsetzung  der 
raft  in  andere  Formen,  vorzüglich  in  Wärme,  stattgefunden  hat. 

§  12. 
Bewegung   infolge   inkonstanter   Kräfte   und   Mafs  derselben. 

Bsere  experimentell  abgeleiteten  Sätze  über  die  Bewegungen,  welche  durch 
nstante  Kräfte  hervorgebracht  werden,  und  die  allgemeinen  Sätze  über 
e  Wirkung  von  Kräften,  welche  wir  daraus  ableiteten,  gestatten  uns  nun 
hliefslich  auch  im  allgemeinen  zu  bestimmen,  welcher  Art  die  Bewegungen 
in  müssen,  welche  inkonstante  Kräfte  einem  festen  Körper  oder  einem 
iteriellen  Punkte  erteilen.  Wirken  die  Kräfte  immer  in  derselben  Rich- 
Dg,  aber  mit  verschiedener  Stärke,  so  mufs  die  Bewegung  eine  geradlinig 
-ischreitende,  aber  ungleichmäfsig  beschleunigte  sein,  das  heilst,  die  6e- 
iwindigkeitazunahme  muTs  zu  verschiedenen  Zeiten  in  demselben  Ver- 
Itnisse  sich  ändern,  wie  die  Gröfse  der  Kraft  sich  ändert.  Kennen  wir  das 
«etz,  nach  welchem  die  Kraft  sich  ändert,  so  können  wir  daraus  auch 
s  Gesetz  bestimmen,  nach  welchem  die  Geschwindigkeit  sich  ändert, 
aiken  wir  uns  nämlich  die  Zeit,  während  welcher  die  veränderliche  Kraft 
ikt,  in  hinreichend  kleine  Zeitteilchen  zerlegt,  so  können  wir,  ohne  un- 
naa  zu  sein,  annehmen,  dafs  innerhalb  jedes  dieser  Zeitteilchen  die  Kraft 
»nstant  ist,  und  dafs  sich  dieselbe  erst  vom  einen  zu  dem  andern  Zeit- 
üchen  ändert.  Innerhalb  eines  solchen  Zeitteilchens  gelten  dann  die 
ssetze  konstanter  Kräfte.  Ist  demnach  F  die  auf  die  Masse  M  wirkende 
raft  zur  Zeit  t,  so  erhalten  wir  fllr  die  Beschleunigung  in  diesem  Zeit- 

omente,  welche  wir  nach  §  1  in  dem  Quotienten    ,.-  ausgedrückt  haben, 

dt  ~  M  ' 

Ist  hierin  F  als  eine  Fimktion  der  Zeit  t  gegeben,  so  lehrt  die  Integral- 
chnang  aus  diesem  Ausdrucke  auch  die  Greschwindigkeit  zur  Zeit  t  und 
B  dieser  den  zurückgelegten  Weg  finden.  Von  der  Form  der  Funktion  F 
t  es  dann,  wie  man  sieht,  abhängig,  welcher  Art  die  Bewegung  sein  wird, 
id  je  nach  dieser  Form  ist  auch  die  specielle  Lösung  der  Aufgabe,  aus 
r  Beschleunigung  Geschwindigkeit  und  Weg  zu  finden,  eine  verschiedene, 
azelne  Fälle  werden  wir  später  behandeln. 

Kennen  wir  das  Gesetz,  nach  welchem  eine  inkonstante  Bewegung  er- 
Igt,  so  können  wir  daraus  dann  auch  umgekehrt  das  Gesetz  ableiten^  nach 
ilchem  die  veritaderlichen  Kräfte  wirken.  Kennen  wir  nämlich  den  unter 
nkang  der  Kraft  zurückgelegten  Weg  s  in  seiner  Abhängigkeit  von  /,  so 
Ittien  wir  daraas  zunächst  für  jeden  Zeitpunkt  t  die  Geschwindigkeit 

ds 
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und  aus  dieser  die  Beschleunigung  ^.    erhalten.     Für  die  letztere  habei 

wir  aber  die  Gleichung 

dy         F^ 
dt  *"  M  ' 

somit  auch  hier  die  bewegende  Kraft  in  dem  Momente,  für  welchen  jener 
Quotient  gebildet  ist, 

oder  wir  erhalten  in  dem  Produkte  der  bewegten  Masse  und  der  jedes- 
maligen Beschleunigung  das  Mafs  für  die  Gröfse  der  veränderlichen  Kraft 
in  jedem  Momente  der  Bewegung. 

Auch  diesen  Satz  werden  wir  häufig  anwenden,  um  in  speciellen  Ftiln 
das  Gesetz,  nach  welchem  eine  Kraft  wirkt,  ans  der  bekannten  Bewegimg 
abzuleiten. 

Wirken  die  Kräfte  auf  eine  bewegte  Masse  nicht  immer  in  deiselbei 
Richtung  ein,  so  wird  die  Bewegung  der  Masse  nicht  eine  geradlinig  foii- 
schreitende,  sondern  die  Bahn  des  Bewegten  wird  eine  von  dem  Gesetze  der 
Kraftwirlning  abhängige  krumme  Linie.  Eine  Untersuchung  dieses  Fallei 
würde  uns  zu  weit  in  die  theoretische  Mechanik  einführen.  Es  ist  nnsero 
Aufgabe,  die  experimentellen- Grundlagen  der  Bewegungslehre  aofzosadieft 
und  aus  ihnen  die  Gesetze  abzuleiten,  nach  denen  die  Kräfbe  wirken;  dtf 
haben  wir  im  Bisherigen  für  die  fortschreitende  Bewegung  gethan,  inden 
wir  gleichzeitig  einige  der  wichtigsten  Sätze  der  theoretischen  Mechanik  am 
denselben  folgerten,  soweit  wir  dieselben  zum  Verständnis  des  FolgendeB 
notwendig  hatten.  Wegen  des  Weitem  müssen  wir  auf  die  Lehrbücher  der 
Mechanik  verweisen.  Wir  gehen  jetzt  über  zur  Betrachtung  anderer  Be- 
wegungen, die  wir  in  der  Natur  vorfinden. 


Zweites  Kapitel. 
Von  den  drehenden  Bewegungen. 

§  13. 

Entstehnng  der  drehenden  Bewegung.  Wir  haben  bereits  mehr- 
fach erwähnt,  dafs  ein  Lot,  wenn  es  aus  seiner  vertikalen  Richtung  ge- 
bracht wird,  nicht  einfach  in  diese  zurückfällt,  sondern  eine  Bewegung  lUP 
die  senkrechte  Lage  ausführt.  Ganz  dasselbe  sehen  wir,  wenn  wir  eine« 
festen  Stab  an  seinem  einen  Ende  an  einer  horizontalen  Axe  befestigen,  sc 
dai's  ihm  eine  Bewegung  in  der  vertikalen  Ebene  gestattet  bleibt.  Siel 
selbst  überlassen  sinkt  er  herab  und  macht  Schwingungen  um  die  senkrech* 
nach  unten  gerichtete  Lage.  Solche  Bewegungen,  bei  denen  jedöT  Punk 
Kreise  um  einen  festen  Mittelpunkt  beschreibt  mit  einem  Radius,  der  gleid 
ist  seinem  Abstände  von  der  Drehungsaxe,  nennen  wir  drehende  BewegnngM 

Bei  den  drehenden  Bewegungen  können  wir,  ebenso  wie  bei  den  fot 
schreitenden,  von  einer  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  sprcjplien,  di 
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¥ir  hier  jedoch  nicht  auf  die  absolut  zurückgelegten  Räume,  sondern  auf 
Ge  Bogen  beziehen,  welche  die  einzelnen  Punkte  eines  in  drehender  Be- 
?egung  begriflPenen  Körpei-s  beschreiben.  Demnach  legen  wir  zweien  in 
Irehender  Bewegung  begriffenen  Körpern  gleiche  Winkelgeschwindigkeit 
»ei,  wenn  ihre  einzelnen  Punkte  in  gleichen  Zeiten  gleiche,  verschiedene, 
7eim  sie  in  gleichen  Zeiten  verschiedene  Bogen  zurücklegen. 

Es  ist  klar,  dafs  dabei  die  Wege,  welche  verschiedene  Punkte  mit 
[leich^r  Winkelgeschwindigkeit  zurücklegen,  absolut  genommen  sehr  ver- 
chieden  sein  können,  indem  die  absolute  Lange  der  Bögen  proportional  ist 
lern  Abstände  der  Punkte  von  der  Drehungsaxe. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  eine  tmgleichförmige,  so  gilt  alles,  was 
rir  im  §  1  über  die  fortschreitende  Bewegung  gesagt  haben,  auch  hier, 
renn  wir  nur  statt  der  Längen  die  beschriebenen  Bögen  in  Winkelmafs 
inftlhren. 

Die  drehende  Bewegung  wird  ebenso  von  Kräften  veranlafst  als  die 
ortschreitende,  dafs  es  aber  nur  Kräffce  sind,  die  in  einer  ganz  bestimmten 
tiebtimg  wirken,  läfst  sich  sofort  erkennen. 

Wir  setzen  voraus,  dafs  unserem  Stabe  nur  eine  Bewegung  in  der 
)rehung8eb6ne  gestattet  ist;  es  ist  klar,  dafs  dann  alle  Kräfte,  welche  senk- 
echt zu  dieser  Ebene,  also  parallel  zur  Drehungsaxe  wirken,  unwirksam 
ind,  und  dafs  von  Kräften,  die  tmter  einer  andern  Neigung  gegen  diese 
)bene  wirken,  nur  der  Teil  thätig  sein  kann,  dessen  Richtung  in  die 
)rehnngsebene  fällt,  wenn  wir  die  ganze  Kraft  nach  §  8  in  eine  zu  der 
hrehungsebene  senkrechte  und  in  eine  andere  zerlegt  haben ,  deren  Bioh- 
ang in  die  Drehungsebene  fWt. 

Aber  auch  der  Teil  kann  nicht  *''^-  ^®- 

nmer  vollständig  zur  Erzeugung  der  ame^^ss^BssBa^^^^ 
Bewegung  dienen.  Wirkt  z.  B.  auf  den 
ei  A  um  eine  horizontale  Drehungs- 
le  beweglichen  Stab  AB  bei  B  eine 
^raft  nach  der  Richtung  jBc,  so  kön- 
len  wir  diese  nach  §  8  ebenfalls  in 

wei  Teile  zerlegen,  die  zu  einander  senkrecht,  eine  in  der  Richtung  -Br/, 
lie  andere  in  der  Richtung  Be  wirksam  sind.  Die  erstere  dieser  Kräfte  Bd 
Ibt  nur  einen  Zug  in  der  Richtung  senkrecht  zur  Axe ;  ihr  wird  durch  die 
^festigung  des  Punktes  A  und  den  Zusammenhang  der  Teile  des  Stabes 
^B  das  Gleichgewicht  gehalten.  Nur  die  andere  Kraft  Be  kann  eine 
Gehende  Bewegung  des  Stabes  um  die  Axe  bei  A  veranlassen. 

Wir  sehen  also,  von  allen  Kräften,  welche  auf  einen  Körper  wirken, 
i«  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist,  können  nur  diejenigen  eine  drehende 
Bewegung  erzeugen,  welche  in  einer  zur  Drehungsaxe  senkrechten  Ebene 
»nkrecht  auf  die  Verbindungslinie  des  Angriffspimktes  mit  der  Drehungs- 
tte  wirken. 

Die  Schwere  ist  nun  bei  dem  in  A  aufgehängten  Stabe  eine  solche 
&aft.  Hat  der  Stab  die  horizontale  Lage,  so  treibt  das  Gewicht  jedes 
Eeileg  des  Stabes  ihn  herunter,  und  deshalb  sinkt  er  nieder.  Die  scbwingen- 
la  Bewegungen  um  die  senkrechte  Lage  sind  dann  die  Folge  davon,  dafs 
k  Schwere,  sobald  der  Stab  die.  horizontale  Lage  verlassen  hat,  nur  mehr 
■n  Teil  wirkt,  indem  dann  nur  eine^  je  mehr  sich  der  ätab  iiBX  ^^t^- 
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»14. 


C 


rechten  Lage  nähert,  immer  kleiner  werdende  Komponente  ihn  aatroilit, 
auf  der  andern  Seite  aber  die  aufsteigende  Bewegung  des  Stabes  dank 
die  Schwere  gehemmt  wird.  Ehe  wir  jedoch  diese  Bewegung  gaaaa 
untersuchen,  müssen  wir  uns  zu  der  Frage  wenden,  ob  es  gleichgihag  ftr 
die  entstehende  Bewegung  sei,  in  welchem  Abstände  von  der  DrehnngsuB 
eine  Kraft  auf  unseren  Stab  wirkt. 

§  14. 

Die  statisohen  Momente.     Wenn  wir  einen  Stab  an  einer  festei 

vertikalen  Drehungsaxe  C  aufhängen,  so  kann  ihm  nach  dem  Vorigen  die 

Schwere,   welche   dann  der  Drehungsaxe  parallel  wirkt,  keine  Bewegmg 

mitteilen.     Wenn  wir  dann  an  dem  Stabe  ein  und  dieselbe  Kraft  einmil 

in  Ä ,  dann  in  C  und  später  in  .8  at* 
bringen,  so  ist  die  Wirknng  dersellNt 
immer  eine  andere.  In  Ä  angebndit 
bringt  dieselbe  eine  Drehung  hervor,  hi 
C  nicht  und  bei  B  wieder  eine  DrekniA 
welche  aber  der  erstem  entgegengesetifc 
ist.  Die  Kraft  hat  also  je  nach  ihrem  AngriflTspunkte  ganz  verschiedm 
Wirkungen.  Wie  diese  mit  dem  Angriifspunkte  sich  ändern,  haben  irir 
jetzt  näher  zu  untersuchen. 

Zu  dem  Ende  wenden  wir  einen  gleichmäfsig  gearbeiteten  Stab  in, 
der  an  allen  Stellen  gleich  dick  ist,  so  dafs  gleiche  Längen  desselben  Staliei 
gleicli  schwer  sind.  Führen  wir  durch  die  Mitte  seiner  Länge  eine  An, 
die  wir  horizontal  befestigen,  so  finden  wir,  dafs  er  in  Buhe  bleibt,  dafo  ff 
keine  Drehung  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  annimmt.  Der  Gnad 
dieser  Erscheinung  ist  nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  klar;  denn  di>: 
Schwere  will  den  beiden  Hälften  des  Stabes  entgegengesetzte  Drehnngei 
erteilen;  da  die  beiden  Hälften  des  Stabes  sich  aber  nicht  eine  ohne  db: 
andere  drohen  können,  so  heben  sich  die  Drehungen  auf. 

Befestigen  wir  nun  an  dem  Ende  B  (Fig.  20)  unserer  so  anfgehangeiMi 
Stange  ein  Gewicht  P,  so  mufs  dieselbe  eine  Di*ehung  annehmen,  da  jetrf 

eine  Kraft  auf  unseren  KA^ 
per  einwirkt,  welche  senl^ 
recht  ist  zur  Verbindongl*  ^ 
linie  des    AngriffspimUfli  ? 
und  der  Drehungsaxe  in  dv  • 
senkrecht  zur  Drehimg8tf> 
gelegten  Vertikalebene. 

Bringen  wir  aber  miA 
an  eben  dem  Punkte  S  eioB 
nach  oben  gerichtete  Kraf^ 
von  genau  gleicher  Qröfe« 
an,  etwa  indem  wir  an  S 
einen  Faden  befestigen,  dta^ 
sen  über  eine  feste  Bolle  ^ 
ftlhren  und  an  der  ändert* 
Seite  des  Fadens  das  Gewicht  Q  =  P  anbringen,  so  tritt  keine  Drehni^ 
des  Stabes  ein.     Dies  ist  nach  dem  Frühem  auch  nicht  za  erwarteUf  di^ 


Fig.  20. 


c 
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ewicht  P  wird  durch  ein  ihm  genau  gleiches,  aber  nach  entgegengesetzter 
ichtong  vrirkendes  äquilibriert. 

Verschieben  wir  nun  aber  das  Gewicht  P  von  B  nach  D  hin,  so  sehen 
ür  sofort,  dafs  unser  Stab  sich  dreht  und  zwar  in  einem  dem  frühem  ent- 
)gengesetzten  Sinne;  er  folgt  dem  Zuge,  den  das  Gewicht  Q  auf  ihn  aus- 
)t,  obwohl  das  genau  gleiche  Gewicht  P  den  Stab  nach  unten  zu  drehen 
lehi  Es  folgt  daraus,  dafs  eine  Kraft  einen  Körper  um  so  leichter  -zu 
«hen  vermag,  je  weiter  ihr  Angriffspunkt  von  der  Drehungsaxe  entfernt 
L  Wenn  wir  das  Gewicht  P  nun  vergröfsem,  so  sehen  wir  bald,  dafs 
ir  imstande  sind,  die  Drehung  wieder  aufhören  zu  machen.  Ist  nämlich 
D  »  ^  CJ?,  so  hört  die  Drehung  auf,  sobald  das  Gewicht  P  verdoppelt 
(,  sobald  wir  also  statt  P  das  Gewicht  2P  an  2>  angehängt  liaben.  Eine 
tae  Verschiebung  des  Gewichtes  ruft  sofort  wieder  Bewegung  hervor,  ent- 
dder  nach  unten,  wenn  wir  das  Gewicht  dem  Ende  B  nähern,  oder  nach 
len,  wenn  vrir  das  Gewicht  der  Drehungsaxe  nähern.  Welches  aber  auch 
r  Abstand  a  von  C7  sei,  in  welchem  wir  das  Gewicht  aufhängen,  immer 
iden  wir^  dafs  eine  entsprechende  Änderung  der  Gewichte  das  Gleich- 
fwieht  wieder  herstellt  und  zwar,  wenn  wir  das  Gewicht  P  so  ändern, 
Js  das  Verhältnis  besteht 

P:Q  =  CB:a, 

ler  dafs 

a'P  =  CB'Q. 

Es  folgt  daraus,  dafs  zwei  Kräfte,  welche  einem  Körper  eine  entgegen- 
tsetzte  Drehung  zu  erteilen  suchen,  sich  im  Gleichgewicht  halten,  wenn 
)  sich  verhalten  umgekehrt  wie  die  Abstände  ihrer  Angriffspunkte  von 
ir  Drehungsaxe,  oder  wenn  die  Produkte  aus  den  Kräften  und  den  Ab- 
toden ihrer  Angriffspunkte  gleich  sind.  Diese  Produkte  nennt  man  die 
atischen  oder  mechanischen  Momente;  so  dafs  wir  also  den  Satz  so  aus- 
•rechen  können:  TZwei  Kräfte,  welche  einem  Köri)er  entgegengesetzte 
rehongen  zu  erteilen  suchen,  halten  sich  das  Gleichgewicht,  wenn  ihre 
ecbanischen  Momente  gleich  sind.  ] 

Wir  sahen  eben,  dafs  eine  zwischen  C  und  Ä  angebrachte  nach  unten 
nichtete  Kraft  unseren  Stab  in  demselben  Sinne  zu  drehen  sucht  wie  das 
ewicht  Q,  Anstatt  zwischen  C  und  B  eine  nach  oben  ziehende  Kraft  an- 
ibringen,  können  wir  daher  eine  ihr  genau  gleiche,  in  gleichem  Abstände 
on  C  zwischen  C  und  Ä  anbringen.  Auch  dann  wird  nach  dem  obigen 
to  eine  Bewegung  nicht  eintreten  können,  wenn  die  Momente  gleich  sind. 
W  Versuch  bestätigt  diese  Folgerung  unmittelbar. 

Wenn  vnr  anstatt  des  einen  Gewichtes  P  eine  Reihe  von  verschiedenen 
Wehten  p^  p\  p"  •  •  in  den  Abständen  rf,  cT,  ef '  •  •  •  anbringen  tmd  statt 
fcs  emen  Gewichtes  Q  eine  Anzahl  Gewichte  g,  (/,  g"  •  •  •  in  den  Abständen 
^c,  e"  .  .,  so  folgt  unmittelbar  und  zeigt  tms  der  Versuch,  dafs  Gleich- 
gBwicht  ist,  wenn  die  Summe  der  Momente  nach  der  einen  Richtung  gleich 
Bider  Summe  der  Momente  nach  der  andern  Richttmg,  wenn  also 

1>^  +  y  ^  "f"  p"  ^'  •  •  •  ™  (Z<^  4"  (/'  ^ '  +  ö'  <?"••• 

Wir  können  nun,  wie  man  es  in  der  Geometrie  zu  machen  pflegt,  ent- 
Vrisr  die  Kräfte  p^  q.,  wenn  sie  nach  entgegengesetzter  Richtvmg  yiVtV^Ti^ 
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Fig.  21. 


oder  die  Hichtungen  fl,  ^,  die  an  entgegengesetzter  Seite  der  DrehnngMi» 
liegen,  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen  und  dann  nnBem 
Satz  kurz  dahin  auss2)rechen,  dafs  sich  ein  drehbarer  Körper  im  Oleidh 
gewicht  befindet,  wenn  die  Summe  der  Drehungsmomente  der  auf  ihn  eil- 
wirkenden  Kraft«  gleich  Null  ist. 

Wir  haben  bisher  zwar  alle  Kräfte,  welche  nicht  senkrecht  auf 'dar 
Yorbindungslinio  ihres  Angriffspunktes  und  der  Drehungsaxe  wirken,  a» 
der  Betrachtung  ausgeschlossen,  aber  auch  auf  solche  Kräfte  läfst  sieh  dff 
soeben  erkannte  Satz   ausdehnen,   wenn   man   nur  anstatt   des  Abstanda 

des  Angriffspunktes  in 
^  Kraft  von  der  Drehnngi- 

axe  den  senkrechten  Ab- 
stand der  Bichtong  ötf 
Kraft  von  der  Drehnngi- 
axe  einfÜbrt'Dennwixki 
z.  B.  auf  unsere  StMgv 
AB  an  dem  Hebelini 
(so  nennt  man  kon  dtt 
Abstand  des  Angrifr 
Punktes  der  Kraft  t« 
der  Drehungsaxe,  wUhrend  man  den  ganzen  Stab  als  Hebel  bezeichnet)  CB 
die  Kraft  P,  aber  in  einer  zu  CB  nicht  senkrechten  Richtung,  so  wirkt 
eigentlich  von  dieser  Kraft  nur 

2)  =  P  cos  cf , 

wenn  wir  mit  a  den  Winkel  pBP  bezeichnen  und  das  Moment  der  Knft  'i^ 

P  cos  a  •  CB, 

Der  senkrechte  Abstand  der  Kraft  P  von  der  Drehungsaxe  ist  ite: 
gleich  Ch,  Da  nun  aber  Ch  senkrecht  auf  5Pund  CB  senkrecht  waS  pt 
ist,  so  ist  auch  L  hCB  =  a  und  Cb  '^=*  CB  •  cos  a;  also 

p.Cb  =  P cos  a  '  CB. 

Man  sieht,  dafs  es  gleichwertig  ist,  das  Moment  der  Kraft  Pah  P'CB 
oder  als  P  •  Ch  zu  nehmen,  dafs  also  unter  der  soeben  gemachten  Bestridioi 
der  Satz  von  den  Momenten  auch  flir  Kräfte  gilt,  welche  nicht  senkreeU 
zu  ihrem  Hebelarm  sind. 

Den  Satz,  dafs  bei  der  drehenden  Bewegung  zwei  Kräfte  sich  to 
Gleichgewicht  halten,  wenn  sie  sich  umgekehrt  verhalten  wie  ihre  AbstlndB 
von  der  Drehungsaxe,  haben  wir  im  Vorigen  als  einen  experimentellen  K^ 
fahrungssatz  hingestellt.  Man  kann  indes  diesen  Satz  anch  als  eine  Folp 
der  im  vorigen  Kapitel  abgeleiteten  Sätze  tlber  die  Arbeit  der  Kllft  ^ 
halten.  /Aus  jenen  Sätzen  ergibt  sich  nämlich,  dals  ein  System,  an-wekheft 
Kräfte  an  verschiedenen  Pimkten,  welche  starr  mit  einander  verbunden  nai^  ^ 
wirken,  im  Gleichgewicht  sein  mufs,  wenn  bei  der  Bewegung  des  Systems  it 
d(;m  einen  Sinne  genau  soviel  Arbeit  geleistet  wird  wie  bei  der  Bewegung  i* 
entgegengesetzten  Sinne. )  Um  die  Bedeutung  des  Satzes  und  seine  Richtig- 
keit zu  erkennen,  sei  AB  (Fig.  22)  ein  starrer  Hebel,  den  wir  uns  obH 
Gewicht  denken  wollen.    Derselbe  liege  horizontal  und  sei  bei  j1  am  fljil 
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TOrtikale  Axe  drehbar.  Im  Punkte  C,  im  Abstände  l^  von  der  Drehungsaxe 
sä  eine  Scbnor  an  dem  Hebel  befestigt,  diese  sei  über  eine  Rolle  geführt 
mid  trage  das  Gewicht  P^.  Ebenso  sei  bei  B  im  Abstände  l  von  der 
Drehungsaxe  eine  8chnur  angebracht,  welche  das  Gewicht  P  trage.  Sinkt 
das  Gewicht  P,  so  mufs  Pj   gehoben    .  p  pig.  22. 

werden,    sinkt   Pj,    so    mufs    P   ge-  ^ 

iioben  werden.     Dafs  nun,  wenn  zum  ^ 

Heben  des  Gewichtes  P^   eine  Arbeit  C 

geleistet  werden  mufs,  welche  gleich 
ist  der  Arbeit  des  Gewichtes  P,  das 
st  gleich  dem  Produkte  aus  P  und 
d«n  von  ihm  zurückgelegten  Wege,  durch  diese  beiden  an  dem  Hebel  an- 
greifenden Kräfte  keine  Bewegung  entstehen  kann,  das  ergibt  sich  folgender- 
mafeen.  Würde  durch  die  konstant  wirkende  Kraft  P  das  System  aus  der 
Rahe  in  Bewegxmg  versetzt,  so  würde  ebenso  in  jedem  Momente  die  Be- 
wegang  geändert,  somit  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  ent- 
stehe» müssen.  Dadurch  erhielten  die  Massen  der  Gewichte  P  und  P^  eine 
mit  der  Zeit  wachsende  lebendige  Kraft,  welche  wieder  einen  gewissen 
Arbeitsvorrat  repräsentiert.  Wir  würden  demnach  durch  das  niedersinkende 
Gewicht  die  der  Arbeit  der  Kraft  P  gleiche  Arbeit  des  Emporhebens  von 
P,  leisten,  aufserdem  noch  in  der  Form  von  lebendiger  Kraft  einen  mit  der 
Zeit  wachsenden  Vorrat  von  Arbeit  erhalten,  diese  letztere  Arbeit  somit 
ohne  einen  entsprechenden  Aufwand  von  Kraft,  somit  aus  nichts  schaflTen. 
Das  widerspricht  aber  dem  Principe  von  der  Erhaltung  der  Kraft.  Ist 
dömnach  die  bei  der  Bewegung  in  dem  einen  Sinne  zu  leistende  Arbeit 
gieieh  jener  im  entgegengesetzten  Sinne,  so  müssen  sich  die  Kräfte  P  und 
?!  im  Gleichgewicht  halten. 

Um  daraus  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  zu  erhalten,  denken 
wir  uns,  der  Hebel  werde  in  dem  Sinne  der  Kraft  P  um  den  sehr  kleinen 
Bogen  9  gedreht,  so  sinkt  das  Gewicht  P  um  die  Strecke  lq>^  die  diesem 
Sinken  entsprechende  Arbeit  ist  P  •  ?  •  9.  Dabei  würde  das  Gewicht  P, 
vml^-  (p  gehoben,  die  geleistete  Arbeit  wäre  somit  Pi  •  ?i  •  9,  die  Bedingung, 
dafe  keine  Bewegung  eintritt,  ist  somit 

Plq>  =  Philip 
oder 

Pl=iP,h, 

die  mechanischen  Momente  müssen  gleich  oder  ihre  Summe,  dieselbe  ge- 
bfldet  wie  vorhin,  mufs  gleich  Null  sein. 

Ganz  in  derselben  Weise  erhält  man  aus  diesem  Princip  die  Bedingung 
des  Oleichgewichtes,  wenn  an  dem  Hebel  beliebig  viele  Kräfte  angreifen; 
ee  mllssen  auch  dann,  wenn  Gleichgewicht  bestehen  soll,  die  bei  einer  ein- 
intenden  Drehung  auf  beiden  Seiten  geleisteten  Arbeiten  gleich  sein,  somit 
Bmls  die  Summe  aller  statischen  Momente  gleich  Null  sein. 

Das  soeben  zur  Ableitung  des  Satzes  von  den  statischen  Momenten 
lagewandte  Princip,  dafs,  wenn  die  von  den  thätigen  Kräften  bei  einer  Be- 
wegang  des  Systems  nach  entgegengesetzter  Richtung  geleisteten  Arbeiten 
daander  gleich  sind,  das  System  durch  diese  Kräfte  keine  Bewegung  an- 
Irinnen  laum,  gilt,  wie  leicht  ersichtlich,  nicht  nur  in  dem  specielleu  Falle.^ 
Wei&nni,  rbyrik  L  4  Aaß.  ^ 
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an  dem  wir  es  erläutert  haben,  sondern  ganz  allgemeÜL  Haben  w 
ein  System  von  Punkten,  an  dem  irgend  welche  Kräfte  angreifen^ 
bei  einer  beliebigen  Bewegung  des  Systems  die  von  den  Kräften  j 
Arbeit  gleich  derjenigen,  die  bei  der  gerade  entgegengesetzten  £ 
geleistet  wird,  do  können  die  Kräfte  keine  Bewegung  erzeugen,  s 
sich  das  Gleichgewicht.  Das  so  allgemein  ausgesprochene  Princ 
man  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  eine  Bezeichnunj 
andeuten  soll,  dafs  die  Bewegungen,  welche  man  zur  Bestimn 
Arbeit  betrachtet,  eben  nur  gedachte,  nicht  wirklich  stattfindende 
der  Mechanik  wird  dieses  Princip  vielfach  angewandt,  um  die  Bed 
des  Gleichgewichts  ftlr  ein  System  von  Punkten,  an  welchen  K\ 
greifen,  zu  formulieren. 

Da  bei  der  drehenden  Bewegung  Kräfte,  deren  Drehongsmom 
gegengesetzt  gleich  sind,  sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  folgt  a 
an  einem  Körper  angreifende  Kräfte  demselben  eine  gleiche  dreh 
wegung,  also  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Winkelgeschwindigkeiten, 
wenn  die  Kräfte  gleiche  Momente  haben.  Die  Winkelgeschwindi 
gleich  jener,  welche  eine  im  Abstände  eins  von  der  Drehungsaxe  an 
Kraft  dem  Körper  erteilt,  deren  Drehungsmoment  den  gegebenen  £ 
momenten  gleich  ist.  Da  nun  das  Drehungsmoment  einer  im  Abst) 
angreifenden  Kraft  soviel  Einheiten  hat,  wie  die  Kraft  Einheiter 
folgt,  dafs  die  im  Abstände  eins  angreifende  Kraft  soviel  Einheit 
mufs,  als  die  gegebenen  Drehungsmomente  Einheiten  besitzen, 
man  kurz  sagt,  dafs  die  Kraft  den  gegebenen  Drehungsmoment< 
sein  mufs.  Die  Summe  der  gegebenen  Drehungsmomente  gibt  u 
die  Gröfse  der  Kraft,  welche  im  Abstände  eins  von  der  Drehung 
gebracht  dieselbe  drehende  Bewegung  erzeugt  wie  die  gegebenen  j 
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bisher  vorausgesetzt,  dafs  der  drehbare  Körper  sich  nur  um  eine  b 
Drehungsaxe  drehen  könnte;  es  ist  aber  möglich,  dafs  ein'Köi 
gleichzeitig  um  verschiedene  Drehungsaxen  drehen  kann  und  nach 
schiedenen  Richtungen,  nach  denen  er  sich  drehen  kann,  gleichz 
getrieben  wird.  Es  fragt  sich  dann,  ob  diese  Drehtmgen  sich  e 
einer  resultierenden  Drehung  zusammensetzen,  wie  verschieden  g 
fortschreitende  Bewegungen  eine  Resultierende  ergeben,  und  wel 
Richtung  und  Gröfse  der  resultierenden  Drehung  ist.  Wir  köi 
einen  solchen  Fall  etwa  in  folgender  Weise  realisiert  denken.  W 
eine  massive  Kugel  in  ein  kleines  Segment  einer  Hohlkugel  von 
Radius  und  decken,  um  die  Kugel  an  der  fortschreitenden  Bew( 
hindern,  ein  ebensolches  Segment  oben  auf  die  Kugel.  Eine  solcl 
kann  sich  dann  um  jede  beliebige  durch  den  Mittelpunkt  derselben 
Axe  drehen.  Um  diese  Kugel  nach  verschiedenen  Richtungf 
treiben,  denken  wir  uns  in  der  Oberfläche  derselben,  gröfsten 
folgend,  einige  Rinnen  eingeschnitten,  und  in  diese  Rinnen  SchnOi 
in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Rolle  der  Fallmaschine.  Üben  wir 
mehreren  , dieser  Schnüre  einen  Zug  aus,  so  erhält  die  Kugel  £ 
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momente  um  alle  Axen,  welche  zu  den.gröfsten  Kreisen,  um  welche  die 
betreffenden  Schnüre  gelegt  sind,  senkrecht  stehen. 

Nehmen  wir  an,  es  werde  die  Kugel  nach  zwei  gegen  einander  ge- 
neigten Richtungen  angetrieben,  so  ergeben  dieselben  Überlegungen,  die 
wir  bei  Entwicklimg  des  Satzes  vom  Kräfteparallelogranmi  machten,  dafs 
die  infolge  der  beiden  Antriebe  eintretende  Bewegung  in  ihrer  Richtung 
nicht  mit  der  Richtung  der  Antriebe  zusammenfallen  kann,  dafs  die  Drehungs- 
richtüng  vielmehr  zwischen  die  Richtung  der  beiden  Antriebe  fallen  mufs. 
Betrachten  wir  irgend  einen  Pimkt  auf  der  Oberfläche  der  Kugel,  der  in- 
folge des  ersten  Antriebes,  wenn  er  für  sich  allein  wirksam  wäre,  den 
Bogen  ff  beschreiben  würde,  infolge  des  zweiten  Antriebes  in  der  gegen  die 
erste  geneigten  Richtung  aber  den  Bogen  /5,  so  mufs  der  unter  gleich- 
»itiger  Wirkung  der  beiden  Antriebe  in  derselben  Zeit  von  dem  betrach- 
teten Punkte  erreichte  Ort  ganz  derselbe  sein,  wie  wenn  sich  der  Punkt 
die  gleiche  Zeit  hindurch  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  erst  in  der 
einen,  dann  in  der  andern  Richtung  gedreht  hätte,  also  in  beiden  Rich- 
tungen nach  einander  in  der  einen  den  Bogen  «,  in  der  andern  ß  beschrieben 
bi&tte.  Die  Bahn  des  Punktes  mufs  dann  der  Bogen  sein,  der  den  Aus- 
gangspunkt und  den  so  bestimmten  Ort  des  Punktes  nach  der  Bewegung 
verbindet.  Dieser  Bogen  ist  aber  die  Diagonale  des  aus  den  Bögen  a  und  ß 
wif  der  Kugel  gebildeten  Vierecks.  Die  Drehungsaxe,  um  welche  eine  ein- 
gehe Drehung  durch  den  von  dieser  Diagonale  der  Gröfse  und  Richtung 
nach  gegebenen  Bogen  genau  dieselbe  Drehung  dieses  und  damit  aller  Punkte 
der  Kugel  ergeben  haben  würde,  ist  diejenige  Axe  der  Kugel,  welche  zu 
dem,  Kreise,  zu  welchem  der  resultierende  Bogen  gehört,  senkreclit  ist. 
Diese  Axe  liegt  in  den  durch  die  beiden  gegebenen  Axen  bestimmten  Ebenen 
nnd  bildet  mit  jeder  derselben  den  gleichen  Winkel,  welchen  der  resutierende 

I   Bogen  mit  den  Bögen  a  und  ß  bildet. 

I  Aus  dieser  letzteren  Bemerkung  erkennt  man,  dafs  man  die  Richtung 

der  resultierenden  Axe  und  auch  die  Gröfse  der  resultierenden  Drehung 
durch  eine  ebene  Konstruktion  erhalten  kann.  Wir  logen  durch  die  beiden 
ursprünglich  gegebenen  Axen  eine  Ebene  und  tragen  von  dem  Punkte,  wo 
äch  die  Axen  schneiden,  auf  denselben  die  Bögen  a  und  ß  als  Seiten  eines 
Parallelogrammes  auf.  Die  durch  den  Schnittpunkt  der  Axen  gelegte  Dia- 
gonale des  vervollständigten  Parallelogranmis  ist  dann  die  Axe  der  resul- 
tierenden Drehung,  und  gleichzeitig  ist  die  Länge  der  Diagonale  die  Gröfse 
der  resultierenden  Drehung. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Konstmktion  zu  erkeimen,  seien  AB  imd 
^^  (Fig.  23)  die  beiden  sich  im  Mittelpunkte  0  der  Kugel  schneidenden 
Drehnngsaxen,  und  setzen  wir  voraus,  dafs  wir  in  der  Axe  OB  stehend  den 
Kopf  bei  0,  den  Fufs  bei  i?,  die  Drehung  in  demselben  Sinne,  und  zwar 
^on  links  nach  rechts,  erfolgen  sehen,  wie  die  Drehung  um  die  Axe  07), 
wenn  wir  in  dieser  stehen,  den  Kopf  bei  0  und  den  Fufs  bei  J).  Wir  wollen 

'  BniSebst  annehmen,  die  Drehungen  erfolgen  mit  gleichförmiger  Bewegung 

md  die  Bögen  a  und  ß  seien  die  in  einer  Sekunde  beschriebenen  Bögen, 

also  gleichzeitig  die  beiden  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten.  Wir  tragen 

inn  auf  OB  den  Bogen  «  =  OZ?,  auf  OD  den  Bogen  ß  =  Od  auf,  er- 

gtaaen  das  Parallelogramm  OhJhJil  und  erhalten  m  OE  die  Richtung  der 

iwnltierendeii  Drehungsaxe  und  die  Gröfse  des  Bogens  y,  um  vfe\c\\ekxv  ^ev 
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betrachtete  Punkt  um  diese  Axe  in  derselben  Zeit  einer  Sekunde  gedr^ 
wird,  und  zwar  so,  dafs  wenn  wir  in  der  Aie  stehen^  den  Kopf  bei  0,  d« 
Fufs  bei  J5J,  die  Bewegung  in  demselben  Sinne  von  links  nach  rechts  erfolgt 

Die  Richtigkeit  der  Konstruktion  erkem» 
wir  durch  den  Nachweis,  dafs  infolge  beide 
Drehungen  die  auf  OE  liegenden  Punkte  i 
Buhe  bleiben,  denn  bei  der  Drehung  eim 
Körpers  sind  die  Punkte  der  Axe  und  m; 
diese  in  Buhe,  und  zweitens  dadurch,  dafs  w 
zeigen,  dafs  irgend  ein  beliebiger  Punkt  in  d( 
That  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  y  u] 
diese  Axe  gedreht  wird. 

Ein  Punkt  F  der  Axe  OE  wird  dim 
die  Drehung  um  die  Axe  OB  aus  der  Ebei 
der  Zeichnung  nach  vom  gehoben  in  eine 
Kreise,  dessen  Badius  die  von  F  auf  OB  hera' 
gelassene  Senkrechte  FG  ist.  Da  die  Wmke 
geschwindigkeit  dieser  Drehung  a  ist,  so  wii 
in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  der  Punkt 
um  das  imendlich  kleine  Stückchen  GF  *  wi 
und  zwar  weil  das  Kreiselement  auf  seine 
Badius  senkrecht  steht,  senkrecht  zur  Ebei 
der  Zeichnung  nach  vom  gehoben.  In  demselben  Zeitelement  dt  rückt  d 
Punkt  F  infolge  der  Drehung  um  OD  um  die  Strecke  FH  -  ß  *  dt  sen 
recht  hinter  die  Ebene  der  Zeichnung.  Die  Verschiebung  des  Punktes  F  i 
Sinne  der  ersten  Drehung  ist  dann  die  Differenz  beider  Verschiebungen  od 

{FG    a  —  FH^  ß)dt. 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  aber  gleich  Null,  denn  es  ist 

FH 


-^l-  =  smGOF 


FO 


=  sin  FOH  =  sin  OEb 


GF :  FH  =  sin  GGF :  sin  OEb  =  Eb  :  Ob. 
Nun  ist  nach  der  Konstruktion 

Eb  =  ß',     06  =  a, 


somit 
oder 


QF.  Ob  =  GF'a  =  FH'Eb  =  FH'ß 
FG-a—FH'ß^O. 


Die  Differenz  der  Verschiebungen,  welche  der  beliebige  Punkt  F  der  A 
0^  in  dem  Zeitelement  dt  erfährt,  ist  somit  gleich  Null,  oder  was  ds 
selbe  ist,  der  Punkt  F,  und  somit  alle  Ptmkte  der  Axe  OE  erhalten  in  d< 
Zeitelement  dt  und  damit  überhaupt  keine  Verschiebung.  Die  Richtung  0 
ist  also  die  resultierende  Drehungsaxe. 

Um  den  Nachweis  daftlr  zu  liefern,  dafs  füi*  jeden  beliebigen  Pon 
die  Gröfse  der  Drehung  pro  Sekunde  oder  die  Drehungsgeschwindigki 
dui'ch  den  durch  die  Länge  der  Diagonale  repräsentierten  Bogen  ^  «»  C 
gegeben  ist,  betrachten  wir  die  Drehung  eines  beliebigen  in  der  Bbene  c 
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I  Zeichnung  liegenden  Punktes  J.    Wir  wollen  nur,  um  die  Zeichnung  nicht 

V  n  sehr  zu  komplicieren,  annehmen,  dieser  Punkt  liege  auf  der  Verlängerung 

f  der  vorher  durch  den  Punkt  F  gelegten  za  OB  senkrechten  Richtung  FG. 

i  Da  der  Punkt  F  ein  vorher  ganz  beliebig  auf  der  Axe  angenommener  ist, 
80  geschieht   durch  diese   Voraussetzung  der    Allgemeinheit    imserer   Be- 

[  trachtimg  kein  Eintrag.     Die  Verschiebung  des  Punktes  /  in  der  Zeit  dt 

^  im  Sinne  der  Drehung  um  OB  ist  dann 

I  (GJ'a  —  JK'ß)dt. 

Ziehen  wir  JL  parallel  OD,  so  können  wir  diesen  Ausdruck  schreiben 

{{GF+  FJ)a  —  (FH—FL)ß}dt  =  (FJ -  a  +  FL  •  ß)dt. 

Da,  wie  vorher  gezeigt  wurde,  Oüf  die  resultierende  Drehungsaxe  ist, 
so  können  wir,  wenn  JM  _L  0 J!f ,  die  resultierende  Drehung  um  OE  resp. 
^    die  in  der  Zeit  dt  in  demselben  Sinne  eintretende  Verschiebung  des  Punktes 
/durch  die  Winkelgeschwindigkeit  y  ausdrücken 

MJ  -ydt 

nnd  haben  dann  zu  zeigen,  dafs  y  =  OE  ist.  Aus  den  beiden  Ausdrücken 
für  die  Verschiebung  des  Punktes  /  erhalten  wir 

_  FJ'a  +  FL'  ß 
y  —  MTJ 

In  dem  Dreieck  FJM  ist  der  Winkel  an  J,  da  iIf/±  3/0,  F/_L  OB^ 
gleich  dem  Winkel  GOE^  demnach 

MJ=FJ'CosGOE, 

indem  Dreiecke  JFL  ist  der  Winkel  an  F,  da  FU ±  OH,  FJ±  OB, 
gleich  dem  Winkel  GOH,  welchen  die  beiden  gegebenen  Axen  mit  einander 
bilden,  demnach 

FX  =  JP/.cosOO//, 
somit 

^    tt  4-  P  .  CDS  GOH 
^  "^  008  GOE 

Ziehen  wir  nun  EN  senkrecht  zu  OG ,  so  sieht  man,  dafs  der  Zähler 
dieses  Ausdrucks  die  Kathete  ON  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ENO  ist, 
welche  mit  der  Hypotenuse  EO  den  Winkel  GOE  einschliefst;  daraus  folgt, 
dafs  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  eben  dieser  Hypotenuse  gleich  ist, 

I     oder  dafs 

\  y  =  OE. 

Die  Diagonale  OE  ist  somit  die  aus  den  beiden  gegebenen  Drehungen 
«  und  (3  resultierende  Drehung. 

Wir  haben  hierbei  zunächst  vorausgesetzt,  dafs  die  Drehungen  mit  gleich- 
ßrmiger  Geschwindigkeit  erfolgen,  diese  Beschränkung  können  wir  aber  ohne 
weiteres  fallen  lassen ,  wenn  wir  cc  und  ß  als  die  dem  betrachteten  Augen- 
blicke oder  der  Zeit  dt  entsprechenden  Drehungsgeschwindigkeiten  be- 
liehnen. Es  bedeutet  dann  y  die  aus  diesen  beiden  resultierende  augen- 
bliekliehe  Drebnngsgeschwindigkeit  um  die  Axe  OE.  Die  ganze  Entwicklung 
Millt  aoeh  unter  dieser  Voraussetzung  ihre  strenge  Gültigkeit. 
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Wir  erhElten  somit  ganz  allgemem  die  aus  zwei  gegen  einander  ge* 
neigten  Drehungen  resultierende  DrehimgRgesehwindigkeit,  indem  wir  von 
dpm  Bchixittpimkte  der  beiden  Axen  die  gegebenen  Drt'hiing^geschwindig- 
keiten  so  uiiftragen,  dal's  wir  den  Kopf  im  Bcbnittpunkte  der  Axen  gedacht 
und  in  die  Riehtimg,  nach  welcher  ivir  die  gegebenen  Drehungen  auf- 
getragen haben,  uns  stellend,  die  Drehungen  im  gleichen  Sinne  erfolgend 
sehen,  und  dann  die  Diagonale  des  aus  den  beiden  aufgetragenen  Längen 
gehihleten  Parallelogramms  ziehen.  Die  Diagonale  gibt  der  Grolse  nnd 
Bichtimg  nat'h  die  resultierende  Drehungsgesehwindigkeit,  Man  kann  somit 
ilie  Drehungen  hiemach  gerade  so  zusammensetzen,  wie  fortschreitende  Be* 
wegtmgen. 

Ganz  dieselhe  Konstruktion  liefert  uns,  gerade  wie  bei  dem  Kr&fto- 
paraOelogramm,  auch  das  aus  zwei  gegebenen  gegen  einander  geneigteii 
Drebungsmomenten  resultierende  Drehimgsmoment,  das  heilst  das  Drehung»- 
moment^  welehes  an  Stelle  der  gegebenen  um  die  resultierende  Axe  wirkend 
genau  dieselbe  Drehung  hervorbringt.  Ersetzen  wir  in  unserer  Konstmktion 
die  augenhlicklichen  Winkelgeschwindigkeiten  durch  die  Winkelbeschleu- 
nigungen^  9o  sind  diese,  wie  wir  sahen,  den  Dreliungsmoraenten  propoi-tional, 
Damit  ist  der  Satz  vom  KrSlfteparallelogramm  auch  sofort  auf  die  Drehung»- 
momente  ausgedehnt,  indem  wir  dieselben  als  Längen  auf  die  Drehtmgsaxeii 
auftragen  und  diese  Liiugen  zur  Konstruktion  benutzen. 

Ebenso  wie  zwei  Drehungen  oder  Drehirngsmomente  können  wir  i 
derselben  Weise  auch  beliebig  viele  zu  einer  Resultierenden  zusaininensetzeiii 
indem  wir  sie  paai"weise  vereinigen. 

Gerade   so  wie  eine  gegehene  fortschreitende  Bewegung   klinnen   wtf 
mm  auch  eine  gegebene  Drehung  in  andere  zerlegen,  so  besonders  auch  die 
Komponenten  nach  zwei  zu   einander   senkrechten  Richtungen   bestimmi 
Die  Ausdrtieke    t\ü*   die  Komponenten   fallen   nach   den  soeben  gemachten 
Entwicklungen  ganz  mit  denen  filr  ,die  Komponenten  einer  fortschreitenden 
Bewegung  zusammen.    Die  Komponente  der  Drehung  um  ein©  Aie,  welch© 
mit  der   gegebenen  Axe   den  Winkel  9?  bildet,   ist  gleich   der   gegebeneai 
Drehung  multipliciort   mit   dem  Cosinus   des  Winkels  <p.    Wirkt   also  auf 
einen  Ktiqjer  ein  Drehungsmoment  ein,  dessen  Axe  mit  der  Richtung  d< 
Axe,  um  welche  sich  der  Körper  drehen  kann,  einen  Winke!  bildet,  so  ei 
halten  wir  in  dem  Pri>dukte  aus  dem  gegebenen  Drehungsmomente  und  dem 
Cosinus  dieses  Winkels  auch  das  Drehungsmoment,  wekhes  die  mögliche 
Drehung  bewirkt, 

§  16. 

Mittelpunkt  paralleler  Kräfte*  Wenn  an  einem  Hebel  AB  eine 
Reihe  von  parallelen  Krsiften  wirkt ^  und  es  ist  der  Punkt  C,  in  Üezuj 
auf  welchen  die  Hunuue  der  Momente  gleich  Null  ist,  unterstützt,  so  tiitl 
keine  drehende  und  auch  keine  fortschreitende  Bewegung  ein.  Würde  danis 
die  Unterstützung  fortgenommen,  so  nähme  der  Stab  infolge  der  parallel 
wirkenden  Kräfte  eine  fortschreitende  Bewegimg  in  der  Richtung  der  wirken-" 
den  Kräfte  an»  Biese  können  wir  jedoch  hemmen,  wenn  wir  an  dem 
Punkte  (J  (Fig.  2i)  in  entgegengesetzter  Richtimg  eine  Kraft  anbringen-, 
Reiche  gleich  ist  der  Summe  P  +  §  der  gegebenen  Krtifte.  Die  im  Pnnkt4i 
H|     gebrachte   Kraft   P  +  §  hält  also  den  beiden  einzelnen  in  Ä  und  3 
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Kr&ften  Q  und  P  das  Gleichgewicht.  Diese  beiden  Kräfte 
wirken  also  zusanunen  ebenso,  als  wenn  am  Punkte  C  eine  ihrer  Summe 
P^-Q  gleiche  Ejraft  angebracht  wäre. 

Wir  schliefsen  demnach,  dafs  vig.  u. 

neh  paralleie  Killfte  eine  Be- 
saltierende  haben,  welche  ihrer 
Somme    gleich    ist,   und   dafs 
diese  Besoltierende  an  jenem 
Paukte  angreift,  in  Bezug  auf 
den  die  Summe  der  Momente 
gleich  Xull  ist,  d.  h.  dafs  die 
verteilt     angebrachten    Kräfte 
gerade  so  wirken,  als  wenn  an 
diesem  Punkte  alle  Kräfte  an- 
gebracht wären.    Dieser  Punkt 
lieilst  daher  der  Mittelpunkt  der 
parallelen  Kräfte. 

Dafs  in  der  That  der 
Punkt,  in  Bezug  auf  welchen 
die  Snnmie  der  Momente  gleich 
Xoll  ist,  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  ist,  und  dafs  die  Mittel- 
kraft der  Summe  der  einzelnen  Kräfte  gleich  ist,  können  wir  auch  ohne 
Versuch  schon  aus  dem  Satze  vom  Kräfteparallelogramm  beweisen.  Sei 
zu  dem  Ende  AB  (Fig.  25)  eine  feste  Linie,  an  deren  Enden  die  beiden 
Krftfte  Pund  Q  parallel  nach  derselben  Richtung  wirkend  angebracht  seien; 


die  Längen  AP  und  BQ  stellen  diese  Kräfte  dar.  Bringen  wir  nun  an  A 
und  B  die  beiden  gleichen  und  entgegengesetzt  gerichteten  Kräfte  AC  und 
BD  an,  so  wird,  da  sie  sich  gegenseitig  aufheben,  durch  dieselben  am 
System  gar  nichts  gestört.  Die  je  zwei  Kräfte  A  C  und  A  P,  sowie  B  Q  und 
BD  geben  eine  Besultierende,  welche  der  Gröfse  und  Richtung  nach  durch 
die  Diagonalen  AE  und  BF  der  Parallelogramme  APCE  und  BQFB 
gegeben  ist.  Verlängern  wir  diese  beiden  Diagonalen  rückwärts,  bis  sie 
sieh  im  Punkte  M  schneiden,  und  denken  wir  uns  den  Punkt  M  mit  der 
Linie  AB  m  fester  unveränderlicher  Verbindung,  so  können  wir  uns  die 
beiden  Kräfte  ilJB  und  BF  an  dem  Punkte  M  in  JMR  und  MT  angebracht 
^V«i     Die  VerUÜtnisse  des  Systems  werden  dadurch  nicht  geändert.   Die 
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beiden  Kräfte  MB  und  MT  können  nun  nach  dem  Satze  vom  KilLftepanl- 
lelogramm  zerlegt  werden  nnd  zwar  MB  in  0M^=^  AC  und  JfcfP,  «»ilP 
und  MT  in  MN=  BD  und  MQ^  =  BQ.  Die  beiden  Kräfte  MO  xaA 
MN  heben  sich  auf,  und  es  bleibt  zuletzt  als  Resultierende  die  Summe  der 
beiden  Kräfte  P  und  Q,  Daraus  folgt  zunächst,  dafs  zwei  parallele  Krftfte 
eine  ihrer  Summe  gleiche  Resultierende  oder  Mittelkraft  haben,  dem 
Richtung  jener  der  gegebenen  Kräfte  parallel  ist,  und  die  in  einem  Punkte 
S  zwischen  A  und  B  die  feste  Linie  AB  schneidet.  Die  Lage  dieaei 
Punktes  S  auf  AB  erhält  man  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  ASM'^Bt^H 
tmd  BSM^  TQ^M.    Dieselben  geben  nämlich 

AS:SM=BP^:PiM 

BS:S3I=Q^T:Q^M. 

Und  daraus,  da  S3f=SM,  BF^  =  Q^T,  P^M^P,  Q^M  =  Q, 

AS'P=BS'Q, 

dieselbe  Bedingung,  welche  wir  soeben  experimentell  ableiteten,  der  Pnnkt  S 
liegt  so ,  dafs  in  Bezug  auf  ihn  die  Summe  der  Momente  gleich  Null  ist 

Dafs  die  so  bestimmte  Resultierende  auch  in  Bezug  auf  die  drehend^   1 
Bewegung  die  gegebenen  Kräfte  vollständig  ersetzt,  das  heifst  dafs  sie  unter   ] 
allen  Umständen  genau   dasselbe  Drehungsmoment  liefert,  erkennen  wir 
folgendormafsen. 

Haben  wir  eine  Anzahl  von  Kräften  Pi ,  P2  *  '  *i  welche  in  den  Ab- 
ständen lii  1%  '  '  '  vom  Mittelpunkte  angreifen,  so  ist  die  Summe 

Pih  -i- P%h  +  Psh -i- =  0. 

Legen  wir  durch  das  System  eine  Drehungsaxe,  dessen  zur  Kraft- 
richtung senki-echter  Abstand  von  dem  Mittelpunkte  gleich  o;  ist,  so  wird 
in  Bezug  auf  diese  das  Drehungsmoment 

Pi(^i  +  ^)  +P2{h  +  ^)-\ =Pih  +P%h  H h  (Pi  +Pi  +•••)«• 

Da  der  Voraussetzung  nach 

Pih+Pih-i =  0, 

so  folgt  für  das  Drehungsmoment  in  Bezug  auf  die  angenommene  Axe 

(.Pi  +P2'] )^y 

also  ganz  dasselbe,  wie  wenn  im  Mittelpunkte  die  Summe  aller  Killfte  an- 
gebracht wäre. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dafs  die  einander  paralMen  Kräfte 
auch  gleich  gerichtet  seien,  aber  ebenso  haben  zwei  parallele,  aber  entgegen- 
gesetzt gerichtete  Kräfte  im  allgemeinen  eine  Resultierende.  Um  die  GrOfse 
derselben  und  ihren  Angriffsptmkt  zu  finden,  sei  AB  Fig.  26  wieder  eine 
feste  Linie ,  an  deren  Punkten  A  und  B  die  beiden  Kräfte  P  und  Q  wirken. 
Wir  können  nun  P  als  Mittelkraft  zweier  anderer  betrachten,  von  denen 
die  eine  bei  B  angreift  und  der  Kraft  Q  genau  gleich  ist,  w^rend  die 
andere  gleich  P  —  Q  ist  und  in  einem  Punkte  S  angreift,  dessen  Lage 
durch  die  Bedingung  gegeben  ist,  dafs 
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A8-{P-Q)  =  AB.Q 

Die  beiden  Kräfte  Q  und  Q^  heben  sich  auf,  da  sie  an  demselben 
Punkte  nacli  entgegengesetzten  Eichtungen  wirken.  Es  bleibt  also  als  Re- 
sultierende  die  Differenz  der  gegebenen  Kräfte  übrig,  deren  Richtung  der 
ursprünglichen  parallel  ist,  und  deren  Angriffspunkt  wieder  jener  Punkt  ist, 
in  Bezug  auf  welchen  die  Summe  -der  Momente  gleich  Null  ist.  Denn  aus 
der  Gleichnng  für  AS  folgt 

ÄS'P':=^{ÄS+  AB)Q  =  8B'Q, 

In  einem  Falle  jedoch  haben  parallele  Kräfte  keine  Resultante,  bringen 
'  sie  also  ein  ganz  freies  System  von  Punkten  nicht  in  eine  fortschreitende 
Bewegung,  nämlich  dann,  wenn  sie  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet  sind.  Dafs  in  dem  Falle  keine  resultierende  Kraft  vorhanden  ist, 
folgt  zunächst  aus  dem  soeben  abgeleiteten  Satze,  nach  welchem  bei  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Kräften  die  Resultante  gleich  der  Differenz  der  beiden 
Kräfte  ist,  es  folgt  aber  weiter  aus  der  Gleichung  für  die  Lage  des  An- 
griffspunktes 

Da  nämlich  in  diesem  Falle  P —  Q  =  0  ist,  so  wird  ÄS  unendlich, 
oder  es  gibt  keinen  in  endlicher  Entfernung  von  Ä  liegenden  Punkt,  an  dem 
die  Mittelkraft  anzubringen  wäre,  es  gibt  also  keine  Mittelkraft. 

Ein  solches  Kräftepaar  bringt  deshalb  nur  eine  drehende  Bewegung 
herror  um  irgend  einen  zwischen  A  und  B  liegenden  Punkt,  tmd  das  sta- 
tische Moment  eines  solchen  Paares  ist  gleich  dem  Produkte  aus  einer  der 
Kilfle  nnd  dem  senkrechten  Abstände  beider.  Denn  welchen  Punkt  wir  uns 
wach  als  fest  denken,  wo  auch  der  Punkt  0  (Fig.  26)  liegt,  das  Drehungs- 
moment  ist,  da  beide  Kräfte  das  p.    ^^ 

System  in  demselben  Sinne  drehen, 
P'  AO  +  Q  •  JBO,  also  wenn  P 
und  Q  gleich  sind,  gleich 

P{AO+OB)^P'AB, 

Die  Eräftepaare,  ihr  Verhal- 
ten und  die  Zusammensetzung  der-  ^i 
selben  ist  besonders  von  Poinsot 
«ntersucht  worden,  der  die  An-  ^ 
Wendung  derselben  zur  Bestimmung 
der  drehenden  Bewegungen  in  die 
Mechanik  eingeführt  hat.  Wir  ver- 
weisen wegen  dieser   schönen  Theorie   auf  die  Lehrbücher  der  Mechanik 
lad  besonders  auf  Poinsot:  Elements  de  statique. 

Haben  wir  eine   Reihe   von  in  einer  Richtung  wirkenden  parallelen 
Kiiftea  anstatt  an  einer  Linie  an  einer  festen  Ebene  verteilt,   so  müssen 
ufti  diese  eine  Resultierende  und  einen  Mittelpunkt  haben.     Denn  wir 
je  zwei  solcher  Kräfte  zusammensetzen,  die  Resultierende  dann  mit 
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einer  folgenden  und   so   fort,   bis   uns   die   Mittelkraft   der  zuletzt 
))leibendon  Kräfte  die  Resultante  und  deren  Angriffspunkt  den  Mittelpunkt 
aller  Kräfte  gibt. 

Sind  die  parallelen  Kräfte  nicht  alle  gleich  gerichtet,  so  liefert  die 
Zusammensetzung  der  gleich  gerichteten  zunächst  zwei  entgegengesetxt  ge- 
lichtete Resultierende.  Greifen  dieselben  an  verschiedenen  Pnnkten  an,  lo 
erhalten  wir  die  Resultierende  und  den  Angriffspunkt  in  der  vorhin  in- 
gegebenen Weise;  sind  dieselben  gleich,  so  gibt  es  nur  ein  resultierendei 
Paar. 

Die  gleichen  Schlüsse  können  wir  anwenden ,  wenn  eine  Anzahl  panl- 
leler  Kräfte  anstatt  an  einer  festen  Ebene  an  einem  festen' Körper  angreift; 
auch  f\lr  diesen  muls  es  einen  Mittelpunkt  der  parallelen  KrSfte  geben,  in 
welchem  wir  uns  die  Summe  aller  Kräfte  angebracht  denken  können,  und 
tlUr  den  die  Summe  aller  Momente  gleich  Null  ist.  Ist  deshalb  dieser  Punkt 
befestigt,  z.  B.  durch  ihn  eine  Drehungsaxe  geführt,  so  kann  der  Körper 
weder  eine  fortschreitende  noch  eine  drehende  Bewegung  annehmen. 

Ändern  wir  die  Richtung  sämtlicher  auf  ein  System  wirkender  Kräfte, 
aber  so,  dafs  sie  einander  parallel  bleiben,  so  wird  der  Angriffspunkt  der 
Resultierenden  nicht  geändert.  Denn  nach  der  Drehung  ist  die  Somine 
der  Momente  in  Bezug  auf  eben  diesen  Punkt  gerade  so  gleich  Null  wie 
vorher.  Es  folgt  das  unmittelbar  aus  unserem  Satze  über  die  Momente. 
Haben  sich  z.  B.  alle  Kräfte  um  den  Winkel  a  gedreht,  so  sind  die  Momente, 
der  einzelnen  Kräfte  p^  Pn  P2  '  '  '  ^^  den  Abständen  t2,  J^^,  dg  •  •  -,  wenn 
sie  vorher  waren 

Pd+Pidi  +P2di  +  •  •  •, 
nach  der  Drehung 

pd  cos  a  +  Pi^i  cos  a  +  P^d^  cos  «  •  •  • , 
also  gleich 

(pd  +  Pid^  +  2h^2  -I )  cos  «, 

imd  war  die  Summe  pd  -  -  •  gleich  Null,  so  ist  sie  es  auch,  wenn  sie  mit 
cos  a  multipliziert  worden  ist. 

§  17. 

Gleichgewicht  eines  Systems,  an  welchem  beliebige  Bjftfte  an*   1 
greifen.     Im  ^  9  haben  wir  die  Bedingungen  abgeleitet,  unter  welchen 
ein  K()rper  im  Gleichgewicht  ist,  an  welchem  beliebige  Kräfte  wirksam  sind, 
die  aber  alle  an  demselben  Punkte  angreifen.    Die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes fielen  dort  zusammen  mit  denen  eines  Punktes.     Die  weniges 
Ratze  über  die  drehende  Bewegung,  welche  wir  im  Bisherigen  abgeleitrt 
haben,  setzen  uns  nun  auch  in  den  Stand  das  Gleichgewicht  eines  Körpers 
zu  bestimmen,  an  welchem  beliebige  Kräfte  an  verschiedenen  Punkten  SU- 
greifen.    Diese  Gleichgewichtsbedingungen  fallen  zusammen  mit  denen  eine* 
Systems  von  Punkten,  an  denen  Kräfte  angreifen,  und  die  mit  einander  Ü^ 
fester  Verbindung  stehen.     Ein   solches  System  kann  eine  fortschreitende 
und  eine   drehende    Bewegung    annehmen.      Die    Bedingung   des    Oleidf 
gewichts  ist  daher  die ,  dafs  weder  die  eine  noch  die  andere  Bewegang  eu^" 
treten  kann. 


117. 


Gleichgewicht  eines  Systems. 


91 


Fig.  27. 


Wir  denken  nns,  um  diese  Bedingungon  zu  erhalten,  durch  das  System 
drei  feste  zu  einander  senkrechte  Richtungen  OX,  OY^  OZ  (Fig.  27)  ge- 
legt, die  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden.  Sei  M  ein  Punkt  des  Systems, 
deken  Lage  durch  die  Koordi- 
naten Jf^=  ff,  CA^OB^x, 
AB  =  CO  =  p  gegeben  sei.  An 
Jf  greife  eine  Kraft  P  an,  deren 
Biehtang  durch  die  Winkel  a^  ß, 
f  gegeben  ist,  welche  sie  mit  den 
Aien  bildet.  Zerlegen  wir  die 
i  Kraft  nach  den  drei  Aien,  so  er- 
halte wir  als  Komponenten  parallel 

X  Y 

jf6  s=s  P  cos  a ,    Ma  =  P  cos  ß, 

i  ^ 

,  Mc  =  P  cos  y. 

[       Diese  drei  Kräfte  können  dem 

:  Sjstem  sowohl  eine  fortschreitende 

[  Bewegung,  jede  nach  ihrer  Rieh-     ^ 

I  tong,  als  auch  eine  drehende  Be- 
wegnng  geben.      Um  die   drehenden   Bewegungen   und   ihre  Momente   zu 
erhalten,  legen  wir  durch  M  die  Linien  MD  ^  ME^  MA  parallel  den  drei 

I  ixen  und  verlängern  dieselben,  bis   sie  die  durch  die  Axen  bestimmten 

i  Ebenen  schneiden  in  den  Punkten  2) ,  J5J ,  -4 ,  die  wir  uns  fest  mit  dem 
Punkte  M  verbunden  denken.  Wir  können  uns  dann,  ohne  irgend  etwas 
an  der  Wirkung  von  P  zu  ändern,  die  drei  Komponenten  an  den  Punkten 
D,  E^  A  angreifend  denken.  Jede  dieser  Kräfte  kann  dann  das  System  um 
nrei  Axen  drehen,  Mb  um  Z  und  Y ,  Ma  um  Z  und  X,  Mc  um  Y  und  X, 
so  dafs  also  für  jede  der  drei  Axen  zwei  Drehungsmomente  vorhanden  sind. 
Diese  je  zwei  Drehungen  sind  aber  einander  entgegengesetzt,  so  dafs  z.  B. 
Xh  das  Sjstem  in  entgegengesetzter  Richtung  um  Z  zu  drehen  sucht  als 

Ma.    um  deshalb  die  Drehungsmomente  für  die  drei  möglichen  Drehtmgen 

Hl  bekommen,   müssen  ynr  die  Differenzen   der  je  zwei  Momente  bilden. 

Die  senkrechten  Abstände  der  drei  Kraftrichtungen  von  den  Drehungsaxen 

sind  nun 

Ma  von  X  gleich  EB  =  z ;  Ma  von  Z  gleich  EF  =  x 
Mh  „  Z  „  DF=y',  Mb  „  T  „  DC  =  e 
Mc    „    X      „      AB  =  yj    Mc    „    Y      „      AC  =  x. 

Setzen  wir  die  Drehungen  positiv,  welche  im  Sinne  der  Bewegung 
des  Uhrzeigers  erfolgen,  wenn  wir  in  der  Richtung  der  positiven  Axen 
OX,  OF,  OZ  stehend  die  Püfse  in  der  Drehungsebene,  auf  die  Drehungs- 
ebene  hinsehen,  so  sind  die  Drehimgsmomente  um 

!  X 

Mc'ÄB  —  Ma^EB'^Pcosy'y  —  Pcos  ß'Z  =  P(y cos  y  •—  z cos ß)] 

Y 
Mh'DC — Mc  •  -4(7=  Pcos a-jK  — Pcosy'X  =  P{z  cos  a  —  xcosy); 

Z 
Ma'  EF —  Mh  •  2)1^=  Pcos  /S  • «  —  Pcos  a  •  y  =  P(a;  cos  j3  —  y  cos  a). 
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Ihihnii  wir  miw  lM»lirl)i^'o  Anzahl  von  Krilften  P,  welche  an  heliebigta 
riiiikl.1'11  <li»s  Hysii'iiis  an^reifon  und  heliebig  gerichtet  sind,  so  kSimeB 
wir  Mir  JimIo  Kraft  pm/  (liosoll>o  Zerlegung  vornehmen,  und  wir  erhalten 
l'Ui-  JimIo  Kralt  tlrt'i  mit  dvn  ol)t»n  abgt»lt»itet«n  gleich  gerichtete  Komponentoi 
Ulli!  »Ihm  l>n»liungsiiM>nu»nto,  welche  das  System  in  demselben  oder  in  dem 
i'iilfr«'vr''iig«'^»*t/.ton  Sinnt»  zu  dn^hen  suclion.  Die  je  drei  Komponent<*n  sowie 
dir  SununiMi  d«»r  droi  nrohungsmomonto  müssen  einzeln  gleich  Null  sein, 
wrnn  ilas  System  wtnU^r  o'mv  fortschreitende  noch  eine  drehende  Bewegung 
aniKdiiuon  soll.  Mo/oirhnon  wir  diese  einzelnen  Summen  mit  JS,  so  ist  also 
dit'  notwtMidigo  und  ausroichonde  Redingimg  des  Gleichgewichts 

l^r  cos  0=0:    £P  cos  ^  =  0 :    £P  cos  y  =  0 ; 
•iW\v  cos  y        :  iv^s  ^^  =  0 :    ZP{^:  cos  a  —  j:  cos  y>  =  0 ; 

2ri\j-  oos  ß  —  1/  cos  a)  =  0. 

Polin  diost>  iilciihuniTtm  .-oiiren.  dals  das  System  infolge  der  wirksamen 
Kvärto  uiuh  keiner  IxiohtuUi:  fort  schreiten  und  nach  keiner  Richtung  ge- 
\lrelit  wonlen  kann 

Smd  du»  KiiU^o  alle  ^»ara'.lT''.  einer  und  drrselWn  Richtung,  etwa  parallel 
.1/ 1\  NO  da>  >ie  entweder  uaer.  ^fP  oder  der  gerade  entgegengesetzten 
Uu'Uuuu  w.vkeu,  suid  also  tV.r  .ille  d:e  ^^  inkel  a,  ^.  y  dieselben ,  so  ve^ 
e-.ut-uheu  ^uh  die  IVdiv.iiiiv.c^'v.  .:t>  '.»lr:ch4:ew:c!i:e>  b^lentend.  Daesnam- 
'.u-h  »;leuli>:C:ltic  '■>■ .  ^*>  wv;  -v,  -iv.rr  <:::v:Lir  all-f  einzelnen  Glieder  mit  ein 
«;»,-•  vlevse'.Veu  KaV'.'v  •v."!:i-'..'.:r^".  •'.Tr  ■:■  wir  di-r  Summe  der  einzelnen 
i ;  *.  •  .\u'  •;  —.1  •.  .'.*  e M- !•  *.  c'  A*^ : ■ '  V  '* .  v.  '  *.  y "  ; ; :  r*:  r^  >.  k ^ üTr  n  wir  in  obigen  Gleichungen 
d:.    iVv",un  a.n  ^v -.vx V. .;:'■.. ■•-t    ViktsTMi  iTriui^ohrrib^n:   wir  erhalten 


V  V 


;r  ,rr  =  0: 


rri  <5    ^J:-      :     .  <i    -T?:  — -C5y-Xi>r  — 0; 


.V     -i  ■'.■n   ■     ■  -T    '■     .'  v^--  ■     >"> ■'^-  .- .-  -V.  Lr  >»rz=.«?n -ier  Produkte 

fc.'. '■     ::  ■■=':•::  K-.:'.^     '    "      Vs-:r-T       ^"     ':rvr  JLajrl^anVie  bedeuten. 

Vn  -.VT    :     :         ■      '•^"    "^'      >  "^  ■     ^-     :-  -::i  "n«:  ii-riHlb^;  Richtnngmit 

^' -T-    '_    :    :-'_r  "  ■    ^.  ■•'   i.>    ZI-  ^'- LI  »•!-:- itix  r^-htt  werfen 


X"  ■■ 


»  J  f 


-.-■«     % 


V  «-.--ja-iT    r.  y.  r  ürer  Angxifb- 

.    --.--j.    ■:  *^  *■     *      -     vum  ■*?  -»im?  Resi^tante 

,     ,.       „.     -■    -3   T_-  -  -  -.   ;^-*  \v    * -r-'-o.     "'"-»im.  e$  eine  Be- 

/.'.  ^-.    ■■.^'  --_-  :s  V     •       --.    v-r:      v-nn  yr.r  in  *h&m  Mittd- 

'  J L_,  , -^    ■-  j:-.  .; -.  :  ■--  ■:"-?-;rT-r^         V-ii*  iat?r:iise«n.  I^dieBesnl- 

-' '"^    ....    -5     —     .:-:  ü-   ..--.-:••   ! -- ^   '.:.  :'tink't«& -nia -Bat  ^rri  festaa 

Kirnrnn«*^     ■     '      -  ..   ..  -i  •    '"- 
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den  Axen  also  dieselben  Winkel  a^  ß^  y  bilden  muTs,  zur  Bestimmung  der- 
sdbeR  nnd  ihres  Angriffspunktes 

f   «OS « •  ZP  =  cos  a  •  U ;   cos  ^  •  ZP  =  cos  ß  -  E]  cos  y  •  2P  =  cos  y  •  U , 

somit  zunächst,  wie  wir  vorhin  schon  ableiteten, 

£P=R, 
Ferner  aber 

cos  y  •  2Py  —  cos  j3  •  UPz  =  cos  y  •  Ry^  —  cos  j3  •  EZi ; 

cos  a  '  HPe  —  cos  y  •  £Px  =  cos  a  •  Rz^  —  cos  y  •  Rx^ ; 

cos  ß  •  ZPx  —  cos  a  •  HPy  ==  cos  j3  •  Rx^  —  cos  a  •  Ry^ 

und  daraus 

ZPx^Rxi',    -2;Py  =  iJyi;  ZPz  =  Rz^, 
odei 

ZPx  ZPy  ZPz 

^1        ZP  '  ^1        2;p   '   ^        2;p 

Wir  erhalten  demnach  die  Lage  des  Mittelpunktes  durch  seine  Abstände 
;  *i»  Vi>  ^11  vo^  ^®^  Axen,  indem  wir  die  Summen  der  Produkte  der  einzelnen 
KiÄfte  in   die  Abstände  ihrer  Angriffspunkte  von  den  festen   Richtungen 
durch  die  Summe  der  Kräfte  dividieren. 

Das  System  reduciert  sich  auf  ein  Kräftepaar,  wenn  I!P=  0,  aber  eine 

te  Summen  £Px^  ^Py-,  ^P^  oder  alle  drei  von  Null  verschieden  sind. 

Es  genüge  an  diesen  Entwicklungen,  um  zu  zeigen,  wie  wir  aus  den 

:  aperimentell  abgeleiteten  Gesetzen  über  die  drehende  Bewegung  in  Ver- 

;  bindimg  mit   den  allgemeinen  Sätzen  über  die  Wirkung  von  Kräften  auf 

aathematischem  Wege  zu  weiteren  Gesetzen  gelangen  können;  ein  weiteres 

Verfolgen  dieses  Weges  würde  uns  zu  weit  in  die   analytische  Mechanik 

Ülhren. 

§  18. 

fiohwerpnnkt.  Wenden  wir  uns  jetzt  dazu,  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes eines  beliebigen  festen  Körpers,  auf  den  nur  die  Schwere  wirkt, 
ahnileiten.  Alle  Körper,  welche  der  Schwere  unterworfen  sind,  unterliegen 
dw  Wirkung  paralleler  vertikal  abwärts  gerichteter  Kräfte,  da  die  Schwere 
anfalle  Teile  des  Körpers  gleichmäfsig  wirkt.  Die  Schwere  wirkt  über- 
dies an  einem  Orte  in  der  gleichen  Richtung,  nur  an  sehr  weit  von  einander 
aitfemten  Orten  sind  die  Richtungen  der  Schwerkraft  merklich  verschieden. 
FOr  die  der  Schwere  unterworfenen  Körper  gibt  es  demnach  einen  Mittel- 
ponkt  der  parallelen  Kräfte,  an  dem  wir  uns  alle  Kräfte  vereinigt  denken 
kämen,  und  in  Bezug  auf  welchen  die  Summe  der  Drehungsmomente  gleich 
Null  ist.  Man  nennt  diesen  Punkt,  in  welchem  man  sich  demnach  das  ganze 
Gewicht  des  Körpers  vereinigt  denken  kann,  den  Schwerpunkt  des  Körpers. 
Ist  deshalb  der  Schwerpunkt  unterstützt,  oder  greift  an  ihn  eine  vertikal 
Baeh  oben  gerichtete  dem  Gewichte  des  Körpers  gleiche  Kraft  an,  so  kann 
der  Kfarper  gar  keine,  weder  eine  fortschreitende  noch  eine  drehende  Bo- 
wegimg  annehmen,  derselbe  ist  im  Gleichgewicht. 
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Der  Schwerpunkt  ist  in  einem  gegebenen  Körper  ein  ganz  fester  PübU; 
der  seine  Lage  nicht  ändert,  wenn  wir  auch  den  Körper  drehen.  Den 
eine  solche  Drehung  hat  denselben  Erfolg,  als  wäre  bei  ungeänderter  Körper- 
lage die  Richtung  sämtlicher  Kräfte  um  einen  gleichen  Winkel  gednkt 
Wie  aber  in  §  16  nachgewiesen  ist,  ändert  eine  solche  Drehung  den  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte  nicht. 

Den  Schweri)unkt  von  Linien,  Flächen  und  geometrisch  bestinunbmi 
K<")rp(uni  kann  man  mit  Hülfe  der  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  ab- 
geleiteten »Sätze  und  der  vorhin  geraachten  Bemerkung,   dafs   ein  an  dei 
Schwerpunkt  vertikal  nach  oben  angebrachter  Zug,  der  gleich  dem  Gewichte ' 
des  Köq)ers  ist,  den  Körper  im  Gleichgewichte  halte,  berechnen. 

Wir  können  nämlich  jeden  schweren  Körper  als  ein  System  yon  Punktes 
betrachten,  auf  welche  alle  vertikal  abwäi-ts  gerichtete  Kräfte  wirken,  in- 
dem   wir   den   ganzen   Körper   als   aus  einzelnen  schweren  Elementen  n- 
sammengesetzt  ansehen.    Die  Summe  der  Gewichte  dieser  Elemente  ist  das 
Gewicht  des  Körj)ers.     Denken  wir  uns  nun  durch  den  Körper  ein  ixÄ- 
axiges   rechtwinkliges    Koordinatensystem    gelegt   und    für   alle    einzeha 
schweren  Pimkte  die  Abstände  x^y^  z  gegeben,  so  sind  es  einfach  die»« 
Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten   Gleichungen,   die  uns  die* 
Lage  des  Schwerjnmktes  geben.     Nennen  wir  die  Gewichte  der  einxeheii 
Körporelemente  p ,   das  Gew^icht  des  ganzen  Körpers  P,   so  sind  die  Ab-  ] 
stände  des  Schwerpunktes  von  den  drei  Axen 

2p  X  Zpy  £pz 

•*^i  —       p      1    In  —        ü      7     *i  P       •  1 

a 

Um  demnach  die  Lage  des  Schwei-punktes  eines  solchen  Körpers  n« 
erhalten,  haben  wir  diis  Gewicht  jedes  Punktes  mit  seinem  Abstände  Yfli| 
jeder  der  drei  Axen  zu  iimltiplicieren,  ftlr  jede  Axe  die  Summe  dieser  Pio-j 
dukte  zu  bilden  und  jede  dieser  Sunmien  dui*ch  das  Gewicht  des  ganfli! 
Körpers  zu  dividieren.  Diese  drei  Quotienten  bestimmen  die  Lage  dei 
Schwerpunktes,  indem  sie  uns  die  Abstände  desselben  von  den  drei  festei; 
Richtungen  geben. 

In  welcher  Woiscj  die  Rechnungen  in  speciellen  Fällen  dnrchzufllhiei 
sind,  können  wir  hier  niclit  besprechen,  wir  verweisen  deshalb  aof  die 
Lehrbücher  der  Mechanik. 

Man  kann  indes  leicht  den  Schwerpunkt  der  Kr>rper,  auch  solcher,  die 
geometrisch  nicht  bestimmbar  sind,  experimentell  bestimmen,  indem  mtt 
den  Satz  von  den  stÄtischen  Momenten  anwendet. 

Ist  nämlich  der  Schweri)unkt  unterstützt,  so  ist  der  Körper  in  Rubfl| 
ist  er  es  nicht,  so  nimmt  der  Köq)er,  wenn  seine  fortschreitende  Bewegoig 
gehemmt  ist,  eine  drehende  Bewegung  an,  bis  sein  Schwerpunkt  sich  senk- 
recht unter  dem  Untorstützungspimkte  befindet.  Denn  wir  sahen  vorUii 
dafö  eine  R(uhe  von  Kräften  nur  dann  keine  drehende  Bewegung  hervorrofty 
wenn  die  Summe  ihrer  statischen  Momente  gleich  Null  ist.  Da  wir  uns  m* 
in  deiQ  Schwerpunkte  das  ganze  Gewicht  des  Köq}ers  vereinigt  denken 
können,  so  folgt,  dafs  nur  dann  das  statische  Moment  des  Körpers  glei^ 
Null  ist,  wenn  der  horizontale  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Drehung^ 
axe  oder  dem  Untorsttitzungspunkto  gleich  Null  ist ,  d.  h.  wenn  beide  i* 
einer  vertikalen  g(?raden  Linie  liegen. 
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Befestigen  wir  einen  Körper,  dessen  Schwerpunkt  wir  suchen,  an  einem 
Faden  nnd  lassen  ihn  frei  herahhängen,  so  ist  er  darnach  nur  in  einer  Lage 
im  Gleichgewicht,  und  wir  können  sicher  sein,  dafs  der  Schwerpunkt  des 
Körpers  dann  auf  der  Verlängerung  des  Fadens  liegt.  Befestigen  wir  dar- 
auf den  Körper  mit  einem  andern  Punkte  am  Faden,  so  wird  der  Schwer- 
punkt in  der  Gleichgewichtslage  auch  dann  auf  der  Verlängerung  des  Fadens 
liegen.  Diese  beiden  so  bestimmten  Kichtungen  schneiden  sich  immer  in 
einem  Punkte,  und  dieser  Punkt  ist  der  Schwerpunkt  des  Körpers.  Man  über- 
leogt  sich  davon  leicht,  indem  dieser  Punkt  stets  in  der  Verlängerung  des 
Fadens  liegt,  wenn  der  Körper  im  Gleichgewichte  ist,  an  welchem  Punkte 
des  Körpers  wir  denselben  auch  befestigen. 

Auf  diese  Weise  kann  man  leicht  finden,  dafs  in  einer  homogenen 
Kngel  der  Schwerpunkt  mit  dem  Mittelpunkt  zusammenfällt,  dafs  er  bei 
einem  geraden  Cylinder  oder  senkrechten  Prisma  auf  der  Axe  in  deren 
halber  Höhe  liegt,  dafs  er  bei  einem  Dreiecke  mit  dem  Punkte  zusammen- 
ftllt,  in  dem  sich  die  drei  von  den  Winkelspitzen  zu  den  Halbienmgspunkten 
der  gegenüberliegenden  Seiten  gezogenen  Linien  schneiden,  dafs  er  in  der 
dreiseitigen  Pyramide  in  y^  der  Höhe  derselben  liegt  u.  s.  f. 

Der  Schwerpunkt  eines  Körpers  kann  auf  drei  verschiedene  Weiäen 
aiit  dem  Untersttitzungspunkte  oder  der  Drehungsaxe  in  einer  Vertikalebene 
liegen;  diesen  entsprechen  drei  Arten  von  Gleichgewicht  des  Körpers: 

1)  Der  Schwerpunkt  liegt  in  der  Drehungsaxe.  Wir  mögen  dem 
Körper  dann  eine  Lage  geben,  welche  wir  wollen,  der  Schwerpunkt  ist 
immer  mit  der  Drehungsaxe  in  derselben  Vertikalebone,  er  ist  daher  in 
jeder  Lage  im  Gleichgewicht.  Man  nennt  diesen  Gleichgewichtszustand  den 
des  indifferenten  Gleichgewichtes. 

2)  Der  Schwerpunkt  liegt  senkrecht  unter  der  Drehungsaxe.  Dreht 
man  dann  den  Körper  um  seine  Axe,  so  kehrt  er,  da  das  in  seinem  Schwer- 
punkt vereinigte  Gewicht  ihn  nach  unten  treibt,  in  seine  frühere  Lage  zu- 
rttck,  um  nach  einigen  Schwankungen  darin  zu  verharren.  Man  nennt 
diesen  Gleichgewichtszustand  den  des  stabilen  Gleichgewichtes. 

3)  Der  Schwerpunkt  liegt  senkrecht  über  der  Drehungsaxe.  Der 
Körper  befindet  sich  dann  im  labilen  Gleichgewicht.  Ist  er  aus  seiner 
Lage  gebracht,  so  mufs  eine  Drehung  eintreten,  da  das  Drehungsmoment 
des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  nicht  mehr  gleich  Null  ist.  Die 
Schwere  erteilt  dem  Körper  dann  aber  eine  Drehung,  welche  den  Schwer- 
punkt noch  weiter  aus  seiner  frühem  Lage  entfernt,  sie  dreht  ihn,  wenn 
kein  änfseres  Hindernis  die  Bewegung  hemmt,  bis  der  Köri)er  sich  im  Zu- 
stande des  stabilen  Gleichgewichts  befindet. 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  ein  Köri)er  nur  dann  feststeht,  d.  h.  jeder 
VerSnderung  seiner  Lage  einen  grofsen  Widerstand  entgegensetzt  und  nach 
kleinen  Änderungen  wieder  in  seine  frühere  Lage  zurückkehrt,  wenn  eine 
Aikdenmg  eine  Erhebung  des  Schwerpunktes  bewirkt.  Aufgestellte  Körper, 
lei  denen  der  Schwerpunkt  stets  über  der  Stütze  liegt,  stehen  daher  nur 
«öf  einer  Ebene  fest  und  zwar  um  so  fester,  je  breiter  die  Ebene  ist,  auf 
^  &6  stehen. 

i       Haben  wir  z.  B.  einen  Körper  ABCJ)^  dessen  Schwerpunkt  in  M 

\  hgt,  80  kSnnen    wir    denselben  nur  dadurch   umwerfen,    dafs   wir    ihn 

Uft  die  Kante  B   oder   A    als  Drehungsaxe    drehen.      Dabei   mxiL!^^    ^^t 


L.. .. 


96 


Trägheitsmomente. 


Schwerpunkt  den  Kreishogen  MN  beschreiben  mit  dem  Radius  MB^  i 
MB  gröfser  ist  als  MO^  so  mufs  der  Schwerpunkt  des  Körpers  g« 
werden.     Es  läfst  sich   auch   leicht  berechnen,  welche  Kraft  au^ 

werden  mufs,   um  den  K5rp 
^^'  **■  B  oder  Ä  zu  drehen  und  son 

^  zuwerfen.  Das  Drehungsmom« 

Körpers  in  Bezug  auf  eine  di 
gehende  Drehungsaxe  ist  nac 
W  Vorigen 

MOB, 


wenn  wir  mit  M  das  Gewic 
Körpers  bezeichnen,  das  \ 
Schwerpunkt  vereinigt  denke 
nen.  Dieses  Moment  streb 
Körper  eine  Drehung  in  den: 
zu  erteilen,  dafs  M  sich  nach  unten  bewegt,  eine  Drehung,  welche  dui 
Widerstand  des  Bodens,  auf  welchem  der  Körper  steht,  verhindert  \ 
Um  dem  Körper  eine  entgegengesetzte  Drehung  um  B  za  e 
müssen  wir  also  auf  den  Körper  einen  Druck  wirken  lassen,  wel( 
entgegengesetzter  Richtung  dasselbe  Moment  hat. 

Je  gröfser  also  üf  •  OB  ist,  um  so  gröfser  ist  die  Stabilität  d( 
pers.  Man  nimmt  daher  auch  dieses  Moment  als  Mafs  der  Stabili 
Körpers,  so  dafs  diese  Stabilität  durch  das  Produkt  aus  dem  Grewicl 
Köri)ers  und  dem  senkrechten  Abstand  einer  durch  den  Schwe 
gehenden  Vei-tikalebene  von  der  Umdrehungskante  bestimmt  wird. 


§  19. 

Von  den  Trägheitsmomenten.  Wir  haben  bisher  bei  der  dre 
Bewegung  nur  die  Kräfte  betrachtet,  welche  die  Bewegung  hervorb 
und  untersucht,  wie  die  Kräfte  an  verschiedenen  Punkten  sich  e 
können,  um  die  gleiche  drehende  Bewegung  zu  erzeugen,  indem  \ 
stimmten,  welche  Kräfte  in  verschiedenen  Abständen  von  der  Drehe 
angebracht  werden  müssen,  um  sich  gegenseitig  das  Gleichgewicht  zu 
Dadurch  ist  die  Abhängigkeit  der  drehenden  Bewegung  von  den  1 
vollständig  gegeben,  wir  können  sie  in  dem  Satze  zusammenfasse! 
Kräfte  gleiche  drehende  Bewegungen,  also  gleiche  Winkelgeschwindij 
hervorbringen,  wenn  ihre  statischen  Momente  denselben  Wert  haben 

In  Bezug  auf  die  drehende  Be\ 
haben  wir  nun  noch  die  Frage  zu 
Worten,  in  welcher  Weise  dieselbe  al 
ist  von  der  Masse  des  durch  ge 
Kräfte  in  Bewegung  zu  setzenden  S; 
Denken  wir  uns  deshalb  zunächst 
einen  gewichtlosen  Hebel  OB  (Fig. 
dessen  Ende  bei  B  eine  Kraft  p  ai 
von  der  wir  der  Einfachheit  wegen ' 
setzen  wollen,  dafs  sie  in  jeder  Lage  des  Hebels  konstant  und  sei 
zum  Hebelarm  sei.    Im  Punkte  B  befinde  sich  eine  Masse  m^  welche 


Fig.  29. 
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die  Kraft  p  in  Bewegung  gesetzt  wird.  Der  Weg  BT  ^=^  s^  den  die  Masse 
ii  irgend  einer  Zeit  zurücklegt,  ist  dann,  da  wir  die  Kraft  als  immer  von 
gkiefaer  Gröfse  vorausgesetzt  haben, 

BT=s^^  ^  i\ 

Nennen  wir  die  L&nge  des  Hebels  l  und  den  Bogen,  dem  der  Weg  s 
entspricht,  9,  so  können  wir  auch  schreiben 

.  =  i<,  =  i|-^;    9>  =  ii?r''- 

Nim  werde  die  Masse  m  bei  B  fortgenommen,  und  es  soll  dann  bei  C  im 
Abstände  r  von  0  eine  Masse  m  angebracht  werden,  so  dafs  auch  jetzt  in 
derselben  Zeit  t  durch  die  Wirkung  der  bei  B  angreifenden  Kraft  p  von 
dem  System  derselbe  Bogen  q>  beschrieben  wird. 

Um  die  Gröfse  dieser  Masse  zu  bestimmen,  haben  wir  zunächst  uns 
daran  zu  erinnern,  dafs  die  bei  B  wirkende  Kraft  p  in  dem  Punkte  C  einen 
Druck  p  ausübt,  der  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

pl=p  r 

l 
P  =  P    -  ' 

Der  Weg,  den  die  Masse  m  in  der  Zeit  t  durch  die  Wirkung  dieser  Kraft 

zorfieklegt,  ist 

i 
P  — 

^     m 

Dieser  Weg  soll  nun  demselben  Bogen  ^i  entsprechen,  es  ist  also  s  =  rcp 
und 

Ans  den  beiden  Gleichungen  für  q>  ergibt  sich 

^  Im  ^  r*m 

oder 

m  .  ^  (=  tn'  •  r*. 

Die  in  dem  Punkte  C  anzubringende  Masse  m  bekommt  also  durch 
^e  in  5  angreifende  Kraft  p  dieselbe  Winkelbewegung  wie  die  in  B  an- 
gebrachte Masse  w,  wenn  das  Produkt  aus  der  Masse  m'  und  dem  Quadrate 
,  ihres  Abstandes  von  der  Drehungsaxe  gleich  ist  der  Masse  m,  multipliziert 
Bttt  dem  Quadrate  ihres  Abstandes  5  oder  zwei  Massen  erhalten  durch  eine 
^  dieselbe  an  demselben  Punkte  angreifende  Kraft  dieselbe  drehende  Be- 
''«gung,  wenn  sie  ihrer  Gröfse  nach  umgekehrt  sich  verhalten  wie  die 
Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Drehungsaxe. 

Da?  Produkt  mr^  einer  Masse  m  in  das  Quadrat  ihres  Abstandes  r 
TQQ  der  Drehungsaxe  bezeichnet  man  als  das  Trägheitsmoment  der  Masse; 
^  dieser  Bezeichnung  können  wir  somit  den  eben  abgeleiteten  Satz  auch 
W  80  aassprechen,  dafs  durch  eine  gegebene  Kraft  verschiedene  Massen 
M»  drehende  Bewegung  erhalten,  wenn  sie  gleiche  Trägheitsmomente 

VtaUW,  Vb/iilr.  I.    4.  Aaü.  7 
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Das  Trägheitsmoment  einer  gegebenen  Masse  bedeutet  glei< 
jene  Masse,  welche  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehnngsaxe  ang 
werden  mufs,  um  die*  im  Abstände  r  befindliche  Masse  m  zu  ersetzen, 
die  Winkelgeschwindigkeit  dieselbe  ist. 

Dieser  Satz  von  den  Trägheitsmomenten  setzt  uns  in  den  Sta 
drehende  Bewegung  eines  Systems,  in  welchem  Massen  in  versch 
Punkten  vorhanden  sind  und  von  verschiedenen  Kräften  angegriffen 
oder  auch  diejenige  eines  ausgedehnten  Körpers  wenigstens  dann  voll 
zu  bestimmen,  wenn  wir  die  Verteilung  der  Massen  und  Kräfte 
Indem   wir  nämlich   die   Trägheitsmomente    der  vorhandenen  Mas; 
stimmen,  erhalten  wir  jene  Masse,  welche  in  der  Abstandseinheit ' 
Drehungsaxe  die  sämtlichen  vorhandenen  Massen  so  ersetzt,  dafs  die  d 
Bewegung,  welche  diese  in   der  Abstandseinheit  vorhandene  Mass< 
die  wirksamen  Kräfte  erhält,  genau  jener  gleich  ist,  welche  die  ve 
Massen  erhalten.    Durch  Bestimmung  der  statischen  Momente  erhal 
dann  die  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehungsaxe  angreifende 
welche  die  sämtlichen  an  verschiedenen  Punkten  angreifenden  Kri 
setzt.    Da  diese  Kraft  in  demselben  Punkte  angreift,  in  welchem  di 
das  Trägheitsmoment  bestimmte  Masse  sich  befindet,  so  erhalten 
Beschleunigung  dieser  Masse,  indem  wir  den  Quotienten  aus  der  Ki 
der  Masse  bilden,  und  aus  der  Beschleunigung  die  Greschwindigkeit  i 
in  einer  gegebenen  Zeit  zurückgelegten  Weg  ganz  nach   den  im 
Kapitel  abgeleiteten  Sätzen. 

Bei  einem  ausgedehnten  um  eine  Axe  drehbaren  Körper  hal 
um  das  Trägheitsmoment  desselben  zu  bilden,  uns  den  Körper  in  ( 
Punkte  zerlegt  zu  denken;  die  Summe  der  Trägheitsmomente  aller  ei 
Punkte  ist  dann  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers.  Hat  der 
eine  geometrisch  bestimmte  Gestalt,  und  ist  die  Masse  in  ihm  gleic 
vei-teilt,  so  dafs  also  innerhalb  des  Köi-pers  gleiche  Volumina  überall 
Masse  enthalten,  so  läfst  sich  das  Trägheitsmoment  berechnen  um 
die  drehende  Bewegung  des  Körpers  vollständig  bestimmen. 

Um  diese  Eechnung  zu  übersehen,  wollen  wir  als  Beispiel  die  d 

Bewegung  einer  Kreisscheibe  um  eine  durch  ihre  Axe  gehende  Dreh 

untersuchen.    Die  Kreisscheibe  K  (Fig.  30)  habe  den  Durchmesser 

Dicke  &,  imd  an  ihrem  Umfange  greife  eii 

Fig.  30.  staute  Kraft  p  an ;  etwa  so,  dafs  wir  die  Dr 

axe   der   Scheibe  vertikal    gestellt,    dann 

Scheibe   zwei   Schnüre   gelegt  denken,   wel 

einem    Punkte    des    ümfangs  befestigt    un 

zwei  Rollen  geführt  sind.    An  den  über  die 

herabhängenden  Enden  der  Schnüre  seien  a 

das  Gewicht  ™  befestigt.     Sei  femer  das  i 

von  einem  Kubikcentimeter  der  Scheibe  g 
somit   die    in  einem  Kubikcentimeter  vor! 

Masse  gleich  »^* 

Um  das  Trägheitsmoment  der  Scheibe  zu  erhalten,  denken  ^ 
aus  derselben  einen  Ring  ausgeschnitten,  dessen  innerer  Badins  g 
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lud  dessen  änfserer  den  um  das  Differential  dr  gröfsem  Wert  r  +  dr  hat. 
Da  dr  einen  verschwindend  kleinen  Wert  hat,  ist  der  äufsere  umfang  des 
^es  nur  unendlich  wenig  von  dem  innem  verschieden,  wir  können 
leshalb  ohne  einen  merklichen  Fehler  das  Volumen  'dieses  Ringes  gleich 

hrdrh  setzen.    Die  Masse  desselben  wird  dann  27crdrh~*  Ebendeshalb, 

?eil  wir  den  Bing  als  unendlich  dünn  vorausgesetzt  haben,  können  wir  den 
ü)stand  aller  seiner  Punkte  von  der  mit  der  Axe  des  Ringes  zusammen- 
'allenden  Drehungsaxe  als  gleich  und  zwar  als  gleich  r  ansehen.  Dann  wird 
las  Trägheitsmoment  dieses  Ringes  gleich 

r*  .  27crdrh  ^  =  27th  ^  •  t^dr. 
9  9 

Tm  bekommen  somit  das  Trägheitsmoment  dieses  Ringes  in  Form  eines 
Hfferentialausdrucks.  Das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Scheibe  erhalten 
rir  dann,  indem  wir  die  Trägheitsmomente  aller  der  unendlich  vielen,  un- 
ndlich  dünnen  Ringe  summieren,  aus  welchen  wir  die  Scheibe  zusammen- 
esetzt  denken  können.  Die  Trägheitsmomente  aller  dieser  Ringe  erhalten 
ir,  wenn  wir  in  obigem  Ausdrucke  für  r  nach  und  nach  alle,  jedesmal  um 
r  zunehmende  Werte  von  0  bis  a  einsetzen.  Das  Trägheitsmoment  der 
anzen  Scheibe  ist  somit  das  von  0  bis  a  genommene  bestimmte  Integral 


l^'V^dr, 
9 


Dem  Begriffe  des  Integrals  als  Summe  entsprechend  können  wir  den 
Mistanten  Faktor  vor  das  Sunmienzeichen  setzen  und  erhalten 


a 

K^  2nh^jrhlr. 


Nach  E  1  ist  der  Ausdnick  unter  dem  Integralzeichen  das  Differential 
oa  ^r*,  somit  nach  E  VIII 

K  =  2ith  ^  (ia*  -  0)  =  ^nh  ^- .  a\ 
Nun  ist  na^h  das  Volumen  unserer  Kreisscheibe,  somit 

9 
ie  Masse  der  Kreisscheibe;  wir  können  somit  das  Trägheitsmoment  der- 
)Iben  schreiben 

ler  das  Trägheitsmoment  einer  Kreisscheibe,  oder  allgemein  eines  massiven 
reiscjlinders,  da  die  Kreisscheibe  ja  nur  ein  Cylinder  von  geringer  Höhe 
,  in  Bezug  auf  die  Axe  des  Cylinders  ist  glf^ich  der  halben  Masse  des 
linders  multipliziert  mit  dem  Quadrate  des  Radius.  Damit  erhalten  wir 
Beschleunigung  bei  der  drehenden  Bewegung 


G=     ^^    =2    ^- 


'Bll})5^^ 
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«in  Ausilruck,  d<'r  glriclizritiLT,  wj'iin  wir  G  als  lU*aclitfil  von  2;r  angebon. 
uns  die  VV^inkelbeschleunigunt/  gibt,  da  die  Beschleunigung  sich  auf  einen 
Punkt  bezieht,  der  sich  im  Abstände  eins  von  der  Drehungsaxe  beündet 

Das  Trägheitsmoment  einer  Kugel  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Axe  können  wir  leicht  aus  dem  soeben  abgeleiteten  Trägheits- 
moment der  Scheibe  erhalten.  Sei ,  um  die  Berechnung  durchzuführen,  der 
Kreis  K  ein  Durchschnitt  durch  die  Kugel,  derea 
Radius  gleich  a  sei,  und  ÄÄ  sei  die  Drehungsaxe. 
Sei  auch  jetzt  wieder  q  das  Gewicht  der  Volum- 
einheit  der  Kugel.  Sei  BB  eine  Scheibe,  weldie 
durch  zwei  unendlich  nahe  zur  Drehungsaxe  senk- 
recht« Schnitte  begrenzt  sei,  deren  erster  im  Ab- 
stände a?,  deren  zweiter  im  Abstände  jc  +  d«  ¥010 
Mittelpunkte  C  der  Kugel  sich  befinde.  Diese  Scheibe 
kömien  wir  als  einen  Cylinder  ansehen,  dessen  Höhe 
gleich  dx  und  dessen  Radius  r  gegeben  ist  durch 
die  Gleichung 

Da  die  Drehungsaxe  der  Kugel  durch  die  Axe  dieser  Scheibe  geht,  M> 
ist  das  Trägheitsmoment  derselben,  wie  eben  abgeleitet  wurde, 


in  —  r^  (Ix  =  in 


(a*  —  X*)  ^da? .  . . .  (1). 


Das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Kugel  ist  die  Summe  der  Triigheitfl- 
momente  aller  Scheiben,  in  welche  wir  auf  diese  Weise  die  Kugel  zerlegeB- 
können.   Wir  erhalten  alle  diese  einzelnen  Trägheitsmomente,  indem  wir  ib. 
dorn  soeben  entwickelten  Ausdruck  nach  und  nach  für  x  alle  die  AbstSnite 
einsetzen,  welche  in  der  Kugel  vorkommen.    Die  obere  Hälfte  der  Engd 
bekommen  wir,  indem  wir  für  x  nach  und  nach  alle  Werte  einsetzen,  von 
0  bis  rf,   die   untere,   deren  Scheiben   an  der  entgegengesetzten  Seite  dal 
Mittelpunktes  sich  befinden,  wenn  wir  für  x  alle  Werte  zwischen  0  und  —  a 
einsetzen;  denn  um  die  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt,  von  dem  ans  wir  dia 
Abstände  x  rechnen,  entgegengesetzte  Lage  der  Scheiben  zu  beachten,  mdaaeB 
wir  den   nach   unten    gerechneten  Abständen  x  das  negative    Vorzeichfla 
geben.     Wir  erhalten  somit  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Kng^I,  in- 
dem wir  von  —  a  angefangen  nach  und  nach  für  x  alle  Werte  von  —  a 
bis  -f-  a  setzen  und  alle  die  so  sich  ergebenden  Werte  des  Ausdruckes,  (l) 
sunmiieren,  oder 

—  (i  — a 

Um  dieses  bestimmte  Integral  nehmen  zu  können,  fUhren  wir  die  unter 
dpm  Integralzeichen  angedeutete  Quadrierung  aus;  das  Integral  zerlegt  sich 
dann  in  drei,  da  sich  aus  dem  Begriffe  des  Integrals  als  Summe  ergibt,  dafs  das 
Integral  einer  Summe  gleich  ist  der  Summe  der  Integrale  der  einzelnen  (Griieder 

Je«*  -  x*ydx  ==Ja',1x  —J^a'x^dx  -{-J'a*dx. 


i 
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Nach  E  1  ist  der  Ausdruck  unter  dem  ersten  Integralzeichen  das 
Merential  von  o*a;,  unter  dem  zweiten  von  f  a*ic^,  unter  dem  dritten  von  \afi. 
Damit  wird  nach  E  VIII 

(a«  -  a^)'dx  =  (a^  +  a')  ~  i(a^  +  a')  +  i(a^  +  a^)  =  H a^ 

— a 

8on>it  JT  =  i  «  J- .  f  I  a»  =  i  (4«a»  |) a\ 

Der  in  der   Klammer  eingeschlossene  Teil  des  Ausdruckes  ist  die  Masse 
der  Kugel;  bezeichnen  wir  dieselbe  mit  M^  so  wird 

Die  beiden  Beispiele  mögen  genügen,  um  zu  zeigen,  wie  man  durch 
Bechnung  das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  Körpers  von  geometrisch 
bestimmter  Gestalt  erhalten  kann.  Für  alle  Formen,  welche  uns  för  das 
TrSgheitemoment  eines  Elementes  einen  Differentialausdruck  liefern,  dessen 
Integral  man  auswerten  kann,  läfst  sich  das  Trägheitsmoment  berechnen. 

Aufser  durch  Bechnung  läfst  sich  das  Trägheitsmoment  einer  Masse 
auch  experimentell  bestimmen.  Dafür  geeignete  Methoden  werden  wir  §  31 
keimen  lernen. 

§  20. 

Allgemeiner  Satz  über  die  Trägheitsmomente.  Das  Trägheits- 
moment einer  Masse  hat  nach  der  Definition  dieses  Begriffes  keineswegs 
einen  ftbr  die  gegebene  Masse  immer  gleichen  Wert,  sondern  dieser  Wert 
kingt  wesentlich  ab  von  der  Lage  der  Drehungsaxe,  um  welche  die  drehende 
Bewegung  stattfindet.  Auf  specielle  Fälle  der  Art  einzugehen,  würde  zu  weit 
Ähren;  wir  wollen  in  der  Beziehung  nur  einen  allgemeinen  Satfe  beweisen, 
der  uns  immer  gestattet,  das  Trägheitsmoment  einer  Masse  in  Bezug  auf 
«ne  beliebige  Axe  zu  bestimmen,  wenn  man  es  in  Bezug  auf  eine  der  be- 
liebigen Axe  parallele  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gelegte  Axe 
kennt  Ist  nämlich  M  die  Masse  eines  Körpers  und  3Ik^  das  Trägheits- 
moment desselben  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
^hende  Axe,  so  ist  in  Bezug  auf  eine  mit  der  letztern  parallele  und  im 
Ibstande  z  von  derselben  befindliche  Drehungsaxe  das  Trägheitsmoment 
•leich  MQc^  +  z^). 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  sei  der  senkrechte  Abstand  a  des  Punktes 
t  (Fig.  32)  von  der  durch  den  Schwerpunkt  o  des  Körpers  senkrecht  zur 
bene    der    Zeichnung    gehenden    Axe    durch 
rei  senkrechte  Koordinaten  x  und  y  gegeben,  *'*»  ^'^^ 

dafs 

a^  =  x'  +  y\  /^ 

Da8  Trägheitsmoment  des  im  Punkte  m  ^-^yif 

findlichen  Massenelementes  m  ist  dann  ^y^  X 

ma*  =  w  (a?2  +  y^) ,  ^^^Y    

id  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers     ** ^ 

die  Soxome  der  so  ftlr  alle  Massenelemente  gebildeten  Momente 

2;ma»  =  i:m{x^  +  y")  =  M  k\ 
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Liege  die  zweite  Axe  in  der  Richtung  der  senkrechten  AbstBndi 
von  der  ersten  Axe  um  z  entfernt,  sie  gehe  durch  o',  so  ist  das  TrSgfae 
moment  des  in  m  befindlichen  Massenelementes  in  Bezug  auf  diese  neue  < 

md'  =^  m{{x  —  zf  '\-  y^\  , 

und  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers,  die  Summe  der  Trft^c 
momente  aller  Massenelemente 

Zmd'^  =  Zm\{x'-  zf  +  f/\. 

Letztere  Summe  ist  aber  gleich 

Em  { (x  —zY  +  y^}  =  Umx^  +  Umz^  +  Zmy^  —  2z£mx 

oder  auch 

2:m{(x  —  zf  +  i/]  =  £m{x^  +  i/)  +  Zmz^  —  2zZmx. 

Das    erste   Glied    des   Ausdruckes  auf   der   rechten   Seite   ist  gl 
Mk^^  das  zweite,  da  i^  ein  ftir  alle  Glieder  der  Summe  konstanter  Fa! 
ist,  und  2m  =  M  gleich  der  Ma^se  des  Körpers  ist,  gleich  Jlf -jf*. 
haben  demnach  f(ir  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers  in  Bezug 
die  neue  Axe 

Mk^  +  JFz'  —  2zZmx  ==  M(k^  +  z^)  —  2zZmx. 

Das  Glied  —  2z£mx  ist  nun  aber  gleich  Null,  weil  die  Axe, 
der  die  Abstände  x  gerechnet  sind,  durch  den  Schwerpunkt  geht,  und 
nach  unserer  Definition  des  Schwerpunktes  als  des  Mittelpunktes  der  d 
die  Schwere  der  einzelnen  Körperelemente  gegebenen  parallelen  Kräfte 
Summe  der  Momente  in  Bezug  auf  denselben  Null  ist. 

Es  bleibt  somit  für  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug 
die  neue  Axe,  welche  mit  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  par 
und  um  z  von  ihr  entfernt  ist, 

Wir  werden  von  diesem  Satze  demnächst  Gebrauch  machen. 

Mit  Hülfe  der  Sätze  über  das  Trägheitsmoment  ist,  wie  schon  vo 
bemerkt  wurde,  die  Behandlung  der  drehenden  Bewegung  auf  jene  der  : 
schreitenden  zurückgeführt,  indem  wir  die  Masse  des  zu  bewegenden  Kör 
immer  in  dem  Angriffspunkt  der  resultierenden  Kraft  konzentriert  dei 
können.  Es  erübrigt  uns  jetzt  noch,  einige  Anwendungen  der  abgeleit 
Sätze  und  einige  die  drehende  Bewegung  begleitende  Erscheinungen  zu 
trachten. 

§  21. 

Die  Wage.  Wir  wenden  unsere  Sätze  zunächst  an,  um  die  Th< 
des  für  die  Physik  wichtigsten  Meisapparates,  der  Wage,  abzuleiten. 

Die  Wage  hat  die  Aufgabe,  das  Gewicht  der  Körper  zu  bestim 
das  heilst,  das  Gewicht  eines  gegebenen  Körpers  mit  demjenigen  uns 
kannter  Gewichtsstücke  zu  vergleichen.  Zu  dem  Zwecke  besteht  beka 
lieh  die  Wage  aus  einem  in  seiner  Mitte  unterstützten  Stabe,  der  an  M 
Enden  die  Wagschalen  trägt,  deren  eine  den  abzuwägenden  E(^iper,  d 
andere  die  Gewichte  aufnimmt.    Wir  schliefsen  dann,  dafs  das  GleiriflU 
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abzuwägenden  Körper  demjenigen  der  Gewichte  gleich  ist,  wenn  der  die 

Schalen  tragende  Stab,  der  Wagebalken,  horizontal  steht.    Die  horizontale 

Stellnng  erkennen  wir  an  einem  mit   dem  Wagebalken  fest  verbundenen 

Zeiger,  der  dann  auf  eine  bestimmte  Marke  zeigt.    Wir  verlangen  femer, 

d&fs  der  Wagebalken  in  einer  geneigten  Stellung  zur  Ruhe  kommt,  wenn 

.    laf  der  einen  Seite  ein  nicht  zu  grofses  Übergewicht  ist.    Die  Neigung  soll 

ftr  das  kleinste  Übergewicht  noch  deutlich  sichtbar  sein,  der  Wagebalken 

also  noch  einen  deutlich  erkennbaren  Winkel  mit  der  Horizontalen  bilden. 

Dieses  kleinste  Übergewicht  ist  je  nach  dem  Zwecke  der  Wagen  verschieden; 

Wagen  zu  wissenschaftlichen  Untersuchungen  sollen  schon  einen  deutlich 

sditbaren  Winkel  mit  der  Horizontalen,  einen  deutlichen  Ausschlag  geben, 

wenn  die  eine  Seite  um  Bruchteile  eines  Milligrammes  schwerer  ist. 

Aus  dieser  Aufgabe  der  Wage  läfst  sich  unmittelbar  ableiten,  wie  die- 
selbe eingerichtet  sein  mufs.  Wir  wollen  aus  der  Horizontalstellung  der 
Wage  auf  die  Gleichheit  der  abzuwägenden  Gewichte  schliefsen;  daraus 
folgt  zmiächst,  dafs  die  Wage  im  unbelasteten  Zustande  horizontal  stehen, 
di8  heifst,  dafs  dann  der  Schwerpunkt  mit  der  Drehungsaxe  in  derselben 
Yertikalen  liegen  mufs.  Dazu  ist  erforderlich,  dafs  die  beiden  Hälften  der 
Wage  an  jeder  Seite  der  Drehungsaxe  derselben,  durch  die  Schwere  genau 
dasselbe  Drebungsmoment  erhalten  müssen,  somit  dafs,  wenn  die  beiden 
Hüften  gleichartig  gearbeitet  sind,  was  wir  voraussetzen,  dieselben  gleiche 
Gewichte  haben  müssen. 

Es  ergibt  sich  daraus  zweitens,  dafs  die  beiden  Hälften  des  Wage- 
balkens, die  Abstände  der  Drehungsaxe  der  Wage  von  den  Aufhängepunkten 
kt  Wagschalen,  genau  gleiche  Längen  haben  müssen.  Denn  in  der  Voraus- 
Ktnmg,  dafs  die  erste  Bedingung  erfüllt  ist,  beweist  uns  die  horizontale 
Stellnng  der  belasteten  Wage  nur,  dafs  die  Drehungsmomente  der  beiden 
Seiten  gleich  sind.  Aus  der  Gleichheit  der  Drehungsmomente  folgt  aber 
dk  Gleichheit  def  wirkenden  Kräfte,  hier  also  der  in  den  Wagschalen 
liegenden  Gewichte,  nur  dann,  wenn  wir  wissen,  dafs  die  Hebelarme,  hier 
also  die  horizontalen  Abstände  der  Aufhängepunkte  der  Wagschalen  von 
<ier  Drehungsaxe  einander  gleich  sind.  In  wie  weit  diese  Bedingung  strenge 
[   ciftllt  werden  kann,  werden  wir  im  nächsten  Paragraphen  besprechen. 

Da  die  Wage,  wenn  auf  der  einen  Wagschale  ein  kleines  Übergewicht 
Hegt,  in  einer  geneigten  Lage  zur  Euhe  kommen  soll,  so  folgt  als  dritte 
notwendig  zu  erfüllende  Bedingung,  dafs  die  unbelastete  Wage  im  stabilen 
Gleichgewichte  sich  befinden,  dafs  also  der  Schwerpunkt  unter  der  Drehungs- 
axe liegen  mufs.  Würde  die  Wage  im  labilen  Gleichgewichte  sein,  so 
würde  sie  bei  der  geringsten  Bewegung  umschlagen.  Wäre  die  Wage  im 
indifferenten  Gleichgewicht,  so  würde  sie  unbelastet  in  jeder  Lage  im  Gleich- 
gewichte sein,  bei  dem  geringsten  Übergewichte  auf  der  einen  Seite  sich 
dagegen  um  90®  drehen,  soweit,  bis  der  Schwerpunkt  des  Übergewichtes 
unter  der  Drehungsaxe  in  derselben  Vertikalen  liegen  würde.  Denn  da 
ioT  Zustande  des  indifferenten  Gleichgewichtes  die  Summe  der  statischen 
Momente  der  einzelnen  Teile  der  Wage  in  Bezug  auf  die  ünterstützungsaxe 
selbst  Null  ist,  und  in  jeder  Lage  Null  bleibt,  kann  bei  Hinzufügung  eines 
Cbeigewichtes  nur  dann  Gleichgewicht  sein,  wenn  das  Moment  des  Über- 
gewiehtes  für  sich  gleich  Null  ist;  das  ist  aber  nur  dann  der  Fall,  wenn 
mm  Schwerpunkt  mit  der  Drehungsaxe  in  derselben  Vertikalen  ist.    In 
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diesem  Falle  würde  somit  die  Wage  ebenfalls  unbrauchbar  sein.  Ist  die 
unbelastete  Wage  dagegen  im  stabilen  Gleichgewicht,  so  tritt  eine  yon  da 
Gröfse  des  Übergewichtes  abhängige  Drehung  der  Wage  ein.  Denn  dadurcli 
dafs  die  Wage  sich  nach  der  Seite  des  Übergevrichtes  neigt,  wird  der  Schwer 
punkt  nach  der  andern  Seite  gehoben,  somit  ein  die  Wage  zurückdrehendei 
Moment  erzeugt;  die  Gleichgewichtslage  ist  dann  jene,  in  welcher  dk 
nach  entgegengesetzter  Bichtung  drehenden  Momente  einander  gleich  sind 
Indem  wir  diese  Gleichgewichtsbedingung  formulieren,  erkennen  wi 
weiter,  von  welchen  Umständen  aufser  von  der  Gröfse  des  Übergewichte 
die  Gröfse  der  Drehimg  abhängig  ist,  welche  speciellere  Einrichtung  somi 

die  Wage  haben  mufs,  dami 
Fig.  33.  sie  für  ein  möglichst  kleme 

Übergewicht  einen  deutlich  ei 
kennbaren  Ausschlag  gibt  Bc 
dieser  Formulierung  mache 
.p  wir  die  allgemeinste  mit  de 

bereits  erkanntenBedingnnge 
.  19     verträgliche  Annahme,  die  sie 
im  allgemeinen  in  der  ]^raxi 
w  stets    realisiert    findet,   dal 

nämlich  der  Wa^balken  Ä  B 
(Fig.  33)  nicht  eine  gera^ 
Linie  bilde,  dafs  also  die  Vei 
bindungslinie  der  Aufh&ngi 
punkte  der  Wa^schalen  nid 
durch  die  Drehungsaxe  geh 
Wir  nehmen  aber  an,  dafs  in  der  Gleichgewichtslage  die  Verbindungslin 
ÄC  horizontal  sei,  dafs  also  AB  und  BC  dann  mit  der  horizontalen  M 
den  gleichen  Winkel  ß  bilden.  Die  Längen  AB  =  BC  seien  gleich 
Der  Schwerpunkt  des  Wagebalkens  liege  in  ^'  im  Abstände  t  unter  B. 

Sei  femer  p  das  Ge^vicht  des  Balkens  imd  sei  das  Gewicht  der  an  A  und 
angehängten  W^agschalen  inklusive  der  eingelegten  Grewichte  auf  der  ein« 
Seite  gleich  $,  auf  der  andern  Seite  Q  -{-  q.  Die  Wage  wird  sich  um  ein' 
Winkel  a  neigen  und  die  Lage  Ä BC'  annehmen.  Der  Schwerpunkt  d 
Wage  rückt  dann  nach  g.  Besteht  Gleichgewicht,  so  mufs  die  Summe  d 
Momente  der  wirkenden  Gewichte  ö,  1?,  ö  +  ?  gleich  Null  sein. 

Die  Hebelarme  der  Gewichte  sind  für  Q  die  Länge  A'P^  ftlr  das  ( 
wicht  p  der  Wage  gB  imd  für  die  Gewichte  §  +  ?»  welche  an  d< 
Punkte  C  angreifen,  C'Q^  es  mufs  sonach 

Q  .  Ä'P  +  p  •  gB  —  {Q  +  q)  CQ  =  0, 
oder 

Q-ÄP-\-p-gn  =  {Q  +  ,i)C'Q---l. 
Nun  sind 

AB  =  AB  .  cos  BÄP  =  AB  •  cos  ÄBM  =  i .  cos  («  —  /3), 

gB  =  g B  '  %mgBB  =  T  •  sin  a, 

CQ  =  CrB'  cos  QCB  =  CB  •  cos  C'BN=l  •  cos  (a  +  ß) 

und  daraus,  wenn  wir  diese  Ausdrücke  in  (l)  einsetzen, 
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Ql  cos  {a  — ß)  +pt  sin  a  =  (Q  +  g)l  cos  (a  +  ß) 
oder  aach 

Q l  (cos  a  '  cos  ß  -^  sin  a  '  sin  ß)  -^ pt  sin  a  = 
^=  {Q  "{-  q)l  (cos  a  •  cos  j3  —  sin  a  •  sin  ß). 

Fassen  wir  die  mit  cos  a  und  sin  a  multiplizierten  Glieder  zusammen, 
80  erhalten  wir 

cos  a  {Ql  cos  ß  —  (Q  '\-  q)  l  cos  ß]  = 
=  —  sin«  [Ql  Bin  ß  +  {Q  +  q)  l  s'm  ß  +  pl^] 
oder 

q l  cos  j3  •  cos  a  =  {  2 ^ Z  sin  ^  +  ql  s\n  ß  '\-  pt )  s\n  a. 

Dividieren  wir  durch  cos  a  und  lösen  die  Gleichung  nach  tang  et  auf 

ql  cos  j3 

^^^  "  ~  "2  eZ  sin  (3  -fT^ÜTm'^'+Tr' 
oder 

tang«  = ^^^ ^t-'"^' 

(2e  +  2)^tangp  +  -^ 

Der  Winkel  a  giht  die  Neigung  des  Wagebalkens,  wenn  in  die  Wag- 
sehale hei  C  das  Übergewicht  q  gebracht  ist,  er  milst  also  die  Empfindlich- 
keit der  Wage.  Da  a  immer  sehr  klein  ist,  können  wir  auch  tang  et  als 
M&fs  der  Empfindlichkeit  betrachten.  Man  sieht  in  obiger  Gleichung,  dafs 
wenn  der  Winkel  ß  von  Null  verschieden  ist,  der  Wert  a  abhängig  ist  von 
2§-)-  g,  das  heilst,  die  Empfindlichkeit  der  Wage  ist  nicht  konstant,  sie 
ändert  sich  bei  gleichem  Übergewichte  //  mit  der  gemeinsamen  Belastung 
der  Wage,  sie  ist  gröfser,  wenn  die  Wage  weniger  belastet  ist.  Dafs  das 
der  Fall  sein  mufs,  ergibt  die  direkt  an  Fig.  33  als  richtig  einzusehende 
tberlegung,  dafs  bei  der  hier  vorausgesetzten  Neigung  der  Wagebalken  die 
Drehung  der  Wage  zur  Folge  hat,  dafs  der  Hebelarm,  an  welchem  das 
,  tberge wicht  wirkt,  in  stärkerm  Verhältnisse  kleiner  wird,  als  der  Hebel- 
I  arm  an  der  andern  Seite  der  Wage. 

Lägen  die  Punkte  A  und  C  anstatt  unter  der  Horizontalen  über  der- 
selben, so  wäre  die  Eechnung  genau  so  durchzuführen,  'nur  müfste  man  in 
^Gleichungen  den  Winkel  ß  negativ  setzen,  wo  in  den  vorigen  Gleichungen 
ö  +  ^  steht,  müfsten  wir  a  —  ß  setzen  und  umgekehrt.  Die  Gleichung  (2) 
wird  HflTin 

ql 

tang  «  ==  — = 

Hier  wird  der  Nenner  unseres  Ausdrucks  mit  zunehmender  Belastung 
Meiner,  die  Empfindlichkeit  der  Wage  also  gröfser. 

Ist  der  Winkel  ß  gleich  Null,  so  ist  die  Empfindlichkeit  der  Wage 
instant,  unabhängig  von  der  Belastung.  Da  das  durchaus  wünschenswert 
^)  so  sucht  man  soviel  wie  möglich  die  drei  Punkte  -4,  jB,  C  in  eine 
gerade  Linie  za.  legen.  Nehmen  wir  an,  dafs  das  erreicht,  also  j3  =  0  sei, 
so  wird  die  Empfindlichkeit  der  Wage  gegeben  durch  die  Gleichung 
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Bei  gleichem  gegebenen  Übergewicht  wird  somit  der  Ausschlag  der 
Wag<*  um  so  gröfser 

1)  jo  kleiner  T,  also  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  dem  Unte^  , 
stiltzungspimkte  ist.  Man  erk<'nnt  da«  auch  an  der  Fig.  33  sofort  als  richtig, 
denn  jo  niihcr  g  an  Ji  liegt,  um  so  grofser  mufs  der  Winkel  a  werd«, 
damit  der  Hebelarm,  an  wolchom  das  Gewicht  des  Wagebalkens  angnifti 
einen  solchen  Wert  hat,  dafs  das  zurückdrehende  Moment  dem  Drehnngi*  \ 
moment  dos  Übergewichtes  gleich  wird. 

2)  Dor  Winkel  a  wird  um  so  gi'öiser,  je  gi-öfser  der  Quotient  — ,  aln 

aus  der  Lange  des  Wagebalkons  und  dem  Gewichte  desselben  wird,  je  ISoger 
also  bei  geg(»l)onem  Gewichte  p  die  Wagobalken  sind,  oder  je  leichter  bei 
gegebonor  Länge  das  Gewicht  des  Wagebalkens  ist.  Diese  Bedingungen 
sind  solbst vorständlich  innerhalb  gewisser  Grenzen  eingeschlossen,  da  bei  ■ 
zu  grolsor  Länge  oder  zu  kloinom  Gewichte  die  Wagebalken  sich  biegen, 
somit  die  Bedingung,  dafs  j3  =  0  ist,  nicht  mehr  erfUUt  sein  kann.    Von 

zwei  Wagon,  boi  denen  d«T  Quotient  denselben  Wert  hat,  ist  schon  des- 
halb diejenige  die  bosto,  doron  Wagobalken  die  kürzeren  sind,  da  bei  dieser 
nicht  HO  leicht  Vorbiogungon  eintreten.  Es  wird  sich  im  nächsten  Para- 
graphen herausstellen,  dals  sich  mit  einer  solchen  Wage  anch  schneller 
wägen  lälst. 

Die  Th(»orie  liefert  daher  ftlr  (»ine  gut**  Wage  folgende  Bedingongen, 
die  man  in  dtT  Praxis  möglichst  zu  erfüllen  sucht: 

1 )  Die  beiden  Wagebalkon  sollen  einander  gleich  sein. 

2)  Der  Quotient        soll  juöglichst  grofs  sein. 

3)  Dor  Aufhängepunkt  dos  Wagobalkons  und  diejenigen  derWagschalen 
sollen  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

4)  Dor  Schwerpunkt  dor  Wage  soll  unter   der  Drehungsaxe  lieg«i, 
aber  d(»rsolben  möglichst  nahe. 

Um  diesen  ^aelfachen  Dedingangon  Genüge  zu  leisten,  wendet  mia 
als  Wagel)alken  einen  Messing-  oder  Stahlstreifen  von  ungef&hr  5""  Dieb  * 
und  üO*'"*  Länge  an.  Man  gibt  ihm  die  Form  (Fig.  34)  eines  Ittnglicben 
vorschobonon  Vierecks,  und,  um  ihn  leicht  zu  machen,  wird  er  vielftd 
durchl)n)<;ht»n,  so  dafs  nur  die  Seiten  dos  Vierecks  übrig  bleiben  neW 
einigen  das  Viereck  durchsetzenden  Stützen.  Man  eifttllt  dadurch  die  «w«to 
Bedingung,  man  erhält  einen  boi  geg<'boner  Länge  möglichst  leichten  Wage- 
balkon,  ohne  befürchten  zu  müssen,  dafs  er  sich  biegt. 

Auf  di(.*  Autliängung  dos  Balkons  sowohl  als  der  Schalen  ist  gcaU» 
Aufmerksamkeit  zu  verwenden.  Es  ist  notwendig,  Träger  herzustellen,  & 
in  einer  zur  Drehungsobene  des  Wagobalkons  senkrechten  Linie  anslauftiDi 
die  fähig  sind,  dorn  Drucke  zu  widerstehen,  welchen  die  angehängten  flö" 
wichte  ausüljon,  die  sich  während  der  Drehung  des  Wagebalkens  nicht  vc'" 
schieben,  und  die  hinlänglich  beweglich  sind,  um  nicht  durch  einen  metk" 
liehen  Keibungswidorstand  die  Bewegung  des  Wagebalkens  zu  hemmen.  M*** 
befestigt  zu  dem  Phido  in  dem  AVagebalken  ein  Prisma  von  gehftrtetei^ 
Stahl  F.  dessen  untere  möglichst  geradlinig  gearbeitete  Kante  auf 
gut  polierten  Platte  von  Stahl  oder  besser  noch  von  Achat  aufliegt 
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£s  ist  klar,  dafs  eine  solche  AufhiLnge Vorrichtung  den  gestellten  Be- 
ingangen  auf  das  wünschenswerteste  entspricht.  An  den  Enden  des  Wage- 
alkens  sind  ebenfalls  zwei  Prismen  angebracht,  deren  Kanten  nach  oben 
eiiehtet  sind,  um  auf  diese  die  unten  eben  abgeschliffenen  Stahlstücke  A 
sfninehmen,  an  denen  die  Wagschalen  aufgehängt  sind.  Die  Aufhängeaxen 
»  Wagebalkens  sowie  der  Wagschalen  sind  demnach  die  Kanten  dieser 
lei  Prismen.  Diese  drei  Kanten  müssen  nun  gemäfs  der  dritten  Regel 
üglichst  in  eine  gerade  Linie  gebracht  werden,  und  die  beiden  Abstände 
r  an  den  Enden  des  Wagebalkens  angebrachten  von  der  mittlem  nach  der 
tten-Begel  unter  sich  genau  gleich  gemacht  werden. 

Fig.  M. 


Crewöfanlich  werden  diese  Bedingungen  von  dem  Verfertiger  der  Wagen 
üUt,  das  ist  bei  unserer  Zeichnung  angenommen;  zuweilen  aber  wird  es 
eh  demjenigen  überlassen,  der  mit  der  Wage  arbeitet.  In  dem  Falle  sind 
lT  zwei  Prismen  unveränderlich  fest.  Das  dritte  kann  durch  Schrauben 
rtikal  verschoben  werden,  um  die  Kanten  der  drei  Prismen  in  eine  Linie 
i  bringen,  und  horizontal,  um  die  Abstände  der  beiden  äufsern  Prismen 
DU  dem  mittlem  unter  sich  gleich  zu  machen. 

Um  die  vierte  und  wichtigste  Bedingung  herzustellen,  ist  an  dem 
bemBande  des  Wagebalkens  gerade  über  dem  Auf  hängepunkt  eine  Schrauben- 
pindel  mit  sehr  schmalen  Gängen  eingesetzt,  auf  welcher  sich  zwei  Lauf- 
gewichte Uauf-  und  abschrauben  lassen.  Das  untere  ist  gröfser  und  schwerer, 
Us  obere  kleiner  und  leichter.  Eine  Bewegung  dieser  Gewichte  ändert  die 
^  des  Schwerpunktes;  werden  sie  hinaufgeschraubt,  so  steigt  der  Schwer- 
Mrt,  werden  sie  hinabgeschraubt,  so  sinkt  derselbe.  Die  grobem  Hebungen 
ittd  Senkungen  des  Schwerpunktes  werden  durch  eine  Bewegung  der  groisen, 
fi«  kleinem  durch  eine  Drehung  der  kleinem  Schraubenmutter  bewirkt, 
^ttch  diese  Vorrichtung  wird  also  der  Schwerpunkt  des  Wagebalkens  be- 
^lieh,  und  man  sieht,  wie  man  ihn  dadurch  der  Aufbängeaxe  so  nahe 
l*ingen  und  dadurch  die  Wage  so  empfindlich  machen  kann,  wie  man  will, 
fctt  hat  diese  Vorrichtung  noch  dahin  vervoUkomnmet,  dafs  man  mittels  der- 
idbeiL  dem  Schwerpunkt  auch  eine  seitliche  Bewegung  geben  kaxm.  Tai  ^^isl 
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Enda   Ut  auf  d<ir  einen  Schrauhenmufctor  ein  excentrischer  Knoyi 
bracht,    der   darcli   stnne    sintliclie  B^wegimg   bei  der  Dr» 
gewichtes  den  Schwerponkt  auch  seitlich  etwas  verschiebt,  i  i: 
Stand  setzt,  ihn  genau  vertikal  nnter  die  Auffaängeikxe  xu  briugta 
Augenblicke,  wo  die  drei  Prismenkanten  sich  in  der  Horirfintalen 

Wir  bedürfen  an  unserer  Wage  noch  eines  Zeignrs^  der  angib 
der  Wagebalken  horizontal  ist.    Zu  dem  Zwecke  ißt  in  der  ^1'  Ü 

genau  über  der  Auiljllntff'aie  eine  stählerne  Nadt'l  Q  (Fiir.  v; 


bis  unten  an  die  Säule  hinabreieht,  welche  die  Wage  trägt.    Die  S\M 
Nadel  schwingt  vor  einer  Elfenbeinplatte  G  (Fig*  35)  hin  und  her,j 
mit  einer  TeUtmg  versehen  ist.    Man  reguliert  die  unbelastete  Wa 
Drehung  der  SteUschraubeu  F  V'  so^  dafs  das  Ende  der  Nadel  geradel 
Mitte  der  Teilung,  dem  mit  0  bezeichneten  Teilstrich,  einsteht.    Von 
Punkte  gebt   man   aus,   eine  Neigung  des  Wagebalkens  wird   daxui   dii 
einen  Ausschlag  der  Nadel  angegeben;  und  da  letztere  sehr  lang. 
giW»  sie  fllr  die  geringste  Neigung  schon  einen  deutlichen  Ausschla 
Es  erübrigt  noch  die  Aufstellung  der  W^age  zu  beti-achten,  Diesel 
auf  einem  eisernen Dreifufs  L  MN  (Fig.  35 ),  welcher  mit  Stellschrauh 
versehen  ist.   Von  der  Mitte  des  Dreifhl&es  erhebt  sich  ©ine  Messingsttute^ 


^)   Der  Mechaniker   Bunge   in    Hamburg  verfertigt  jetzt  Wagen   mit  i 


kurzen  Wagebalken,  indem  er  durch  <lic  Form,  die  er  den  BalK 
leicht  machen  kann,  ohne  Verbieguni^  zu  befilrcht»;u ,  dufs  dif 
Etnpiindlichkeit  haben,  aU  Wagen  mit  lungern  Balken,  Die  \\ ; 
werden  sehr  genlhmt,  ich  habe  kein  Urteil  darüber,  weil  icli 
einer  solchen  gearbeitet  habe;  das  Priucip,  nach  dem  «ie  ge, 
jc^denfall8  ganx  richtig. 


it.t.  ,il 
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kd  deren  Spitze  die  Achatplatte  angebracht  ist,  auf  welcher  die  Schneide  des 
Stehlprisma  i^  ruht.  Teils  um  die  Stahlschneide  zu  schonen,  teils  um  die 
l^igebalkenyor  einer  Biegung  zu  bewahren  und  die  Wage  besser  transportieren 
SQ  können,  ist  an  der  Säule  DC  eine  Gabel  HU  angebracht,  deren  Arme 
den  Wagebalken  erreichen.  Sie  kann  mittels  einer  in  der  Säule  verborgenen 
Ziimstajige,  in  welche  ein  mittels  des  Knopfes  0  drehbares  Zahnrad  ein- 
greift, gehoben  und  gesenkt  werden.  Dreht  man  den  Knopf  nach  der  einen 
Seite,  so  hebt  man  die  Gabel;  dieselbe  nimmt  den  Wagebalken  zwischen  ihre 
Anne  bei  H  und  I  und  unterstützt  ihn,  indem  sie  ihn  ein  wenig  emporhebt. 
Dreht  man  den  Knopf  0  und  damit  das  Zahnrad  nach  der  entgegengesetzten 
Seite,  so  sinkt  die  Gabel  hinunter,  läfst  die  Schneide  F  sehr  langsam  auf 
ihre  Unterlage  herab  und  läfst  dann  den  Wagebalken  frei. 

Um  beim  Vornehmen  einer  Wägimg  die  störenden  Luftströmungen, 
irelche  die  Bewegung  der  Wage  hemmen,  um  die  Wirkung  der  Feuchtigkeit 
auf  die  zu  w%enden  Körper  zu  hindern,  und  andererseits  um  die  Wage  selbst 
Tor  Staub  und  sonstigen  verderblichen  Einflüssen  zu  schützen,  umgibt  man 
den  ganzen  Apparat  mit  einem  Glaskasten,  der  an  einer  Seite  geöffnet 
werden  kann« 

§  22. 

Prüfang  der  Wage;  Methode  der  Wägiingen.  Wenn  man  die 
von  der  Theorie  geforderten  Bedingungen  bei  Herstellung  der  Wagen  auch 
nioglichst  zu  erfüllen  sucht,  so  läfst  sich  eine  theoretisch  vollkommene 
Wage  nicht  herstellen.  Man  mufs  deshalb  eine  jede  Wage  sorgfältig  prüfen, 
besonders  wie  weit  die  Grundbedingung  an  derselben,  die  Gleichheit  der 
Wagebalken  erfüllt  ist.  Man  kann  das  leicht  durch  zwei  Wägunj^en.  Wir 
legen  in  die  Wagschale  links  einen  Körper,  dessen  Gewicht  mit  q  bezeichnet 
werde,  und  bringen  ihn  durch  das  auf  die  Schale  rechts  gelegte  erforderliche 
Gewicht  p  ins- Gleichgewicht.  Ist  die  Länge  des  Wagebalkens  links  gleich  /, 
rwhts  gleich  r,  so  folgt 

lq=pr. 

Wir  legen  dann  den  Körper  vom  Gewichte  q  auf  die  Wagschale  rechts 
^  bringen  ihn  durch  die  erforderlichen  in  die  linke  Schale  gelegten  Ge- 
wichte ins  Gleichgewicht.    Sei  dazu  p  -^  Pi  erforderlich ,  so  ist 

(P  +Pi)l  =  rq. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  sich 

Bei  der  Wägung  mit  einer  solchen  Wage  müfste  somit  auch  das  bo- 
öbachtete  (Jevdcht  korrigiert  werden,  es  wäre 


-P'V 


'    p 


Bei  Wftgnngen,  bei  denen  es  sich  um  die  äufserste  Genauigkeit  handelt, 
^  man  sich  indes  nicht  mit  dieser  Korrektion  begnügen,  da  schon  geringe 
IWperaioreinflftsse  das  Verhältnis  der  Längen  der  Wagebalken  ändern  können. 
^ha  wendet  da  besser  die  Methode  der  doppelten  W'dgwng  an.     7i\i  ^^tcv 
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Zwecke  legt  man  den  abzuwügcnden  Körper  auf  die  eine  Wagschale,  um 
bringt  ihn  durch  Schrotk()mer  und  ahnliches,  die  auf  die  andere  Wagsdnli 
gelegt  werden,  genau  ins  Gleichgewicht.  Dann  ersetzt  man  den  abzuwlgn 
den  Körper  durch  Gewichtsstücke,  bis  wiederum  die  Wage  genau  im  fflddi 
gewicht  ist. 

Da  auf  diese  Weise  die  Gewichtsstücke,  durch  welche  das  Oewidi; 
des  Körpers  bestimmt  wird,  in  derselben  Schale  liegen,  somit  an  demselba 
Hebelarme  wdrkcn,  so  mui's  das  Gewicht  derselben  auf  das  genaueste  den 
Gewichte  des  Körpers  entsprechen,  mögen  die  Arme  des  Wagebalkens  gkid 
sein  oder  nicht,  wenn  nur  die  Wage  empfindlich  genug  ist,  um  die  kleinsta 
Gewichtsdiiferenzen  anzugeben. 

Die  Empfindlichkeit  der  Wage  nimmt,  wenn  die  Aufhängeponkte  de 
Wagebalkcns  und  der  Wagschalen  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  mi 
steigender  Last  ab.  Wenn  nun  auch  ursprünglich  diese  drei  Punkte  in  eine 
geraden  Linie  liegen,  so  ist  bei  den  feinen  Wagen  doch  nicht  zu  vermeidei 
dal's  bei  Wagung  groJ'ser  Gewichte  eben  wegen  der  Länge  und  Leichtigkei 
des  Wagebalkens  derselbe  eine  geringe  Biegimg  erhält.  Dadurch  aber  sink 
der  Schwerpunkt  des  Wagebalkons  herab,  und  die  Wage  verliert  an  Empfind 
lichkeit.  Um  diesen  Fehler  zu  korrigieren,  sind  die  über  dem  Wagebalke 
angebrachten  Laufgewichte  vorzüglich  brauchbar,  indem  sie  die  Lage  df 
Schwerpunktes  andern.  Man  kann  mittels  derselben  der  Wage  immer  di 
grölste  Empfindlichkeit  geben. 

Will  man  kleine  Gewichte  wagen,  so  schraubt  man  vorher  die  beide 
Laufgewichte  in  die  Höhe,  bis  die  Wage  in  den  Zustand  des  labilen  Gleicl 
gewichts  versetzt  wird;  dann  schraubt  man  das  eine  der  Gewichte  wiede 
herunter,  bis  das  Gleichgewicht  der  Wage  gerade  wieder  anfängt  stabil  i 
werden.  Auf  diese  Weise  ist  in  dem  Falle  das  Maiimum  der  Empfindlichfcei 
erreicht.  Will  man  grofse  Gewichte  abwägen,  so  legt  man  zunächst  M 
die  beiden  Wagschalen  Gewichte,  welche  nahezu  eine  gleiche  Belastung  au 
machen  als  die  zu  bestimmenden.  Dann  verfilhrt  man  gerade  wie  voriia 
man  schraubt  die  beiden  Laufgewichte  bis  zum  labilen  Gleichgewicht  de 
Wage  in  die  Höhe  und  laist  dann  das  eine  soweit  herab,  bis  das  Gleichgewich 
der  Wage  wieder  staliil  wird.  Auch  hier  ist  dann  wieder  das  Maximum  de 
Empfindlichkeit  erreicht. 

Da  die  Wägungen  zu  (hm  feinsten  und  wichtigsten  Versuchen  in  de; 
Physik  gehören,  so  wird  es  gut  sein,  das  Verfahren  bei  denselben  etw« 
genauer  zu  beschreiben.  Wir  setzen  voraus,  die  Wage  stehe  auf  einen 
festen  Tische,  durch  die  Stellschrauben  sei  der  Zeiger  bei  unbelasteter  Wag« 
auf  den  Nullpunkt  gelührt,  man  habe  der  Wage  den  abzuwägenden  Ge 
Wichten  gemiils  das  Maximum  der  Empfindlichkeit  gegeben  und  wolle  di< 
Methode  der  doppelten  Wägung  anwenden.  Man  legt  alsdann  den  9b 
zuwägenden  Körper  in  die  eine  Wagschale  und  Schrot  in  die  andere,  bn 
das  Gleichgewicht  nahezu  hergost(»llt  ist;  das  bietM  keine  Schwierigkwt 
Ist  das  en'eicht,  so  arretiei-t  man  mittels  der  Gabel  den  Wagebalken,  hemm 
mit  der  Hand  die  ^Schwankungen  der  Schalen,  schliefst  den  Kasten  un« 
llUst  die  Gabel  vorsichtig  wieder  herab.  Die  Nadel  wird  dann  sehr  Lingsai 
vor  der  Teilung  hin  und  bor  schwingen.  Man  beobachtet  daim  eine  Anial 
Schwingungen;  ist  lias  Gleichgewicht  cneicht,  so  sind  die  SchwingongH 
um  den  NuUpimkt  symmetrisch,  so  dafs  die  Summe  zweier  auf  einAüdfl 
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den  Schwingungen  nach  der  einen  Seite  gleich  ist  dem  doppelten 
>  der  zvrischen  den  beiden  liegenden  Schwingung  nach  der  entgegen- 
ten  Seite.  Man  wird  nämlich  bei  -absolut  gleicher  Belß,stung,  oder 
^enn  man  die  mit  aUer  Glenauigkeit  justierte  Wage  ohne  Belastrmg  in 
hwingung  versetzt,  finden,  dafs  die  auf  einander  folgenden  Schwingungen 
von  gleicher  Gröfse  sind,  dafs  die  Weite  der  Schwingungen  vielmehr 
und  regelmäfsig  abnimmt.  Geht  etwa  die  erste  Schwingung  nach 
um  r  Skalenteile,  so  findet  man  die  darauf  folgende  Schwingung 
links  etwa  r  —  a  Skalenteile;  dann  bewegt  sich  der  Zeiger  nach  rechts 
—  2a  Skalenteile,  wieder  nach  links  um  r  —  3a  Skalenteile  u.  s.  f. 
rrund  dieser  Abnahme  liegt  darin,  dafs  der  Bewegung  der  Wage  der 
-stand  der  Luft  und  die  Reibung  in  der  Aufhängung  entgegen  wirkt, 
rhnen  wir  nun  die  Schwingungen,  ausgedrückt  in  Teilen  der  Skala 
rechts  mit  f^,  rg,  rg  •  •  •,  nach  links  mit  l^,  l^^  Zg,  •  •  •,  so  mufs,  wenn 
'^age  xiiß  die  horizontale  Lage,  der  Zeiger  also  um  den  Nullpunkt 
Igt, 

sein.  Findet  man  also  nach  der  vorgenommenen  Tarienmg,  dafs  dies 
at  ist,  so  folgt,  dafs  die  Ruhelage  des  Wagebalkens  die  horizontale, 
dafs  das  Gleichgewicht  erreicht  ist.    Findet  man  dagegen,  dafs 

s.  f.,  so  beweist  das,  dafs  die  Ruhelage  des  Wagebalkens  niclit  die 
ntale,  somit  dafs  das  Gleichgewicht  noch  nicht  erreicht  ist;  ist 
r2<2?i,  so  ist  die  Wage  rechts  zu  schwer,  im  entgegengesetzten 
auf  der  linken  Seite.  Man  mufs  dann,  nachdem  man  die  Wage  arre- 
hat,  mit  einer  Pincette  ein  Schrotkom  fortnehmen  oder  zulegen, 
idem  die  Tara  zu  grofs  oder  zu  klein  ist.  Wenn  durch  Wegnehmen 
Zulegen  eines  Schrotkomes  aber  die  Tara  zu  sehr  geändert  wird,  so 
man  feineres  Schrot  anwenden  oder  Papierschnitzel  oder  auch  Sand- 
r  imd  so  lange  mit  dem  Ab-  und  Zugeben  dieser  kleinen  Gewichtchen 
dren,  bis  die  Schwingungen  des  Zeigers  der  angegebenen  Bedingung 
•echen  ^). 

)ann  ist  der  Körper  tariert;  nun  wird  er  aus  der  Wagschale  genommen, 
ieiner  werden  Gewichte  hineingelegt  und  mit  den  Gewichten  jetzt  gerade 
fahren,  wie  vorhin  mit  der  Tara.  Man  findet  zunächst  das  notwendige 
ht  leicht  als  zwischen  n  und  w  -f-  1  Gramme  enthalten  und*  hat  dann  zu 
Jewichte  noch  die  Bruchteile  eines  Gramm  zu  legen.  Zu  dem  Ende 
en  sich  i^  den  Gewichtssätzen  9  Decigrarnme  in  Stücken  von  5,  2  und 
igranun,  so  dafs  man  dadurch  eine  beliebige  Zahl  von  Decigrammen 


*)  Die  oben  auäeinand ergesetzte  Beobachtang  der  Gleichgewichtslage  ans 
äiwingongen  ist  der  Beobachtung  ohne  Schwingungen  vorzuziehen,  da  sie 
sr  ist  and  rascher  zum  Ziele  führt.  Gerade  dann  zeigt  sich  aber  der  Vor- 
ar  Wa^en,  welche  bei  gleicher  Empfindlichkeit  die  kürzesten  Balken  haben^ 
'BeliwiiigangBdauer  bei  kürzern  Balken  immer  kleiner  ist  als  bei  langem 
u 
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zwischen  1  und  9  herstellen  kann.  Ebenso  ßndet  man  9  Centigramme  ml 
9  Milligramme  in  ähnlichen  Stücken,  so  dafs  man  bis  auf  MilligramiDB 
genau  das  Gewicht  eines  Körper»  erhalten  kann. 

An  vielen  Wagen  ist  nun  noch  eine  Vorrichtung,  um  selbst  die  Brnek- 
teile  der  Milligranmie  bis  auf  0,1  zu  erhalten.  Es  ist  nämlich  jede  EÜAs 
des  Wagebalkens  durch  vertikale  Striche  zunächst  in  10  gleiche  Teile  ge- 
teilt imd  diese  einzelnen  Teile  nochnial  in  10  gleiche  Unterabteilungen. 
Bei  den  Gewichtssätzen  befinden  sich  dann  Häkchen  von  Platindraht,  gonu 
ein  Centigramm  schwer,  welche  als  Reiterchen  auf  dem  Wagebalken  Te^ 
schoben  werden  können.  Auf  dem  ersten  Hauptteilstrich  wirkt  dann  ein 
solches  Reiterchen  gerade  soviel  als  1  Milligramm  in  der  Wagschale,  wdl 
es  an  einem  Hebelarm  wirkt,  der  nur  0,1  der  Länge  des  Wagebalkens bat; 
auf  den  Teilstrichen  2,  3,  •  •  •  als  2,  3  •  •  •  Milligramme  und  auf  d« 
zwischen  den  Hauptteilstrichen  eingeschnittenen  Teilstrichen  als  1,1 ;  1,2  ete 
Milligramme,  so  dafs  man  durch  Verschiebung  der  Reiter .  zugleich  dii 
Milligramme  und  ihre  Bruchteile  erhält. 

Die  Unterabteilungen  der  Grammgewichte  verfertigt  man  sich  ii 
besten  selbst,  da  man  sich  meist  auf  die  käuflichen  nicht  sicher  verlassei 
kann.  Man  macht  dieselben  aus  Platindraht,  der  mehrmals  durch  denedba 
Drahtzug  gezogen  ist,  und  von  dem  eine  Länge  von  1  Meter  ungef&hr  eb 
Gramm  wiegt.  Nachdem  man  von  einem  solchen  Draht  ein  Stück  ab 
geschnitten,  welches  etwas  mehr  als  ein  Gramm  wiegt,  beschneidet  manef 
um  es  genau  auf  ein  Gramm  zu  bringen.  Dann  wird  es  ausgespannt  ob 
seine  Länge  gemessen;  da  nun  jedes  Zehntel  des  Drahtes  ein  Decigranu 
wiegt,  so  zerteilt  man  ihn  nach  der  Länge  in  Stücke  von  5,  2,  1,  1  Ded 
granun.  Das  übrig  bleibende  Zehntel  wird  dann  in  einem  Drahtzuge  s 
ungefähr  einem  Meter  ausgezogen,  und  man  verföhrt  mit  dem  neuen  Stflek 
wie  vorhin,  um  die  Centigramme  zu  erhalten.  Das  dann  übrig  bleibend 
Zehntel  wird  dann  zu  Milligrammen  verarbeitet.  Schliefslich  gibt  man  das 
den  verschiedenen  Drahtstücken  entsprechende  Formen,  welche  ihr  Gewicb 
bezeichnen. 

§  23. 

Speoiflflolxes  Gewicht  und  Dichtigkeit.    Mittels  der  Wage  sind  wi 

imstande  eine  wichtige  Eigenschaft  der   Körper  zu  erkennen.     Man  finde 

nämlich  sehr  oft,  dafs  zwei  gleiche  Volumina  verschiedener  Körper  nich 

das  gleiche  Gewicht  haben,  oder  was  dasselbe  ist,  dafs  das  Verhältnis  de 

Volumina  verschiedener  Kcirper  zu  ihren  Gewichten  nicht  dasselbe  ist   W 

einen  und  denselben  Köri)er  ist  das  Gewicht  P  seinem  Volumen  V  propot 

tional,  also  . 

p 
P  s=s  V  '  p  oder  ^  ==  jp. 

Diese  Gröfse  j;  nennt  man  das  specifische  Gewicht  der  Körper.  Di 
Grölse  p  gibt  also  das  Verhältnis  des  Gewichtes  zum  Volum  eines  Körpei 
oder  das  Gewicht  der  Volumeinheit.  Die  Gröfse  p  ist  konstant  für  ein  n» 
dieselbe  Substanz  bei  gleicher  Temperatur,  für  verschiedene  Substanz 
verschieden. 

Da  die  Gröfse  p  das  Gewicht  eines  bestimmten  Volumens  eines  Körp€ 
ausdrückt,  so  ist  sie  eigentlich  abhängig  von  den  gewählten  Einheiten  i 
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Oewiehts  und  Yolnmens  und  daher  in  yerschiedenen  Ländern  numerisch 
lenchieden.  Um  jedoch  diese  Verschiedenheit  zu  vermeiden,  ist  man  über- 
eingekommen, die  specifi$chen  Gewichte  überall  in  derselben  Einheit  aus- 
soMcken,  nämlich  als  Einheit  das  Gewicht  der  Volumeinheit  Wasser  zu 
nehmen.    Für  gleiche  Volumina  hat  man 

für  irgend  einen  Körper  P  =  V  -  p 

für  Wasser p'  :=.  V  -  p 

lud  daraus 

P'  p  ^ ' 

80  dafs  8  das  Verhältnis  des  Gewichtes  der  Volum einheit  eines  Körpers  zu 
4em  der  Volumeinheit  von  Wasser  bei  4^  C.  darstellt.  Es  ist  das  relative 
8pecifische  Gewicht,  welches  aber  meist  schlechthin  das  specifische  Gewicht 
genannt  wird. 

Um  es  zu  erhalten,  genügt  es,  das  Verhältnis  der  Gewichte  P  und  P' 
80  bestimmen,  d.  h.  des  Gewichtes  von  einem  beliebigen  Volum  eines 
Körpers  zu  dem  eines  gleichen  Volum  Wasser  von  4^.  Dieses  Verhältnis 
ist  sonach  unabhängig  von  den  gewählten  Einheiten. 

Man  hat  nun 

p=.p'  .s=  V'P'S, 

d.  h.  das  Gewicht  eines  Körpers  ist  gleich  dem  Produkt  aus  seinem  Volumen 
7,  seinem  relativen  specifischen  Gewicht  s  und  dem  Gewicht  p'  der  Volum- 
enheit  Wasser  von  4^. 

Legt  man  das  Grammgewicht  zu  Grunde,  so  ist  die  Gewichtseinheit 
«hon  die  von  1  Kubikcentimeter  Wasser  bei  4^,  also  das  Gewicht  p'  gleich 
1;  in  dem  Falle  hat  man  daher 

P  =  V'S. 

Diese  Vereinfachung  gilt  jedoch  nur  dann,  wenn  man  das  Verhältnis 
',  fe  Gewichts  eines  Körpers  zu  dem  eines  gleichen  Volumens  Wasser  als 
;  »in  relatives  specifisches  Gewicht  nimmt;  geht  man  von  dem  Gewicht  der 

Voltuneinheit  eines  andern  Körpers  aus,  so  fällt  sie  fort. 
\  Bei  den  Gasen  und  Dämpfen  z.  B.  geht  man  von  dem  Gewicht  der 
Volumeinheit  der  atmosphärischen  Luft  aus;  p'  ist  dann  das  Gewicht  eines 
Inbikcentimeter  atmosphärischer  Luft  bei  0^  und  760"^™  Barometerstand 
gWch  08^)^001  293.  Das  Gewicht  des  Volum  V  irgend  eines  Gases  ist 
^Mm,  wenn  8  sein  specifisches  Gewicht  in  Bezug  auf  atmosphärische  Luft  ist, 

p=  7.5->S(,0^001293. 

Wir  haben  früher  §  6  die  Masse  eines  Köi-pers  definiert  und  gesehen, 
to  sie  gemessen  wird  durch  den  Quotienten  seines  Gewichtes  und  der 
^8chleunigung  ^ ,  die  er  beim  freien  Falle  erhält.  Die  Masse  eines  Körpers 
^  also  seinem  Gewichte  und  somit  für  eine  und  dieselbe  Substanz  auch 
^  Volumen  proportional.    Man  hat  sonach 

m  =  F  •  <i ,     ^=  d. 

Der  Quotient  d  heifst  die  Dichtigkeit  des  Körpers,  er  gibt  die  Masse 
w  Tolumeiiilieit. 

£  4.  Ana,  9, 
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Man  kann  die  Massen  der  verschiedenen  Körper  mit  der  eines  gkielMt 
Volumen  Wasser  von  4P  vergleichen.    Bedeuten  m',  F',  d^  Masse,  Vefamm  ] 
und  Dichtigkeit  des  Wassers,  so  hat  man 

wc=  Vd,  f»'=  FcT, 
d 


=  -^   =  *. 
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Dieses  Verhältnis  S  der  Massen  gleicher  Volumina  eines  Kdrpers  imi 
Wassers  ist  die  relative  Dichtigkeit,  welcher  die  Masse  der  Volnmeinhdk 
Wasser  als  Einheit  zu  Grunde  liegt. 

Nun  ist 


und  daher 


Es  geht  daraus  hervor,  dafs  Dichtigkeiten  und  specifische  Gewiefaia 
der  Körper  durch  eine  und  dieselbe  Zahl  dargestellt  werden^  Dennoch  ab« 
sind  Dichtigkeiten  und  specifische  Gewichte  verschieden,  xmd  die  Einheitai, 
die  beiden  zu  Gininde  liegen,  sind  nicht  dieselben;  bei  dem  einen  ist« 
das  Gewicht,  bei  dem  andern  die  Masse  der  Volumeinheit  Wasser. 

Vielfach  läfst  man  indes  diesen  unterschied  fallen,  gebraucht  die  Be- 
zeichnung Dichtigkeit  auch  für  das  specifische  Gewicht  und  trennt  ebenftiDs 
nicht  scharf  relatives  und  eigentliches  specifisches  Gewicht  oder  Dichtigkeü 

§24. 
Das  Pendel.     Die   zweite  Anwendimg,  welche  wir  von  den  in  da 
frühem  Paragraphen  abgeleiteten  Gesetzen  der  drehenden  Bewegung  midfli 
müssen,  ist  die  Untersuchung  der  Bewegung  des  Pendels;  wir  erbalien  i»r 

durch  zunächst  die  Theorie  des  p- 


Mg.  86. 
0 


\ 


wohnlichen  Pendel»,  welches  wir 
zum  Messen  der  Zeit  gebrandiflii 
weiter  aber  benutzen  wir  diese  Site 
in  ausgedehntester  Weis^  asurMessiiig 
von  Kräften,  Trägheitsmomenten  nai 
Beschleimigongen. 

Das  Pendel  in  seiner  einfvi- 
sten  Form  ist  ein  Stab  oder  Fata 
OB  (Fig.  36),  welcher  um  eine  A» 
0  drehbar  ist  und  an  seinem  ontoft 
Ende   oder  in  der  Nähe  desselbes 
ein  Gewicht  B  trägt.  In  der  Gleidi- 
gewichtslage  mufs  der  SchwerpnnU 
des    Pendels    vertikal    unter    der 
Drehungsaxe    sich    befinden,    dit 
Pendel  mufs  also  vertikal  hBngen. 
Heben  wir  dasselbe  aus  der  Gleichgewichtslage  nach  der  einen  Seite  heraus, 
etwa  nach  06- ,  so  dafs  die  Lage  des  Pendels  mit  der  Gleichgewichtslago 
den  Winkel  A  bildet,  und  überlassen  es  dann  sich  selbst,    so  mub  das 
Pendel  sich  gegen  die    Gleichgewichtslage  hin   bewegen.    Denn  das  im 
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Sehwerpnnkte  des  Pendels  angreifende  Gewicht  P,  welches  vertikal  abwärts 
gerichtet  ist,  gibt  demselben  ein  Drehungsmoment,  welches  das  Pendel 
g^n  die  Gleichgewichtslage  hintreibt.  Dieses  Drehungsmoment  ist  gleich 
dem  Produkte  aus  der  zu  OC  senkrechten,  also  der  in  die  augenblickliche 
Sewegangsrichtung  fallenden  Komponente  der  Kraft,  des  im  Schwerpunkt 
angreifenden  Gewichtes  P,  und  dem  Abstände  des  Schwerpunktes  von  der 
Drehungsaxe.  Die  zu.  OC  senkrechte  Komponente  der  Kraft  ist  P  sin  -4; 
nennen  wir  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Drehungsaxe  j?,  so  ist 
das  Drehungsmoment,  welches  das  Pendel  aus  seiner  augenblicklichen  Lage 
gegen  die  Gleichgewichtslage  hintreibt,  P  sin  ^  •  £r.  Sowie  nun  aber  das 
Pendel  seine  Lage  OC  verlassen  hat,  und  einen  kleinem  Winkel  a  mit  der 
Gleichgewichtslage  bildet,  wird  auch  sofort  das  Drehungsmoment  kleiner, 
€8  geht  über  in  P  sin  a  •  xr,  da  dann  die  Komponente  der  Kraft  nur  mehr 
i'sin  a  ist.  Die  bewegende  Kraft  wird  somit  stetig  kleiner  mit  sin  a,  um 
gleich  Null  zu  werden,  wenn  a  und  damit  sin  a  =  0  wird.  Das  Pendel 
Unis  daher  auf  seiner  Bahn  OB  eine  beschleunigte  Bewegung  erhalten, 
deren  Beschleunigimg  mit  Annäherung  an  die  Gleichgewichtslage  aber  immer 
Weiner  wird. 

In  der  Lage  OB  angekommen,  besitzt  das  Pendel  eine  gewisse  Winkel- 
geschwindigkeit, es  kann  deshalb  in  dieser  Lage  nicht  verharren,  son- 
dern mufs  vermöge  der  Trägheit  nach  der  andern  Seite  weiter  gehen. 
Sowie  es  aber  an  dieser  mit  der  Gleichgewichtslage  einen  Winkel  a  bildet, 
'wirkt  wieder  ein  Drehungsmoment  von  der  Gröfse  P  sin  a  •  ^  auf  dasselbe 
«in,  aber  jetzt  in  entgegengesetzter  Richtung,  da  a  jetzt  an  der  andern 
Seite  der  Vertikalen  liegt.  Dasselbe  wirkt  somit  jetzt  gerade  so  verzögernd 
»nf  die  Bewegung  ein  wie  vorher  beschleunigend.  Da  nun  die  jetzt  ver- 
lOgemden  Drehungsmomente  genau  denselben  Wert  haben,  wie  bei  einem 
gWchen  Winkel  a  auf  der  andern  Seite  die  beschleunigenden,  so  folgt, 
ife  das  Pendel  sich  nach  dieser  Seite  der  Vertikalen,  bis  durch  die  fort- 
^md  wirkende  Verzögerung  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  geworden 
ist,  durch  genau  denselben  Winkel  BC'  aufsteigend  bewegen  muis,  als 
te  Bogen  BC  war,  auf  welchem  die  Geschwindigkeit  von  Null  bis  zu  jenem 
Werte  gewachsen  ist,  den  das  Pendel  bei  dem  Passieren  der  Gleichgewichts- 
^e  besafs.  In  dieser  äufsersten  Lage  angekommen  muis  das  Pendel  einen 
Augenblick  in  Ruhe  sein;  das  dann  aber  wirkende  Drehungsmoment 
^^Ä  '  z  treibt  das  Pendel  zurück,  imd  da  das  Pendel  diesen  Rückgang 
mrter  genau  denselben  Umständen  beginnt  und  fortsetzt,  so  folgt,  dafs  es 
jetzt  genau  denselben  Bogen  C'BC  und  genau  in  derselben  Weise  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  durchläuft  wie  bei  der  ersten  Bewegung  von  C  nach 
^.  Daraus  folgt,  dafs  das  Pendel  unaufliörlich  denselben  Bogen  CBC' 
einmal  in  der  einen,  dann  in  der  entgegengesetzten  Richtung  durchlaufen 
fflufe.  Das  Pendel  nimmt  somit  eine  schwingende  Bewegung  an,  es  voll- 
flÜirt  Schwingungen  um  die  Gleichgewichtslage.  Die  Gröl'se  des  Bogens, 
tech  welchen  das  Pendel  schwingt,  nennt  man  seine  Schwingungsweite  oder 
implitade.  Dieselbe  müfste  nach  unserer  Betrachtung  konstant  sein;  in 
Wirklichkeit  ist  das  indes  nicht  der  Fall,  da  wir  bei  unserer  Ableitimg  die 
4fir  Bewegung  entgegenstehenden  Hindemisse,  als  Reibung  in  der  Auf- 
kiiigeaxe,  Widerstand  der  Luft,  aufser  Acht  gelassen  haben.  Da  die  Über- 
irkidiiiig  derselben  in  jedem  Momente  etwas  Arbeit  erfordert,  so  vfiid  dV^ 
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dem  Pendel  durch  die  erste  Hebung  erteilte  Arbeit  allmftblicli  Terbrau 
die  Amplituden  werden  kleiner  und  das  Pendel  kommt  allmfthlich  zur  Bx 
Diese  Abnahme  lassen  wir  zunächst  auTser  Acht,  und  nehmen  an,  das  P« 
bewege  sich  ohne  Widerstand,  oder,  wie  es  in  unsem  Uhren  der  Fall 
es  erhalte  jedesmal  in  der  äuTsersten  Lage  einen  solchen  Antrieb,  d&fe 
durch  der  zur  Überwindung  der  Widerstände  stattgehabte  Arbeitsver 
gerade  ausgeglichen  werde. 

Dann  erkennt  man  weiter,  dafs  die  Zeit,  welche  das  Pendel  zur  V 
fUhrung  einer  Schwingung  gebraucht,  seine  Schwingungsdauer,  immer 
selbe  sein  mufs,  da  es  immer  denselben  Weg  unter  denselben  Verhaltnil 
zurücklegt.     Gerade  das  macht  das  Pendel  zu  einem  yorzüglichen  M 
der  Zeitmessung,  dafs  es  uns  genau  gleiche  Zeitabschnitte  angibt. 

§  25. 

Ableitung  der  Sohwingungsdauer  des  FendeLs.  Die  üntersuclii 
von  welchen  Umständen  die  Schwingungsdauer  des  Pendels  abhängig 
könnten  wir  zum  Teil  wenigstens  experimenteil  ftlhren;*  wir  wollen  ii 
die  Gesetze  der  Pendelbewegung  aus  den  allgemeinen  Bewegungsgese 
ableiten,  da  sie  uns  ein  ausgezeichnetes  Beispiel  der  Bewegung  durch  n 
konstante  Kräfte  bietet. 

Wir  sahen  im  vorigen  Paragraph,  dafs  das  Drehungsmoment,  wel 
das  Pendel  in  jedem  Momente  antreibt,  wenn  es  mit  der  Gleichgewichts 
den  Winkel  a  bildet,  gleich  Pz  sin  a  ist.  Setzen  wir  zunächst  voraus, 
die  Amplitude  so  klein  sei,  dafs  wir  den  Sinus  gleich  dem  Bogen  se 
dürfen,  so  können  wir  auch  als  Drehungsmoment  Pza  setzen.  Dieses  Drehu 
moment  gibt  uns  nach  §  14  die  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehung 
angreifende  Kraft;  das  heifst  die  in  der  Abstandseinheit  von  der  Dreha 
axe  angreifende  Kraft  Pza  ersetzt  die  das  Pendel  wirklich  in  Beweg 
setzenden  Kräfte. 

Um  die  Beschleunigung  zu  erhalten,  welche  diese  Kraft  dem  Pe; 

in  dem  Momente  erteilt,  in  welchem  es  mit  der  Vertikalen  den  Wink 

bildet,   müssen  wir  die  Masse  bestimmen,   welche  in  der  Abstandsein 

von  der  Drehungsaxe  die  Masse  des  Pendels  ersetzt,  welche  an  Stelle 

gegebenen  Pendels  dort  angebracht  durch  die  wirksamen  Kräfte  genau 

selbe  Winkelgeschwindigkeit  bekommt,  als  das  Pendel.    Wir  wissen, 

diese  Masse  durch  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  gegeben  ist.    Se 

wir  voraus,  wir  hätten  dasselbe  berechnet  und  gleich  K  gefunden.     Di 

ist  dann  die  Beschleunigung,   die  das  Pendel  in  diesem  Momente  er] 

resp.  die  Beschleunigung  des  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehung 

liegenden  Punktes,  an  dem  die  Kraft  angreift,  und  in  dem  die  Mass 

sich  befindet,  ^ 

Pza 

~K      ' 

Für  diese  Beschleunigung  erhalten  wir  andererseits  nach  §  1  : 
§  1 2  den  Quotienten  aus  der  Geschwindigkeitszimahme  dv  und  der  unent 
kleinen  Zeit  dt ,  während  deren  wir  die  Kraft  als  konstant  ansehen  kör 
erhalten  somit  die  Gleichung 

dv  Pza 
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Wir  müssen  in  dieser  Gleichnng  indes  für  die  rechte  Seite  noch  das 
IToizeichen  richtig  hestimmen,  da  wir  sahen,  dafs  die  Beschleunigung  bald 
mÜY,  bald  an  der  andern  Seite  der  Gleichgewichtslage  negativ  ist.  Da 
Im  Pendel  sich  zu  verschiedenen  Zeiten  an  den  entgegengesetzen  Seiten 
1er  Gleichgewichtslage  in  gleichen  Abständen  a  befindet,  so  müssen  wir,  um 
Ke  absolut  gleichen  aber  an  entgegengesetzten  Seiten  der  Ruhelage  vor- 
[ommenden  Lagen  zu  unterscheiden,  dieselben  mit  entgegengesetztem  Vor- 
dchen  versehen.  Wir  wollen  nun  die  Abstände  von  der  Gleichgewichtslage 
lach  links  hin  mit  dem  positiven,  diejenigen  nach  rechts  hin  mit  dem  nega- 
iven  Vorzeichen  versehen.  Dann  müssen  wir  auch  die  Beschleunigung 
lach  links  hin  als  positive,  die  nach  rechts  hin  als  negative  bezeichnen, 
^^an  ist,  so  lange  das  Pendel  sich  links  befindet,  also  a  positiv  ist,  die 
ieschleimigung  nach  rechts  gerichtet,  also  negativ,  so  lange  a  negativ  ist, 
as  Pendel  sich  rechts  befindet,  nach  links;  oder  die  Beschleunigung  hat 
ooiner  die  dem  augenblicklichen  Abstände  a  entgegengesetzte  Richtung, 
^ir  müssen  daher  in  unserer  Gleichung  der  rechten  Seite  das  negative 
^oraeichen  geben,  um  zu  erkennen,  dafs  die  Beschleunigung  immer  der 
Achtung,  nach  welcher  cc  gerechnet  ist,  entgegengesetzt  ist,  oder  es  ist 

dv  Pza 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

)  wird  -^  =  —  ^•*a     (l) 

Wir  erhalten  hier  den  Differentialquotienten  der  Geschwindigkeit  nach 
er  Zeit  nicht  als  eine  Funktion  der  Zeit  angegeben,  sondern  als  eine 
'unktion  der  Lage  des  Punktes  in  seiner  Bahn.  Wir  können  demnach  hier 
icht  die  in  der  Einleitung  abgeleiteten  Sätze,  nach  denen  wir  aus  dem 
Hfferentialquolienten  nach  einer  Veränderlichen  die  Funktion  ableiten,  un- 
üttelbar  anwenden.  Wir  gelangen  indes  leicht  dazu,  wenn  wir  mit  Hülfe 
w  im  §  11  abgeleiteten  Satzes ,  dafs  die  Arbeit  der  Kraft  gleich  ist  der 
ebendigen  Kraft,  welche  diese  Arbeit  der  Masse  erteilt  hat,  aus  der 
ileichung  (l)  eine  andere  ableiten.  Wir  gehen  dabei  aus  von  der  äufser- 
ten  Lage  des  Pendels,  in  welcher  es  die  Ablenkung  ctq  und  die  Geschwindig- 
keit 0  hat.  Fällt  es  dann  herab,  bis  die  Ablenkung  a  ist,  so  sei  seine  Ge- 
chwindigkeit  in  diesem  Momente  gleich  v,  somit  seine  lebendige  Kraft 
teh  ^  Kv^.  Diese  lebendige  Kraft  ist  der  Masse  K  dadurch  erteilt  wor- 
len,  dafs  auf  jedem  Wegeelement  da  von  «q  bis  a  die  Kraft  Pza  gewirkt 
at  Da  die  Masse  K  sich  in  der  Ab  Standseinheit  von  der  Drehungsaxe 
efindet,  und  wir  a  als  Bogen  in  Bruchteilen  des  Kreisumfanges  2ic  rechnen, 
)  ist  da  im  Längenmafs  der  Weg,  durch  welchen  die  Kraft  Pza  gewirkt 
it,  somit  Pza  da  die  auf  dem  Wegeelement  da  geleistete  Arbeit.  Die 
ifflmen  aller  der  Arbeiten  von  «^  bis  a  genommen  ist  demnach  gleich 
r  überhaupt  geleisteten  Arbeit  oder  gleich  der  gewonnenen  lebendigen 
"aft,  oder  es  ist 


^  iCt;2  =  —  rpza  da  , 

«0 
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worin  wir  auf  der  rechten  Seite  das  negative  Vorzeichen  setzen  müssen, 
weil  das  Zurücklegen  des  Bogens  da ,  wenn  a  positiv  ist,  w&hrend  die  Ge- 
schwindigkeit V  wächst,  einer  Verminderung  des  Bogens  a  entspricht  Du 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  stehende  hestimmte  Integral  ergibt  ücih 
unmittelbar  nach  E  1  und  VIII,  es  ist 

iKv' i  Pz  (««  -  «„»)  =  iPz  («0*  -  «»). 

Für  die  Geschwindigkeit  v  im  Abstände  a  von  der  Gleichgewichtslage 
ergibt  sich  daraus 

"*  =  li-  ^«o'  -  «*^  =  ^^"o'-  «*)• 

Dafs  diese  Gleichung  die  Geschwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung 
gemäfs  unserer  vorigen  Betrachtung  wiedergibt,  erkennt  man  sehr  leicht 
Die  Geschwindigkeit  ist  gleich  Null,  wenn  a  =  a^,  in  der  ftufsersten  Lags 
von  wo  aus  die  Bewegung  beginnt;  sie  wächst  mit  abnehmendem  a  und 
erhält  ihren  gröfsten  Wei-t,  wenn  «  =  0,  wenn  das  Pendel  die  Gleich- 
gewichtslage passiert.  Nach  Ül)erschreiten  derselben  nimmt  sie  wieder  ab, 
und  hat  für  gleiche  Werte  a  auf  beiden  Seiten  der  Gleichgewichtslage  den- 
selben Wert,  da  a^  für  ein  positives  oder  negatives  «  denselben  Wert  bat 
Da  die  Gleichung  für  v 

wird,  so  gibt  sie  gleichzeitig  an,  dafs  die  Geschwindigkeit  bei  der  einen 
Schwingung  nach  der  einen,  bei  der  andern  nach  der  entgegengesetzten  ge- 
richtet ist. 

Aus  dieser  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  müssen 
wir  nun  ableiten,  welche  Zeit  das  Pendel  braucht,  um  irgend  ein  beliebiges 
Stück  seiner  Bahn  zurückzulegen,  woraus  sich  dann  die  Zeit  ergibt^  weldifl 
das  Pendel  zum  Durchlaufen  seiner  ganzen  Bahn  gebraucht  Nach  §  1 
resp.  §  11  haben  wir,  wenn  s  die  von  dem  Körper  in  der  Zeit  t  durch- 
laufene Bahn  ist, 

~dt  ^^  ^  5     ds  =  V  '  dt. 

Da  nun  da  die  von  dem  Pendel  in  der  Zeit  dt  zurückgelegte  Strecke 
ist,  so  wird 

da  =  vdt  ^  —  k  '  ]/ao^  —  a*  •  dt, 

wo  wir  auf  der  rechten  Seite  das  negative  Vorzeichen  schreiben,  wenn  wir 
die  Bewegung  von  dem  positiven  Werte  a^  aus  verfolgen,  da  die  Ge- 
schwindigkeit, wenn  wir  die  Schwingung  von  -|-  a^^  zu  —  «^  betrachten, 
nach  der  negativen  Seite  gerichtet,  also  negativ  zu  setzen  ist  Für  die  Zeit 
dt,  während  welcher  die  Strecke  da  durchlaufen  wird,  ergibt  sich  daraus 

dt= -1\..^. 

hya,^-a* 

Die  Bewegung  beginnt  in  dem  Augenblick,  in  welchem  wir  das  Pendel 
in  seiner  äufsersten  Lage,  wo  a  =  «q,  loslassen;  die  Zeit  t,  welche  es 
braucht,  um  einen  solchen  Bogen  zurückzulegen,  dal's  cxo  in  a  ttberg^t^  ist 
die  Summe  der  Zeitelemente  dt,  während  deren  es  die  Wegeelemente  der 
durchlief,  welche  auf  dem  Wege  von  a^  bis  a  liegen,  also 
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oder  anch 


-/- 


V'-(^)" 


Der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Differentialausdruck  ist  der 


a 


E  9  abgeleitete,  wie  man  unmittelbar  erkennt,   wenn  man  —  =  a;  setzt, 

1  "^ 

wonacb  dx  =  —  do,  wird.    Demnach  wird 

«0 

Ä<  =  arc  (cos  =  —  j  —  arc  (cos  =  —  j  • 

Der  Bogen,  dessen  Cosinus  gleich  — ^,  also  gleich  1  ist,   ist  0,  27r, 

oder  überhaupt  irgend  ein  Vielfaches  von  27r.  Welchen  Wert  wir  dafür 
setzen,  ist  gleichgtQtig,  da  wir  für  f  =  0  auch  in  dem  ersten  Gliede  auf 
der  rechten  Seite  «  =  a^  zu  setzen  haben,  wir  also  dort  von  demselben 
Werte  ausgehen  müssen,  den  wir  dem  zweiten  beilegen.  Wir  setzen  des- 
halb am  einfachsten  das  Glied  gleich  Null,  und  erhalten 


ht  =  arc 


^=  «:) 


Die  Schwingungsdauer  des  Pendels  T  erhalten  wir  hieraus,  wenn  wir 
a  so  bestimmen,  dafs  die  zurückgelegte  Bahn  der  ganzen  Amplitude  ent- 
spricht; das  ist  der  Fall,  wenn  a  =  —  a^  wird,  demnach 

AT  =  arc  (cos  —  l)  =  jr , 
somit 

Da  ¥rir  nun  gesetzt  hatten 

^.«_zi.  _L_i/z: 

^   ~    K    '       k    ~  V    Fz' 
so  folgt  schliefslich 

Die  Schwingungsdauer  des  Pendels  ist  somit  gleich  der  Zahl  n  multi- 
pliziert mit  der  Quadratwurzel  aus  dem  Quotienten  des  Trägheitsmomentes 
des  Pendels  und  des  Drehungsmomentes,  welches  die  wirksamen  Kräfte  dem 
Pendel  erteilen,  wenn  a  oder  vielmehr,  da  wir  a  für  sin  a  gesetzt  haben, 
wenn  sin  a  «»  1  ist,  also  das  Pendel  in  horizontaler  Lage  ist. 

Um  zu  erkennen,  dafs  obige  Gleichimg  für  t  uns  die  Schwingung  des 
Pendels  so  darstellt,  wie  uns  die  Betrachtimgen  des  vorigen  Paragraphen 
sie  liefert^i,  schreiben  wir 

—  =  cos  kt .    «  =  ccq  cos  kt , 
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wofür  wir  anch,  da 


setzen  können 


a  =  «y  cos  71  -^ 


Ist  ^  =  0,  so  wird  der  Cosinus  gleich  1,  somit  «  =  a^;  wftchsi 
wird  der  Cosinus  immer  kleiner,  bis  er  ftlr  ^  ==  ^  T  gleich  Null  wirc 
Pendel  hat  somit  nach  der  ersten  Hälfte  der  Schwingungsdauer  die  C 
gewichtslage  erreicht  Wächst  Zweiter,  so  wird  der  Cosinus  und  di 
negativ,  das  Pendel  bewegt  sich  auf  die  andere  Seite  der  Gleichgewich 
bis  für  <  =  T  die  Ablenkung  a  =  —  «^  wird.  Bei  weiterer  Zunahn 
t  nimmt  der  negative  Wert  des  Cosinus  und  damit  a  wieder  ab,  wi 
t  =  \T  gleich  Null,  imd  wird  dann  wieder  positiv  und  wächst  bis 
^  =  2  T  u.  8.  f.  Kurz  wir  sehen,  das  Pendel  geht  unaufhörlich  hi 
her,  und  legt  jedesmal  in  der  Zeit  T  seine  Bahn  zurück. 

Die  abgeleitete  Gleichung  gibt  somit  in  der  That  die  Bewegu 
Pendels  gerade  so  wieder,  wie  wir  sie  durch  die  Betrachtung  des  i 
Paragraphen  erkannt  hatten. 

§  26. 

Mathematisehes  und  physisches  Pendel.  Der  vorhin  f 
Schwingungsdauer  des  Pendels  erhaltene  Ausdruck 


-Vi- 


nimmt  eine  sehr  einfache  Form  an,  wenn  wir  voraussetzen,  das  Pen< 
stehe  aus  einem  gewichtslosen  Faden,  an  dessen  unterem  Ende  si 
schwerer  Punkt  befände.  Sei  die  Länge  des  Fadens  gleich  {,  das  G 
des  Punktes  gleich  P,  so  erhalten  wir  für  das  Trägheitsmoment  des  I 

0         ' 
und  für  das  statische  Moment 

da,  wenn  der  Faden  gewichtslos  ist  tmd  das  Gewicht  P  ein  schwerer 
ist,  die  ganze  Masse  sich  im  Abstände  l  von  der  Drehungsaxe  befinde 
ebenso  der  Schwerpunkt  in  den  Punkt  P  ^llt.  Die  Schwingungsdaue 
dann 

T 


T-.y] 


Ein  solches  Pendel,  welches  man  in  Wirklichkeit  strenge  nich 
stellen  kann,  nennt  man  ein  mathematisches  Pendel.  Für  dieses  ge! 
wir  zu  dem  Satze,  dafs  die  Schwingungsdauer  der  Quadratwurzel  a 
Pendellänge  direkt  und  der  Quadratwurzel  aus  der  Beschleunigung  b< 
freien  Fall  umgekehrt  proportional  ist. 

Die  wirklich  herstellbaren  Pendel,  bei  denen  also  die  Masse  a 
ganzen  Pendel  verteilt  ist,  nennt  man  physische  Pendel.  Mit  einem 
physischen  Pendel  hat  ein  mathematisches  bestimmter  Länge  die  { 
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Gchwingungsdaaer;  diese  Länge  bezeichnet  man  als  die  Länge  des  physi- 
schen Pendels.    Einen  Ausdruck  ftir  diese  Länge  gibt  uns  unsere  Gleichung 
Ar  die  Schwingungsdauer  des  physischen  Pendels  unmittelbar,  wenn  wir 
die  Masse  des  Pendels  m  einführen,  also 
p 

=  m,     P  =  g  m 


m     Mtzen,  denn  dann  vdrd  der  Ausdruck  für  T 

I  f     gmz  ' 

l      imd  die  Länge  l  des  isochron  schwingenden  mathematischen  Pendels  wird 

mz 

Den  in  dem  so  bestimmten  Abstände  l  von  der  Drehungsaxe  liegenden 
Punkt  des  physischen  Pendels  nennt  man  den  Schwingxmgspunkt  des  Pendels. 

§  27. 

.  Expeiimentelle  Prüfung  der  Pendelgesetze.     Die  theoretisch  ab- 

I  geleiteten  Gesetze  über  die  Schwingungsdauer  des  Pendels  lassen  sich  in 
I  doppelter  Weise  experimentell  prüfen.  Zunächst  kann  maii  Pendel  her- 
^    stellen,  welche  einem  mathematischen  Pendel  möglichst  nahe  kommen,  indem 

maxL  einen  möglichst  leichten  Faden  unten  mit  einer  kleinen  aber  möglichst 
I    schweren  Engel  belastet.  Für  ein  solches  Pendel  mufs  dann  die  Schwingungs- 

daaer  durch  die  Oleichung 


='-n 


sein,   worin  man  für  /  ohne  merklichen  Fehler  den  Abstand  des 
Mittelpunktes  der  Kugel  von  der  Drehungsaxe  einsetzen  kann. 

Stellt  man  ein  solches  Pendel  etwa  aus  einem  ganz  feinen  weichen 
Knpferdraht  her,  an  welchem  unten  eine  Bleikugel  befestigt  ist,  so  kann 
man  zunächst  leicht  zeigen,  dafs  bei  kleinen  Amplituden  die  Schwingungs- 
dauer nicht  merklich  von  der  Amplitude  beeinflufst  wird.  Man  versetzt  das 
Pendel  in  Schwingungen,  so  dafs  a^,  der  Anfangsausschlag  nur  etwa  4^ 
beträgt.  Wie  wir  schon  bemerkten  werden  wegen  der  verschiedenen  Wider- 
stände, welche  der  Bewegung  des  Pendels  entgegenwirken,  die  Amplituden 
der  Bewegung  immer  kleiner,  ein  solches  Pendel  macht  aber  doch,  ehe  es 
zur  Ruhe  kommt,  einige  hundert  Schwingungen.  Bestimmt  man  nun  die 
Dauer  etwa  der  ei*sten  hundert,  dann  der  zweiten  etc.  hundert  Schwingungen, 
so  findet  man  die  Zeit  stets  gleich,  trotzdem  die  Gröfse  der  Amplitude  bei 
den  weiter  folgenden  Schwingungen  stets  kleiner  ist  als  bei  den  vorher- 
gehenden. 

Die  Abhängigkeit  der  Schwingungsdauer  von  der  Länge  des  Pendels 
erkennt  man,  indem  man  Fäden  von  verschiedener  Länge  anwendet.  Nimmt 
man  Fftden,  deren  Längen  sich  verhalten  wie  1,  4,  9,  16,  so  findet  man, 
dafs  die  Schwingnngsdauem  sich  verhalten  wie  1:2:3:4. 

ToUstftndigere  experimentelle  Prüfung  der  Pendelgesetze  können 
dwpch  Herstellung  eines  Pendels  erreichen,  an  welchem  V7\t  ^^ 
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§«7. 


Fig.  3T. 


statischen  Moment«  und  die  Trägheitsmomente  zu  verändern  imstande  sintL 
An  den  beiden  Enden  AB  (Fig.  37)  eines  dtlnnen  und  leichten  Stahes  voii  j 
TannenholK  befestigen  wir  zwei  schwere  Bleikugeln,   deren  Gewicht  resp. 
F  lind   P  '\-  p   ist     Mittels   einer  in   der  Mitte  0  te  I 
Stabes    befestigten   Stahl  seh  neide    setzen   wir   daon  dfflLJ 
Stab   auf  eine   feste   Unterlage,   und   erhalten  dann  ein] 
Pendel,   dessen  Hcbwingungsdauer  wir  leicht   here€bnai| 
können.    Die  bewegende  Kraft  für  dieses  Pendel  ist  nicht  1 
das  Gesamtgewicht,   sondern  nnr  das  Übergewicht  j?,  dA-l 
die  beiden  Gewichte  P  im  Abstände  +  /  =^  OB  ^  Oj 
und  ebenso  die  Gewichte  dir  beiden  StabbJllften  sich  voll- 
ständig ilquilihrieren.     Der  Angriffspunkt   der   Kraft,  ist! 
der  Punkt  B^  wenn  vnr  annehmen,  dal's  dort  der  Schwer- 1 
[jimki  de»  untern  Gewichtes  sei.     Das  statische  Momenil 
unseres   Pendels  ist  somit  gleich  p  •  L      Bezeichnen  wirj 
das  Trägheitsmoment  des  Holzstabes  mit  A'  und  die  Ra-i 
dien  der  beiden  Kugeln  mit  r  und  rj,  so  ist  nach  §  I9| 
und  20  das  Trägheitsmoment  des  gauzen  Pendels 


31  =  K 


=  ^+?(^ 


IP+A^S. 


Nehmen   wir   den   Stab  recht  leicht  und  gehen  ihm  eine  Länge  to 
2  Meter,  so  dafs  /  ^  1  Meter  wird,  so  kennen  wir  ohne  merklichen  Fehle 
die  beiden  ersten  Glieder  vernachlässigen,  da  der  Radius  der  Bleikugel] 
selbst  wenn  wii"  bis  zu  einem  Gewichte  von  2  Kilogramm  gehen,  nur  etwd 
0,035™  beträgt     Der  Wert  der  beiden  ersten  Glieder  erreicht  dann  nocK 
nicht  0,001  des  letzten. 

Dies  voi-ausgesetzt  erhalten  wir  fllr  die  Schwingungsdauer 


r  gpl  V  gp 

Wählen  wir  nun  als  Kugel  bei  A  eine  von  1  Kilogramm  Gewicht  i 
bei  B  der  Reihe  nach  Kugeln  von 

1,6666  Küogr.     1,25  KUogr.     1,1333  Kilogr., 
wodurch  also 

p  =  |  Kilogr.,    ^  Kilogr,    -^  Kilogr. 

wird,  so  werden  die  Schwingungsdaueni  des  Pendels 

3ie  Schwingirngsdaueni  müssen  also  unter  einander  und  zu  denen  des  eW 
fachen  Pendels  von  dt^r  Länge  l  im  Verhältnis  2  :  3  i  4  stehen. 

Man  wird  bei  Versuchen  diese  Resultate  leicht  bestätigt  finden,  um  i 
genauer,  je  leichter  man  den  Pendelstab  gewählt  bat. 

Wir  können  noch  in  anderer  Weise  die  Beschleunigungen  imd  Schwi  ngung»^ 
dauern  variieren  und  damit  gleichzeitig  einen  expenraentellen  Beweis  für  di« 
'"-ihtigkeit  des  im  §  19  abgeleiteten  Satzes  über   das  Trägheitsmome 
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liefern.  Wir  nehmen  zwei  Bleikugeln,  jede  vom  Gewichte  P,  und  durch- 
bohren sie  so,  dafs  sie  auf  dem  Stabe  verschiebbar  und  in  verschiedenen 
Abständen  von  der  Drehungsaxe  festgeklemmt  werden  können.  Im  Ab- 
stinde  {  nnten  am  Ende  des  Stabes  befestigen  wir  dann  eine  Kugel  vom 
Gewichte  p.  Klemmen  wir  dann  die  Kugeln  P  einmal  so  ein,  dafs  ihr 
IGttelpunkt  sich  im  Abstände  f  l  befindet,  dann,  dafs  der  Abstand  der 
Mittelpunkt  wird  ^  i,  ^  i,  so  lassen  wir  die  bewegende  Kraft  und  die  be- 
wegte Masse  ganz  ungeÄndert,  geben  letzterer  aber  eine  andere  Verteilung, 
Q&d  infolge  dessen  mufs  die  Schwingungsdauer  jedesmal  eine  andere  sein. 
Befinden  sich  die  Kugeln  im  Abstand  f  /,  so  wird  das  Trägheitsmoment 
des  Pendels 

wenn  r  der  Radius  der  Kugeln  P  und  r^  jener  der  Kugeln  |;  ist.  Nach  der 
Torhin  gemachten  Bemerkung  können  wir  auch  hier  die  nicht  mit  l^  multi- 
plizierten Glieder  vernachlässigen  und  erhalten  dann 


M 


(*f+i) 


nnd  für  die  Schwingungsdauer  des  Pendels 

'{1SP+  16  j?)/ 


=  ..|/< 


16.  ^j) 

Klemmen  wir  die  beiden  Kugeln  Pj  so,  dafs  ihre  Mittelpunkte  sich  in  ^  be- 
finden, so  wird  in  derselben  Weise  berechnet 

r      IQ '  PI/      ' 

und  wenn  die  Kugeln  in  ^  Z  eingeklemmt  werden, 


=^.y^ 


^ ,/{2P+Up)'l 


IQ'Pg 

Nehmen  wir  nun  jede  der  Kugeln  P  gleich  1  Kilogramm  und  p  gleich 
i^  Kilogramm,  so  werden  diese  Schwingungsdauem 

<  =  4,35«]/^,     SnYj-,     1,732«]/-^, 

Wert«,  die  man  leicht  durch  den  Versuch  bestätigt  findet.  Damit  ist  dann 
auch  experimentell  der  Nachweis  geführt,  dafs  das  Produkt  einer  Masse  in 
das  Quadrat  ihres  Abstandes  von  der  Drehungsaxe  ihr  Trägheitsmoment  ist, 
oder  dafs  bei  der  drehenden  Bewegung  Massen  sich  ersetzen,  welche  sich 
nmgekehrt  verhalten  wie  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Drehungsaxe. 

§  28. 

Korrektion  wegen  der  Amplitude.  Wir  haben  schon  im  §  24 
darsof  hingewiesen,  dafs  unsere  Ableitung  der  Pendelgesetze  die  Voraus- 
setnmg  machte,  dafs  die  Amplitude  so  klein  sei,  dafs  wir  die  Bögen  für 
die  Sinns  einsetzen  dürfen.  Das  ist  strenge  nur  flir  unendlich  kleine  Bögen 
der  FilL    In  der  That  ist  deshalb  auch  die  Schwingungsdauer  eWa^  nqiv. 


124  .  Bestimmung  Yon  g,  {  M. 

der  Amplitude  abhängig  und  etwas  gröfser,  ald  unsere  Gleichung  sie  angibt 
Die  Berechnung  der  Schwingimgsdauer,  wenn  wir  in  der  Gleichung  1  d« 
§  24  sin  cf  anstatt  a  beibehalten,  ist  ziemlich  kompliciert,  ohne  jedoch  in 
Princip  irgendwie  anders  geführt  zu  werden,  als  wir  sie  Ehrten.  "Wir  be- 
gnügen uns  deshalb  hier  damit,  das  Resultat  der  Rechnung  mitzuteil».  | 
Ist  ccq  der  Ausschlagswinkel  des  Pendels,  so  wird 

T  =  «"[/-/j  (1  +  i  sin»!  «0  +  1^  8inH  «0  +  •  •  O- 

Wenn  «q  nur  wenige  Grade  beträgt,  so  kann  man  schon  das  dritte 
Glied  der  Klammer  fort  lassen.  Der  Wert  der  ganzen  Korrektion  betrigt 
jBrst,  wenn  «q  =  10®  ist,  etwa  0,2  Procent  der  Schwingungsdauer,  das  heiüit, 
ein  Pendel,  welches  mit  dieser  Amplitude  1000  Schwingungen  vollfthrt, 
würde  mit  unendlich  kleiner  Amplitude  1001,89  Schwingungen  machen. 
Mit  dieser  Korrektion  erhält  man  aus  der  beobachteten  Schwingungsdaner 
T  die  auf  unendlich  kleine  Amplitude  reducierte  T' 


V    Pz  1  -{-  {  Bin 


sin*  i  ofo    ' 

fllr  welche  somit  die  abgeleitete  Gleichung  für  die  Schwingungsdauer  des 
Pendels  strenge  gilt. 

§  29. 

Bestimmung  von  g.  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  unserer 
Gleichung  für  die  Schwingungsdauer  des  Pendels 

worin  /  die  vorhin  definierte  Länge  des  physischen  Pendels  bedeutet,  ist  die 
Bestimmung  der  Gröfse  ^,  der  Beschleunigung  beim  freien  Fall,  da  diese 
Gröfso  auf  keinem  andern  Wege  mit  einer  ähnlichen  Genauigkeit  bestimmt 
werden  kann,  als  durch  Beobachtung  der  Pendelschwingungen.  Man  beobadi- 
tet  dazu  mit  möglichster  Genauigkeit  die  Schwingungsdauer  eines  PendelSi 
bestimmt  die  Länge  des  mathematischen  Pendels  bei  gleicher  Schwingnugs- 
dauer  und  berechnet  dann  g.  Die  einzige  Schwierigkeit  ist  die  Bestimmmig 
der  Länge  des  mathematischen  mit  dem  physischen  isochron  schwingenden 
Pendels.  Man  kann  dazu  auf  einem  doppelten  Wege  gelangen;  entweder 
gibt  man  dem  Pendel  eine  geometrisch  bestimmte  Gestalt,  und  sorgt  daftTi 
dafs  die  Masse  des  Pendels  überall  die  gleiche  Dichtigkeit  hat,  so  dafe  m» 
das  Trägheitsmoment  des  Pendels  berechnen  kann;  diesen  Weg  schlug«» 
Borda,  Arago  und  Biot  sowie  Bessel  bei  ihren  Bestimmimgen  von  g  ein» 
oder  man  gibt  dem  Pendel  eine  solche  Form,  dafs  man  an  ihm  experimentell 
die  Länge  des  mit  ihm  isochron  schwingenden  mathematischen  Pendels  be- 
stimmen kann.  Letztere  Methode  ist  von  Bohnenberger  angegeben  nnd 
vorzugsweise  von  Kater  ausgeführt  worden. 

Die  Anordnung  der  Versuche,  wie  sie  Borda  und  später  Arago  xoA 
Biot  anwandten,  z(ägt  Fig.  38.  Das  Pendel  BG-  besteht  aus  dünnem  YltäBr 
draht,  an  welchem  unten  eine  Kugel  von  Platin  befestigt  ist.  Das  Pand«l 
ist  befestigt  an  einem  stählernen  Prisma,  das  mit  seiner  nntem  eehftiftB 
Kante  auf  einer  auf  dem  eisernen  *Trttger  Et'G  aufgelegten  in  ihrer  IGttB 
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l)fitv?lTlaf^<w»n    des     Pendels 
'  re    von    Stilb  I 

'.         1  L    Da  das  Pris- 

ni  imd  die  Klemnivorrichittng, 
f-"  '  n  Drabt  bfilt,  an  den 
'  jm  teilnehmen  und  ein 

^li;  iu  vernachlässigendes  Ge* 
nebt  hftben^  so  würde  die  Hchwin- 
Iim;if*dau<>r  des  Pendels  auch  von 
ilun^  der  Masse  des  Pris- 
hangen,  Daduruh  wllrde 
;wierig  sein,  durüh  Rech- 
das  Pendel  auf  ein  matbe- 
ktiiM*hes  3ta  reducieren^  da  man 
uiliängevorricbtung  nicht 
einfache  geometrische 
kami^  wie  sie  znr 
-  Trilgheitsraomen- 
ert  Order  lieh  ist.  Zar  Üm- 
dieser  Schwierigkeit  rich- 
rda  die  Anfhängevorrich- 
öo  ein,  dals  sie  auf  die 
^hwbgangsdauer  des  Pendels 
tf  kflinen  Eiiüiurs  hatte.  Wegen 
■y^ter  dem  Prisma  angebrach- 
^Bii^  Aofnahnie  des  Platin- 
^Hi  dienenden  Kh^mmvorrii'h- 
^paegt  der  Schwerpunkt  der 
Mm  Aufliängevorrichtoug  un- 
irtialb  der  Schneide.  Stellt  man 
fcWr  da^i  Prisma  ohne  angehiing- 
*"  ^*  ^1  auf  die  Unterlage,  so 
^  öelbst  als  Pendel  hin 
Ji'i  W.  ü  rn  nun  die  Seh wingungs 
^r  diejüos  kleinen  Pendels  ver- 
la||i»m  3m  können,  ist,  wie  dif^ 
''*•■"  -  T[Tt,  in  der  Mitte  des 
iwinsermafsen  als  eine 
t'ifi  Verlängi'- 
ifiidens,  eine 
iibenspindel  aufgesetzt,  auf 
ein  Laufgewicht  auf  und 
avtegt  werden  kann.  Ihirch 
des  Lautgewichtes 
hwerjjunkt  der  Auf- 
nrrirhtung  der  Schneide 
'  -^^  't»  and  damit  wird 
^sdauer  derselben 
r^^ra     Denn  nennen  wir 


12t>  Bestimmang  von  ff.  S  89. 

»lio  Nfass*^  il*>r  Aufhange  Vorrichtung  m,  den  Abstand  ihres  Schwerpunktes 
vmi  iler  Sohnoide  <i  und  das  Tr5gheitsmr>ment  in  Bezog  auf  die  Schneide  kj 
si»  ist  die  Sohwiugungsdauer 

»w  wUohst  somit  t,  wenn  a  kleiner  wird.  Das  Laufgewicht  wurde  nun  so 
gf- stellt,  ilals  die  Srhwiugungsdau«'r  der  Auiliänge Vorrichtung  für  sich  genau 
iTif  ich  war  der  Sohwingungsdauer  des  ganzen  zusammengesetzten  Pendels. 
l>a!iii  Ut  k\w  Sehwingimgsdauer  d*'s  ganzen  Pendels  dieselbe,  als  wenn  es 
uiir  au<  dt'ui  Autliängedraht  und  der  unten  angehängten  Kugel  bestände. 
Sr>:,  mii  «las  nachzuweisen.  A'  das  Träirheitsmoment  des  Fadens  und  der 
uu:r  u  angehängten  Kug»=-l.  A  der  Ab-tand  de<  Schwerpunktes  dieser  beiden 
l\'iU  Vi^u  ilt-r  Schneide,  und  ?£  dw  ^Ias>*-  von  Faden  und  KugeL  Ist  nun 
di"  Sohwiiigung^ilauer  des  gAiizen  Pendels  ebenfalls  gleich  /,  so  ist 

.  _        1  ^  -^  ^      _ 

~"  ■^*  I     gam  -f  AM 

'\\  -las  Tr5/:iri:sn:oinT  ur  -in^s  -usammruge-^tzten  K'-rpers  gleich  ist  der 
>i::::;i:v  ier  Tr5ghr::<n:oait:i>  d-  r  Brs:an::e:l-.  und  da^^  statische  Moment 
r.'.T  V.:^  r>  r  Kriü^f  gleich  is:  l-r  Suiv.rne  vi-r  s:a:i<<b-n  Momente  der  einzelnen 
K\^^r:'.     A;;<  .\:->^:i  >i:rii  «.il-ivliiinirrn  ::ljr  ab^r 


::."•.:;>  .:^r 
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von  jj  war  die  Kugel 

.  "  ":  .ä:.t.;  v.r.-.  ä>.7  ;-,;  ;;v.::r>-.: :':.■::•-.  :*:  .••.t^V.j-;  v.r  jT  :^  alle  Substanzen 
^■r,i.-.  -.rs-  >  >«:-..  w,;r.*.:  v.-;  Kv.re'.  :v.'irr-.".fr.  Cr-arr/üsel«.  Deshalb  war 
v  \v,^:'  ":;■;.:  .v.r:-fci.  >  r..:;rr.  .-./.r:":.  •  .r.  zi»zs  klrisr^  Ansatzstück  B, 
* : . . :. .  N  v.T.: : "  k : t.Vä *.  .s ' >  7 : . .  :  :r. ■  :  \ .UT: ".?. 5. :  i f .  if  rr t  Ra dius  gleich  dem 
■".■:  .v;...;>Är.r::-.'.tri  K/.^Ti.r.  ^«^7,  i-'rsv-r:  Ilr  k-j^1  wird  mittels  einer 
rfc-T.;  ■,:.v.T;-r.  ^VA;r.ss: >.:.>.:  .r.  .v.-s:  V;r.::-j.7^  fi:i*rfklr":7-  Dadurch  ist 
y :  ::.•/:  .'i^  :  TT.",  l  c'. .:':.':.  \  \ :  *!v  ;;c: ".  ur.  ^ :  rs: ':.:  r  •  St  - 1  c:  St-t  Urn  ihrer  Ober- 
r  I. ,  r :    ;»r. :  /.  k".  i-  '>ir. .  w . . .  >;    :  ■.:  v.r. : x  '.-s  -. . :  •  r. .  ;" :  t  >t  .rir .i  .Tuiki   der  Kugel 

'.«;.>  VrT..".:.  x.  r.r.^:  ST.  :  " •  v:  t:-:;?.  >.' r.:v..^öef.:sfrafii  TrSger  EGF 
y  ,y  ^  ;k.-.:g;  :.?;r.4:':  ^  •:'.::■.:  r:.  ■  .; . :  v,fess.-^:i:  -KT^-Tfrnf-n  von  belebten 
>=;  ru.>.-:  :  v i  r:  :r::  v.  V..s..r :  .::  "s.:-;  .i  ;•• :-.  <:.z':  .it.".  rzrri:  Srrel»rn  E  nnter- 
v;:;:i'. ;  v:,: .  ;,?,.>  : :  i»  :•.-..:  h.w::.  ::v..>:r^  >:'.>:.  Zi:»rli  Aoci  doivh  die 
S.-.t:*  .TiiLv.Vi*:'::.  ."::>  irTi.f.^  :.r.  ^t  "  T^i-s;  •  Vv '«■rr^.'.T.j:  fcimkhin-  Auf  diesen 
'IrUir:-:  «fi-  :•:  r  .-.;.  ^v.;  -.•...:.•:  ?..■,:.:  lt.  >riy..  :»xt  Achat  fest  auf- 
ct'Siuvt^  h.;    V-:..;:-   .:.■!   S.  i.i':  .i:    .;; :    ^ ,.  j.kT^i';  i  ."mr'tTTing  anfstuid. 

V»K>  Pi'n.'i: .  J-.Jiv  ^..•;  ;  .Tj: -.  jw*.-.  '^>-...:: v :■:.  h<T.r. .ni'iimM-lMai  Ilir  herab, 
iv>  hu\>  IHM:  jL''r<. ')..':  .  .c  •■!:   S.  v  :y'.:;i:  -■':  >  '.V.  '.'t't  St'.VriMiitsng«!!  di^iendcu 
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imd  des  Pendels  der  Uhr  übersehen  konnte.  Schliefslich  war  Uhr  und 
Tendel  von  einem  Glasgehäuse  umgeben,  welches  etwaige  Luftströmungen 
-^on  dem  Pendel  abhielt. 

Zur  Bestimmung  von  g  bedarf  es  zunächst  der  Kenntnis  der  Länge 
^  mathematischen  Pendels,  welches  mit  dem  physischen  isochron  schwingt, 
also  des  Wertes  «. 

Dazu  ist  es  notwendig,  die  Länge  f  des  Fadens,  das  Gewicht  des  Fadens 
imd  den  Badius,  sowie  das  Gewicht  der  Kugel,  zu  dem  wir  ohne  merklichen 
Tdhler  das  Gewicht  des  Ansatzstückes  B  hinzuziehen  können,  zu  messen. 
Die  Länge  des  Fadens,  deren  Bestimmung  vor  Konstruktion  des  Katheto- 
JBeters  mit  einiger  Schwierigkeit  verknüpft  war,  ist  mit  Hülfe  dieses  Mefs- 
ipparates  leicht  zu  erhalten.  Borda  brachte  eine  genau  horizontale  Platte 
durch  eine  Mikrometerschraube  mit  dem  tiefsten  Punkte  der  Kugel  zur 
Berührung  und  mafs  dann  mit  Hülfe  eines  Mafsstabes  den  Abstand  der 
Pktte  von  der  Schneide.  Jetzt  visiert  man  mit  einem  Kathetometer  einmal 
die  Schneide  und  dann  den  tiefsten  Punkt  der  Kugel,  so  dafs  der  horizon- 
tale Faden  des  Fadenkreuzes  gerade  als  Tangente  der  Kugel  erscheint.  Die 
Differenz  der  Stellungen  des  Kathetometerfemrohrs  gibt  dann  die  Länge 
.des  Fadens  plus  dem  Durchmesser  der  Kugel.  Ist  das  Pendel  länger  als  die 
Skala  des  Kathetometers,  so  visiert  man  zunächst  die  Schneide  und  irgend 
einen  zwischen  dem  obem  und  untern  Ende  des  Pendels  liegenden  Punkt, 
ietzt  dann  das  Kathetometer  tiefer  und  visiert  dann  von  neuem  den  eben 
visierten  Punkt  und  darauf  den  tiefsten  Pimkt  der  Kugel. 

Um  den  Durchmesser  der  Kugel  zu  erhalten,  kann  man  sich  des  Sphäro- 
meters  bedienen,  oder  genauer,  man  bestimmt  den  Gewichtsverlust  der 
Kugel  beim  Eintauchen  derselben  in  Wasser  von  bestimmter  Temperatur; 
'in  welcher  Weise,  wird  später  hervortreten,  wenn  wir  die  Methoden  zur 
'Bestimmung  des  specifischen  Gewichtes  der  festen  Körper  besprechen.  Die 
\  Differenz  zwischen  den  Ablesungen  des  Kathetometers  und  dem  Durchmesser 
r  2r  der  Kugel  gibt  dann  die  Länge  /  des  Fadens. 

i        Da  der  Faden  überall  dieselbe  Dichtigkeit  hat,  so  liegt  sein  Schwer- 
[  pottkt  in  dem  Abstände  \f  von   der  Aufhängeaxe;   der  Schwerpunkt  der 
Kugel  liegt  in  ihrem  Mittelpunkte.    Ist  daher  p  das  Gewicht  des  Fadens, 
'  ^das  Gewicht  der  Kugel,  so  ist 

^^  =  7T  +  |(/-  +  '-V 

Das  Trägheitsmoment  des  Fadens  erhalten  wir  in  folgender  Weise. 
8ei  q  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Fadens,  so  ist  das  Gewicht  eines 
^endlich  kleinen  Stückchens  von  der  Länge  dx  gleich  q  .  dx.  Befindet  sich 
dieses  Stückchen  im  Abstände  x  von  der  Schneide,  so  ist  das  Trägheits- 
^ment  dieses  Stückchens 

■^'X^'dx 

9 
^  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Fadens 

/ 


Ä.«x/>,.= 
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Nun  ist  q  '  f  =  p  gleich  dem  Gewichte  des  Fadens,  somit 

Djls  Trägheitsmoment  der  Kogel  in  Bezog  auf  eine  durch  ihren  Mittelpunkt 

j:rehende,  der  Schneide  parallele  Axe  ist 

^    9 

Da  «iiese  Axe  sieh  im  Abstände  /'-f"  *"  ^"^^i  ^^^  Drehungsaxe  des  Pendels 
betindet,  so  wird  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  diese  Axa 

Si^mit 

A-  =  A-,  -  A;  =  «  ^r  -f  ?  f  ;  r*  +  Kf+  rf\) 

und  $ohlic'l$lit''h  die  LSnge  i  de;  uiataeiiiaci'«oh<rn  Peodels 

l\\  -vir  Lir^^  •■  :~>  Fa-A-:  r>  ;in  i  irr  Ra>üas  irr  Kua^^I  von  der  Temperator 
AlriXirU:  >:r.i.  >v>  Andrr:  sich  a:;oh  dir  Ling»r  i  »irs  P»rndeU  mit  der  Tem- 
;vri:r.r.  I>:  iah-er  dir  Tf:v.iyrra:ur  r*^i  drn  Brv-*^aehtxing«-n  nicht  immBr 
.lit>^'r*=  «r^A  ;wjkr  ;TUr.  l>ri  wrloh^r  di-  lJLi^n3irssang«rn  durchgefUurt 
>;r..i,  >:  iv.v.Js  :v.Ar.  riv.e  K  rr-kv.  n  anrrin^rr:.  um  di*  Ar  jeden  Versocl* 
c*".*.:.c-  l-'^-e^  ■•">  r«= -•>*.>  ::;  Tr*j»l:ri:L  I>:  Fairn  und  Kugel  von  dein- 
er V>r.  VtTaI'.  ;ir..i  ;  :>  r-iv-j'^rÄ^ur,  c^i  w-^>hrr  di-  Lln£!^nme$5ungen  vor- 
Ct  V. '  V -.m  er.  >;r.  ,i.  : .  A i :  T •:  :v. :  -e  ri: ;ir.  :  •?  i  w  el ,•  ir  r  ■  ii-e  S<i wingungten  beohachtp'fc 
«r*ri-r..  s.   >:  .i:e  :v.r  :v >::-*. :v.:;r.i:  v-  /  i::i  Reir'»r:;r.j  ra  ziehende  Länge  T 

T:--;.    /    i-r.   Av.>AT"r.r..:T^V  r:Y.owr.:^r    ir>   MrTAlls    r^frairt.     Die  Werte 
-. .."  f  :^.T    .i.:   '»frs: >.:•.>":-  Vf :**/.:  w:r*Tr,  w-ir  in   irinr-n  Bande  kennen 


Vv.  .1.::  >»,>.»-.7^.:r^li":r  '.;>  :\r.ir'>  r.v.z  zr^l>:^T  («enauigkeit  za 
*:•:>:: .-.  r. . :  r..  •- :  r-r' : . : :. :  -.v,a r.  i ■ :  >.  r.«  ■.r^.*,r^-  -  •  -  s  fW« :  V^a^ ibTTmgspendels  mit 
.\ :  Tr  r,  .i :  >  V  >. r;.  «t"  - ;" : '. "s  -'. V.  .i  : . .  ."  -»  f »:  V  •  ":  •: • ; ': jk*  >.:•? ;  rüzs  die  Schwingungen 
.v>  .i.v?,>.  :.:>:-  V.- .r.:r.  >:.  >  r.  'iV^v^r.-.r^  ^Tr^irTjicÄ  Pandels  mit  HOlfe 
;  .7i^>>  .^-r;.  A:yj.v*-r    c:-^:"  .irr  :-    i:7  ».:>.:v.T:c  TT'    ix  ^iner  Entfernung 

>  .-•T.   V.  .'f  :.T:  TV  T-   V  t  1  •  TT.    A  .;*  c^  <  1  •  ".  .I^  T.   V ?  TT.:'/  >.rs 


f-finwj,' ■>,•<.  ;  :i: :  S.ii  '>i-üi..r:.ri  ,\tj:  :r:z  ':iT^::i'iikrtci  nnfi  imiteaoiidexe  über 
Äfn;  Fniiit&fa'  äk  fc!«^  '/«rf-)  i^nfskw  ,-:<^':>:-7''':  r  S;>.7*f  .-.v^  ^x.i  rir  lilncr  des  Pendels 
itfib»  nftK   >'  y    y*A9iv:.  \  TT^:r^«.>;>x..£Y7  :.nt  /.  *  \<^3ipi  a<9  r  iJar^fa  Sekunden- 
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Man  sieht  dann,  wenn  man  durch  das  Femrohr  auf  den  Apparat  hin- 
blickt,  das  Pendel  der  Uhr,  auf  welches  man  vorher  einen  feinen  vertikalen 
Strich  gezogen  hat,  und  das  davor  aufgehängte  Pendel  gesondert  durch  das 
Gesichtsfeld   gehen.     Da  nun   das   eine   der  Pendel   immer   etwas  rascher 
schwingt  als  das  andere,  nehmen  wir  an,  das  raschere  sei  das  Pendel  GB^ 
so  werden  nach  einigen  Schwingimgen  die  beiden  Pendel  zugleich  in  das 
Gesichtsfeld   treten  und   sich   decken.     Diesen  Zeitpunkt  einer  Koincidenz 
der  beiden  Pendel  wählt  man  zum  Ausgangspunkte  der  Beobachtungen.  Um 
ihn  genau  zu  erhalten,  beginnt  man  die  Beobachtungen  schon  etwas  früher; 
man  sieht  dann,  dafs  bei  den  aufeinanderfolgenden  Durchgängen  die  Pendel 
sich  immer  näher  rücken,  bis  sie  endlich  bei  einem  Durchgange  zur  Ko- 
incidenz  kommen.      Bei    den    weiter    folgenden   Schwingungen    eilt    dann 
das  Pendel  GB  vor,  so  dafs  nach  einiger  Zeit  das  Pendel  GB  schon  eine 
rückgängige  Bewegung  hat,   wählend   das  Uhrpendel  noch  eine  vorwärts- 
gerichtete  Bewegung    besitzt.      Dabei    kommt   wieder    ein    Zeitpunkt,    in 
welchem  die   beiden  Pendel  sich   wieder  in  der  Mitte   des  Gesichtsfeldes 
decken,  aber  jetzt  mit  entgegengesetzt  gerichteter  Bewegung.      Dann  hat 
das  Pendel  GB  eine  Oscillation  mehr  gemacht  als  das  Pendel  der  Uhr  von 
dem  als  Ausgangspunkt  der  Bewegimg  gerechneten  Zeitpunkt  der  vorigen 
Koincidenz  an.    Weiterhin  eilt  das  Pendel  G  B  immer  mehr  vor,  es  geht 
bald  wieder  in  gleicher  Richtung  mit  dem  Uhrpendel  durch  das  Gesichts- 
feld und  kommt  dann  wieder  mit  dem  Uhrpendel  zur  Koincidenz  wie  bei 
der  ersten  Beobachtung.      Bei  dieser  zweiten  Koincidenz  hat   das  Pendel 
wei  Schwingungen  mehr  gemacht,  und  so  bei  jeder  folgenden  Koincidenz 
jedesmal  eine  Schwingung  mehr.     Setzen  wir  nun  voraus,  dafs  das  Uhr- 
pendel  genau  Sekunden  schwingt,  und  dafs  man,  während  man  m  Koinci- 
fasan  beobachtet  hat,  an  dem  Sekundenzeiger  der  Uhr  n  Sekunden  abliest, 
M  ist  die  Schwingnngsdauer  t  gleich 

n  +  m 

Diese  Art,  die  Schwingungen  des  Pendels  zu  beobachten,  die  Methode 
der  K^cidenzen,  bietet  eine  Reihe  von  Vorteilen.  Zunächst  leitet  man 
die  lliPer  einer  Schwingung  aus  der  Beobachtung  einer  sehr  grofsen  Zahl 
(«-|-  *»)  Schwingungen  ab;  der  bei  der  Zeitmessung  begangene  Fehler  wird 
deshalb  durch  die  Division  mit  dieser  grofsen  Zahl  beträchtlich  verkleinert. 
Femer  kann  man  bei  det  Beobachtung  mit  dem  Femrohr  den  Zeitpunkt 
der  einzelnen  Koincidenz  scharf  beobachten.  Schliefslich  bedarf  es  nur  einer 
sehr  scharfen  Beobachtung  der  ersten  imd  letzten  Koincidenz;  ja  man  kann 
sogar,  nachdem  man  die  zweite  Koincidenz  beobachtet  und  go  jedenfalls  mit 
grofser  Annäherung  die  zwischen  zwei  Koincidenzen  liegende  Anzahl  z  von 
Sekunden  erhalten  hat,  die  Beobachtungen  bis  kurz  vor  der  letzten  Ko- 
incidenz unterbrechen,  indem  dann  der  Koefficient  -=  m  uns  die  Anzahl 

der  Koincidenzen  liefert. 

Zur  Berechnung  von  g  müssen  die  Schwingungsdauem  auf  unendlich 
kleme  Bögen  reduciert  werden.  Sind  die  Bögen  überhaupt  nur  sehr  klein, 
80  genfigt  es,  das  Mittel  aus  der  ersten  und  letzten  Amplitude  zu  nehmen. 
Man  xnilst  za  dem  Ende  die  Amplituden  an  einem  hinter  dem  Pendel  an- 
gebrachten Giudbogen,  den  man  gleichzeitig  mit  dem  Pendel  im  Ferurohv 

WtouBB,  PJgriik  X   4,  Auä.  ^ 
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sehen  kann.    Ist  die  erste  Amplitude  a,,  die  letzte  a«,  so  setzt  man  in 
Gleichung 


=  «."|/|(l+isin«i«) 


9 

«1  +«■ 

« ^—- 

Will  man  bei  der  Eechnung  strenge  verfahren«  so  hat  man  zu  beacht 
dafs  die  Dauer  der  einzelnen  Schwingungen  unter  einander  nicht  ganz  gle 
ist,  und  dafs  der  gefundene  Mittelwert  /  nicht  gerade  die  Schwingung 
dauer  des  Pendels  bei  der  so  bestimmten  Amplitude  a  ist  Es  würde  c 
nur  der  Fall  sein,  wenn  die  Schwingungsdauer  sich  in  einfach  linearer  We 
mit  dem  Bog^n  SLnderte.  und  wenn  weiter  die  aufeinanderfolgenden  B^g 
immer  um  dieselbe  Gr5fse  kleiner  wtirden.  Beides  ist  nicht  der  Fall;  d 
ersteivs  nicht  der  Fall  ist,  zeigt  imsere  Gleichung  filr  die  Schwingung 
dauer,  imd  dals  letzteres  nicht  der  Fall  ist,  ergibt  die  Beobachtung.  D 
<4^1W  zeigt  nimlioh,  dafs  nicht  die  Differenzen  der  aufeinanderfolgend 
Schwingungsb^gen  konstant  sind,  sondern  dafs  dieselben  sehr  nahe  in  ein( 
konstanten  VethSltnisse  stehen.  i>dex  dafs  die  SchwingimgsbSgen  sehr  na 
tnne  gtSMi^etrische  R*»ihe  bilden,  um  so  näher,  je  kleiner  überhaupt  c 
Schwingting^n  sind.    Sind  als.-»  aj,  c^  •  •  -  04  die  einzelnen  Bögen,  so  ist 

Cj  =  i-  *  «j :  öj  =  <"  •  c^  =  r*  •  o,  -  •  •  «4  =  f*~*  •  «j , 

wonn  wir  mit  <-  einen  echten  Bmch  bezeichnen. 

IVü  wir  bei  den  hit  r  Tomusge^^tzten  kleinen  B^^n  die  Sinus  noch  d 
IVj^pn  pT\>].H>rtional  s<tjen  kennen,  so  dürfen  wir  auch  schreiben 

sin  ^«f*  =  r  •  sin  \ *, :    sin  ^e,  =  r^  •  sin  icj  •  •  •  sin  ^a^  =  c*~*  •  sin  ^a, 

w«*i  7«r  i^*w,^uom  IWrochnun^  von  a  erhalten  wir  dann  folgende  Gleichimgc 
xix^nn  ^ir  mit  f,,  f*  •  •  •  U  *^i«>  Dauer  \ier  ers^r-n,  zweiten  etc,  bis  zur  letzt 
Si-'b^ftingiinc*  f^r  >» Triebe  ^ir  ä  =  m  -^  •*  setren.  bezeichnen: 

/*-t|     ;,l--  ;-.-^*-.sini«A 

l>i^  :^mmc  all^r  »^i^^^T  Sfhx^iYuniiwSi^aiierr*  i>:  gleich  der  Dauer  n  dei 
jCMninf«  Hes^l>AcbtwnJ:  l^lof^in  >Ä;r  »\if  ^,?r.iw  *:V'T  dies«-  Gleichongen,  sc 
<«^)la)^^yl  ^ir  d^^shalV  ä^^;  *w-  hni«>«  ><t:Tif  «,  r,Tf>ii  die  Gleichui^  wird 

*  -  ■*  1     ^    i  ^  T   is-.v.'  i*,  .1  ^  .•-  -^  .-«  4-  ....<»-«>>). 


99.  Bestimmung  yon  g,  131 

omit  wird 

worin  c  nach  dem  eben  angeführten  Gesetze  aus  zwei  aufeinandei*f olgenden 
Amplituden,  oder  aus  der  ersten  und  letzten  Amplitude  gegeben  ist  durch 

sin  4  of . 
sin  \  a^ 

Bei  einer  Bestimmung  von  g  darf  man  indes  den  bisher  von  uns  aufser 
Acht  gelassenen  Einflufs  der  Luft,  in  welcher  das  Pendel  schwingt,  nicht 
Ternachlässigen.  Dieser  Einflufs  der  Luft  ist  ein  doppelter.  Zunächst  wird 
das  Gewicht  des  Pendels  verkleinert,  somit  das  statische  Moment,  also  die 
bewegende  Kraft  verkleinert.  Diese  Verkleinerung  des  Gewichtes  ist,  wie 
wir  später  nachweisen  werden,  gleich  dem  Gewichte  der  von  dem  Pendel 
Terdr&ngten  Luft,  wofCLr  wir  auch  ohne  merklichen  Fehler  das  tjewicht  der 
von  der  Kugel  verdrängten  Luft  einsetzen  dürfen.  Nennen  wir  dieses  Ge- 
wicht Pj,  so  haben  wir  das  von  dem  Gewichte  P  der  Kugel  abzuziehen,  und 
der  Nenner  unseres  Ausdruckes  für  ?,  den  wir  auf  Seite  128  entwickelten, 
geht  dadurch  über  in 

j4+(^--Pi)  (/■+»•). 

Dann  aber  zweitens,  und  darauf  hat  Bessel^)  zuerst  aufmerksam  gemacht, 
wird  die  Bewegung  des  Pendels  durch  den  Widerstand  der  Luft  verzögert; 
das  Pendel  mufs,  indem  es  in  der  Luft  von  einer  Stelle  zur  andern  geht, 
die  Luft  verdrängen,  welche  den  Baum  einnimmt,  in  welchen  das  Pendel 
eintritt,  es  mufs  dazu  eine  gewisse  Arbeit  verwendet  werden,  welche  in 
jedem  Momente  von  der  Beschleunigung  des  Pendels  abzuziehen  ist;  aufser- 
dem  tritt  durch  die  Reibung  in  der  Luft  eine  Verminderung  der  Geschwin- 
digkeit ein,  wie  wir  bei  der  Untersuchung  der  Luftreibung  nachweisen 
werden.  Diese  beiden  Umstände  kann  man  dadurch  in  Rechnung  ziehen, 
dafs  man  annimmt,  mit  dem  Pendel  bewege  sich  gleichzeitig  nahezu  die 
den  Raum  des  Pendels  ausfüllende  Luftmenge.  Wir  müssen  demnach  zu 
dem  Trägheitsmoment  des  Pendels  eine  dem  Trägheitsmoment  dieser  Luft- 
öienge  nahezu  gleiche  Grölse  hinzuaddieren.  Bezeichnet  demnach  K'  das 
Trägheitsmoment,  für  das  wir  ohne  merklichen  Fehler  dasjenige  der  von 
der  Platinkugel  verdrängten  Luftkugel  setzen  dürfen,  und  ist  k  eine  Zalil 
kleiner  wie  1,  so  wird  der  Zähler  unseres  Ausdruckes  für  / 

if  +  klC 

oder  die  Länge  des  mathematischen  Pendels,  welches  im  luftleeren  Räume 
schwingend  dieselbe  Schwingungsdauer  hat,  wird 

K  +  kK'  . 

A+(P-P,)(/^+r) 

Ke  Konstante  h  hängt  von  der  Länge  und  Gestalt  des  Pendels  ab ;  Bessel 
^•^fitimmte  dieselbe,  indem  er  die  Schwingungsdauer  zweier  Pendel  verglich, 

0  Bttsel^  L&nge  des  einfachen  Sekundenpendels.    Abhandl.  d.  Berl.  Akad. 
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deren  einziger  Unterschied  darin  bestand,  dafs  bei  dem  einen  die  Kugel  ni 
Messing,  bei  dem  andern  aus  Elfenbein  hergestellt  war.  Der  Durchmesser  der 
Kugeln  war  bei  beiden  gleich.  Der  Wert  des  Gliedes  Ä;J^  ist  dann  in  beida 
Fallen  derselbe,  während  K  für  das  Pendel  mit  der  Messingkngel  elM 
erheblich  gi-öfsem  Wert  hat  als  für  die  Elfenbeinkugel.  Eine  Yergleiehiug 
der  Schwingungsdauem  der  Pendel  gestattet  demnach,  dieses  Glied  in  eli- 
minieren oder  auch  den  Wert  von  k  zu  berechnen  und  so  die  L&nge  2  dei 
Pendels  zu  berechnen,  welches  im  luftleeren  Raum  die  gleiche  Schwingnngi- 
dauer  hat^).  Mit  dem  so  berechneten  l  erhalten  wir  dann  den  Wert  von^ 
aus  der  Gleichung 

Der  so  berechnete  Wert  für  g  gilt  nur  für  den  Ort,  an  dem  man  die 
Messungen  durchgeführt  hat.  Im  nächsten  Kapitel  wird  sich  ergeben,  dab  der 
Wert  von  g  mit  der  Erhebung  von  der  Erdoberfläche,  resp.  dem  Meeres- 
niveau  kleiner  wird ;  wir  werden  dort  auch  zeigen,  wie  wir  den  beobachteten 
Wert  auf  das  Meeresniveau  reducieren. 

Borda  erhielt  auf  diese  Weise  für  g  in  Paris  unter  48^  50'  14"  n,  Br. 
reduciert  auf  die  Meereshöhe 

g  =  9,80882. 

Biot  fand  unter  denselben  Verhältnissen 

g  =  9,80896, 

zwei  Werte,  die  sich  nur  um  0,14™™  unterscheiden.  Bessel  erhielt  ftr 
Königsberg  unter  55**  42'  n.  Br.  und  auf  das  Niveau  der  Ostsee  reduciert 

g  =  9,81443,  \ 

mr  Berlin  unter  52<*  30'  16"  n.  Br. 

g  =  9,81278. 

Borda  sowohl  als  Bessel  haben  dann  weiter  gezeigt*),  dafs  der  Wert 
von  g  identisch  derselbe  ist,  aus  welcher  Substanz  man  auch  die  Kugel  dei 
Pendels  wählt;  daraus  folgt  dann  mit  aller  Strenge,  dafs  die  Schwere  irf 
alle  Körper  gleichmäfsig  wirkt,  dafs  alle  Köi*per  beim  freien  Fall  dieielbe 
Beschleunigung  erhalten. 

§  30. 

Bestimmung  von  g  mittels  des  Beversionspendels.  Die  im  Yorige& 
Paragraphen  besprochene  Methode  zur  Bestimmung  von  g  leidet  an  einwf 
Unsicherheit,  nämlich  ob,  wie  es  bei  der  Berechnung  des  Trägheitsmomentes 
vorausgesetzt  werden  mufs,  die  Kugel  am  untern  Ende  des  Pendels  andi 
tiberall  dieselbe  Dichtigkeit  l)esitzt.  Von  dieser  Unsicherheit  ist  die  twAifi 
der  vorlün  erwähnten  Methoden  frei,  welche  die  Länge  des  mit  dem  phyfl' 
sehen  isochronen  Pendels  auf  experimentellem  Wege  bestimmt.  Die  Methode 
wurde  im  Anfange  dieses  Jahrhunderts  von  dem  Astronomen  Bohnenbergef 
zu  Tubingen  vorgeschlagen  und  später  besonders  von  dem  englisehen  Nsto- 
forscher  Kater  zur  Messung  der  Länge  des  Sekundenpendels  benatit.   Das 

')  Man  sehe  Bessel  a.  a.  0.  und  0,  E,  Meyer ^  Poggend.  Ann.  GXLIL 
*)  Bessel,  Über  die  Kraft  der  Schwere.    Abh.  d^r  Berl.  Akad.  tob  18N. 
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Ver&hren  beruht  auf  einer  besondem  Eigenschaft  des  Schwingungspunktes 
des  physischen  Pendels.  Führt  man  nämlich  durch  den  Schwingungspimkt 
dnes  physischen  Pendels  eine  der  Aufhängeaxe  des  Pendels  parallele  Axe 
und  hSngt  dann  an  dieser  als  Drehungsaxe  das  Pendel  auf,  so  ist  die 
Sehtringongsdauer  des  Pendels  bei  dieser  Aufhängung  genau  gleich  der- 
jenigen bei  der  frühem  Aufhängung.  Da  nun  der  Abstand  des  Schwingungs- 
pfonktes  von  der  Drehungsaxe  gleich  ist  der  Länge  des  mathematischen 
Pendels,  welches  dieselbe  Schwingungsdauer  hat  wie  das  physische  Pendel, 
80  gibt  uns  der  Abstand  der  beiden  Schneiden  die  Länge  des  mathemati- 
schen Pendels,  mit  der  wir  den  Wert  von  g  zu  berechnen  haben. 

Wir  können  diese  Eigenschaft  des  Schwingungspunktes  leicht  nach- 
weisen mit  Hülfe  des  im  §  20  abgeleiteten  Satzes,  daCs  wenn  das  Trägheits- 
moment eines  Körpers  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  geführte 
Axe  gleich  ist  M  •  a^,  dafs  es  dann  in  Bezug  auf  eine  mit  dieser  parallele 
and  im  Abstand  e  von  ihr  befindliche  gleich  ist  M(a^  +  i^), 

Ist  niUnlich  M  die  Masse  unseres  Pendels  und  s  bei  der  ersten  Auf- 
kingnng  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Drehungsaxe,  so  ist  die 
Linge  des  mathematischen  Pendels  von  gleicher  Schwingungsdauer 

^ M-rz ^  +  -r' 

Sei  bei  der  zweiten  Aufhängung  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der 
Drehungsaxe  gleich  /,  so  ist  der  Abstand  der  beiden  Schneiden  gleich 
fi  •\-  s\  und  die  Länge  des  mathematischen  Pendels 

bt  nun  die  Schwingungsdauer  in  beiden  Fällen  dieselbe,  so  folgt  auch 
oder 


Diese  Gleichung  besteht  erstens,  wenn  z  =  z'  ist,  wenn  also  der  Schwer- 
punkt des  Pendels  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Schneiden  liegt.  Ist 
das  aber  der  Fall,  so  können  wir  aus  der  Gleichheit  der  Schwingungsdauem 
nur  auf  die  Gleichheit  der  beiden  Werte  von  l  und  X  schliefsen,  ohne  dafs 
der  Abstand  der  beiden  Schneiden  je?  -j-  /  gleich  l  zu  sein  braucht.  Ist  aber 
i  von  z'  verschieden,  so  kann  die  Gleichung  nur  orfUUt  sein,  wenn 

z  =  -  -- , 
..  z    ' 

»oiBit  wenn 

l  ==^  z  -\-  z 

st.  Liegt  daher  der  Schwerpunkt  nicht  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Schnei- 
loi,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  der  Schwingungsdauern,  dafs  die  zweite 
^hneide  dorch  den  Schwingungspunkt  geht,  somit  dafs  der  Abstand  der 
«iden  Sehneiden  gleich  ist  der  Länge  des  mathematischen  Pendels  mit 
gleicher  Dauer  der  Schwingungen. 

Das  auf  diesen  Satz  basierte  Katersche  Pendel  (Fig.  39)  besteht  aus 
in^n  Messmgstabe,  der  an  seinen  beiden  Enden  mit  Spitzen  versehen  ist, 


134  Bestimmung  von  g  mittels  des  Reversionspendels. 

um  bei  der  Beobachtung  der  Schwingungen  die  in  dem  vorigen  Pai 
besi^rochene  Methode  der  Koincidenzen  anwenden  zu  können.  D 
Fig.  39.  Schneiden  S  und  S^  sind  ein  fftr  allemal  an  dem  Pend 
änderlich  und  zwar  so  befestigt,  dafs  das  fertige  Pendel 
jede  Sekunde  eine  Schwingung  vollftthrt.  Unterhalb  < 
Schneide  S^  ist  eine  Metalllinse  angebracht,  welche  dei 
punkt  des  Pendels,  das  im  übrigen  in  Bezug  auf  die  beide 
den  symmetrisch  eingerichtet  ist,  sicher  unterhalb  die  '. 
SS^  herab,  also  näher  zu  S^  legt.  Zwischen  den  beiden  I 
ist  auf  dem  Pendelstabe  eine  Masse  m  mit  Bieibung  ver: 
und  aufserdem  befindet  sich  an  einer  andern  Stelle  eL 
Masse  m^ ,  welche  durch  eine  in  dem  Einge  a  befestig 
meterschraube  eine  kleine  Verschiebung  auf  und  ab  erhal 
Man  hängt  das  Pendel  nun  zunächst  an  die  eine  d( 
den,  etwa  iS\  und  beobachtet  in  der  vorher  beschrieber 
seine  Schwingungsdauer.  Darauf  hängt  man  das  Pendel 
bewirkt  durch  eine  Verschiebung  der  Massen  m  und  Wj 
dieser  Aufhängung  die  Schwingungsdauer  ganz  genau  di( 
Hat  man  das  erreicht,  so  hat  man  nur  mit  dem  Kathetoi 
Abstand  der  Schneiden  zu  messen,  und  die  so  gefundene 
die  Gleichung  zur  Berechnung  von  g  flir  die  Länge  l  de 
einzusetzen,  also  in  die  Gleichung 

n  =  7t  ]/ -  I  Ä  +  i  sin^  ^«1  ""^^-2  \  j' 

worin  die  Bedeutung  der  Zeichen  dieselbe  ist  wie  im  vori 
graphen. 

Es  ist  selbstverständlich,  dafs  man  bei  einem  solch 
auch  die  Reduktion  auf  den  luftleeren  Raum  anbringen 
bei  der  ursprünglichen  Form  des  Reversionspendels  einige  ^ 
keit  hat.    Bei  einer  von  Bessel  angegebenen  Form  des  R 
pendeis  fällt  indes  der  Einflufs  der  Luft  ganz  aus  den 
fort^).    Es  ist  das  der  Fall,  wenn  man  dem  Pendel  in  '. 
beide  Schneiden  eine  genau  symmetrische  Gestalt  gibt.    Ji 
das  in  Fig.  39  mit  hinreichender  Annäherung  erreichen,  ^ 
über  der  Schneide  S  eine  in  der  äufsem  Form  der  un 
gleiche  Linse  anbrächte,   die  indes   hohl  und   überdies 
leicht  gearbeitet  wäre.    Durch  diese  symmetrische  Form 
lieh  erreicht,    dafs    der  Schwerpunkt  der  verdrängten  1 
genau  in  die  Mitte  der  beiden  Schneiden  fällt,  und  dafs 
heitsmoment  der  verdrängten  Luft  in  Bezug  auf  beide 
genau  denselben  Wert  hat.    Nennen  wir  dann  M^  die  ! 
verdrängten  Luft,  also  deren  Gewicht  dividiert  durch  ^,  z^   dei 
ihres  Schwerpunktes  von  jeder  der  beiden  Schneiden,  und  K^  das 
moment  der  verdrängten  Luft,  so  wird  nach  den  Bemerkungen  d( 
Paragraphen  die  Schwingungsdauer  um  die  Schneide  S 


0  Bessel,  Länge  des  einfachen  Sekundenpendels.     Abhandl.  di 
Akad.  1826.   p.  97. 
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^]/- 


g{Mz  ^'MiZiJ 

oder  die  Länge  des  mathematischen  Pendels ,  welches  mit  dem  gegebenen 
die  gleiche  Sehwingungsdauer  hat,  ist 

l  =  3f (ig«  +  «')  +  ^K,  ^ 
Mz  ~  Jfi^i 

Lassen  wir  das  Pendel  um  die  andere  Schneide  schwingen,  so  wii'd 


Mz'  —  M^z^ 

Multiplizieren  wir  beide  Ausdrücke  mit  den  Nennern  und  subtrahieren,  so 
wird 

MUz  -  z)  ==  M{z^  —  z^) 

l  =  z  -]-  z\ 

In  dem  Falle  gibt  uns  also  der  Abstand  der  beiden  Schneiden  die  Länge 
des  mathematischen  Pendels,  welches  im  luftleeren  Eaum  dieselbe  Schwingungs- 
daaer  hat,  wie  das  ßeversionspendel. 

Eine  volle  Übereinstimmung  der  Schwingungsdauem  ist  nur  schwierig 
wi  erreichen;  wenn  man  indes  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  Pendels 
bestimmt,  und  die  Schwingungsdauem  so  nahe  gleich  macht,  dafs  man  an- 
nehmen darf,  der  Schwerpunkt  der  verdrängten  Luft  läge  auch  jetzt  in  der 
Mitte  zwischen  beiden  Schneiden,  und  das  Trägheitsmoment  der  verdrängten 
Lnft  habe  Ar  beide  Aufhängungen  denselben  Wert,  so  läfst  sich  aus  der 
Beobachtung  der  beiden  Schwingungsdauem  auch  jetzt  g  ableiten,  oder  die 
Sehwingungsdauem  des  mathematischen  Pendels  bestimmen,  dessen  Länge 
gleich  ist  dem  Abstände  der  beiden  Schneiden. 

Sei  die  Schwingungsdauer  um  die  Schneide  aS'  =  ^, ,  um  die  Schneide 
5'  =  ^^,  so  ist 


t,  =  7ty 


M{z^  +  g^)  +  kK, 
g{Mz  -  MiZi) 


Wir  erhalten  dann  zunächst 

g*^,  (Mz  -  M^Zi)  =  Mz^  +  Ma^  +  kK, 

g  ^J  (Mz  —  M^Zi)  =  MP  +  Mcv"  +  kK^ 
and  daraus 

g  =  n  - 


M 
and  für  die  Schwingungsdauer  des  Pendels  von  der  Länge  z  -\-  z^ 
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I«. 


Fi«.  10. 


Wie  man  sieht,  miiCs  man  in  dem  Falle  nur  das  Gewicht  der  vordr9iigtMi 
Luft  bestiiomen.  Da  Mj^  gegen  M  indes  schon  sehr  klein  ist,  darf  man, 
wenn  t^  und  i^  nahe  gleich  sind,  das  davon  abhängige  Korrektionflglied 
aufser  Aclit  lassen. 

Bei  den  letzteren  Gleichungen  ist  zu  beachten,  dafs  für  /^  nnd  f|  die 
auf  unendlich  kloine  Schwingungen  reducierten  Bchwingungsdauem  n 
nehmen  sind. 

Mit  einem  solchen  Pendel  erhielt  Kater  für  die  Länge  eines  Pendeli, 
welches  in  einer  Sekunde  seine  Schwingung  vollftihrt,  unter  der  Breite  im, 
Paris  und  im  Niveau  des  Meeres 

l  =  0,9938606. ' 
Daraus  ergibt  sich  der  Wert  von  g  nach  der  Gleichung 

1  /  0^9938606' 

g  =  7C^.  0,9938606  =  9,80904, 
eine  Zahl,  welche  mit  der  Von  Biot  gefundenen  fast  genau  ttbereinstimmL 

§  31. 

Anwendung  des  Pendels  bei  Uhren.  Da  die  Schwingungen  dnei 
Pendels  von  gegebener  Länge  eine  ganz  bestimmte  Dauer  haben,  so  kann 
man  sitih  derselben  zu  Zeitmessungen  bedienen. 

Deshalb   findet    das  Pendel  seine    aasgedehntwte 
Anwendung  bei  den  Uhren.    Die  Einrichtung  der  ühi« 
ist  im  wesentlichen  folgende.  Um  eine  Walze  Q  (Fig.  40) 
ist  ein  Faden  geschlungen,  an  dessen  Ende  sich  ein  Ge- 
wicht P  befindet,  welches  beim  Herabsinken  bewiiWi 
dafs  sich  die  Walze  dreht.    Auf  die  Walze  ist  ein  ge- 
zahntes Bad  H  mit  schräg  geschnittenen  Zähnen  aof- 
gesetzt.     An  einer  mit  der  Axe  der  Walze  parallekft 
Drehungsaxe  A  ist  ein  Pendel  ÄCB  aufgehängt,  weldi« 
durch  seine  Schwingungen  einem  Stift  CD  und  eine»  n 
mit  dem  Stift  verbundenen  Doppelhaken  GE  eine  lün-    i 
und   hergehende  Bewegung  erteilt.     Die  amgebogeow 
Enden    des    Doppelhakens    greifen   in    die   Zähne  ^ 
Rades  //.    Bewegt  sich  nun  das  Pendel  und  hebt  ach 
der  Haken  bei  i?,  so  sinkt  das  Gewicht  und  die  Wal« 
dreht  sich ;  wrihrend  dessen  s(mkt  sich  jedoch  die  andere 
Seit«  des  Doppelhakens,  greift  in  die  Zähne  des  Rades 
ein  und  hemmt  die  Drehung  der  Walze.    Bei  der  folgen- 
den Schwingung  hebt  sich  nun  diese  Seite,  die  Walze 
WA^  dreht  sich  wieder,  bis  das  Endo  E  neuerdings  in  das 

ffa  Rad  eingreift,  aber  nicht  in  denselben,  sondern  in  den 

IH  folgenden  Zahn  des  Rades.    Für  je  zwei  Oscillationen 

^^  des  Pendels  dreht  sich  also  die  Walze  uni  einen  Zahn 

weiter.  Die  Walze  dreht  sich  somit  während  gleicher  Zeiten,  die  dnreh  die 
Schwingungen  des  Pendels  gegeben  sind,  um  gleiche  Winkel;  und  ist  ao 
ibrer  Axe  ein  Zeiger  befestigt,  der  sich  vor  einem  Zi£ferblatte  dreht,  sc 
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schreitet  auch  der  Zeiger  in  gleichen  Zeiten  um  gleiche  Bögen  fort.  Hat 
daä  Bad  z.  B.  30  Zähne  und  vollführt  das  Pendel  in  der  Sekunde  eine 
Schwingung,  so  wird  der  Zeiger  sich  in  einer  Minute  um  das  ganze  Ziffer- 
blatt bewegen,  und  ist  der  Umkreis  desselben  in  GO  Teile  geteilt,  so  ent- 
spricht jeder  Teilstrich  einer  Sekunde.  Wie  man  nun  mittels  passend  an- 
gebrachter BädepYerke  die  Bewegung  der  Zeiger  ändern,  Sekunden-  und 
Minutenzeiger  anbringen  kann,  ist  leicht  ersichtlich.  Nur  ist  zu  erwähnen, 
dafs  die  Stellung  der  Zähne  und  Haken  derartig  ist,  dai's  der  Haken  jedes- 
mal, wenn  er  gehoben  wird,  zugleich  einen  Anstofs  erhält,  wodurch' die 
Bewegung  des  Pendels,  welche  sonst  durch  die  Beibung  aufhören  würde, 
erhalten  wird. 

Um  die  Bewegung  der  Uhr  zu  regulieren,  ist  die  Linse  B  an  der 
Pendelstange  verschiebbar  angebracht;  ein  Heraufschieben  beschleunigt,  ein 
Herabziehen  verzögert  die  Bewegung.  Dadurch  ist  es  möglich  zu  bewirken, 
dafs  das  Pendel  gerade  in  der  gewünschten  Zeit  eine  Schwingung  vollführt. 

.  §  32. 
Allgemeine  Anwendung  der  Fendelgesetze.  Es  wird  im  Laufe 
unserer  Untersuchungen  häufig  unsere  Aufgabe  sein,  Kräfte  zu  messen, 
welche  zwar  den  verschiedensten  Ursprung  haben,  sich  aber  durch  An- 
ziehungen und  Abstofsungen  äufsem.  Wir  haben  dann  zwei  Mittel,  diese 
Kräfte  zu  messen:  entweder  halten  wir  der  Kraft  durch  eine  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  wirkende  an  ihrem  AngriiTspunkto  das  Glei<;hgewicht; 
diese  Methode  gibt  meist  nut  angenähert  richtige  Resultate;  oder  wir  messen 
die  Beschleunigung,  welche  sie  einer  bekannten  Masse  in  erteilt.  Bezeichnen 
wir  diese  Beschleunigung  mit  (r,  so  ist  nach  §  11  und  12  die  Kraft  P 
gegeben  durch 

F=a'  m. 
Zur  Bestinunung  der  Beschleunigung  ist  nun  das  f^enaueste  Mittel,  ein 
Pendel  unter  dem  Einflüsse  der  Kraft  schwingen  zu  lassen.  Sind  die  Kräfte 
einer  festen  Richtung  parallel,  oder  sind  sie  wic^  die  Schwerkraft  nach  einem 
festen  Centrum  gerichtet,  welches  hinlänglich  weit  entfi^mt  ist,  so  dals 
man  sie  in  Bezug  auf  ein  kleines  Pendel  als  parallel  ansehen  kann,  so  be- 
obachtet man  die  Schwingungsdauer,  welche  dasselbe  unter  Wirkung  dieser 
Krifte  annimmt.    Nach  §  25  ist  dann  diese  Schwingungsdauer  gleich 


'-Y-f. 


wenn  K  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  und  J)  das  Drehungsmoment  be- 
deutet, welches  die  wirksame  Kraft  dem  Pendel  in  einer  zur  Richtung  der 
Kraft  senkrechten  Lage  erteilt.  Die  Bcschleunigimg,  welche  diese  Kraft 
jener  Masse  erteilt,  die  in  der  Abstandseinlioit  von  der  Drehungsaxe  die 
Ihsse  des  Pendels  ersetzt,  ist  dann 

er  ^  , 

QBd  da  JT  die  Masse  ist,  der  jene  Beschleunigung  erteilt  ist,  so  erhalten  wir 
Ar  die  GrOfse  der  Kraft  in  gewöhnlichem  Mafse,  das  heifst  in  Druckeinheiten 

p=  GK=I), 
so  daft  also  schon  der  Nenner  des  Ausdrucks  unter  dem  Wurzelzeichen  im 
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Mll 


Aiisilrurk  für  die  Scliwinf^ingsd;iu<*r  uns  die  gesuchte  GrÖfse  der  KnvR  gibijj 
md«?m  wir  den  Ausdnak  flir  /  nach  B  au  fluiden 

Ändert  sich  die  Grölse  der  Kraft  mit  dem  Abstände  vom  am^iehen^igLl 
Mittelpunkte^  so  können  wir  durch  Annäherung  oder  Entlenumg  des  Pendels^ 
von  demsolben  auch  diis  Gesetz  ableiten,  nach  welchem  die  Knift  sieh  ftn^lertj 

Die  Ptmdelgeset7.e  linden  noch  weitere  Anwendung;  wir  werden  nochl 
mohrfatdi  schwingende  Bewegungen  von  Körpeni  um  eine  bestimmte  Gleicher 
gewichtslage  beobachten,  deren  Schwingungsdauer  von  der  Gröfse  der  Am*] 
jditude  unabhängig  ist.  Wir  schliefsen  daraus  dann  stets,  dafs  die  Kn 
welche  diese  Schwingungen  veranlal'st,  dem  Aussehlagswinkel  proportioii 
ist,  oder  dafs  bei  einem  xiiisschlagswinkel  a  diese  in  der  Abstand seinlK^itj^ 
von  der  Dnliimgsaxe  angreifende  Kraft  gleich  F'O  ist.  Die  Kraft  Fj 
welche  das  auf  den  schwingenden  Körper  wirkende  Drehimgsmoment  gib^ 
wenn  der  Wert  von  a  gleich  1  wird^  also  auch  den  in  dieser  Lage  ani 
die  Masse,  welche  die  Masse  des  Körpers-  in  der  Abst^indseinheit  von  ddl 
Drchungsaxe  ersetzt,  wirkenden  Dnick  bedeutet,  erhalten  wir  dann  elxmfal 
;ms  der  Beobachtung  der  Schwingungsdauer  t,  Ist  K  das  Trägheitsmoment  li 
schwingenden  Körpers,  m  ist  gerade  wie  in  den  vorher  besprochenen  Pällffl 

Es  ergibt  sich  das  aus  der  Überlegung,  dafs  die  Kraft  F  in  diesen 
Falle    ganz   an  die  Stelle    des  Gewichtes  an  dem  unter  der  Wirkunja^  de 
Schwere  seh  wringenden  Pendel  tritt,  indem  ja  hei  diesem  die  Kraft  bei  da 
Ausseh Jagswinkel  ä,  so  hinge  derselbe  nur  klein  ist,  gleich  Ps  «  a  ist.   Dm 
Kraft  F  bewirkt  also  in   dem  jet^^t  betrachteten  Falle  die  schwingende 
wegang,  wie  die  Kraft  Fz  bei  dem  unter  Wirkung  der  Schwere  sehwingeo 
den  Pendel;    beide   müssen    also  auf  dieselbe  Weise  aus  der  beobachtete 
Schwingungsdaiier  abgeleitet  werden. 

Ebenso    benutzen  wir    die    Pcndclgef^etze   in  manchen   Fällen  zu  ein«*J 
experimentellen   Bestimmung  der   Trägheitsmomente,  w^o  die   Formen  ode! 
ilie  Verteilung  der  Massen  der  schwingenden  Körper  eine  Berechnung  ded 
seihen  nicht  zulassen.    In  welcher  Weise  das  geschehen  kann,  möge  kn 
an  einem  Beispiele  angedeutet  werden.    Man  hänge  an  einem  Metalldr 
einen  Stab  in   seiner  Mitte  so   auf,   dafs  der  Stab   horizontal  schwebt.    I^ 
tler  Draht  nbriu  ganz  fest  eingeklemmt,  so  nimmt  der  Stab  eine  bestinni 
Lag^H  an;   stöfst  man  ihn  dann  an,  so  voUtlührt  er  in  horiiiontaler  Eh 
Schwingungen  um  seine  Gleichgewichtslage,  deren  Dauer  von  der  Gröffl 
der  Sehwingimgen  unabhängig  ist.    Es  t^rgibt  sich  somit,  dafs  auf  den  Stab 
eine  Kraft  wirkte  welche  der  Ablenkung  des  Stabes  von  der  Gl eicbge wicht 
läge  proportional  ist;   dieselbe  rührt,   wie  vrir   später  nachweisen  werde 
daher,    dafs   der   Draht   um   eine    in  ihm   liegende    Axe    gedreht,    dafs 
tordiert  ist    Bezeichnen  wir  diese  Kraft,  wenn  die  Ablenkung  gleich  eins  i 
mit  F  und  das  Trägheitsmoment  des  Stabes  und  Drahtes  in  Bezug  auf 
Brehimgsaxe  mit  K,  so  ist  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung 


-,y#. 
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m  K  experimentell  zu  bestimmen,  hängen  wir  etwa  mit  Hülfe  einer 
2fe  von  ganz  feinem  Draht  an  den  Stab  an  jeder  Seite  des  Aufhänge- 
s  und  in  gleichen  Abständen  r^  von  demselben  ein  Gewicht,  dessen 
mit  der  der  Drahtschlinge  gleich  M  sei.  Da  jetzt  das  Trägheitsmoment 
hwingenden  Masse  ein  anderes  ist,  so  wird  auch  die  Schwingungs- 
ßine  andere;  bezeichnen  wir  das  Trägheitsmoment  nach  dem  Anhängen 
jwichte  mit  Ä^,  so  wird  die  Schwingungsdauer  sein 


<,-,.i/^. 


Trägheitsmoment  K^  ist  gleich  dem  frühem  Trägheitsmoment  K 
lern  Trägheitsmoment  der  angehängten  Gewichte.  Bezeichnen  wir 
rägheitsmoment  jedes  der  angehängten  Gewichte  in  Bezug  auf  eine 
den  Schwerpunkt  der  Gewichte  gehende  vertikale  Axe  mit  M  •  a*, 
das  Trägheitsmoment  desselben  in  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  des 
fitalen  Pendels  gleich  M{o?  -|-  r,^).  Denn  jedes  der  Gewichte  hängt 
),  dafs  sein  Schwerpunkt  senkrecht  unter  dem  Aufhängepunkt  liegt; 
trbindungslinie  des  Aufhängepunktes  mit  dem  Schwerpunkt  ist  also 
xe,  in  Bezug  auf  welche  das  Trägheitsmoment  des  Gewichtes  gleich 
)t.  Da  diese  Axe  dem  Aufhängedraht  parallel  imd  im  Abstände  r^ 
rselben  befindlich  ist,  so  ist  das  Trägheitsmoment  jedes  der  Gewichte 
ag  auf  den  Aufhängedraht  gleich  Jf  (a^  +  ^i\    Damit  wird 

-i/X  +  aitfCa'+r,") 
t^^Tt'Y    ^, 

ringen  dieselben  Gewichte  in  einen  Abstand  r^  von  der  Drehimgsaxe 
lobachton  die  Schwingungsdauer  t^^  dann  ist 


ei  beobachteten  Schwingungsdauern  liefern  die  Gleichungen 

y.  t^^  =  ;c-(ir  +  2  Jtfa^  +  2Mr;') 
y,t/=7t\K  +  2Ma^  +  2il/r/)- 
hieren  wir  von  der  zweiten  die  dritte  Gleichung,  so  wird 

^  —  ^     ~;  i      t  i  '  ~ V^h 

^1    —  h 

enn  wir  diesen  Wert  von  V  in  die  erste  Gleichung  setzen  und  nach 

Ösen 


2      2  3f(rj»-r/)  .    . 

K  =  t    ,  _^     , — (^Bj. 

h    —  h 


7\x  erhalten  somit  den  Wert  von  K  ausgedrückt  in  lauter  bekannten 
0,  da  die  Masse  M  jedes  der  angehängten  Gewichte  P  gleich  ist  —  • 
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Die  Gloichung  (A)  zeigt  gleichzeitig,  dafs  wir  ans  so  geftUurien  Be- 
obachtungen auch  direkt  die  Gröfso  der  bewegenden  Kraft  ableiten  kömMB, 
ohne  dafs  wir  den  Wert  des  Trügheitsmomentes  K  zu  berechnen  haben. 

Man  sieht  demnach,  wie  das  Pendel  in  der  einen  oder  andern  Fom 
iilr  die  experimentolle  Physik  einer  der  wichtigsten  Apparate  ist;  wir  werdet 
fast  stets  zur  Messung  von  Kräften  von  demselben  Gebrauch  machen. 

§  33. 

CentripetallLraft  und  Centrifugalkraft.  Wir  haben  sowohl  bei  der 
fortschreitenden,  als  bei  der  drehenden  Bewegung  gesehen,  dafs  die  Hsise 
eines  Körpers  vermöge  der  Trägheit  der  Materie  jeder  Änderung  des  Be- 
wegungszustandes ein  Hindernis  entgegensetzt,  welches  durch  die  Wiikong 
der  Kraft  überwunden  werden  mufs.  Demgemäfs  sahen  wir,  dafs  die  Be- 
schloimigung,  welche  ein  Körper  erfährt,  abhängig  ist  von  dem  Verhältnis 
der  Kraft  zur  bewegten  Masse.  Bei  den  drehenden  Bewegungen  tritt  die 
Trägheit  der  Materie  in  ein(T  noch  auffallenderen  Weise  in  einer  aaden 
Richtung  hervor. 

Bei  dieser  Bewegung  wird  nämlich  in  jedem  Augenblick  die  Bicfatmig 
des  beweglichen  Körpers  geändert,  indem  die  augenblickliche  Bewegnngs- 
richtung  stets  mit  der  Tangente  der  Bahn  zusammenfällt,  in  der  sich  der 
Köq)er  l)ewegt.  Vermöge  der  Trägheit  hat  dann  der  Körper  das  Bestreben, 
in  der  einmal  angenommenen  Bewegungsrichtung  zu  verharren. 

Soll  der  Köri)er  seine  Bewegungsrichtung  ändern,  soll  er  in  einer 
kreisförmigen  Bahn  verharren,  so  mufs  auf  ihn  eine  Kraft  wirken,  weld» 
ihn  dem  (./entnim  der  Bahn  soviel  nähert,  als  die  Bahn  selbst  von  der 
Tangente  sich  entfernt.  Diese  Kraft,  welche  bei  jeder  drehenden  Bewegnif 
vorhanden  sein  mufs,  und  die  den  Körper  stets  nach  dem  Mittelpunktseiner 
Bahn  hinzieht,  heilst  die  Ccntripctalkraft. 

Der  Centripetalkraft  genau  an  Gröfse  gleich  und  ihr  entgegengesetit 
ist  die  Contrifugalkrcaft.  Dafs  diese  Kraft  vorhanden  sein  mufs,  und  dife 
iniblge  derselben  der  Körper  auf  den  Mittelpunkt  der  Bahn  einen  gen» 
ebensolchen  Zug  ausüben  mufs,  wie  vom  Mittelpunkt  her  auf  ihn  auflgeflU 
wird,  das  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  §  1 1  näher  besprochenen  Prmdpi 
der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung.  Wir  nehmen  dieselbe  aud 
bei  jeder  drehenden  Bewegung  wahr.  Ist  der  im  Kreise  bewegte  Körper 
an  einem  Faden  befestigt,  so  ist  es  der  Zusammenhang  des  Fadens,  der  Ott  1 
nach  dem  Mittelpunkt  hinzieht,  der  Faden  ist  gespannt,  ein  Beweis,  dift  1 
der  Körper  einen  ebenso  starken  Zug  auf  den  Mittelpunkt  ausfibt,  als  der 
ist,  welcher  ihn  aus  der  geradlinigen  Bewegung  ablenkt. ,  Beifst  der  Faden, 
so  bewegt  sich  der  K()rper  einfach  in  der  Tangente  der  Bahn  weiter. 

Die  Centrifugalkraft  ist  also  weiter  nichts  als  der  Widerstand,  den  det 
träge  Köri)er  der  Änderung  seiner  Bewegungsrichtung  entgegensetzt;  hört 
die  C'entnpetalkraft  auf,  so  auch  die  Centrifugalkraft,  indem  der  Körper 
sich  dann  in  der  Richtung  seiner  Bewegung  von  der  Drehungsaxe  entÜBrni. 

Es  ist  leicht,  aus  den  bisher  gewonnenen  Sätzen  die  Orölke  der  Cen- 
trifugalkraft oder  Centripetalkraft  abzuleiten. 

Es  bewege  sich  ein  Körper  A  mit  der  Masse  m  in  einem  Kreise  um 
den  Mittelpunkt  0  (Fig.  41),  mit  welchem  er  durch  einen  Faden  verbunden 
ist.    Er  habe  beim  Beginn  der  Bewegung  eine  konstante  nach  AB  gerichtete 
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tschwindigkeit  erbalten.  Nach  einer  sehr  kleinen  Zeit  t  sei  er  in  M  an- 
kommen; er  hat  den  Bogen  AM  beschrieben,  den  wir  so  klein  voraus- 
zen,  dafs  wir  ihn  mit  der  Sehne  AM  zusammenfallen  lassen  dürfen.  Die 
sprttnglich  dem  Körper  erteilte  Geschwindigkeit  hätte  ihn  nach  G  gebracht, 
r  Zusammenhang  des  Fadens  hat  ihn  ^^  ^^ 

derselben  Zeit  durch  die  Strecke 
if  =  -4  2>  gezogen,  er  wirkt  also  wie 
16  Kraft,  welche  in  derselben  Zeit 
n  Körper  nach  D  gezogen  hätte; 
M  ist  dann  nach  dem  Satze  vom 
jrallelogramm  der  Bewegungen  die 
agonäle  des  aus  AC  imd  AD  kon- 
Tiierten  Rechteckes.  Da  wir  AM  als 
lir  klein  voraussetzen,  können  wir  die 
ntipetralkrafb  während  der  Zeit  als 
nstant  und  nach  AO  gerichtet  an- 
hmen,  wir  haben  dann,  wenn  wir  dieselbe  mit  F  bezeichnen, 

dererseits  ist,  wenn  wir  mit  v  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  seiner 
im  bezeichnen,  AM  =  v  t 

Femer  nach  einem  beksmnten  Satze  aus  der  Geometrie 

AM^  =  2RAJ), 

>nn  B  den  Badius  des  Kreises  bedeutet.    Setzen  wir  hierin  ^r  AM  und 

D  ihre  Werte,  so  ist  ^ 

vU^  =  R  -  f 
m 

d  daraus  , 


B 

Damit  sich  also  der  Körper  im  Kreise  drehe,  muls  ihn  an  jeder  Stelle 
iner  Bahn  eine  Kraft  nach  dem  Mittelpunkte  ziehen,  die  proportional  ist 
T  Masse  des  Körpers,  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit,  und  die  um- 
kehrt proportional  ist  dem  Radius  des  Kreises,  in  welchem  der  Körper 
sh  bewegt. 

Mit  gleicher  Kraft  wirkt  die  Centrifugalkraft  entgegen  und  spannt, 
enn  der  Körper  an  einem  Faden  befestigt  ist,  den  Faden.  Gleitet  der 
ßrper  in  einer  Rinne,  so  übt  der  Rand  derselben  auf  ihn  in  jedem  Augen- 

ücke  einen  Druck  aus  gleich      p    ,   und  mit  gleicher  Kraft  drückt  der 

örper  gegen  den  Rand  der  Rinne. 

Man  kann  dem  Ausdrucke  für  die  Centrifugalkraft  eine  manchmal  be- 
lemere  Form  geben,  indem  man  beachtet,  dafs  der  Umfang  des  Kreises 
ufi  mit  der  Geschwindigkeit  v  in  einer  Zeit  T  durchlaufen  wird,  also 

2nR  =  vT, 

Setzen  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Ausdruck  für  v  in  die  Gleichung 
•J- ein,  BO  wird  ^^,^  .  ,^ 
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<M 


Fig.  42. 


Man  kann  das  Dasein  der  Centrifugalkraft  durch  eine  Menge  sehr  eiih 
facher  Versuche  nachweisen.  Wenn  man  ein  an  einem  Faden  befeBÜgtei^ 
init  Wasser  gefülltes  Gefdfs  sehr  rasch  im  Kreise  der  Vertikalebene  heniB- 
schleudert,  so  fällt  kein  Tropfen  Wasser  heraus,  weil  bei  der  raschen  Be 
wegung  das  Wasser  gegen  den  Boden  des  Gefäises  mit  einer  Kraft  drückt, 
welche  senkrecht  gegen  den  Kreisiimfang  gerichtet  und  stärker  ist  als  du 
Gewicht  des  Wassers. 

Es  gibt  Apparate,  mit  denen  man  diese  Kraft  messen  kann.  Eil» 
metallische  Axe  EF  (Fig.  42),  die  vertikal  auf  einem  festen  Tische  steht, 
kann  mittels  einer  Kurbel  3/,  deren  Zahnrad  C  in  ein  an  der  Axe  befestigte! 

Zahnrad  D  eingreift,  in 
Rotation  versetzt  ^rerdea 
Auf  der  Axe  ist  ein  Bechtr 
eck  TABU  befestigt, 
dessen  eine  Seite  TU«a 
einem  cjlindrischen  Stabe 
besteht ,  der  beliebig 
herausgenommen  werdtt 
kann.  Man  kann  anf  di^ 
sen  Stab  eine  durchbohrte 
Kugel  S  schieben,  derei 
Gewicht  gleich  P  sei,  ubü 
zwischen  die  Kugel  nd 
die  Seite  T  eine  Feder  J 
einsetzen,  die  mit  einea 
Zeiger  versehen  ist,  ob 
den  Druck  zu  bestimmei, 
welchen  die  Kugel  auf  sie 
ausllbt.  Setzt  man  mittels  der  Kurbel  den  Apparat  in  rasche  BotatioB,  se 
l)e.schroibt  die  Kugel  anfangs  eine  Spirale;  bald  aber  drückt  die  Kugel 
giiy^m  dio  Feder  und  drttckt  sie  bis  auf  einen  bestimmten  Punkt  zusammen. 
Dann  l)eschreil)t  sie  einen  Kreis,  und  der  auf  die  Feder  ausgeübte  DroA 
milst  di(?  Centrifugalkraft.  Man  wird  Rnden,  dafs  der  Druck  mit  dem  v<tf- 
hin  durch  R^chnimg  bestimmten  der  gleiche  ist,  dafs 


F« 


Dafs  die  Centrifugalkraft  proportional  dem  Gewichte  der  rotierende»  \ 
Körper  ist,  kann  man  an  einem  sehr  hübschen  Versuche  sehen.     Ersetzt   - 
man  di*n  Messingstab  des  vorigen  Versuches  durch  eine  geschlossene  GlW" 
röhre,  in  welcher  Luft,  Wasser,   ein  Stückchen  Kork  und  eine  Bleikugel 
eingeschlossen  ist.  so  sieht  man  bei  der  Kotation  des  Apparates  die  Luft 
dem  Centrum  des  Kreises  am  nächsten ,   das  Stückchen  Kork  sich  auf  die 
dem  ('entriim  zugewandte  Seite  des  Wassers  legen,  und  die  Bleikugel  sieh 
bis  ans  Ende  der  Rohre  bewegen,  selbst  wenn  die  R^hre  gegen  den  Mittel- 
punkt des  Kreises  stark  geneigt  ist. 

§  34. 
Erhaltung  der  Botationsebene.     In  gleicher  Weise,  wie  ein  Körper 
bei  der  drehenden  Bewegung  der  Änderung  der  Bewegungsrichinng  in  seiner 


Erhaltnng  d^r  Rotationsebene. 
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hn  einen  gowinsim  Widerstand  leiatet,  welcber  sich  in  der  Centrifugal- 

hit  &of^rt,  HO  strebt  aaeh  ein  rotierender  Körper  in  der  Ebene,  in  wek'her  or 

ieit,  CTi  verharren.    Jeder  Teil  des  Körpers  beschreibt  nämlich  bei  seiner 

wvgnng  einen  ebenen  Kreis,  und  in  jedem  Augenblicke   besitzt  derselbe 

M»  »ttrh  ■  •  nte  des  Kreises  gerichtete  Geschwindigkeit.    Wenn  man 

n  4en   r  >  n  Körper  so  drohen  will,  dafs  die  Ebene ^  in  der  sich 

^r  l*imkt  desselben  bewegt,  mit  ihrer  ursprünglichen  Lage  einen  Winkel 

det,  so  inofs  ebenfalls  die  Richtung  der  Bewegung  gotlntlert  werden. 

Daxn   bedai'f  es  aber  ebenso  einer  Kraft,  wie   zu  der  Änderung  der 

t  '  '  tung  in  der  Rotatiansebene,     Wirken  demnach  keine  äul^soren 

i  a  solchen  rotierenden  Körper  ein,  so  bleibt  er  in  seiner  Lage^ 

k  d^s  die  Ton  den  einzelnen  Punkten  beschriebenen  Kreise  stets  derselben 

)om  pürallel  bleiben. 

Mim   sieht  dieses  sehr  deutlich  an  einem  sckmalen  Rade  oder  einer 

tmalitn  Kcheibe,  welche  sofort  umfallen,  wenn  man  sie  ruhend  auf  dem 

Ißde  Tertikai  aufstellen  will,  welche  aber  in  der  vertikalen   Ebene  fort- 

IhUy  wenn  man  sie  in  rasche  Drehung  um  eine  horizontale  Axe  verseift, 

I8selbe   zeigt  sich   in  dem  Beharren  der 

l^eminnteu  freien  Axen  rotierender  Körper. 

t  ' '       '  1  nllinlich  der  Körper  um  eine  Axe, 

1  die  Masse  derselben  ganz  syra- 

li»tri>*:h    vert/eilt    istj    so    zwar,    dals    die 

Hnvninmktfl   aller   einzelnen  auf  der  Axe 

■i\  Schichten  auf  der  Axe  liegen, 

ura   die   Centrifngal kraft  nach   allen 

igen  hin  einen  gleichen  Zug  auf  die 

la,  ihre  W*irk»uig  hebt  sich  also  auf. 

[)lrhe  Axe,  welche  durch  die  Centri* 

ftikmft   gar   keinen   Zug  ei'ftlhrt,   nennt 

eine  freie  Axe,     Dafs  eine  solche  Axe 

Rirhtunti'  im  Räume   beibehält,    sieht 

tlich    fin  dem   Bohnenberger- 

'.     Derselbe  besteht  aus  drei 

einander    liegenden    Ringen,    in    deren 

lnjrgt^Di   eine   Kugel   in   rasche   Rotation 

etrj  werden  kann.     Der  äufserste  Ring 

43)    ist  fest   vertikal   aufgestellt. 

£»ite  Ring  B  kann  sich  in  dem  ersten 

fin«   vertikale   Axe   frei  drehen.     Der 

Rttfi  Ring  C  kann  sich  in  dem  zweiten  mm  eine  Axe  frei  drehen,  welche 

der  Drehungsaxe  des  zweiten  Ringes  einen  rechten  Winkel  bildet,  und 

Igel  D  endlich  ist  um  eine  auf  lüeser  senkrechten  Axe  drehbar.    An 

d**r  Kuj:?»^!  ist  eine  kleine  Rolle  angebracht,  um  welche  lhu  Faden 

I  Q  werden  kami.     Zieht  man  den  Faden  sehr  rasch  ab, 

iti,.„   -  ,1   Ring   festhrilt,    so  nimmt  die   Kugel  eine   sehr  rasche 

tun  ihre  Axe»  an. 

Maii  tfif»bt,  durch  diene  drtdfache  Aufhängung  kann  sich  die  Axe  der 

gasi  frid  nach  allen  Richtungen  drehen;  rotiert  die  Kugel  nicht,  so 

ttiii:li  der  lei8esto  Druck  eine  Drehung  der  Axe  hervor.    Hat  mi&.tv 
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aber  die  Kugel  mittels  raschen  Abziehens  der  Schnur  in  schnalle  1 
versetzt,  so  mag  man  den  Apparat  drehen  und  wenden  wie  man  i 
Axe  der  Kugel  bleibt  sich  immer  parallel.  Sehr  deutlich  sieht  n 
wenn  man  den  Apparat  auf  der  Centrifugalmaschine  befestigt  ni 
dann  in  Rotation  versetzt;  die  Richtung  der  Drehimgsaxe  wird 
nicht  geändert. 

Granz  dieselbe  Erscheinung  zeigt  sich  bei  dem  bekannten  Kin< 
zeug,  dem  Kreisel.    Wenn  derselbe  nicht  rotiert,  so  fällt  er  auf  di 
pjg  44  gestellt  sofort  um,  weil  er  sich  dann  im  Zusti 

labilen  Gleichgewichts  befindet.  Rotiert  er  i 
so  fällt  er  nicht  um,  selbst  wenn  die  Ai 
die  Vertikale  geneigt  ist,  also  der  Kreise 
die  Schwerkraft  umgeworfen  würde,  wenn 
rotierte. 

Wie  grofs  der  Widerstand  ist,  den  ein  i 

der  Körper  einer  Änderung  der  Rotationseb 

gegensetzt,  fühlt  man  sehr  deutlich,  wenn  r 

sucht,  die  Axe  der  rotierenden  Kugel  im 

bergerschen  Apparat  zu  drehen.    Noch  auffallender  zeigt  es  sich  a 

Versuche,  welcher  den  Mechanikus  Fessel  auf  die  Konstruktion  < 

Fig.  46.  sondern  Apparates,  des  Fes 

Rotationsapparates,  ftlhrte. 

Wenn  man  eine  an  ihrei 
mit  einem  starken  Messingwa 
sehene  Scheibe  auf  einer  Axe  l 
welche  wie  die  Bohnenbe 
Kugel  in  einem  Ringe  angebi 
nun  die  Scheibe  in  sehr  ras 
tation  versetzt  und  dann  den 
der  in  Fig.  44  bezeichneten  ^ 
einem  Faden  aufhängt,  so  si] 
und  Scheibe  nicht  sofort  her&b. 
bleibt  frei  schweben,  weil  bein 
sinken  eine  Änderung  der  R 
ebene  eintreten  würde,  wel 
Rotation  entgegenwirkt,  obv 
Gewicht  des  Apparates  we 
Schwungscheibe  ein  ziemlich  b 
des  ist. 

Dagegen  sieht  man  an 
Apparate  sowohl  als  am  Kre 
andere  auf  den  ersten  Blick  höchst  auffallende  Erscheinung;  die 
dreht  sich  um  den  vertikalen  Faden  in  einer  der  Rotation  der  Sc 
ihrem  Ringe  entgegengesetzten  Richtung,  während  ein  langsames 
sinken  der  Drehungsaxe  stattfindet. 

Zu  allseitiger  Darstellung  dieser  Ersclieinungen  dient  der  F« 
Rotationsapparat  (Fig.  45).  Die  Scheibe  mit  dem  Ringe  von  Fi( 
nach  Art  der  Bohnenbergerschen  Aufliängung  in  einem  zweiten  B 
t,  an  welchem  sich  ein  Stiel  befindet,  welcher  in  der  (Jabc 


mm 
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fiii^  hnnrontalo  Axe  drehbar  befestigt  wird.     Die  Gabel  befindet  sieb  auf 

M  im  Fnfs  des  Apparaies  drehbaren  Axo.   An  der  Yerlängening 

..,.-.  ..mnen  Gewichte  angehängt  werden,  um  die  rotierende  Scheibe 

oder  zum  Teil  zu  üquilibrieren.     Klingt  die  Scheibe  ganz  frei,  und 

aie,  so  sieht  man  eine  Drehung  der  Scheibe  mit  den  Eingen  um 

Je  Axe   in   dem   eben    bezeichneten  Sinne;   ist  ttie   ganz   äquili- 

rtert^  m  hJkigt  die  Scheibe  gan^  ruhig,  als  wenn  sie  nicht  rotierte;  ist  da- 

gen  das  Übergewicht  auf  der  andern  Seite  des  Stieles,  so  dreht  sich  die 

89  Vorrichtung  in  einer  der  vorhin  angegebenen  entgegengesetzten  Rich- 

[  ttJö  die  vertikale  Axe,  also  in  der  Richtung  der  Rotation  des  Rades. 

Dafs  alle  diese  Erscheinungen  nur  Folge  der  tangentialen  Geschwindig* 

inzelnen  TeiJe  der  Seheibe  sind,  bat  Poggendorf  in  sehr  fassliuher 

^    ich  nach  dem  Bekanntwerden  des  Fesselsühen  Apparates  gezeigt. 

Wird  nlimlich   die  Drehungsaxe  der  rotierenden  Seheibe  zuerst  hori- 

ßlaJ  gehalten,  wie  Fig,  44  und  die  Scheibe  in  der  Vertikalebene  rotieren 

üi«i?n,   so  wird  beim  Loslassen  der  Bebeibe,   wenn  sie  nieht  durch  ein 

bt  im  Gleichgewicht  gehalten  wird,  zunächst  die  Schwere  einwirken 

Vorrichtung  ein  wenig  sinken  machen. 
Durch  dieses  Sinken  tritt  eine  geringe  Drehung  der  Scheibe  um  eine 
(öriÄOütale  Axe  ein,  und  daduiTh  wird  die  Bewegung  der  Teilchen  der 
Ifieibe  rorn,  wo  sie  aufsteigen,  und  hinten,  wo  sie  hinuntersinken,  gestört. 
ül>en  haben  eine  vertikale  Geschwindigkeit,  die  Scheibe  nimmt  dagegen 
Itw&d  geneigte  Lage  an.  Die  vertikalen  Geschwindigkeiten  der  Teil- 
liÄö  treten  daher  vorn,  wo  sie  aufsteigen,  zur  Beeilten,  hinten,  wo  sie  ab- 
ägffQ,  zur  Linken  aus  der  Scheibe  heraus.  Da  nun  die  Teilehen  der 
bribe  ihnen  nicht  mehr  ganz  folgen  können,  so  Üben  sie  einen  Zug  senk- 
auf  die  Scheibe  aus,  vom  nach  rechts  hin,  hinten  nach  links  hin. 
Wirkungen  unterstützen  sieh,  und  die  Folge  davon  ist  eine  Drehung 
Vorrichtung  um  die  vertikale  Axe  und  zwar  von  oben  gesehen 
ehrt,  wie  die  Bewegung  eines  Uhrzeigers  stattfindet. 
Sobald  aber  diese  Drehung  der  Vorrichtung  um  die  vertikale  Axe 
filmt,  wird  auch  die  Bewegung  der  Teilchen  imten,  wo  sie  sieh  nach 
»>brTi,  wo  sie  sich  nach  hinten  bewegen,  gestört.  Die  augenblickliche 
it  derselben  tritt  unten  nach  links  und  oben  nach  rechts  aus 
klichen  Stellung  der  Scheibe  hervor.  Zerlegen  wir  sie  in  zwei 
imponenten,  ein©  in  der  Richtung  der  augenblicklichen  Bewegung  der 
und  eine  darauf  senkrechte,  so  sieht  man  isofort,  wie  dadurch  an 
iefsten  Punkte  des  Scheibendurchmessers  ein  Zug  nach  links  und  am 
ein  Zug  nach  rechts  entsteht.  Beide  Kräfte  zusaoimen  müssen  die 
iifcxe  der  Scheibe  ein  wenig  beben,  also  in  der  entgegengesetzten 
ilnng  bewegen,  in  welcher  die  Schwere  ui-sxu-tinglich  das  Bestreben 
fkitt*,  die  Axe  zu  drehen. 

ht  datreg^^n  di^ni  Gewichte  der  Vorrichtung  durch  ein  gleiches  Gegen* 

vicbt   gehalten,    so    fehlt  der  erste   Impuls,   der  die 

^_^        ''t,  die  Wirkung  der  Schwere,  deshalb  tritt  gar  keine 

ein. 

bi  ifcbor  das  Oegengewicht  schwerer^  so  ist  die  Wirkung  eine  gerade 

tzte,  wie  eine  der  vorigen  ganz  analoge  Betrachtung  uniuittel* 

tfgibL 
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146  Foucaolts  Pendelversucb.  { S& 

Die  Bewegung  der  Rotationsaxe  des  Kreisels  auf  einem  Eeg€l  um 
die  Yertikalrichtnng  wird  man  sich  leicht  auf  die  gleiche  Weise  abldta 
können. 

§  35. 

Foucaults  Fendelversuoh.  Ein  schwingendes  Pendel  hat  ebeiio 
das  Bestrehen,  stets  in  derselben  Vertikalebene  zu  schwingen,  indem  ind 
an  diesem  die  einzelnen  Teile  in  ebenen  Kurven,  in  Kreisbogen,  sich  be 
wegen.  Wenn  daher  keine  seitliche  Einwirkung  auf  das  Pendel  stattfindet^ 
so  wird  CS  stets  in  derselben  Ebene  schwingen.       , 

Diese  Eigenschaft  des  Pendels  hat  der  französische  Physiker  Foncult 
benutzt,  um  einen  experimentellen  Beweis  ftlr  die  Axendrehung  der  Erifl 
zu  liefern.  Man  denke  sich  ein  Pendel  gerade  über  dem  Pole  der  Eide, 
z.  B.  dem  Nordpole,  aufgehängt  und  das  Pendel  gerade  in  einem  Heridiin 
schwingen.  Das  Pendel  bleibt  sich  mit  seinen  Schwingungen  stets  parallel, 
der  Meridian  aber,  mit  dem  es  anzüglich  parallel  hin  und  her  sich  bewegte, 
dreht  sich  unter  dem  Pendel  in  24  Stunden  vollständig  im  Kreise  henia. 
Ein  Beobachter  mufs  daher  nach  und  nach  die  Bichtung  der  Fendd- 
schwingung  von  der  des  Meridians  abweichen  sehen  und,  da  er  die  Drehung 
der  Erde  nicht  wahmiimnt,  glauben,  dafs  sich  die  Pendelebene  in  entg^gflfr 
gesetztem  Sinne  drehe.  Es  mufs  daher  den  Anschein  haben,  als  wenniiii 
die  Pendelebene  mit  der  Sonne  drehe. 

An  andern  Orten  der  Erde  ist  das  Verhältnis  nicht  ganz  so  emftdii 
dort  kann  die  Pendelebene  nicht  ganz  ihre  Lage  beibehalten,  wie  unter  den 
Pole,  da  mit  der  Rotation  der  Erde  die  Richtung  der  Schwere  sieh  !■• 
dert;  in  wie  weit  dort  eine  Drehung  der  Pendelebene  eintreten  muiÜB,  giU 
folgende  Überlegung.  Die  Lage  der  Pendelebene  in  einem  bestiiniiitA 
Momente  ist  bestimmt  durch  die  Richtung  der  Vertikalen  und  dmdidie 
Richtung  der  horizontalen  Tangente,  die  wir  an  den  tiefsten  Pnnkt  des  TOI 
dem  Pendel  beschriebenen  Kreisbogens  legen,  also  etwa  durch  den  Winkeli 
den  diese  mit  dem  Meridian  bildet.  Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  aa, 
das  Pendel  schwinge  in  dem  betrachteten  Moment  in  der  durch  den  Med: 
dian  gelegten  Vertikalebene,  so  würde  OAC  (Fig.  46)  uns  die  Lage  dff 
Pondelebene  darstellen,  wenn  A  uns  einen  Ort,  auf  dem  Parallel  ABl^ 
imd  0  den  Mittelpunkt  der  Erde  bedeutet.  Dreht  sich  nun  die  Erde  na 
CO  als  Axe,  so  ilndei-t  sich  die  Richtung  der  Vertikalen  stetig,  nnduB  1 
der  Drehung  der  Vertikalen  ändert  sich  die  Lage  der  Pendelebene,  da  dal  ^, 
l'endel  immer  imi  die  augenblickliche  Vertikale  als  die  Qleiohgewiehtalage 
infolge  der  nach  der  Vertikalen  gerichteten  Wirkung  der  Schwere  hin  und 
her  schwingen  muls.  Hat  sich  die  Erde  so  weit  gedreht,  dafs  der  Pnniki 
A  auf  dem  Parallel  ^^P  bis  B  gekommen  ist,  so  hat  sich  die  Vertikala 
um  den  Winkel  AOB  gedreht,  eine  Drohung,  die  wir  indes  nichl  wahr- 
nehmen, da  wir  uns  mit  der  Erde  drehen. 

Auf  die  andere  Richtung  dagegen,  welche  uns  die  Lage  des  Pendela 
bestimmt,  resp.  auf  die  horizontale  Komponente  seiner  Bewegung  wirkt  gar 
keine  Kraft  ein,  so  dafs  die  horizontale  Richtung,  das  heifst  die  an  den 
tiefsten  Punkt  des  Pendelbogens  gelegte  horizontale  Tangente  im  Baoma 
immer  dieselbe  Richtung  beibehalten  mufs.  Denn  ein  Verlassen  dieser 
Richtung  wäre  nur  möglich,  wenn   auf  das  schwingende  Pendel  in  te 


Daner  der  Drehung  der  Pendelebene. 
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Fig.  46. 


3n  Ebene  irgend  eine  der  horizontalen  parallele  Erafb  einwirkte, 
ieshalb  im  Punkte  B  die  zweite  Bichtung,  welche  die  Lage  der 
ae  bestimmt,  die  an  den  tiefsten  Pnnkt  des  Pendelbogens  gelegte 
ß  Tangente  BB  der  ursprünglichen  Bichtung  AC  parallel  sein. 
m  ursprünglich  voraus,  das  Pendel  schwinge  in  der  durch  den 
belegten  Vertikalebene.  Da  nun  diese  Ebene,  resp.  die  Bichtung 
ians  sich  gedreht  hat,  so  mufs  die  to  den  untersten  Punkt  des 
ens  gelegte  horizontale  Tangente  mit  der  Bichtung  des  Meridians 
>  B  einen  Winkel  ß  bilden,  der,  wenn  q>  die  geographische  Breite 
r  Winkel  AB  ist,  den  der  Punkt  A  auf  seinem  Parallelkreis 
in  hat,  wie  sich  leicht  zeigen  läfst,  gegeben  ist  durch 
/5  =  a  •  sin  9. 

)r  Ausdruck  ftlr  die  Oröfse  des  Winkels  ß  ergibt  sich  unmittelbar 
)  15  bewiesenen  Satze  über  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung 
mgen.  Wir  können  nämlich  darnach  die  um  die  Erdaxe  OC  statt- 
3rehung  der  Erde  in  zwei 
■jr  senkrechte  Komponenten 
md  zwar  in  die  beiden  Kom- 
die  wir  auch  eben  gesondert 
haben.  Die  beiden  Kom- 
sind  die  Drehung  um  eine 
nkrechte  Axe  und  um  AO 
Die  erstere  Drehivig  bringt 
cale  in  die  Bichtung  BO^ 
^  die  Ebene  AOC  in  die 
0.  Die  zweite  Drehung  um 
BO  dreht  dann  die  Ebene 
Ige  ^5 0  in  die  Lage  CB  0. 
:el  GBB,  den  die  Pendel- 
et) mit  der  Meridianebene 
[et,  ist  demnach  gleich  die- 
n  Komponente  der  Drehung. 
5  ist  die  Komponente  einer 
um  eine  Axe,  welche  mit 
önen  Drehungsaxe  den  Win- 
Idet,  gleich  der  gegebenen 
multipliziert  mit  cos  if;.  Die  Axe  AO  bildet  nun,  wenn  wir  die 
sehe  Breite  AE  des  Beobachtungsortes  mit  (p  bezeichnen,  mit  der 
i  Drehungsaxe  den  Winkel  90  —  (p.  Einer  Drehung  a  um  die 
äntspricht  also  als  Komponente  der  Drehung  um  die  Axe  A  0  der 

ß  z=  a  '  cos  (90  —  9)  =  a  •  sin  9. 

'  der  Winkel  der  scheinbaren  Drehung  der  Pendelebene  ist  gleich 
ukte  des  Winkels,  um  den  sich  die  Erde  in  der  Zeit  gedreht  hat, 
ms  der  Breite. 

Pole  ist  g)  «=  90*^,  ein  9?  =  1,  /S  =  a;  am  Pole  dreht  sich  die 
B0  ebenso  rasch  als  die  Erde,  am  Äquator  ist  9  »s  Q,  sin  9  >=  0, 
mrt  dreht  sich  die  Pendelebene  gar  nicht,  wie  sich  a\ie\i  \)imxv\XAV 

10* 
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bar  daraus  erkennen  läfst,  dafs  am  Äquator  alle  an  den  Meridian  gezog« 
Tangenten  der  Erdaxe  und  somit  einander  parallel  sind. 

Für  Berlin  ist  /5  =  a  •  sin  52®  30'  =  0,793  35  a. 

Für  Bonn         /S  =  a  •  sin  50®  43'  45"  =  0,774  16  a. 

In  24  Stunden  dreht  sich  somit,  da  a  dann  gleich  360^  ist,  das  Pen 

zu  Berlin  um  285®  36', 

zu  Bonn  um  278®  41'  51", 

oder  zu  einer  ganzen  Umdrehung  braucht  das  Pendel 

in  Berlin  30  Stunden  15  Minuten 
und 

in  Bonn  31  Stunden  6  Minuten. 

Genau  ausgeflihrte  Versuche  haben  wirklich  diese  von  der  Theorie 
forderten  Zahlen  geliefert  und  haben  somit  einen  experimentellen  6e^ 
ftlr  die  Axendrehung  der  Erde  gegeben. 

Am  bequemsten  werden  die  Versuche  in  hohen  Bäumen  ausgeft 
Man  befestigt  an  einem  langen  feinen  Draht  ein  schweres  Oewicht  und  si 
um  den  Punkt,  auf  welchen  das  Pendel  zeigt,  wenn  es  vertikal  herabhft 
als  Mittelpunkt  einen  geteilten  Kreis.  Man  sieht,  wie  nach  und  nach 
Pendel  auf  immer  andere  Teilstriche  zeigt,  indem  sich  seine  Bchwingoi 
ebene  scheinbar  mit  der  Sonne  dreht. 


Drittes  Kapitel. 
Von  der  allgememen  Gravitation. 

§  36. 

Allgemeine  Anziehung.  Eepplers  Gesetze.  In  den  beiden  vor 
Kapiteln  haben  wir  mehrfach  gesehen,  dafs  alle  Körper  auf  der  Erde 
Kräften  angegriffen  werden,  die  wir  ihr  Gewicht  nannten,  und  welch« 
jeder  Stelle  senkrecht  gegen  den  Horizont  wirken.  Es  hat  demnach 
Anschein,  als  wenn  die  ganze  Masse  der  Erde  auf  die  an  ihrer  Oberft 
befindlichen  Körper  eine  Anziehung  ausübe,  welche  fiberall  merklich  g< 
den  Mittelpunkt  der  Erde  gerichtet  ist,  und  welche  bis  zu  irgend  e 
Höhe  über  dem  Boden  wirksam  ist.  Durch  Induktion  schliefsen  wir  dai 
dafs  sich  diese  Anziehung  über  jene  Grenzen  ausdehnt,  welche  wir  errei 
können,  dafs  sie  sich  bis  zu  den  Sternen  erstreckt,  aber  mit  der  Entfen 
an  Gröfse  abnehmend. 

Andererseits  dürfen  wir  mit  grofser  Wahrscheinlichkeit  anneh: 
dafs  alle  Gestirne  ähnliche  Erscheinungen  darbieten,  dafs  es  auf  allen 
gegen  ihren  Mittelpunkt  gerichtete  Schwere  gebe,  die  bis  zu  einer  gewi 
Entfernung  auf  alle  anderen  Himmelskörper  wirkt.  Diese  Schltlsse  w 
es,  welche  Newton  dahin  führten,  anzunehmen,  dafs  alle  Gestirne  sid 
ziehen,  dafs  ihre  Bewegungen  durch  die  wechselseitige  Einwirknpg  dei« 
auf  einander  bestimmt  seien,   und  dafs  das  ganze  Weltall  doroh  K 
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-egiert  werde,  die  aus  einer  einzigen  Quelle  fliefsen,  aus  der  Anziehung  der 
tfaterie. 

Ist  dem  so,  so  müssen  die  Bewegungen  der  Gestirne  äufserst  verwickelter 
Statur  sein,  weil  ihre  Zahl  äufserst  grofs  ist,  und  alle  auf  einander  ein- 
irirken.  Indes  ist  es  leicht  ersichtlich,  dafs  sich  das  Problem  mit  einer 
!rsten  Annäherung  einfacher  stellt.  Die  Himmelskörper  teilen  sich  in  zwei 
Hassen;  die  eine  umfafst  die  Fixsterne,  welche  sich  in  so  grofsen  Ent- 
'emnngen  von  der  Sonne  und  Erde  befinden,  dafs  man  ihren  Einflufs  ver- 
lachlässigen  kann;  die  andern  stehen  sich  näher,  sie  wirken  einer  auf  den 
indem  ein  und  bilden  eine  abgeschlossene,  von  Fixsternen  freie  Gruppe; 
)s  sind  dies  die  Sonne  nebst  ihren  Planeten.  Wir  haben  uns  zunächst  nur 
nit  der  Wechselwirkung  dieser  auf  einander  zu  befassen.  Vergleichen  wir 
um  die  einzelnen  Körper  dieser  Gruppe  mit  einander,  so  erkennen  wir  so- 
brt,  dafs  die  Sonne  wegen  ihrer  tiberwiegenden  Gröfse  in  dem  System  auch 
dnen  überwiegenden  Einflufs  haben  mufs,  derart,  dafs  ein  Planet  wie  unsere 
Brde  von  der  Sonne  sehr  stark  angezogen  werden  mufs,  von  den  übrigen 
»  imbedeutend,'  dafs  wir  auch  deren  Einflufs  zunächst  vernachlässigen 
Ifirfen.  Wir  betrachten  daher  die  Sonne  als  den  einzigen  anziehenden 
ißttelpunkt  in  unserem  System  und  nehmen  an,  dafs  die  übrigen  Planeten 
inabhängig  von  einander  sich  nach  denselben  Gresetzen  bewegen,  jeder  so, 
d»  sei  er  allein  der  Anziehung  der  Sonne  unterworfen.  Wir  haben  dann, 
im  die  Gesetze  der  Anziehungskraft  zu  erhalten,  nur  die  Aufgabe,  die  Be- 
fegnng  der  einzelnen  Planeten  um  die  als  fest  betrachtete  Sonne  zu  unter- 
gehen, und  aus  dieser  nach  den  bisher  entwickelten  Gesetzen  auf  diejenigen 
nirttckzuschliefsen,  nach  welchen  die  Kraft  wirksam  ist. 

Die  Gesetze,  nach  denen  sich  die  einzelnen  Planeten  um  die  Sonne  be- 
regen, sind  im  Anfange  des  17.  Jahrhunderts  von  dem  grofsen  deutschen 
Astronomen  Keppler  aus  den  sorgfältigen  und  langjährigen  Beobachtungen 
lycho  de  Brahes  abgeleitet  worden  und  werden  daher  nach  ihm  die  Keppler- 
chen  Gesetze  genannt^).    Es  sind  folgende  drei: 

1.  Die  Planeten  bewegen  sich  in  elliptischen  Bahnen  um  die  Sonne, 
•elehe  in  dem  einen  Brennpunkte  der  Ellipsen  steht. 

2.  Die  von  dem  Radius  vector  jedes  Planeten  beschriebenen  Flächen- 
imne  verhalten  sich  wie  die  Zeiten,  in  denen  sie  beschrieben  sind. 

3.  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  verschiedenen  Planeten  ver- 
dien sich  wie  die  dritten  Potenzen  ihrer  mittleren  Abstände  von  der 
ome. 

Auf  diese  Gesetze  gründete  Newton  den  Nachweis  von  der  Existenz 
ler  zwischen  verschiedenen  Massen  thätigen,  anziehenden  Kraft  und  die 
itwicklung  der  Gesetze,  nach  welchen  dieselbe  sich  ändert. 

§  37. 

Die  AnBiehimg  ist  gegen  die  Sonne  gerichtet.  Sei  0  (Fig.  47) 
i  Centnun  der  Sonne,  und  A  das  eines  Planeten,  in  einem  bestimmten 
genblicke.    Während  einer  sehr  kleinen  Zeit  beschreibt  nun  letzterer  das 


■ehe  Poggendorff,  Geschichte  der  Physik.    Leipzig  1879,  p.  161  fif. 
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Stück  Ä  B  seiner  Bahn.  Wenn  nun  keine  äufsere  Kraft  auf  ihn  einwiikta, 
so  würde  er  in  einer  der  ersten  gleichen  und  ihr  folgenden  Zeit  das  gleiche 
Sttlck  ^  C  in  der  Richtung  seiner  Bewegung  zurücklegen.  Anstatt  desun 
legt  jedoch  der  Punkt  A  in  der  auf  die  erste  folgenden  und  ihr  gleidm 
Zeit  den  Weg  BB  zurück.    Man  mufs  daraus  schliefsen,  dafs  auf  ihn  ein 

Kraft  einwirkt,    welche  seine  BewegungB* 

richtung  ändert,     um  die  Bicbtong  dim 

^   Kraft  zu  erhalten,  bedenken  wir,  dab  nack 

dem  zweiten  Kepplerschen  OesetaEe  die  Flieh 

ABO  =  BDO^CBO 


sein  mufs.  Soll  nun  aber  das  Dreieck  £2)0 
gleich  dem  Dreieck  CBO  sein,  weldM 
gleich  ABO  ist,  weil  AB  =  BC  ist,  übJ 
die  Spitzen  der  Dreiecfke  zusammenMeD, 
so  müssen  die  Spitzen  C  und  D  der  beidii 
Dreiecke  J5 2)0  und  ^CO'auf  einer  mit  J?0 
parallelen  Linie  liegen,  da  sie  die  Seite  BO  gemeinsam  haben.  Konstniieni 
wir  nun  das  Parallelogramm  BEDC ^  so  sehen  wir,  dafs  auf  den  Planets 
eine  Kraft  wirken  mufs,  welche  ihn  zwingt  den  Baum  BE  za  duTchlanftii 
während  er  vermöge  seiner  anfänglichen  Geschwindigkeit  sieb  nach  ÄC  be- 
wegt haben  würde.  Diese  Kraft  ist  aber  nach  dem  Mittelpunkte  O  geriehteL 
Es  ist  also  bewiesen,  dafs  die  Planeten,  da  sie  sich  in  einer  krummen  Li» 
bewegen,  einer  stetig  wirkenden  Kraft  unterworfen  sind,  und  dafs  ans  des 
zweiten  K(»pplerschen  Gesetze,  nach  welchem  die  von  den  Radien  vecton» 
in  gleichen  Zeiten  beschriebenen  Flächenräume  gleich  sind,  hervorgeht,  ddl 
diese  Kraft  nach  dem  Centrum  der  Sonne  gerichtet  sein  mufs.  Das  ist  der 
erste  Teil  der  Newtonschen  Entwicklung. 

§  38. 

Entwicklung  des  Anziehungsgesetzes.    Das  erste  Kepplerscbe  Ge- 
setz bestimmt  die  Gestalt  der  Planetenbahnen,  es  erklärt  sie  für  Ellipflen, 
deren   Excentricitäten  verschieden  sind.      Nehmen   wir  nun   als  einen  b«*: 
stimmten  Fall   an,   dafs   die  Excentricität  gleich   Null  sei,   dafs  also  die 
elliptische  Bahn  in  eine  Kreisbahn  übergehe.    In  Wirklichkeit  ist  das  iwir  ^ 
für  keinen   einzigen   Planeten   der  Fall;   da  jedoch   die   Excentricität  der  j 
Planetenbahnen  immer  sehr  klein  ist,  so  wird  unsere  Annalune  nicht  veit  . 
von  der  Wahrheit  abweiclien,  und  wir  werden  durch  unsere  Entwicklnngei 
eine  erste  Annähenmg  erhalten.    Den  gleichen  Weg  schlug  Newton  ein. 

Im  Falle  der  Planet  sich  in  einer  kreisförmigen  Bahn  bewegt,  in  deren 
Mittelpimkt  sich  die  Sonne  befindet,  müssen  die  einzelnen  Bogen,  welche 
der  Planet  in  gleichen  Zeiten  durchläuft,   gleich  sein,   da  diese  Gleichh^t 
nach  dem  zweiten  Kepplerschen  Gesetze  für  die  von  den  Radien  beschriebenen 
Räume,  die  Sectoren  bestehen  mufs.    Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  det 
Planet  sich  in  seiner  Bahn  bewegt,  ist  demnach  eine  gleichförmige  wBhiend 
der  ganzen  Umlaufszeit.   Wir  haben  somit  hier  einen  Fall  der  Kreisbewegung, 
wie  wir  ihn  in  dem  Paragraphen  über  die  Centripetalkraft  und  Gentrifagal* 
kraft  betrachtet  haben. 
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Fflr  die  Centripetalkrafk  hatten  wir  den  Ausdruck 


oder  für  die  von  der  Centripetalkraft  hervorgebrachte  Beschleunigung 

worin  R  den  Badius  des  von  dem  bewegten  Körper  beschriebenen  Kreises 
und  T  die  ümlanfszeit  bedeiitet.  Nehmen  wir  för  R  den  Radius  der  Planeten- 
bahn und  ftlr  T  seine  Umlaufszeit,  so  haben  wir  also  hier  den  Ausdruck 
ftr  ^e  Bescblennigung,  welche  der  Planet  gegen  die  Sonne  erhält,  also 
die  Anziehung  der  Sonne  auf  die  Einheit  der  Masse  des  Planeten,  in  dem 
Abstände  R  von  der  Sonne. 

Für  die  verschiedenen  Planeten  in  den  Abständen  R,  R!^  i2"  von  der 
Sonne  erhalten  wir  aus  den  ümlaufszeiten  T,  T\  T"  für  die  Gröfse  der 
aniiehenden  Kraft  der  Sonne  aaf  die  Einheit  der  Masse  in  den  Entfernungen 
B,  IX,  RT  die  Ausdrücke 

Nach  dem  dritten  Kepplerschen  Gesetze  verhalten  sich  die  Quadrate 
der  Ümlaufszeiten  wie  die  dritten  Potenzen  der  mittleren  Entfernungen,  so 
da(s  wir  haben 

alw  T*  =  K'R^,     r^  =  K'R:\     T''^=^K'R:'\ 

Setzen  wir  diese  Werte  in  unsere  Ausdrücke  ftir  ff,  (r'  •  •  •  ein,  so  er- 
Uten wir 

oder  in  Worten:   die  von  der  Soime  in  verschiedenen  Entfernungen  den 
Planeten  erteilten  gegen  die  Sonne  gerichteten  Beschleunigungen,  welche 
die  auf  die  Einheit  der  Massen  ausgeübte  Anziehungskraft  messen,  sind  dem 
F  Quadrate  der  Entfernungen  umgekehrt  proportional. 

■  Wollen  wir  aus  der  Beschleunigung  die  anziehende  Kraft  F  erhalten, 

welche  die  Sonne  auf  die  verschiedenen  Planeten  ausübt,  so  haben  wir 
J*=  m  •  ff,  also  die  Beschleunigung  ff  mit  der  Masse  m  zu  multiplicieren. 
£s  wird  dann 

F=m'G  =  ^'q>, 

wenn  wir  mit  g)  die  Anziehung  der  ganzen  Sonnenmasse  auf  die  Einheit  der 
Planetenmasse  in  der  Einheit  des  Abstandes  bezeichnen.  Da  nun  diese  An- 
ziehung gleich  ist  der  Summe  der  Anziehungen  der  einzelnen  Massenteilchen, 
90  ist  sie  proportional  der  gesamten  Masse  M  der  Sonne,  so  dafs  wir 
setzen  können 

q)  s=s=  M '  f 
und  dann  allgemein 
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Das  Gesetz  der  Massenanziehung  können  wir  daher  ganz  allgenmi 
ausdrücken:  „Die  Anziehung  zweier  Körper  auf  einander  ist  proportioul 
dem  Produkte  ihrer  Massen  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  ihm 
Abstandes." 

Wir  haben  bisher  die  der  Wirklichkeit  nicht  entsprechende  Annahn» 
gemacht,  dafs  die  Planetenbahnen  Kreise  seien;  es  entsprach  das  onsenr 
Absicht,  durch  eine  angenäherte  Methode  zu  zeigen,  wie  Newton  die  Ge- 
setze der  Attraktion  entwickelte.  In  der  theoretischen  Mechanik  werda 
diese  Probleme  jedoch  ohne  diese  Beschränkung  abgehandelt;  man  gelangt 
dann  genau  zu  denselben  Resultaten,  dafs  auf  die  Planeten  eine  gegen  cÜe 
Sonne  gerichtete  Kraft  wirke,  die  mit  dem  Quadrate  ihres  Abstände^ von 
der  Sonne  abnimmt. 

Nachdem  man  die  Gesetze  erkannt  hat,  denen  die  Attraktionakraft  folgt, 
liegt  es  nahe,  sich  die  Frage  vorzulegen,  wodurch  es  dahin  gekommen,  dalli 
die  Planeten  sich  in  diesen  Bahnen  bewegen.  Es  ist  das  eine  rein  msthe* 
matische  Aufgabe,  wie  aus  Folgendem  ersichtlich  ist.  Wären  Sonne  vai 
Erde  z.  B.  anfänglich  ohne  Bewegung  sich  im  Räume  in  einem  gewisM 
Abstände  gegenübergestellt,  so  würden  beide  Gestirne  infolge  der  Anziebnog 
sich  gegen  einander  bewegt  haben,  bis  sie  sich  berührt  hätten.  Hatte  ibff 
die  Erde  anfönglich  eine  Geschwindigkeit  in  anderer  Richtung  als  in  dff 
Verbindungslinie  der  beiden  Mittelpunkte  erhalten,  so  mufste  sie  sich  nntar 
dem  doppelten  EinfLufs  dieser  Anfangsgeschwindigkeit  und  der  Anziehung 
der  Sonne  in  einer  krummlinigen  Bahn  bewegen.  Die  Rechnung  zeigt  nm^ 
dafs  diese  Bahn  jedenfalls  ein  Kegelschnitt  sein  mufste  und  zwar,  je  nad 
dem  anfänglichen  Abstände  der  beiden  Köi'per  und  der  Anfangsgeschwindig- 
keit des  beweglichen,  ein  Kreis,  eine  Ellipse,  Parabel  oder  HyperbeL  Eünnd 
auf  dieser  Bahn  bewegt,  mufs  das  Gestirn  dieselbe  unanfhörlich  doich- 
laufen,  entweder  wenn  die  Kurve  geschlossen  ist,  seinen  Weg  immer  wiedtf 
zurücklegend,  wie  es  bei  den  Planeten  der  Fall  ist,  oder  ohne  Wiederkehr 
fortschreitend,  wenn  die  Kurve  eine  nicht  geschlossene  ist.  Letzteres  iM 
für  einige  Kometen  wahrscheinlich. 

Dieses  ist  jedoch  noch  nicht  die  exakte  Lösung  des  Problems  der  Astro- 
nomie; man  kann  die  Gestirne  in  ihrer  Bewegung  nicht  als  unabhängig  v<* 
einander  betrachten ,  denn  jedes  derselben  wird  in  jedem  Augenblicke  von 
der  Sonne  und  allen  andern  angezogen.  Deshalb  sind  die  Bahnen  der  Plir 
neten  nicht  vollkommene  Ellipsen,  als  welche  Keppler  sie  ansah,  senden 
sehr  verwickelte  Kurvten,  welche  infolge  der  Störungen  der  andern  Planetflit 
bald  an  der  einen  bald  an  der  andern  Seite  von  der  Ellipse  abweichei' 
Dadurch  wird  das  allgemeine  Problem  der  Bewegung  der  Gestirne  änfseflt 
verwickelt,  und  es  bedarf  zu  seiner  Lösung  schwieriger  mathematischer 
Entwicklungen  und  exakter  Beobachtungen.  Erstere  liefert  die  Mecbaiuk 
des  Himmels,  letztere  die  beobachtende  Astronomie. 

Wir  haben  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  die  zwischen  den  Go" 
Stirnen  wirksame  Kraft  als  eine  Anziehung  der  Materie  bezeichnet;  mit 
dieser  Bezeichnung  haben  wir  bereits  den  Boden  der  Thatsachen  verlassen 
und  uns  auf  das  Gebiet  der  Hypothese  begeben.  Die  Thatsachen  beweisen 
uns  nur,  dafs  zwischen  den  Gestirnen  ein  Antrieb  zur  Wirksamkeit  konunit 
welcher  die  Planeten  gegen  die  Sonne  treibt,  und  dafs  dieser  Antrieb  dm 
Massen  der  Planeten  direkt,  den  Quadraten  ihrer  Abstände  umgekehrt  pro- 
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ionftl  \nt.    Nach  unserer  Definition  des  Wortes  Kraft,  als  die  Ursache 
,  können  wir  ebenso  sagen,  dafs  zwischen  den  WeltkÖrpem 
ig  ist*    Sowie  wir  aber  als  die  Quelle  dieser  Kraft  eine  durch 
Ratim  wirkende  Anziehung  der  Materie  bezeichnen,   machen  wir  zur 
ing  unseres  Kausalitätshedürfhisses,  zur  Beantwortung  der  Frage, 
rt  diese  Kraft,   eine  Hri>othese.      Ob   Newton  diese  Hypothese 
'st.  sich  nicht  mit  Sicherheit  behaupten,  sicher  ist,  da[s  diese  Hypo- 
erst  von  Roger  Cotes  in  der  Vorrede  zu  der  \^on  demselben  noch 
Lebzeiten  Newtons  veranstalteten  Ausgabe  der  Philosophiae  naturalis 
bicipia  raathoniatica  deutlich  ausgesprochen  wurde. 
I   Bis  vor  wenigen  Jährten  hat  man  sich  mit  dieser  Hypothese  ziemlich 
femein  begnügt.     In  neuester  Zeit  sucht  man  indes  die  zwischen  zwei 
'wmten  Massen  thätige  Kraft  in  anderer  Weise  zu  erklären,  indem  man 
m  ausgeht,  dals  die  Annahme  einer  durch  nichts  w^eiter  vermittelten 
iebung  in  die  Feme  unserem  Kausalitätsbedtli-imsse  nicht  gentige,  oder  mit 
!efen  Worten,  dafs  eine  solche  unvermittelte  Wirkung  in  die  Feme  ftlr 
nicht  begreiflich  sei.    Man  hat  deshalb  ein  Zwischenmittel  angenommen, 
hes  die  von  den  einzelnen  Massen  ausgehenden  Antriebe  übermittelt, 
bat  als  solches  voncugsweise  den  Äther  angesehen,  auf  dessen  Existenz 
sogenstnnt^n  leeren  Baume  wir  aus  den  Lichterscheinungen  schliefsen 
l^tL    Man  hat  weiter  verschiedene  zum  Teil  als  abenteuerliche  zu  he- 
(imende  Vorgiinge  ersonnen,  durch  welche  die  Antriebe  und  deren  Über- 
lelimg   zwischen  den  Massen  zustande  kommen   sollen*).     Wir  können 
dia  verschiedenen  Erkläiauigsversuche  hier  nicht  eingehen,  kein  einziger 
Mben  ist  haltbar,   entweder  sind  die  Hyijotbeson,   auf  denen  die  Er* 
mugsversuche  benihen,  selbst  ebenso  unbegreülich  als  die  Wirkung  in 
Ferne,  welche  sio^erklEren  sollen,  oder  sie  stehen  mit  anderweitig  er- 
raten Principien  oder  Gesetzen  im  Widerspruch. 

!  Nur  wollen  wir  hier  sofort  schon  bemerken,  dafs  alle  diese  Erklilrungs- 
pache  eigentlich  mtüsig  sind,  so  lange  wir  in  der  Auffassung  der  Natur- 
phiainungen  an  der  atomistischen  Konstitution  der  Materie  festhalten. 
'  ■'  üie  des  nächsten  Abschnittes  an  werden  wir  niimÜch  sehen,  dafs 
i  ...  i  Erklärimg  der  Naturer  seh  ekumgen  am  weitesten  kommen,  oder 

^Ldic"  Siltze  der  Einleitung  anzuknüpfen,  dafs  wir  die  weitaus  gröfste 
HBn  Naturerscheinungen  aus  einer  einzigen  Hypothese  ableiten  können, 
m  wir  annehmen,  dafs  die  Materie  aus  einzelnen  Teilchen,  den  Atomen 
^.- vf  1  T.M.  ,,  besteht,  welche,  ohne  sich  gegenseitig  zu  berllhren,  neben 
j't  sind.  Damit  sind  wir  genötigt  Krllfte  anzimehmen,  welche 
sea  Teilchen  thlltig  sind,  ohne  dals  wir  ein  Zwischenmittel  an- 
men,  welches  die  Wirkungen  von  einem  Molektll  auf  das  andere 
lt.  Zwar  sind  die  Abstände  der  Moleküle  ftlr  uns  unmefsbar  klein, 
I©  nnvermittelte  Femewirkung  ist  für  kleine  Entfernungen  gerade 
ichwftr  üder  so  leicht  begreiflich  als  für  grofse  Entfemungen.  Klein 
>'  liaupt  nur  relative  Begriffe.     Zudem  wissen  wir  nicht, 

iid  der  Moleküle  im  Verhältnis  zui*  Grofse  derselben  ein 


Küie  ziemlich  voll«tuiudige  Übersicht  über  die  verschiedenen  Versuche 
tnng  diiT  FeroewirkuDg  gibt  Dr.  Isekrahe  u\  seinem  Buche  t   Das  RJlt«cl 
bwerkrAlt.    Brannach weig  bei  Vieweg  1879. 
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ebenso  grofser  ist,  als  der  Abstand  der  Weltkörper  im  Verhältnis  zur  GWUin 
dieser.  Nur  in  einer  solchen  Hypothese  zur  Erklärung  der  Feznewirbng 
können  wir  daher  einen  Fortschritt  erblicken,  welche  gleichzeitig  dieio- 
genannten  Molekularkräfte  überflüssig  macht,  welche  uns  also  gestattet,  & 
Materie  als  ein  nicht  aus  diskreten  Teilchen  bestehendes  Kontinnum  auf- 
zufassen. Da  vorläufig  dazu  noch  keine  Aussicht  vorhanden  ist,  halten  wir 
an  der  Hypothese  der  Femewirkung  fest^). 

Ob  wir  indes  eine  Femewirkung  annehmen  oder  nicht,  das  sogenamt» 
Attraktionsgesetz,  das  Gesetz,  nach  welchem  der  zwischen  zwei  Massen  Y0^ 
handene  Antrieb  von  der  Gröfse  und  dem  Abstände  der  Massen  bediogt 
wird,  steht  fest,  und  nur  dieses  Gresetz  ist  es,  welches  nnsem  weiterei 
Untersuchungen  zu  Grunde  liegt. 

§  39. 

Identität  der  Schwere  und  der  allgemeinen  Ansielitmg.  Machn 
wir  es  uns  jetzt  zur  Aufgabe,  den  Nachweis  zu  liefern,  dafs  die  ürsadbe, 
welche  auf  der  Erde  die  Körper  fallen  macht,  dieselbe  ist  wie  jene,  weleb 
die  eben  betrachteten  Bewegungen  regelt.  Auch  dieses  zuerst  nachgewiew 
zu  haben  ist  Newtons  Verdienst. 

Die  Erde  besitzt  einen  Trabanten,  den  Mond,  dessen  Centnun  im 
Mittel  60  Erdradien  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  entfernt  ist.  Astro- 
nomisch gesprochen  ist  dieser  Abstand  sehr  gering,  und  daher  kommt  M^ 
dafs  die  Anziehung  der  Erde  auf  den  Mond  viel  gröfser  ist  als  die  ii- 
ziehung  der  Sonne,  so  zwar,  dafs  man  annehmen  darf,  der  Mond  seimr 
der  Anziehung  der  Erde  unterworfen.  Es  ist  dieses  allerdings  nicht  genHi 
aber  eine  ähnliche  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  wie  bei  unserer  vorigÄ 
Annahme,  dafs  die  Planetenbahnen  Kreise  seien.  Der  Mond  wird  deduA 
um  die  Erde,  letztere  als  ruhend  betrachtet,  eine  Ellipse  beschreibe 
Nehmen  wir  nun  überdies  an,  dafs  die  Mondbahn  ein  Kreis  sei,  wasbft 
ihrer  geringen  Excentricität  nur  wenig  von  der  Wahrheit  abweicht,  «owii 
die  Erde  und  der  Mond  seien  vollkommene  Kugeln.  Nach  allen  diesen  A»-  i 
nahmen  können  wir  zwar  keine  genauen  numerischen  Daten  erwarten,  ji* ' 
doch  für  unsem  Zweck  hinreichende,  da  alle  diese  Annahmen  nur  sehr  wenig 
von  der  Wahrheit  abweichen. 

Die  Anziehung,  welche  der  Mond  von  der  Erde  erfährt,  können  iA 
aus  der  centripetalen  Beschleunigung  berechnen,  welche  der  Mond  von  der 
Erde  erfährt;  diese  Beschleunigung  ist  gleich  der  Kraft,  welche  die  Massen' 
einheit  des  Mondes  von  der  ganzen  Erde  erfährt.  Bezeichnen  wir  die  Um- 
laufszeit  des  Mondes  mit  T,  den  Radius  der  Mondbahn  mit  r ,  so  ist  di^ 
centripetale  Beschleunigung 

Cr  =    --yi-  • 

Der  Radius  der  Mondbahn  ist  nun,  wie  erwähnt,  gleich  60  Erdradien 
bezeichnen  wir  letztem  mit  Ji,  so  wird 

2nlt  •  2  •  60  •  TT 


G  = 


T« 


0  Wir  werden  im  4.  Bande  bei  Besprechung  der  Gesetie  der  elektrisch« 
AnadehuDg  Gelegenheit  nehmen  nochmals  auf  diese  Frage  mräckiiikonimeii. 
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In  diesem  Ausdracke  ist  2 ;r  12  gleich  dem  Umfange  der  Erde,  gleich 
)00O0OO  Meter;  die  Umlaufszeit  T  des  Mondes  ist  gleich  27  Tage, 
Standen,  43  Minuten  =«  39  343  •  60  Sekunden.    Demnach  wird  G 

^  _^    40  000  000  .  2  »  60  ■  gr    40  000  000  n 

"^  (39  343  .  60)«  ~  "(«ö  34S)*  •  30 

G  =  0,002706  Meter. 

Diese  Zahl  gibt  uns  die  Beschleunigung,  welche  der  Mond  durch  die 
nziehung  der  Erde  in  jeder  Sekunde  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  bin 
rh&lt,  also  auch  die  Anziehung  in  Krafteinheiten,  in  Kilogrammen,  welche 
ie  an  der  Stelle  des  Mondes  befindliche  Masseneinheit  von  der  Erde  erhält. 

Ein  an  der  Erdoberfläche  befindlicher  Körper  erhält  nun  die  Be- 
'hleunigung  9,81  Meter,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Erde  zieht  an  ihrer 
rdoberfläche  die  Masseneinheit  mit  einer  Krafb  von  9,81  Kilogrammen  an. 
\t  deshalb  die  Schwerkraft  mit  der  allgemeinen  Gravitation  dieselbe  Kraft, 
» wtrden  die  in  beiden  Fällen  auf  die  Masseneinheiten  wirkenden  Kräfte 
eh  umgekehrt  verhalten  wie  die  Quadrate  der  Abstände  derselben  von  dem 
onkte  der  Erde,  von  welchem  wir  uns  die  Anziehung  der  Erde  ausgehend 
snken  können. 

Um  diese  Yergleichung  durchführen  zu  können,  müssen  wir  deshalb 
mächst  untersuchen,  von  welchem  Punkte  der  Erde  aus  die  auf  aufserhalb 
ir  Erde  befindliche  Massen  ausgeübte  Anziehung  ausgeht,  von  wo  aus  wir 
e  Abstände  der  zu  vergleichenden  Masseneinheiten  zu  rechnen  haben. 

Befindet  sich  die  angezogene  Masse  von  der  Erde  so  weit  entfernt, 
\^  wir  die  Verbindungslinien  aller  Punkte  der  Erde  mit  dieser  Masse  als 
nander  parallel  ansehen  können,  so  lehrt  ims  schon  der  Satz  vom  Mittel- 
mkt  der  parallelen  Kräfte,  dafs  die  Erde  imd  die  Masse  sich  gerade  so 
iziehen  müssen,  als  ginge  die  gesamte  Anziehung  von  dem  Mittelpunkte 
)r  Erde  aus.  Denn  da  an  allen  Punkten  der  Erde  in  dem  Falle  parallele 
igen  die  angezogene  Masse  gerichtete  Kräfte  angreifen,  so  befindet  sich 
ie  Erde  jener  Masse  gegenüber  gerade  wie  eine  auf  der  Erde  befindliche 
Awere  KugeL  Wie  mm  letztere  von  der  Erde  gerade  so  angezogen  wird, 
Is  wäre  ihr  ganzes  Gewicht  im  Schwerpunkt,  welcher  bei  einer  homogenen 
^ugel  der  Mittelpunkt  ist,  vereinigt,  so  ist  auch  die  Anziehung  der  ent- 
emten  Masse  auf  die  Erde  und  der  Erde  auf  die  entfernte  Masse  gerade 
io,  als  wenn  die  ganze  anziehende  Masse  der  Erde  in  deren  Mittelpunkt 
rereinigt  wäre. 

Als  Abstand  der  an  der  Stelle  des  Mondes  befindlichen  angezogenen 
ibsseneinheit  von  der  Erde  müssen  wir  deshalb  den  Abstand  der  Mittel- 
pönkte  des  Mondes  und  der  Erde  oder  60  Erdradien  einsetzen. 

Aber  ebenso  wie  auf  entfernte  Massen  wirkt  eine  Kugel  auch  auf 
wiche,  die  sich  in  ihrer  Nähe  befinden,  gerade  so,  als  wenn  die  ganze  an- 
sehende Masse  der  Kugel  in  ihrem  Schwerpunkte,  also  bei  einer  homogenen 
Kugel  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre.  Zunächst  erkennt  man  leicht, 
Ws  die  Anziehung  einer  Kugel  gegen  den  Mittelpunkt  derselben  gerichtet 
Wn  mnfs.  Denn  stellt  der  Kreis  (Fig.  48)  den  Durchschnitt  einer  Kugel 
•ch  einem  gröfsten  Kreise  vor,  welche  anziehend  auf  irgend  einen  Punkt 
'wirkt,  80  sieht  man  sofort,  dafs  alle  anziehenden  Punkte  der  Kugel  ganz 
fnunetijflch  um  die  Verbindungslinie  PC  des  Pimktes  P  mit  dem  Mittel- 
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punkte  verteilt  sind.    Jedem  Punkte  M  oberhalb  FC  enM 
so  weit  von  P  entfernter  Punkt  unterhalb  FC,    Zerlege 
M  und  Mj^  gerichteten  Anziehungen  in  ihre  Komponenti 
und  senkrecht  zu  PC ,  so  heben  die  letzteren  sich  auf  ^  d^ 

undj 
sind, 
ben 
die 
pi3 

poneij 
also  i 
zielii 
telja 
rieben 
die  Anziehung    der   Kugel    auf   eine    im   Fi 


Um 


Masse  m,  deren  Abstand  vom  Mittelpunkt  CP  gleich 
denken  wir  uns  die  Kugel  in  lauter  einzelne  sehr 
deren  Dicke  gleich  ö  sei;  stelle  jener  Kreis  den  Durcl 
Schale  von  Die  Dichtigkeit  der  Schale,  das  heifst  diel 
enthaltene  Masse  sei  gleich  a,  Führen  wir  nun  durch  f 
einander  sehr  nahe  zu  PC  senkrechte  Schnitte  MMj 
dieselben  aus  der  Schale  eine  Zone  heraus,  deren  Volij 
dukte  aus  dem  Kreisumfang  MM^^  dem  Bogen  MN 
Schale  ist,  wenn  wir  eben  MN  und  6  so  klein  voraus^ 
MM^  von  dem  in  der  Mitte  der  Schale  mitten  zwischtf 
Schnitte  nur  unendlich  wenig  verschieden  isi  Das 
ist  demnach 

2nMD'MN   6, 

und  die  in  dieser  Zone  enthaltene  Masse  erhalten  wir, 
mit  c  multiplizieren.    Nennen  wir  nun  die  ÄEziehungJ 
heit  gleiche  Massen  in  der  Entfernungseinheit  auf  'eu 
erhalten  wir   ftlr   die   Anziehung  der  Kugelzone   aufl 
Masse  m  nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  entwickell 

2»  »  MD  -  MN  '9*  ff  ■  m 
''  MP^ 

und  die  allein  übrig  bleibende  in  PC  fallende  Kompone^ 
Ausdruck  mit  cos  CPM  multiplicieren, 

.      ^n'MDMN'9'C'm  -,, 

/ jg^j cos  Vi 

Bezeichnen  wir  nun  den  Radius  der  Kugekchale 
stand  des  Punktes  P  von  der  Zone  MP  mit  f%  dc^n 
die  Breite  der  Zone  im  Winkelmafs  oder  MCN  mit  d 

JlfD  =  r.8inO,     MN=r*d^ 

cos  CPM  = = 

e  e 


2r.»^-*" 


i^'^ 


kl.  Meatitlt  der  Schwere  and  der  aUgemeinen  Amiehang.  157 

ir  Bestmunnng  des  Zählers  im  Ansdrack  ftLr  cos  CPM  haben  wir 
UF*  =  MC*  +  CP*  —  2MC •  CP-  cos  ^  =  r*  +  a*  —  2rtr  .  cos  ^ 


r '  cos  & 
a  —  r  •  cos  O  = 


2a 

a^  +  e^^r* 

2a 


Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  den  ftLr  die  Anziehung  der  Eugelzone 
kftltenen  ein,  so  wird  derselbe 

8«  >  r  -  sin  ^  -  r  dd  -  <r  -  m       q'  +  g*  —  r* 

kr,  indem  wir  passender  ordnen, 

f. •  sin  O  aO — i • 


Um  die  Anziehung  der  ganzen  Kugelscbale  auf  m  zu  erhalten,  haben 
nr  ftlr  alle  die  Kugel  zusammensetzenden  Zonen  obigen  Ausdruck  zu 
iUen  und  alle  diese  Ausdrücke  zu  addieren.  Wir  erhalten  diese  Werte 
far  die  einzelnen  Zonen,  indem  wir  ftlr  ^  nach  und  nach  alle  Werte  von 
>  —  9S  nnd  gleichzeitig  den  jeder  Zone  entsprechenden  Wert  von  t  ein- 
■lun.  lüt  Hfilfe  unseres  Wertes  für  t  können  wir  bequemer  den  Win- 
Kl  ^  eliminieren  und  die  Breite  der  einzelnen  Zonen  durch  e  ausdrücken. 
lamen  wir  nilmlich  die  L&nge  von  e,  wenn  wir  von  dieser  Zone  zur  nächst- 
bigenden  übergehen,  deren  ßrenze  in  N  liegt,  e  4~  ^^i  so  haben  wir  nach 
K  1  mid  E  5  aus 

^  =^  a^  '•\'  f^  —  2ar  cos  O, 

la  auf  der  rechten  Seite  nur  ^  veränderlich  ist , 

2c  de  =  2ar  sinOd^, 
Und  daraus 

sin  0  dO  =  -^  de. 
ar 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  unsem  Ausdiiick  ein,  so  erhalten  wir  ftlr 
Üe  Anziehung  der  ganzen  Kugelzone 


d  •  a  •  m 


{i  +  -'TA)äe. 


Lassen  wir  hierin  e  nach  und  nach  alle  der  Kugelscbale  entsprechenden 
Verte  annehmen,  also  e  von  a  —  r  bis  a  -j-  r  sich  ändern,  so  gibt  uns 
ie  Summe  der  unendlich  vielen  Ausdrücke,  die  den  einzelnen  zwischen 
lesen  Grenzen  enthaltenen  Werten  von  e  entsprechen,  die  Anziehung  der 
Boizen  Kugelscbale. 

Die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale  ist  somit  das  Integial 

a — r 

1er,   da  wir  den  nicht  von  e  abhängigen  Faktor  vor  das  Integralzeichen 
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schreiben  können, 

a — r 

Das  Integral  zerfällt  in  zwei,  von  denen  das  erste  nach  E  1  und  E  Vm 
^  de  =  (a  +  r)  —  (a—r)  =  2r, 


/' 


das  zweite  nach  denselben  Regeln,  da  — j-  =  —  d  — 

a  —  r 

Die  Summe  der  beiden  Integrale  ist  somit  gleich  4r  und  damit  der 
Ausdruck  fUr  die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale 

^     Ar*«' 9 -am 

f :;5 


In  diesem  Ausdrucke  ist  4r^7c  die  Oberfläche  der  mit  dem  Badinsr 
beschriebenen  Kugel,  Ar^fcö  somit  das  Volumen  und  4r^nd  •  a  die  Ubsm 
der  Kugelschale.  Bezeichnen  wir  diese  Masse  mit  My  so  erhalten  wir  ftr 
die  Anziehung  der  Kugelschale  auf  die  im  Abstände  a  von  ihrem  Mittel- 
punkte befindliche  Masse  m 

oder  die  Kugelschale  zieht  die  Masse  m  gerade  so  an,  als  wenn  die  ge- 
samte Masse  derselben  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Was  nun  flir  diese  Kugelschale  gilt,  dasselbe  gilt  für  alle,  in  weide 
wir  uns  die  Kugel  zerlegt  gedacht  haben,  selbst  dann,  wenn  die  einieliM 
Schalen  eine  verschiedene  Dichtigkeit  haben.  Wir  erhalten  deshalb  gut 
allgemein  den  Satz,  dafs  die  Anziehung  einer  homogenen  oder  einer  tni 
konzentrischen  Schalen  zusammengesetzten  Kugel,  bei  der  nur  die  einitelw 
Schalen  überall  dieselbe  Dichtigkeit  haben,  nach  auTsen  gerade  so  wirU, 
als  wäre  die  ganze  Masse  derselben  im  Mittelpunkt  vereinigt. 

Zur  Vergleichimg  der  Anziehung,  welche  der  Mond  von  der  Erde  er 
hält,  mit  der  Schwere  auf  der  Erde,  müssen  wir  also  auch  für  die  auf  te 
Erde  befindlichen  Gegenstände  als  anziehenden  Punkt  den  Mittelpunkt  der 
Erde  ansehen,  als  Abstand  der  Masseneinheit  auf  der  Oberfläche  von  der 
anziehenden  Masse  der  Erde  somit  den  Radius  der  Erde  einsetzen. 

FUr  die  auf  die  Masseneinheit  des  Mondes  wirkende  Anziehung  er 
hielten  wir  nun  0,002  706,  für  die  auf  der  Erdoberfläche  wirkende  9,81; 
ist  deshalb  die  Schwere  mit  der  allgemeinen  Massenanziehung  identisch,  fiO 
müssen  sich  diese  Zahlen  umgekehrt  verhalten  wie  die  Quadrate  der  Bat- 
femung  dieser  beiden  Massen  vom  Mittelpunkt  der  Erde,  oder  es  mols 

g  =  9,81  =  3600  •  G  =  3600  •  0,002  706 

sein.    Führen  wir  die  angedeutete  Multiplikation  aus,  so  erhatten  wir  ans 
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er  Anziehung  des  Mondes 


5'-=  9,742, 


ine  Zahl,  die  so  nahe  mit  der  ans  der  Pendelbewegung  gefundenen  über- 
instimmt,  dafs  unier  Berücksichtigung  der  gemachten  nicht  ganz  genauen 
jmahmen  dadurch  der  sicherste  Beweis  geführt  ist,  dafs  die  Schwere  mit 
er  allgemeinen  Anziehung  identisch  ist. 

Dieser  Satz,  dafs  die  Schwere  mit  der  allgemeinen  Gravitation  identisch 
;t,  und  dafs  die  Erde  auf  alle  auf  ihr  befindlichen  Gegenstände  gerade  so 
'irkt,  als  wäre  ihre  ganze  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt,  führt  unmittel- 
ar  zu  der  am'  Schlufs  von  §  29  erwähnten  Folgerung,  dafs  ein  Pendel 
i  verschiedener  Höhe  über  der  Erdoberfläche  eine  verschiedene  Schwingungs- 
auer haben,  oder  dafs  g  in  verschiedenen  Höhen  verschieden  grofs  sein 
infs.  In  einer  Höhe  h  über  der  Erdoberfläche  mufs  der  Wert  von  g  nach 
em  Gesetze  der  Massenattraktion  sich  ergeben  aus  der  Gleichung 

enn  g^  die  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche  oder  im  Niveau  des 
[eeres  bedeutet;  es  ist  somit 

_      B^ 

9  —  9o  (Ä  +  Ä)>  ' 

ier  mit  hinreichend  grofser  Annäherung,  da  h  gegen  R  immer  sehr  klein  ist, 
g==g,(l-2-^y,      g,=^g(l  +  2-^y 

in  Ausdruck,  der  uns  gestattet,  aus  den  in  verschiedenen  Höhen  über  der 
Irdoberfläche  oder  dem  Meeresniveau  beobachteten  Werten  von  g  den  Wert 
on  ^Q  für  das  Meeresniveau  zu  berechnen. 

Poisson  hat  darauf  aufmerksam  gemacht^),  dafs  diese  Korrektion  des 
Wertes  g  auf  das  Meeresniveau  nur  dann  zulässig  ist,  wenn  man  sich  in 
inem  isolierten  Punkte  in  der  Höhe  h 
iber  dem  Meeresniveau  befindet,  nicht  aber, 
renn  der  Punkt  auf  einem  ausgedehnten 
Testlande  in  der  Höhe  h  gegeben  ist. 
bi  diesem  Falle  wird  nämlich  die  Be- 
iddeunignng  g'  gleich  der  soeben  berech- 
neten vermehrt  um  die  Anziehung  des 
Pestlandes.  Dieselbe  läfst  sich  in  folgen- 
äer  Weise  berechnen.  Sei  (Fig.  48a)  C  der 
tettelpunkt  der  Erde,  AMB  das  Meeres- 
i^iveau,  FM'G  ein  sich  über  demselben  be- 
Bndendes  Festland  und  M'  ein  Punkt  auf 
iemselben  in  der  Höhe  h  über  M.  Wir 
betrachten  dann  das  Festland  als  einen 
mt  die  Vertikale  CM'  gelegten  Cylinder 
m  der  Höhe  h  und  dem  Durchmesser  2  c.  Aus  diesem  Cylinder  denken 
rir  uns  an  irgend  einer  Stelle  einen  unendlich  dünnen  Kreisring  geschnitten, 

^  JVMMOfiy  Tndtä  de  m^canique  Bd.  I.  §  256. 


Fig.  48  a. 
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dessen  Mittelpunkt  auf  der  Axe  CM'  liegt,  dessen  Radius  KL  «»  jf ,  iamm 
Breite  gleich  dy  ist,  und  dessen  Abstand  von  der  Oberteche  Llit  ^^t^ 
dessen  Dicke  dz  ist.    Das  Volumen  des  Ringes  ist  dann 

2ity  dy  dg. 

Ist  c  die  Dichte  des  Festlandes ,  also  die  Masse  der  Yolumeinheit,  lo 
wird  gerade  wie  vorhin  dia  gegen  C  gerichtete  Anziehung  dieses  Bingei 
auf  die  in  M'  befindliche  Masse  m 

^  27camydydz  Tr-mM"r 

f KM'* ^^^ 

Nun  ist 

KM!^  =  y^  +  z^',    cos  KM'L  =  ^^  = -==L=^ ' 
Damit  wird  die  Anziehung  des  Ringes 

Die  Anziehung  des  Festlandes  ist  die  Summe  der  Anziehungen  aller 
dasselbe  zusammensetzenden  Ringe,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  in  deit 
letzten  Ausdrucke  ftlr  y  und  z  alle  dem  Festlande  entsprechenden  Werti' 
einsetzen.  Zur  Bildung  dieser  Summe  berechnen  wir  zunächst  die  AnziefannC: 
einer  Platte  von  der  Dicke  dz  ^  welche  in  der  Tiefe' iJ^T  =  jer  unter  JT 
liegt;  diese  ist  die  Summe  der  Anziehungen  aller  Kreisringe,  deren  BadiM' 
zwischen  y  =^  0  und  ^  «=  c  ist,  somit  das  nach  y  genommene  Integral  rot' 
y  =  0  bis  y  =  c 


2  7t  fc'm  z  dz 


0 

Dasselbe  ist,  da  nach  E  lY  und  E  1 

-y^^d( — =i==-V 

27tfamzdz  (- ,    .    ,     | 

\^         Vc'  +  z'J 

Die  Anziehung  des  Festlandes  ist  dann  die  Anziehung  aller  PlattflS, 
die  zwischen  z  =  0  und  z  ^^  h  liegen,  also  das  Integral  des  letztem  Auf- 
druckes von  z  =^  0  his  z  =  h.    Dieses  ist  auf  Grund  derselben  Regeln 

q)  =  27t  fem  (h  +  c  —  l/c*  +  Ä*). 


Ist  die  hoiizontale  Ausdehnung  des  Festlandes  gegen  die  HOhe  h 
grofs,  so  kr)nnen  wir  unter  dem  Wurzelzeichen  h^  gegen  <?  yemachlftssigea  { 
und  erhalten 

g)  c=  27tf</mh. 

Die  Beschleunigung,  welche  die  Masse  infolge  dieser  Anziehung  er-  \ 
hält,  ist 
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Somit  wird 

/  =  ^  +  y  =  i7o  (l  -  2  ^)  +  2.7r  föh. 

Ist  nim  a  die  Masse  der  Volumeinheit  unserer  Erde,  dieselbe  als  gleich- 
mlDsig  dicht  vorausgesetzt,  so  ist  die  Masse  der  Erde 

somit  die  auf  die  Masseneinheit  an  der  Oberfläche  wirkende  Anziehung  oder 
die  derselben  erteilte  Beschleunigung 


Damit  wird 
oder 

y             2itfa*h           Sa*h 
g^            infaB           2a  B 

/.         ^    Ä      .      Sah 

und  mit  hinreichender  Genauigkeit 

,/.     2h  Sah\ 

Die  in  diesem  Falle  anzubringende  Korrektion  ist  also  eine  erheblich 
Ueinere,  als  wenn  man  sich  in  einem  isolierten  Punkte  in  der  Höhe  h  über 
der  Erde  befindet. 

Ist  ein  Punkt  in  der  Höhe  h'  über  dem  Festlande  gegeben,  so  erhalten 
wir  die  Anziehung  des  Pestlandes  auf  denselben,  indem  wir  beachten,  dafs 
die  nächste  Scheibe,  deren  Anziehung  auf  denselben  wirkt,  sich  nicht  im 
Abstände  0,  sondern  im  Abstände  ä'  von  demselben  befindet.  Wir  haben 
dann  nur  das  zuletzt  gebildete  Integral  nicht  von  z  =0  bis  ;er  =  ä,  sondern 
Ton  r  =  A'  bis  Ä^  =  Ä  +  ^*'  zu  nehmen.    Dasselbe  wird 

9  =  2nf<^m  (ä  +  Ä'  —  //  +  T/?"+Ä^-  y?~^f~(h'+hy). 

\  Ist  nun  U  ebenso  wie  h  gegen  c  klein,  so  wird  auch  jetzt 
i  (p'  ssss  2nfamh, 

Die  Anziehung  des  als  Cylinder  betrachteten  Festlandes  ist  auf  Punkte, 
reiche  nicht  weit  über  demselben  liegen,  von  dem  Abstände  dieser  Punkte 
Tmabhängig.  Die  Beschleunigung  g\  welche  ein  Punkt  in  dieser  Höhe  er- 
iiilt,  ist  daim 

A  2Ä     ,     Sah         2Ä'\  ,  2V 

oder 

9"         ,       g,    %K    -^-^  ^     B 

T'S' 
WetJumm^  Fkjtik.  L  i.  Anfl,  11 
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Jolly  hat  diese  Zunahme  der  Anziehung  direkt  beobachtet  ^).  In< 
Turm  zu  München,  der  von  drei  Seiten  frei  stand,  wurde  25  Meter  über] 
dem  Boden  eine  oiui)findlicho  Wage  aufgestellt,  an  der  man  bei  einer  Be-  ] 
lastung  von  5  Kilo  auf  jeder  Seite  noch  0,01  Milligramm  ablesen  konnta  j 
Von  jeder  Wagschale  ftihrte  ein  Draht,  geschützt  durch  eine  Röhre  t« 
Zinkblech ,  in  den  Turm  hinab.  An  den  unteren  Enden  der  Drähte  wam  j 
ebenfalls  Wagschalen  aufgehängt.  Der  Abstand  der  unteren  und  obei«| 
Schalen  ergab  sich  zu  21,00ö'^ 

Wiegt  man  einen  Körper  in  dem  oberen  Schalenpaar  ab  und  bring^J 
ihn  dann  in  die  untere  Sehale,  während  die  ihn  ftquilibrierenden  06wicliti| 
in  der  oberen  Schale  beobachtet  werden,  so  nimmt  das  Gewicht  des  K5iperi| 

in  dem  Verhältnis  der  Beschleunigungszunahme  -■„-  zu,  während  das  te 

wicht  der  vorher  ihn  oben  äquilibrierendon  Gewichtsstücke  imge8]id0ii| 
bleibt.  Man  mufs  daher  in  die  obere  Wagschale,  um  das  Gleichgewidt  1 
wieder  herzustellen,  der  Gewichtszunahme  des  nach  unten  gebrachten  Kfrl 
pers  entsi)rechend ,  Gewichte  hinzulegen.  Ist  m  die  Masse  des  Körpers,  I0| 
ist  sein  Gewicht  oben  (^'  =  )ng'\  unten  Q'  =  mg\  somit 


X-i  = 


i/o 


2h' 
B 


«". 


Diese  Diiferenz  Q'  —  §"  ist  also  oben  hinzuzufügen. 

Als  abzuwägender  Köri>er  wm'de  eine  mit  Quecksilber  gefüllte  Gllfrj 
Hasche  angewandt.    Um  den  später  zu  besprechenden  Einflufs  des  Gewic 
der  verdrängten  Luft  auszuschliefsen,  wurden  zunächst  vier  Glaskolben 
gleichem  Volumen   und   gleichem  Gewicht   hergestellt.     Zwei   der  KoU 
wurden   mit  Quecksilber   gleichen  Gewichtes  gefüllt,  und  alle  Kolben 
der  Glasbläserlampe  zugeschmolzen.    Dann  wurden  zunächst  die  beiden 
filllten  Kolben   auf  die   oberen,   die   beiden   leeren   auf  die  unteren  Wl 
schalen  gesetzt,  und  durch  Zulegen  der  erforderlichen  Ausgleichgei 
scharf  das  Gleichgewicht  hergestellt.     Dann  wurden  an  der  einen 
der  leere  Kolben  oben,  der  mit  Quecksilber  geitlllte  unten  hingesetii, 
das   Quecksilber  dem  Mittelpunkte   der   Erde   um  21,005"*  genähert. 
ergab  sich,  dais  zur  Herstellung  des  Gleichgewichtes   oben   Sl^öSS"* 
zugeftigt  werden  mufsten,  oder  dafs  Q'  —  Q"  =  31,686°»« 

Das  Gewicht  des  Quecksilbers  oben  war 
Qf'  =  5  001)450"«. 

Der  Erdradius  B  in  der  Breite  von  München  48^  8'  n.  Br.  ist 


B  =  6  365  722°*, 


somit  mufs  nach  der  Theorie 
9 


0'-«"  = 


-2.^1005-°^^*^^ 


Oo 


33,059"« 


sein.    München  liegt  auf  einer  Hochebene  von  515"*  Höhe;  nehmen  wir  fltt 
die  Dichte  a    etwa   die  Hälfte   der  mittleren  Dichte   der  Erde,   so  würds 

^    =0,99980,  somit 

^'  Q'  —  Qf'  =  33,055. 
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Der  theoretische  Wert  der  Gewichtsdifferenz  ist  also  etwas  gröfser  als 
der  beobachtete.  Jolly  glaubt,  dafs  der  Grund  dieser  Abweichung  der  ist, 
dais  in  der  Umgebung  des  Turmes  der  Boden  etwas  höher  war  als  der 
Boden  des  Turmes,  so  dafs  von  der  Umgebung  ein  kleiner  nach  oben  ge- 
richteter Zug  ausging. 

§40. 

Verschiedenheit  von  g  in  verschiedenen  Breiten.  Ist  die  Be- 
schleunigung g  eine  Folge  der  Anziehung  der  Erdmasse  auf  die  an  der 
Oberteche  befindlichen  Körper,  so  mufs  der  Wert  derselben  an  verschiedenen 
Pnnkten  der  Erde  verschieden  sein.  Denn  die  Erde  dreht  sich  in  24  Stunden 
um  ihre  Axe,  und  jeder  Punkt  beschreibt  in  dieser  Zeit  einen  Kreis,  dessen 
Badios  gleich  ist  dem  senkrechten  Abstand  desselben  von  der  Erdaxe.  Die 
bei  der  drehenden  Bewegung  auftretende  Centrifugalkraft  sucht  daher 
alle  Punkte  von  der  Erde  zu  entfernen.  Da  aber  diese  Radien  und  somit 
die  Kreise  um  so  kleiner  werden,  je  mehr  wir  ims  den  Polen  nähern, 
so  wird  auch  die  Botationsgeschwindigkeit  und  mit  ihr  die  Centrifugal- 
beschleunigung  im  quadratischen  Verhältnisse  kleiner.  Die  Centrifagalkraffc 
wirkt  aber  auch  nur  unter  dem  Äquator  der  Schwere  gerade  entgegen,  an 
allen  andern  Orten  bildet  ihre  Richtung,  da  sie  senkrecht  zur  Erdaxe  ist, 
mit  der  Richtung  der  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  gehenden  Anziehung 
einen  Winkel,  der  gleich  ist  der  Breite  des  Ortes.  Nur  die  in  die  Richtung 
der  Schwere  fallende  Komponente,  welche  gleich  dem  Produkte  aus  der 
C^trifogalkraft  in  den  Cosinus  der  Breite  ist,  wirkt  an  diesen  Orten  der 
Schwere  entgegen.  Es  mufs  deshalb  die  Beschleunigung  der  Körper  durch 
üe  Schwere  zunehmen,  so  wie  wir  uns  vom  Äquator  zu  den  Polen  ent- 
fernen. 

Andererseits  aber  ist,  wie  uns  geodätische  Messungen  lehren,  die  Erde 
ttht  eine  Kugel,  sondern  ein  an  den  Polen  abgeplattetes  Ellipsoid,  so 
WMT,  dafs  dia  Abplattung,  das  Verhältnis  der  Differenz  zwischen  Äqua- 
tttrial-  und  Polarradius  zum  Äquatorialradius  =  Ysoo  ^^^'  Daraus  folgt  aber, 
fcft  wir  dem  Mittelpunkt  der  Erde  näher  kommen,  wenn  wir  uns  vom 
Äquator  aus  zu  den  Polen  hin  bewegen.  Es  mufs  also  auch  aus  diesem 
finmde  die  Beschleunigung  des  freien  Falles  zunehmen,  da,  wie  wir  vorhin 
goeigt  haben,  die  Erde  alle  auf  ihr  befindlichen  Körper  so  anzieht,  als 
wire  die  gesamte  anziehende  Masse  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt. 

Mit  diesen  Forderungen  der  Theorie  ist  die  Beobachtung  im  Ein- 
klang, sie  zeigt  uns,  dafs  die  Beschleunigung  vom  Äquator  zu  den  Polen 
Ün  zuninmit,  und  dafs  sie  stärker  zunimmt,  als  sie  es  allein  wegen  der 
Abnahme  der  Centrifugalbeschleimigung  thun  müfste.  Ja  mehr  noch,  die 
theoretische  Mechanik  gibt  uns  an,  in  welcher  Weise  wegen  der  Abplattung 
fie  Beschleunigung  wachsen  mufs,  und  gibt  uns  so  ein  Mittel  an  die  Hand, 
ms  der  beobachteten  Beschleunigungsänderung  die  Abplattung  theoretisch 
u  berechnen.  Der  so  erhaltene  Wert  stimmt  sehr  nahe  mit  dem  aus  geo- 
ätischen  Messungen  abgeleiteten  überein. 

Die  Änderungen  der  GrÖfse  g  hat  man  aus  den  Ändeiningen  der  Länge 
»s  Sekundenpendels  bestinmit.    Man  hat 


,=..yi 


u* 
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setzen  wir  /  =  1 ,  so  wird 


ij  =  ^^'l 


Es  genfigt  also,  die  Lttnge  des  Sekundeapendels  an  verschiedenen  Or 
zu  messen,  oni  daraus  den  Wert  ftlr  g  zu  erhalten. 

Nun  ist  nach  den  Messungen  von  Sabine  reducifTt  auf  das  Meeresnive 


Breite. 

LUnge  des  SekundenpendcJs. 

9- 

0« 

0'",990938 

9'°,780O9 

45° 

0™,fl{t3,'>oy 

o^sossa 

90" 

0",1(960ÖO 

9"',«3089. 

Diese  Werte   tlilr  g  sowie   alle   an  verschiedenen  Orten   beobacht 
lasBen  sich  wiedergeben  durch 

g  =  9»\78009  +  0,05080  -  sin  Vi 

wenn  wir  mit  9p  die  Breite  des  Ortes  bezeichnen,  an  welcher  die  Beschiel 
nigung  gleich  g  ist. 

In  welcher  Weise  g  sich  ändern  mtllste,  wenn  nur  die  Centrifug 
beschlennigung  es  afficierte,  liiCst  sich  leicht  berechnen.  Die  Centrifuj 
beschlcimigung  aiu  Äquator  ist 


(24  -  60  ^  60)*   —  ^   ,0-3^08. 


Der  liadius  der  Kreise,  in  welchem  sich  die  nicht  unter  dem  IqniiU 
liegenden  Punkte  bewegen,  ist  der  senkrechte  Abstand  der  Punkte  Yfli 
der  Drehungsaxe  der  Erd€>,  Nennen  wir  daher  die  Breite  eine*  Ortes  f ,  \ 
ist  er  R  cos  tp.  Die  Centriftigalbeschleunjgunj?  ist  also  för  einen  Ort  val 
der  Breite  <p  gleich  0"\03'^*i8  cos  qo.  Die  in  die  Richtung  der  Schwc^ 
fallende  und  ihr  entgegenwirkende  Komponente  ist  dcnmachO'2,0336b  co8*( 
Nennen  wir  G  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere,  wenn  die  Cent! 
fugalkraft  nicht  vorhanden  würe,  so  ist  die  wirklich  stattfindende 
schleunigung  g 

g  =  G  —  0,03368  cos-  (p. 

Nun  ist  ftlr  den  Äquator,  wo  qo  ^  0  ist,  nach  Sabine 

G  =  9,78009  +  0,03368, 

^     Voran sgeaetsEt,    dafs    nur    die   verschiedene    Ccntrifugalkralt    die 
idbleunigung  todert,    mufs   dies  aber  auch    die  Eeschleunigimg   durch 
Schwere    an  allen  Orten   der  Erde   sein,   demnach    allgemein   die    um 
Cenirifugalheschleunigung    verminderte    und    %\x    beobachtende    Beschle 
nigung  g 

ff  =  9"\7800a  +  ©'".OSSÖS  —  0,03368  cos*  tp 

g  =  IJ'",78001*  +  0*",03368  •  sin^  g?, 

•  Nach  unserer  obigen  aus  der  Beobachtimg  ahgeleitetttn  Formel  ist 
S^fficient  von  sin^  ip  grofser,  so  dafs  also  die  Beschleunigung  g  in 
Thftt  stärker  zunimmt,  als  sie  us  nur  der  Ahnahme  der  Ccntrifufi 
wegen  thiin  wtlrde. 
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Um  aus  der  Beschleunigungsänderung  die  Abplattung  zu  berechnen, 
dient  das  Clairautsche  Theorem^),  nach  welchem  die  Summe  des  Quotienten, 
US  der  Beschleunigungsdifferenz  am  Pol  und  Äquator  und  der  Beschleu- 
nigung am  Äquator,  und  der  Abplattung  gleich  dem  Zweiundeinhalbfachen 

des  Quotienten  aus  der  Centrifugalbeschleunigung  und  der  Beschleunigung 

durch  die  Schwere  am  Äquator  ist,  oder 

wenn  Ag  den  Unterschied  der  Beschleunigung  an  dem  Pole  und  am  Äqua- 
tor^ g^  die  Beschleunigung  am  Äquator,  e  die  Abplattung  und  c  die  an  dem 
Äquator  stattfindende  Centrifugalbeschleunigung  bedeutet.  Wir  erhalten 
darsos  für  die  Abplattung 

oder,  wenn  wir  die  eben  erhaltenen  Zahlenwerte  einsetzen, 

„^    0,03368  0.06080  ^nn^Air;  ^ 

"  =  2,5  -^^^g^  -  -^^^g^  =  0,003415  =    2^2  . 

Man  sieht,  dafs  dieser  aus  den  Pendelschwingungen  unter  Annahme, 
d^s  die  nicht  kugelförmige  Anordnung  der  Erdmasse  die  Beschleunigung 
todere,  berechnete  Wert  für  die  Abplattung  sehr  nahe  mit  dem  durch  geo- 
dätische Messungen  erhaltenen  übereinstimmt.  Der  Unterschied  kann  nicht 
loffallen,  wenn  man  einerseits  die  Schwierigkeit  der  Messungen  erwftgt  und 
udererseits  bedenkt,  dafs  die  besondere  Bodenbeschaffenheit  eines  Ortes 
nf  die  Pendelschwingungen  von  Einflufs  ist. 

§  41. 

Vemiohe  von  Cavendish.  Dafs  die  Bodenbeschaffenheit  auf  die  Be- 
wegong  des  Pendels  von  Einflufs  ist,  folgt  direkt  aus  dem  experimentellen 
l^achweis  von  Cavendish  und  Maskelyne,  dafs  die  einzelnen  Körper  auf  der 
Erde  anziehend  auf  einander  wirken.  Cavendish  zeigte,  dafs  eine  grofse 
Bleimasse  eine  metallene  Kugel  anzieht,  Maskelyne  bewies,  dafs  das  Pendel 
in  der  Nähe  grofser  Gebirge  aus  der  Vertikalen  abgelenkt  wurde. 

Beide  Anziehungen  sind  gemessen  und  durch  Vergleichung  mit  der 
Anziehung  der  Erde  dann  die  Masse  der  Erde  bestimmt.  Beginnen  wir  mit 
den  Versuchen  von  Cavendish,  welcher  dieselben  mit  folgendem  von  Michell 
konstruiertem  Apparate  anstellte. 

Ein  leichter  und  gleichmäfsig  gearbeiteter  Hebel  von  Tannenholz  AB 
(Fig.  49)  ist  in  seiner  Mitte  an  einem  sehr  feinen  Metalldrahte  horizontal 
anfjgehängt,  welcher  an  der  Decke  eines  verschlossenen  Zimmers  befestigt 
ist  An  seinen  Enden  trägt  er  zwei  ganz  gleiche  Kugeln  A  und  B  und  an 
diesen  zwei  mit  einer  Teilung  versehene  Elfenbeinblattchen  CD  und  CK , 


^  ClairatU,  Theorie  de  la  figure  de  la  terre.  Paris  1743.  Das  Theorem 
ergibt  sich  aas  der  Uniersuchong,  w^elche  Gestalt  die  Erde  aDoehmen  mufste 
viet  der  Voraassetzang,  dafs  die  Erde  früher  eine  flüssige  Masse  gewesen  sei, 
und  tmier  der  Voraussetzung,  dafs  nicht  die  ganze  Masse  der  Erde  homogen, 
loiideni  dafii  die  Erde  aus  koDzentrischen  homogenen  Schalen  bestehe. 
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Apparat  von  Cavendish. 


§4L 


Faden  und  Hebel  sind  von  einem  hölzernen  Gehäuse  umgeben,  um  die  JA 
Strömungen  abzuhalten.  Die  Seiten  desselben  bei  Ä  und  B  sind  TOn  SijpBgtr 
glas,  um  die  Teilungen  CD  und  CD'  beobachten  zu  können.  Die  BedbiA^ 
tungen  der  Teilungen  geschehen  mittels  zweier  mit  Fadenkreuz  yenehMI 
Femrohre,  welche  den  Teilungen  gegenüber  in  der  Mauer  des  Zimmeni  m 
gebracht  sind. 

Fig.  4i>. 


I  t=3 


Untersuchen  wir,  ehe  wir  mit  der  Beschreibung  des  Apparate!  ; 
fahren,  die  Bedingungen,  unter  welchen  dieser  Hebel  im  Gleichgen 
Wir  werden  dazu  einige  Lehren  über  die  Elasticität  der  Körper 
müssen,  welche  wir   in   dem   folgenden  Abschnitte  kennen  lernen 
deren  Richtigkeit  wir  demnach  hier  annehmen.    Wenn  wir  den  Heb 
aus  seiner  Gleichgewichtslage  ablenken,  indem  wir  ihn  um  den  Fa 
Axe  drehen,   so  erteilen  wir  dadurch  auch  dem  Faden  eine  Drehung  1 
sich  selbst,   eine  Torsion.     Der  Faden  sucht,   sich  selbst  überlassen, 
wieder  aufzudrehen  und  übt  dadurch  ein  Drehungsmoment  auf  den  1 
aus,  den  er  wieder  in  seine  Gleichgewichtslage  zui'ückbringen  wilL 
wir  nun  f  die  Kraft,  welche  wir  in  dem  Abstände  1  von  dem 
einem  Hebel  anbringen  müssen,  um  ihn  in  der  abgelenkten  Lage  zu  < 
in  welcher  das  Ende  des  Hebels  von  der  Länge  1  um  einen  Bogen 
Länge  1  gedreht  ist,  so  zeigt  der  Versuch,  dafs  man  eine  Kraft 
bringen  mufs,  um  den  Hebel  um  einen  Bogen  von  der  Länge  A 
erhalten.     Die  Torsionskraft  des  Fadens  ist  also  proportional  der 
welche  wir  dem  Faden  erteilt  haben.    In  dem  Apparate  von  Cave 
also  die  Kraft,  mit  welcher  die  Torsion  des  Fadens,  den  um  einen  ] 
Radius  1  beschriebenen  Bogen  von  der  Länge  Ä  gedrehten  Hebel 
lührt,  gleich  einer  im  Abstände  1  von  der  Mitte  angebrachten 

oder  gleich  einer  Kraft  -y-  an  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  A 

wenn  wir  die  halbe  Länge  AB  mit  l  bezeichnen. 

Um  die  Kraft  f  zu  messen,  haben  wir  nur  den  Hebel  in  Bewehr 
setzen..    Wir  sehen  dann,  dafs  er  in  der  Horizontalebene  OsciUmtiar 
fnhrt,  welche   alle  eine  gleiche  Zeit  dauern.     Auf  diese .  OecdUal 
ohne  weiteres  unser  Ausdruck  fUr  die  Schwingungsdauer  einet  Bn 
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da  wir  hier  wie  dort  eine  Kraft  haben,  welche  nach  den  gleichen 
'  Gttetzen  wirkt,  deren  Drehungsmoment  um  so  kleiner  wird,  je  näher  der 
!  Bd>el  der  Gleichgewichtslage  kommt.  Die  das  horizontale  Pendel  bewegende 
[  Kraft  f  greift  im  Abstände  1  von  der  Drehungsaxe  an;  in  diesem  Abstände 
\  osetit  eine  Masse  2ml^  die  beiden  im  Abstände  /  befindlichen  Kugeln,  deren 
L  jede  die  Masse  m  hat.  Wenn  wir  die  Masse  des  Stabes  als  sehr  klein  ver- 
naclil&ssigen ^),  wird  somit  nach  §  32  die  Schwingungsdauer  t  des  Pendels: 


t 


Setzen  wir  anstatt  m  =  ---,  worin  p  das  Gewicht  jeder  Kugel  bedeutet, 
und  losen  unsere  Gleichung  nach  f  auf,  so  wird 

9«»p  ■  P 


f- 


9't' 


Sind  demnach  p  und  l  bekannt,  so  bedarf  es,  um  die  Gröfse  der  Kraft  f 
ni  messen,  nur  den  Hebel  in  Schwingungen  zu  versetzen  und  die  Schwingungs- 
dauer zu  beobachten.  Kennt  man  /*,  so  kann  man  leicht  die  Gröfse  der 
Kraft  erhalten,  die  an  ui  anzubringen  ist,  um  den  Hebel  im  Gleichgewicht 
xa  halten,  wenn  man  ihn  um  irgend  einen  Bogen  aus  seiner  ursprünglichen 
Lage,  in  welcher  der  Draht  ohne  Torsion  ist,  gedreht  hat.  Sei  er  z.  B.  so 
gedieht,  dafs  statt  des  Teilstriches  o  der  Teilung  CD  oder  CD'  der  Teil- 
itrich  n  in  der  Visierlinie  des  Femrohrs  einsteht;  ist  der  Abstand  zweier 
Teilstriche  gleich  a,  so  ist  der  Bogen  -4,  welchen  der  um  die  Länge  1  von 
der  Axe  entfernte  Punkt  durchlaufen  hat , 

A         **** 

vnd  die  an  ^  anzubringende  der  Torsionskraft  gleiche  Kraft 

f'A         fna 

l      ""     Z«    ' 

•der,  indem  wir  ftlr  f  den  eben  gefundenen  Wert  einsetzen , 

fna    2w'a       pn 

~'l'  9  ^' 

Wir  können  diese  Kraft  halbieren  und  die  eine  Hülfte  in  J.,  die 
andere  in  i?  so  angreifen  lassen,  dafs  sie  der  Torsionskraft  des  Fadens  ge- 
rade so  entgegenwirken  wie  die  eine  im  Punkte  A  angebrachte  Kraft  /*; 
nch  dann  ist  das  System  im  Gleichgewicht.  Bezeichnen  wir  jede  dieser 
Haften  mit  F,  so  ist 

p  =  ^*"   .  .?ÜL  . 

7t' tt  1 

In  dem  Apparate  von  Cavendish  war  die  Konstante ^=  q,.  ,  so 

vuis  demnach 

818        *• 

*)  G^enaaer  würde  man  in  der  §  32  angedeuteten  Weise  das  Trägheits- 
BunneDi  des  ganzen  Horizontalpendcls  bestimmen.  Den  vollstündigcn  Beweis 
llr  die  Richtigkeit  der  oben  durchgeführten  Rechnung  liefert  §  51. 
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Wenn  also  durch  Drehung  des  Hebels  dem  Faden  eine  Torsion  erteilt 
ist,  so  wird  durch  die  Torsionskraft  dem  System  ein  Drehnngsmoment  6^ 
teilt,  welches  es  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzudrehen  strebt,  mi 
welches  gleich  ist  dem  Drehungsmomente,  welches  zwei  Krftfte  ihm  «■ 
teilen  würden,  deren  eine  an  A^  deren  andere  an  B  angebracht  ist,  und 

deren  jede  die  Gröfse  F  =  —  -  •  ^j^  besitzt.     Kennt  man  daher  das  G«- 

wicht  p  imd  hat  die  Anzahl  Teilstriche  «,  um  welche  das  System  gedraht 
ist,  mittels  der  Femrohre  beobachtet  und  früher  die  Scbwingongsdaner  ( 
})estimnit,  so  kann  man  diese  Krilfte  durch  Bechnuiig  erhalten. 

Es  befinden  sich  an  dem  Apparate  von  Cavendisb  zwei  grofse  Blei- 
kugeln M  und  JV,  jede  158  Kilogramm  schwer.  Dieselben  sind  an  dm 
Enden  eines  drehbaren  Stabes  befestigt,  der  von  aufsen  gedreht  wird,  obB 
dafs  der  Beobachter  in  das  zu  den  Versuchen  bestimmte  Zimmer  eintritt 
Man  kann  den  Stab  senkrecht  'ivl  AB  stellen  und  ihm  die  Lage  MNxai 
HfN'  geben,  die  synmietrisch  sind  zu  der  Gleichgewichtslage  von  AB^xai 
in  denen  der  Stab  festgestellt  werden  kann.  Sind  die  Kugeln  in  der  entsB 
Lage,  so  aflicioren  sie  den  Hebel  nicht;  beide  Kugeln  ziehen  sowohl  A  t^B 
ganz  gleichmäfsig  an  und  können  ihnen  daher  keine  Bewegung  erteiko. 
Der  Beobachter  liest  die  Stellung  der  Teilung  ab  und  notiert  sie  als  die 
Gleichgewichtslage  des  Hebels.  Darauf  bringt  man  die  Kugel  in  die  Li{|8 
MN.  Jetzt  zieht  M  die  Kugel  A  und  N  die  Kugel  B  an;  der  Hebel  dnht 
sich  und  erreicht  eine  zweite  Gleichgewichtslage,  wenn  die  Anziehung  tob 
M  auf  A  und  N  auf  B  gleich  ist  den  Kräften  ?',  mit  denen  die  Torsi<»- 
kraft  des  Fadens  den  Hebel  zurückzudrehen  sucht  Man  beobachtet  nät 
Hülfe  der  Femrohre  die  Anzahl  n  der  Teilstriche,  um  welche  die  Kngeli 
A  und  B  abgelenkt  sind,  und  berechnet  dann  die  beiden  Kräfte  F  oder 
die  diesen  gleichen  Anziehungen  der  grofsen  Kugeln  auf  A  und  B  mittdi 
der  Formel 

F  =  -J-      ^- - 

818   '      «« 

Zur  Zeit,  als  man  die  Kugeln  in  die  Lage  MN  gebracht  hatte,  wtf 
der   Abstand    der  Mittelpunkte   von  A  und  M  oder  B  und  N  gleich  Ä 
Ist  in  der  neuen  Lage  das  Gleichgewicht  eingetreten,   so  ist  der  Abstirf  t 
dann  Jf  =  D  —  na.     Ist  D'  bestimmt,  so  kennen  wir  die  zwischen  da 
Kugeln  thiltigen  anziehenden  Kräfte  F  und  den  Abstand  2>'  der  Schw«" 
punkte  der  Kugeln,  in  dem  diese  Kräfte  wirksam  sind.    Darauf  macht  ntf   l 
noch  eine  zweite  Messung,  indem  man  die  Kugeln  in  die  Lage  M^lT  bringti   i 
und  nimmt  schliefslich  aus  den  in  beiden  Fällen  berechneten  Werten  von/   ■ 
und  den  beobachteten  Abständen  D'  das  Mittel,  um  dann  folgendennabei   , 
aus  di(isen  Daten  das  Gesamtgewicht  P'  der  Erde  und  ihre  mittlere  Dichtig- 
keit zu  berechnen. 

Da  die  Anziehung  der  Kugel  M  auf  A  im  Abstände  D'  gleich  F  ist, 
so  würde  sie  in  einem  der  Einheit  gleichen  Abstände  F  •  iX*  sein;  nennen 
wir  andererseits  die  Anziehimg  der  Gewichtseinheit  auf  die  Engel  wi  in  der 
Abstandseinheit  q> ,  so  ist  die  dem  Gewichte  P  der  Kugel  M  proportionale 
Anziehung  der  ganzen  Kugel  M  gleich  P  •  q>.  Wir  haben  demnach 
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Die  Anziehung  der  Erde  auf  die  Kugel  A  ist  an  der  Oberfläche  der 
Erde,  also  im  Abstände  i2  von  dem  anziehenden  Mittelpunkt  gleich  dem 
Gewichte  p  dieser  Kugel.  Nennen  wir  P'  das  Gewicht  der  Erde  und  geben 
f  dieselbe  Bedeut^g  wie  vorhin,  so  haben  wir  ebenfalls 

^, .  12«  =  p'  .  9, 

nnd  erbalten  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

F  P'R^ 

imd  wenn  wir  den  für  F  vorhin  erhaltenen  Wert  einsetzen, 

F        _1_     n    ^  P'  B^ 
p   "^  818  *    t^    ~  P^^IT^  ' 

In  dieser  Gleichung  sind  w,  /,  D'  durch  die  Beobachtung  gegeben,  P  ist 
du  Gewicht  der  Kugel  3f  =  158  Kilogr.,  R  ist  der  Radius  der  Erde,  man 
liat  daher  in  lauter  bekannten  Gröfsen  ftlr  das  Gewicht  P'  der  Erde 

,_  818    P-  B\'  t^ 

1      —  ^  jy^ 

Bezeichnen  wir  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mit  c7,  so  ist  P'gleich 
dem  Produkte  aus  dem  Volumen  der  Erde  und  der  mittlem  Dichtigkeit 

P'=  I  n  R^d 
ad  demnach  schliefslich 

613,6  .  Pe« 


d  = 


nRniy^ 


Wir  müssen  in  Bezug  auf  die  Versuche  noch  einen  Umstand  hinzu- 
•Agoi,  den  wir,  um  den  Gang  der  Entwickelungen  nicht  zu  unterbrechen, 
dwrgangen  haben.  Wir  sahen,  dafs  wir,  um  n  zu  erhalten,  zweimal  den 
Sind  der  Teilungen  CD,  CD'  beobachten  mufsten,  einmal  in  der  Gleich- 
gewichtslage des  Stabes  AB  vor  der  Einwirkung  der  Kugeln,  dann  in  der 
durch  die  Anziehung  der  Kugeln  bedingten  Gleichgewichtslage.  Cavendish 
fiod  nun,  dafs  der  Stab  AB  niemals  in  Buhe  war,  sondern  stets  um  die 
Glaiehgewichtslage,  welche  er  hätte  einnehmen  müssen,  Schwingungen  voU- 
fthrte.  Man  konnte  daher  die  Stellung  des  Stabes  in  der  Gleichgewichts- 
hge  nicht  direkt  bestimmen,  sondern  nur,  indem  man  das  Mittel  aus  den 
inbersten  Lagen  nahm,  welche  er  bei  diesen  Schwingungen  zur  Rechten 
^  Linken  der  Gleichgewichtslage  erreichte. 

Cavendish  wandte  zu  seinen  Versuchen  zwei  Drähte  an.  Bei  An- 
lodnng  des  ersten,  sehr  feinen,  war  die  beobachtete  Schwingungsdauer 
i «  14  Minuten  und  die  Zahl  n  der  Teilstriche,  um  welche  der  Stab  nach 
Gnwiikung  der  Kugeln  abgelenkt  wurde,  n  =  16.  In  dem  zweiten  Falle, 
^  Wi  wbr  viel  dickerem  Drahte,  war  t  =  7  Minuten,  n  ==  5,7.  Mit  beiden 
örthten  erhielt  er  für  d  den  gleichen  Wert 

d  =  5,48. 

Die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  ist  demnach  5%msX  gröfser  als  die 
dei  Wassers. 

hl  ^terer  Zeit  wurden  die  Versuche  zxmächst  von  Reich  in  Freiberg 
MJKkidtlm  Jahre  1837.    Er  fand  in  der  letzten  Berechnung  dieser  Ver- 
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Yerfittche  Ton  Jolly* 


f« 


suche  im  Jahre  1851  denselben  Wort  wie  Cavendish  d  =  5,49.  Öpäti 
unternahm  Baily  zu  London  ini  Auftrage  der  künigUchen  Astronomisehfj 
Gesellsohaft  eine  groi'se  Reihe  von  Vtn-suchen  und  erhielt  nach  Korrektifli 
einiger  Fehler  als  Mittel  aus  mehr  als  2000  Versuehep  d  ^  5,67,  ali 
etwas  gröiser  wie  Cavendish.  Darauf  bestimmte  Reich  1852  nochmals  du 
Wert,  von  ff  und  fand  ihn  gleieh  5,5 H 32,  Carnu  und  Baille  erhielten  nao 
derselben  Methode^  bei  zwei  Versuchsreihen  einmal  den  Wert  5,56,  dlf 
andere  Mal  5,55. 

Jolly  hat  das  Verftihren  von  Cavendish  in  der  Weise  modificiert,  (J: 
er  direkt  die  Wage  beuulxte,  um  die  Anziehung  einer  grofsen  Masse 
eine  andere  zu  messen.    Unter  der  einen  Wagschale  der  in  §  39  heschril 
henen  Wage,  auf  dem  Boden  des  Turmes  wurde  aus  passend   geformi 
BleibaiTBn    eine   Bleikugel   von    l  "*    Durchmesser   aufgebaut,   so   dafs  dGI 
Mittelpunkt  der  Kugel  vertikal  imter  dem  Aufhfingedraht  der  WagscliaS 
sich  befand.    Es  wurde  dann  genau  wie  in  §  39  verfahren,  es  wurde  dij 
mit  Quecksilber  gefüllte  Glaskugel  oben  abgewogen,  dann  die  Kugel  nn« 
unten  gebracht,  so  dafs  sieh  ibr  Mittelpunkt  vertikal  über  dem  Mittelpunkt 
der  Bleikugel  befand,  und  nun  das  Zulagegewicht  bestimmt,  welches  ei 
forderlich  war,  um  die  Wage  wieder  ins  Gleichgewicht  zu  bringen.    BieU 
Zulagegewieht  war  gi'öfser  als  in  dem  §  39  betrachteten  Falle,  weil  jetj 
aufser  der  YoiTnehning  der  Schwere  die  Anziehung  der  Bleikugel  auf  dl 
Quecksilber  zur  Wirksamkeit  kam.    Ist  r  der  Radius  der  Bleikugel,  S  d( 
Dichtigkeit,   a  der  Abstand   des  Mitfelpimktes   des  Quecksilbers  voe 
Mittelpunkte  der  Bleikugel,  so  ist  die  Beschleunigung,  welche  das 
Silber  gegen  den  Mittelpunkt  der  Bleikugel  erf^rt, 

yi  =  i  ^fr^^  -^  • 

Für  die  Beschleunigung,  welche  das  Quecksilber  von  der  Erde  erb 
ertkidten  wir  §  39 


.'=w<iA'(i-'4+jii), 


wenn  wir  jetzt  entsprechend  der  in  diesem  Paragraphen  gewählten  Ber* 
nung  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mit  d  bezeichnen.  Wie  wir  sahlj 
ist  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdnick,  wenn  wir  j'=  0,5  ff  setnl^ 
gleich  0,99989,  wir  können  dafür  ohne  weiteres  1  setzen,  da  in  den 
zu  berechnenden  Decimalen  der  Unterschied  ganz  ohne  EinHufs  ist.  Df 
wird 

-II  =     ^'^     _  J_ 
g  üda*  ~   Q  ' 

wenn  wir  luit  7  das  nach  Anbringen  der  Bleikugel  erforderliche  Zuläj 
gewicht,  mit  Q  das  Gewicht  des  Quecksilbers  bezeichnen.    Damit  wird 

Die  Versuche  ergäben,  dafs  nach  einbringen  der  Bleikugel  zur  1^ 
des   Gleichgewichtes  0,589"«    mehr   eiforderlich  waren   als 
n<  iwi  ^on^t 

7  =  0,589""^. 
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Wie  wir  §  39  bereits  angaben,  war 

Q  =  5009450'"» 
B  =  6365722°*. 

Den  Durchmesser  der  Bleikugel  ergaben  direkte  Messungen  zu  0,995™, 
somit  ist 

r  =  0,4975. 

Der  Abstand  a  des  Mittelpunktes  der  Quecksilberkugel  von  dem  Mittel- 
punkte der  Bleikugel  ist  gleich  r  plus  dem  Halbmesser  der  Quecksilber- 
kugel  plus  dem  Abstände  der  beiden  Oberflächen.  Ersterer  war  0,0445°*, 
letzterer  0,0266°*;  es  ist  somit 

a  =  0,5686°*. 

Zur  Bestimmung  der  mittleren  Dichtigkeit  ö  der  Bleikugel  wurde  das  Ge- 
wicht der  aus  115  Stücken  zusammengesetzten  Kugel  bestimmt  und  durch 
das  Volumen  der  Kugel  dividiert.    Es  ergab  sich  in  dieser  Weise 

ö=  11,186. 

Durch  Einsetzen  dieser  Zahlenwerte  ergibt  sich 

d  =  5,692 

nit  einer  Unsicherheit  von  +  0,068,  so  dafs  nach  diesen  Versuchen  die 
nittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mindestens  5,624  und  höchstens  5,760  wäre. 
>er  von  Jolly  erhaltene  Wert  ist  dem  von  Baily  erhaltenen  fast  gleich;  als 
[ittel  aller  Versuche  würde  sich  rund  5,6  ergeben. 


§  42. 

Versuche  von  Maskelyne.    Es  gibt  noch  eine  zweite  Methode,  um 
Anziehung   der  einzelnen  Teile   der  Erde   auf  Körper  zu  messen  und 


Fig.  60. 


/ 


aus  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  zu  bestimmen,  nämlich  die  Be- 
bchtong  der  Ablenkung  des  Lotes  durch  grofse  Gebirgsmassen.  Die 
len  Venmche  derart  wurden  von  Bouguer  gemacht;  sie  wiesen  jedoch 
r  naeh,  dals  das  Lot  wirklich  abgelenkt  wird,  ohne  dafs  sie  messend  vet- 
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folgt  werden  konnten.  Dieses  gelang  zuerst  Maskeljne,  der  an  der  Bergkette 
Shehallien  in  Portsliire  in  Schottland  mit  grofser  Sorgfalt  eine  Reihe  von 
Messungen  ausführte.  Der  Shehallien  ist  ein  isolierter  von  West  nach  Oit 
sich  erstrockender  Gebirgszug,  dessen  geognostische  Zusanunensetznng  be- 
kannt ist,  und  der  eine  einfache  Form  hat.  Man  konnte  daher  sein  VoItuimb, 
sein  Gewicht  und  die  Lage  seines  Schwerpunktes  berechnen.  Maskeljie 
wählte  nun  zwei  Stationen  A  und  B  (Fig.  50),  die  nördlich  und  südfidi 
von  dem  Berge  in  einer  durch  den  Schwerpunkt  desselben  gehendflA 
Ebene  und  auf  demselben  Meridiane  lagen.  Zunächst  wurde  die  Polhölie 
beider  Orte  bestimmt.  Wenn  der  Gebirgszug  nicht  vorhanden  gewesen 
wäre,  so  hätten  die  beiden  Lote  AP  und  J?P'  einen  Winkel  mit  einander 
gebildet,  der  gleich  der  Breitendifferenz  der  beiden  Orte  ist.  Die  Anziehnng 
der  zwischen  beiden  Orten  liegenden  Gebirgsmassen  bewirkt  nun,  dafs  die 
Richtung  der  Lote  AQ  und  BQ'  wird,  oder  dafs  die  Richtung  der  Hori- 
zontalen gegen  den  Berg  hin  sich  erhebt  und  die  Polhöhe  in  B  vermehrt, 
in  A  vermindert  ist.  Man  mifst  daher  die  Polhöhe  und  leitet  daraus  flr 
jede  Station  die  Ablenkung  des  Lotes  her,  indem  man  von  dem  Unter- 
schiede der  Polhöhen  die  vorher  bestimmte  Breitendifferenz  abzieht 

Wirkt  nun  an  einer  der  Stationen  (Pig.  51) 
z.  B.  A  die  Anziehung  der  Erde  nach  AOjs^ 

einer  Kraft  gleich  -g~ ,  so  wirkt  daneben  die 

Anziehung  des  Berges  in  der  Richtung  J.  ff,  die 
wir  als  horizontal  voraussetzen,  mit  einer  Knft 

gleich  -  j^  ,  wenn  wir  mit  P  das  Gewicht  dei 

Berges  und  mit  D  den  Abstand  seines  Schwff- 
punktes  vom  Orte  A  bezeichnen.  Das  Lot  iit 
deirmach  von  zwei  auf  einander  senkrechten  Krtf- 
ten  angegriffen,  es  wird  sich  in  die  Bichtof 
des  Resultierenden  AC  stellen  und  mit  Oi 
einen  Winkel  a  bilden,  der  gleich  ist  der  be- 
obachteten Ablenkung  des  Lotes.  Man  hat  daluff 

=  tang  a 


Fig.  61. 


und  daher 

P> 

Ptp 

-AB'.CB, 
p 

CB 
AB 

tang 

CC  =     p'     = 

P'IJ* 

Setzen 

wir  wieder 

J{* 

so  wird 

rfr 

0,75  P             1 

nB'  D*     tang  a 

Maskelyne  erhielt  aus  dem  von  Hutton  bestimmten  Gewicht  P  des 
Berges  und  dem  Abstände  D  des  Schwerpunktes  vom  Pendel  fÄr  d  ci»^ 
Zahl,  die  nahe  gleich  5  war,  ein  Resultat,  welches  die  Versuche  toii 
Cavendish  und  Reich  bestätigt,  da  auf  diese  Weise  nicht  die  Genauigkeit 
erreicht  werden  kann,  wie  nach  der  vorigen  Methode. 


43. 


Methode  Ton  Airy. 
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§  43. 

Methode  von  Air^r.  Noch  eine  dritte  Methode  gibt  es,  um  den  Nach- 
eis  der  Massenanziehung  an  den  einzelnen  Teilen  der  Erde  zu  liefern  und 
ie  Dichtigkeit  der  Erde  zu  bestimmen,  welche  der  englische  Astronom  Airy 
ngewandt  hat.  Dieselbe  beruht  darauf,  dafs  der  Wert  der  Beschleunigung 
in  anderer  wird,  wenn  man  unter  die  Erdoberfläche  hinabsteigt.  Um  zu 
ibersehen,  in  welcher  Weise  diese  Veränderung  von  g  stattfindet,  denken 
rir  uns  die  Erde  zerlegt  in  eine  Ku^elschale  von  der  Dicke  a*,  der  Tiefe 
ler  dnrchsunkenen  Schicht ,  und  eine  Kugel  vom  Eadius  B^=^  B  —  x. 

Auf  einen  an  der  Oberfläche  befindlichen  Körper  wirkt  nun  sowohl  die 
inziehung  der  innem  Kugel  als  auch  der  Kugelschale  gerade  so,  als  wäre 
üe  Masse  beider  im  Mittelpunkte  vereinigt,  also  so,  als  befeinde  sich  die 
Kasse  if|  der  innem  Kugel  und  die  Masse  M^  der  Schale* im  Abstände  M 
ron  dem  angezogenen  Körper. 

Anders  jedoch,  wenn  wir  uns  auf  die  Oberfläche  der  Kugel  mit  dem 
Badius  B^  begeben,  also  die  Schicht  x  hinabsteigen.  Die  Kugel  mit  dem 
Badins  B^  wirkt  nach  dem  Anziehungsgesetz,  da  der  Körper  sich  aufserhalb 
lerselben  befindet,  so,  als  wäre  ihre  ganze  Masse  üf^  im  Mittelpunkte,  also  in 
ier  Entfernung  jB^  vom  angezogenen  Körper  vereinigt.  Die  Anziehung  der 
Sügelschale  x  mufs  aber  eine  andere  sein,  da  der  Körper  sich  im  Innem  der- 
selben befindet.  Wir  können  nun  leicht  nachweisen,  dafs  eine  Hohlkugel  auf 
^inen  in  ihrem  Innem  befindlichen  Körper  gar  keine  Anziehung  ausübt,  wenn 
üe  Schale  aus  homogenen  konzentrischen  Schichten  besteht;  und  daraus  folgt 
iann,  dafs  in  der  Tiefe  x  unter  der  Erdoberfläche  auf  den  Körper  nur  die  Masse 
ier  innem  Kugel  aus  der  ihrem  Badius  gleichen  Entfernung  B^  einwirkt. 

Stelle,  um  diesen  Nachweis  zu  fUhren,  der  Kreis  (Fig.  52)  einen  Dureh- 
idmitt  durch  eine  dllnne  Schicht  der  Kugel- 
lebale  vor,  und  der  Punkt  P  liege  im  Innem 
derselben,  im  Abstände  a  vom  Mittelpunkte. 
Legen  wir  nun  gerade  wie  in  §  39  durch  die 
Kugelschale  zwei  zu  CP  senkrechte  unendlich 
ßahe  Schnitte  MM^  und  NN^ ,  so  erhalten 
wir  ftlr  die  Anziehung  dieser  Kugelzone  auf 
den  Punkt  P,  indem  wir  genau  dieselbe  Ent-  ^[ 
Wicklung  wie  in  §  39  anwenden,  auch  iden- 
tisch denselben  Ausdruck,  nämlich,  unter  Be- 
nutzung derselben  Zeichen, 

Um  die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale  zu  erhalten,  müssen  wir 
auch  in  diesem  Ausdrucke  für  e  alle  möglichen  Werte  einsetzen  und  die 
Summe  aller  einzelnen  Ausdrücke  bilden.  Die  äufsersten  Werte,  welche  e 
iönehmen  kann,  sind  aber  hier  nicht  a  —  r  und  a  +  **i  sondern  PO  =  r  —  a 
imd  P§  =  r -f-  a.  Summieren  wir  nun  genau  so  wie  im  §  39,  so  wird 
^Äont  die  Summe  jetzt 

I /K^)*-(/+«)-(-«)+(^f-^+4)-»- 


Fig.  52. 
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Da  diese  Summe  gleich  Null  ist,  so  folgt  also,  dafs  eine  solche  Schidrt 
auf  einen  in  ihrem  Imiem  liegenden  Punkt  gar  keine  Anziehung  aoB&bt, 
und  damit,  dafs  überhaupt  eine  aus  konzentrischen  homogenen  Schicht» 
bestehende  Kugelschale  einen  in  ihrem  Innern  liegenden  Punkt  gar  nidit 
anzieht. 

Es  folgt  somit*  dafs  der  in  der  Tiefe  x  unter  der  Erdoberfl&che  be- 
findliche Körper  nur  von  der  innern  Kugel,  deren  Radius  J?,  =  JR  —  j  ist, 
angezogen  wird.  Suchen  wir  nun  zunächst,  wie  sich  die  Beschleunigungn 
in  der  Tiefe  und  an  der  Erdoberfläche  verhalten  müssen. 

Die  Beschleunigung,  welche  die  innere  Kugel  an  ihrer  Oberfläche  ar- 
teilt, sei  g^.  Die  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche  ist  dann  gleich  der 
Summe  der  Beschleunigungen,  welche  die  innere  Kugel  an  der  Erdoberfiftche, 
also  im  Abstände  JR  von  dem  anziehenden  Mittelpunkte  erteilt,  und  welche 
die  Kugelschale  von  der  Dicke  x  =  B  —  Jl^  an  ihrer  Oberfläche  erteilt 

Die  Beschleunigung  g\^  welche  die  innere  Kugel  an  der  Erdoberfläche 
erteilt,  ist  nach  dem  Anziehungsgesetz 

Bezeichnen  wir  die  Beschleunigiuig  an  der  Erdoberfläche  wie  immer 
mit  <7,  so  gibt  uns  die  Difterenz 

9  —  9\ 
die  Anziehung,  welche  die  äufsere  Schale  allein  auf  einen  an  ihrer  ftnften 
Oberfläche  befindlichen  Köri)er  ausübt. 

Die  Anziehungen  der  äufsem  Schale  sowohl  als  des  innern  Kemes  ge- 
schehen so,  als  wären  die  ganzen  Massen  in  ihrem  Mittelpunkte  yereimgt;.. 
sie  sind  daher  proportional  diesen  Massen  selbst  oder  den  Prodokten  MI 
deren  Volumen  Y  imd  T'^  und 'ihren  Dichtigkeiten  B  und  Dj.    Wir  \aiam 
demnach 

und,  indem  wir  für  g\  seinen  Wert  einsetzen, 

B^        —  \\D,  —      ~iB,'ni),  "  Ä,»        '   A 

9i    j^, 

gB'-g.B^ B^^B,'      B_ 

-y,B^         -       B,^       '  A  ' 

ein  Ausdruck,  den  man  leicht  auf  die  Form 

g   _B,^         B'-B,'     JL-Älh  J_/^'   _  i\^l 
g^   ~  B'-  "•"     B^B,-  '  J\-   B*[^^\Bj        V  A  1 

bringen  kann,  und  der  zu  erkennen  gibt,  dafs  das  Verhältnis  der  BescklMi*    ' 
nigung  an  der  Oberfläche  und  in  der  Tiefe  abhängig  ist  von  dem  Verfailtni  j 
der  Dichten  der  äufsem  Schale  und  in  der  Tiefe.    Derselbe  zeigt  aber  gleiA-  j 
zeitig,  dafs  wenn  man  g^ ,  i^j  und  D  beobachtet,  D^  sich  berechnen  UIM. 
Hierauf  gestützt,  stellte  Airy  zwei   Pendel  auf,  eines  an  der  Sri- 
Oberfläche,  eines  auf  dem  Boden  des  Bergwerkes  Ton  Harton  in  einer  Tiift 
von  3öii  Meter.    Jedes  war,  wie  bei  den  Bordaschen  Yersuoheni  vor 


§  43.  Versuche  von  Airy.  1 75 

mstaronomischen  Uhr  anfgehän^  Man  heobaehtete  die  Oscillationen  mittels 
der  Methode  der  Koincidenzen  und  bestimmte  ihre  Dauer  durch  die  Angaben 
der  Uhr.  Wenn  nun  aber  die  Veränderung  der  Schwere  die  Dauer  einer 
Oseillation  des  Pendels  verändert,  so  ist  klar,  dafs  sie  auch  den  Gang  der 
Uhr  ändert.  Es  war  deshalb  notwendig,  den  Gang  der  untern  Uhr  mit 
dem  der  obem  zu  vergleichen;  das  geschah  mittels  elektrischer  Signale, 
welche  sich  augenblicklich  fortpflanzten,  und  durch  die  man  die  Zeitangabe 
der  untern  Uhr  korrigierte. 

Die  Beobachtung  ergab,   dafs  die  Beschleunigung x durch  die  Schwere 

aaif  dem  Boden  des  Bergwerkes  -t^^"  gröfser  war,  oder  dafs 

?'-  =  1,000052 
9  ' 

war,  ein  Besultat,  aus  welchem  sich  ergibt,  dafs  D^  bedeutend  gröfser  sein 
wmTs  als  D.  Denn  wäre  das  nicht  der  Fall,  so  müfste  die  Schwere  in  der 
Tiefe  kleiner  werden,  wäre  etwa  D  =  D^ ,  so  ergibt  sich 

9    ~    ii'' 
die  Schwere  müfste  in  demselben  Verhältnisse  abnehmen,  als  der  Radius 
der  innem  Kugel  kleiner  ist  wie  der  Eadius  der  Erde. 

Indem  man  den  Inhalt'  des  Bodens  über  dem  Schachte  untersucht, 
^Kih&lt  man  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Schale  in  der  Nähe  des  Ortes,  wo 
Äe  Versuche  angestellt  wurden.  Dieselbe  ergab  sich  zu  2,75.  Airy  setzt 
tum  diese  Dichtigkeit  als  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Kugelschale  ein,  was 
"MMiMn  ohne  merklichen  Fehler  thun  darf,  wenn  auch  die  Kugelschale  nicht 
"^Usiftndig  homogen  ist,  da  die  nähern  Massen  vorwiegend  einwirken.  Die 
Jfcetjmmungen  Airys  ergaben  femer,  dafs,  die  Tiefe  des  Hartoner  Schachtes 
H^ch  1  gesetzt, 

jB  =  16621,7  und  deshalb  Bi  =  10620,7. 
Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichung  für  Di  ein,  so  erhält  man 

Dl  =  6,566 , 

tte  dafs  also  die  Dichtigkeit  des  innem  Kernes,  oder  da  die  Masse  der  obem 
l&iiale  gegen  die  des  innem  Kernes  verschwindend  klein  ist,  die  mittlere 
^IKchtigkeit  der  Erde  ungefähr  6,5  mal  so  grofs  als  die  des  Wassers  wäre. 
Gegen  die  Berechnung  Airys  hat  Haughton  den  Einwurf  gemacht,  dafs 
i^  üry  die  Dichtigkeit  der  Erdrinde  erheblich  zu  hoch  genommen  habe,  da 
t^er  gröfsere  Teil  des  Harton- Schachtes  unter  dem  Niveau  des  Meeres  liege, 
>  «r  leitet  deshalb  als  mittlere  zur  Berechnung  in  Betracht  zu  ziehende  Dich- 
f  tigkeit  der  Erdrinde  die  Zahl  2,059  ab.    Mit  dieser  Zahl  ergibt  sich 

:  Dl  =  5,480, 

l-lllD  dem  mit  der  Drehwage  und  dem  von  JoUy  gefundenen  Werte  sehr 
EMiie  gleich. 

Nehmen  wir  für  die  Dichtigkeit  der  Erde  das  Mittel  aus  den  gefun- 
den ZaUen  oder  rund  5,6,  so  sind  wir  dadurch  schliefslich  imstande,  die 
pftiBdekiingeDL  zn  berechnen,  welche  z^ei  der  Einheit  gleiche  Massen  auf 
MBnader  ras  der  Einheit  der  Entfernung  ausüben.     Bezeichnen  ^it   ^<& 
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Hasse  d^r  Erde  mit  M,  so  gibt  nns  das  Anziehtmgsgesetz  f&r  die  ZsUj 

die  Gleichung 

.     M 

worin  f  wie  frliber  die  Anziehung  der  beiden  Masseneinheiten  ans  der  ! 
femirngseinheit  Ijeileotet;  demnach  ist 

oder,  indem  wir  fllr  M  seinen  Wert  setzen, 

Hierin  ist  d  die  Masse  der  Volomeinheit,  somit  wenn  wir  die  La 
in  Meinem  einftlhren,  die  Masse  eines  Kubikmeters.  Da  das  Kubiknii 
1000  Knbikdecimeter   hat   und   wir   die  Dichtigkeit  der  Erde  gleich  hji 

setzen,  so  wird  d^ ^  II n   ist   der   halbe   Umfang   der   Erde, 

9 
gleich  20  000  000.    Für  g  setzen  wir  den  der  Breite  45^  entsprechend« 

Wert  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Erde  nicht  rotiert,  dann  wird  ; 

ff  =  9,82236 

6,4G  •  10-"*. 


^=  ifi&ö  =  0,000  000000  046 


Die  Zahl  gibt  uns  in  M^jtem  die  Best'bleunigung^  welche  zwei 
von  je  ff  Kilogramm  itn  Abstimde  von  1  Meter  einander  erteilen, 
Kilogrammen  den  Zug,  den  diese  Massen  auf  einander  ausüben. 


§  44. 

£bbe  und  Flut,    Eine  wichtige  Erscheinung  an  unserer  ErdoberflSclii 
hervorgehend  aus  der  allgmneinen  Massenanziehung  und  zwar  aus  der  - 
ziohung  des  Mondes  und  der  Soime,  ist  das  täglich  zweimalige  Steigen  i 
Falken  des  Wassers  in  den  grofsen  Meeren.    Wir  müssen  uns  hier  begnüg 
die  Erscheinung  in  ihren  Grundzttgen  zu  erklären. 

Die  Änziehiuig^   welche   der  Mond  aul   die  versehiedenen  Punkte 
Erde  ausübt,  ist  verschieden,  da  dieselben  von  dem  Monde  versdiiedea  i 
femt  sind.    Ziehen  wir  z.  B.  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  öine 
Linie  gegen  den  Mond,  so  ist  der  Mittelpunkt  der  Erde  von  dem  des  Monddl 
uiii  00,  der  Punkt,  in  welchem  die  dem  Monde  zugewandte  Erdh^lfte  iQ 
der  Geraden  getrolfen  wird,  um  59,  der  entsprechende  Punkt  auf  der  a|| 
gewandten  Erdhälfte  tU   Erdradien  entfernt.      Nennen  wir  die  Anzieh« 
des  Mondes  auf  die  Masseneinheit  in  der  Entfeniimgseiuheit  f^  den  Abs 
des  Erdmittelpunktes  vom  Monde  d  und  den  Radius  der  Erde  i?,  so  ©rhalti 
wir  fUr  die  Anziehung  auf  jene  drei  Punkte  respektive 

/  f  _J_ 

und  als  die  Differenzen  zwischen  den  beiden  letzton  und  der  ersten  Gri 


+ 
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wenn  wir  die  Glieder  der  Differenzen,  in  denen  höhere  Potenzen  von  d  als 
die  dritte  vorkommen,  vernachlässigen.  Um  diese  Gröfse  wird  also  der  dem 
Monde  zugewandte  Punkt  der  Erdoberfläche  stärker,  der  vom  Monde  ab- 
gewandte Punkt  schwäcKer  angezogen  als  der  Mittelpunkt  der  Erde. 

Wäre  die  ganze  Erde  fest,  kein  Punkt  derselben  gegen  die  anderen 
Terschiebbar,  so  würden  diese  Differenzen  durch  die  festen  Verbindungen 
so  übertragen  werden,  dafs  dadurch  nur  ein  Zug  auf  den  Mittelpunkt  der 
Erde  entstände.  Nim  ist  aber  ein  grofser  Teil  der  Erde  mit  Wasser  be- 
deckt, dessen  einzelne  Teile  gegen  einander  und  gegen  die  festen  Teile  der 
Erde  frei  beweglich  sind.  Das  Wasser  wird  daher  infolge  dieser  verschie- 
denen Anziehungen  eine  Bewegung  annehmen  müssen,  und  zwar  wird  es, 
wenn  jene  Linie  zum  Beispiel  die  Erdoberfläche  an  beiden  Punkten  im 
Meere  schneidet,  sich  an  beiden  Punkten  erheben  und  dafür  an  den  zwischen- 
liegenden fallen  müssen.  Da  nämlich  an  der  dem  Monde  zugewandten  Seite 
das  Wasser  stärker,  an  der  vom  Monde  abgewandten  Seite  schwächer  an- 
gexogen wird  als  der  Mittelpunkt  der  Erde,  so  ist  das  gerade  so,  als  wenn 
an  beiden  Punkten  eine  der  Schwere  entgegengesetzte  Kraft  von  der  Gröfse 
jener  Differenz  angebracht  wäre,  wie  sich  leicht  durch  folgende  Betrachtimg 
anschaulich  machen  läfst 

Man  habe  drei  Punkte  ii,  C,  5;  die  Punkte  A  und  B  werden  jeder 
durch  eine  Kraft  gleich  10,  um  ein  Zahlenbeispiel  zu  wählen,  gegen  C  hin- 
gezogen. Nun  seien  femer  an  den  drei  Punkten  nach  gleicher  Richtung, 
lB.  nach  rechts  hin,  folgende  Kräfte  angebracht:  an  B  die  Kraft  3,  an  C 
die  Kraft  2  und  an  ^  die  Kraft  1.  Diese  Punkte  befinden  sich  gewisser- 
maßen in  denselben  Verhältnissen  wie  unsere  vorhin  betrachteten  Punkte 
aof  der  Erde.  In  dem  Verhältnis  der  drei  Punkte  zu  einander  wird  nun 
nichts  geändert ,  wenn  wir  von  jedem  derselben  die  nach  rechts  hin  ziehende 
Kraft  2  fortnehmen.  Dadurch  ist  der  Punkt  C  wieder  wie  anfangs  von 
keiner  Kraft  af&cieri  Am  Punkte  B  bleibt  aber  die  Kraft  1  nach  rechts 
fa,  also  vom  Punkt  C  fortziehend  übrig.  An  Ä  zog  ursprünglich  die 
foft  10  gegen  C  nach  rechts,  es  trat  dann  noch  die  Kraft  1  hinzu,  später 
ikr  nahmen  wir  die  Kraft  2  wieder  fort;  es  bleibt  also  nur  die  Kraft  9 
mch  C  hinziehend  übrig,  oder  da  wir  uns  statt  der  Kraft  9  die  Kraft  10 
Mch  C  hin  und  die  Kraft  1  von  C  fortziehend  denken  können,  so  folgt, 
kis  durch  Anbringen  jener  Kräfte  auch  bei  A  gleichsam  eine  von  C  fort- 
sehende  Kraft  entsteht,  welche  gleich  ist  der  Differenz  der  von  C  und  A 
aeh  rechts  hin  wirkenden  Kräfte. 

So  also  auch  bei  der  Erde.  Durch  Anziehung  des  Mondes  entsteht  an 
len  unter  dem  Monde  und  den  ihm  gegenüber  an  der  andern  Seite  der  Erde 
legenden  Punkten  gleichsam  eine  das  Wasser  vom  Mittelpunkte  der  Erde 
nrtziehende  Kraft. 

Das  Wasser  muTs  also  dort  steigen  und  dafür  an  den  mitten  zwischen 
eiden  liegenden  Punkten  der  Erde  fallen.  Dadurch  müssen  also  zwei,  an 
iametral  gegenüberliegenden  Stellen  der  Erde  sich  bildende  Flutwellen 
ntstehen,  deren  jede,  da  die  Erde  sich  in  24  Stunden  von  Westen  nach 
•sten  um  ihre  Axe  dreht,  die  Erde  in  24  Stunden  von  Osten  nach  Westen 
Inkreisen  mufs. 

In  den  Meeren  mufs  also  täglich  zweimal  Flut  und  Ebbe  entstehen, 
i  sie  jeden   Tag.  den  Mond  einmal  im  Zenith,   einmal  im  Nadir  haben. 
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Wegen  der  Eigenbewegnng  des  Mondes  in  seiner  Bahn  jedoch,  wodoreb  te 
Durchgang  durch  einen  bestimmten  Meridian  täglich  um  50  Minnten  Ter- 
zögert  wird ,  verzögert  sich  auch  der  Eintritt  von  Ebbe  und  Flut  jeden  Tilg 
um  ebensoviel. 

Ebenso  wie  der  Mond  erzeugt  auch  die  Sonne  Ebbe  und  Flut,  jedoeh 

viel  schwächer,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  in  unsem  Ausdruck  -«-, 

der  uns  die  von  dem  Mittelpunkte  fortziehende  Kraft  angibt,  die  der  Sonne 
entsprechenden  GrtUsen  einsetzt.  Bezeichnet  M  die  Masse  der  Sonne  nod 
m  die  Masse  des  Mondes,  so  haben  wir  statt  f  der  Anziehung  des  Hondei 

in  der  Abstandseinheit  f zu  setzen,  und  anstatt  d  die  Entfernung  dff 

Sonne  von  der  Erde  (f  =  400  rf,  da  die  Sonne  400mal  weiter  von  nnsflit- 
femt  ist  als  der  Mond.  Die  Masse  der  Sonne  M  ist  355  000mal  grCber 
als  die  Erde  imd  die  der  Erde  gleich  88  m,  also  88mal  gröfser  als  die  des 
Mondes.    Wir  liaben  dr-nmach  Itlr  die  Differenz  der  Sonnenanziehung 

)tfJ{  '  365  000  ^88 
fi»  "•  4Ö0»"  ~       ' 

also  ungefähr  die  Hälfte  des  TTntorschiedes  der  Mondanziehung  auf  diee&t- 
spn»chendon  Punkt«!  der  Erde.  Die  Sonnenflut  wird  daher  auch  nnr  die 
halbe  Höhe  der  Mondliut  haben.  Durch  die  vereinte  Wirkung  von  Soni» 
und  Mond  wird  nun  die  Fluthöhe  entweder  vergröfsert  oder  verkleinfiit 
Stehen  Sonne  und  Mond  an  der  gleichen  Seite  der  Erde,  zur  Zeit  des  Nett- 
mondes,  oder  au  der  entgegengesetzton,  zur  Zeit  des  Vollmondes,  sota- 
stärken  sie  die  Fluten,  es  treten  die  sogenannten  Springfluten  ein.  Z« 
Zeit  der  Quadraturen,  also  des  ersten  und  letzten  Viertels  tritt  Sonnenfint' 
und  Mondebbo  an  der  gleichen  Stelle  auf  imd  umgekehrt;  die  Fluten  ■ 
dann  als  Nippfluten  die  kleinsten. 

Durch  di(»  verschiedenen  Tiefen  des  Meeres  und  die  Konfiguration  taj 
Festlandes  wird  der  Verlauf  der  Fluten  sowie  das  Gesetz  ihrer  Ändennf] 
ein  iiufserst  verwickeltes,  welclios  jedoch  La  Place  in  grofser  Yolbtibidif- 
keit  geh'ist  hat.     Wir  müsseii  uns  hier  begnügen,   darauf  hingewiesen  n 
haben. 
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Die  bisher  vorgetragenen  Lehren  Bind  gröfstcnteils  so  vielfoch  beliAndfltt 
und  in  vortrefflichen  Werken  zuRammengestellt ,  dafs  eine  Angabe  der  Originil- 
((nellen  teils  zu  weit  führen  würde,  teils  nur  ein  geschichtliches  Interowe  hii 
Wir  verweisen  daher  in  Betrefl"  der  genauem  Kenntnis  der  einzelnen  Lehren  irf 
die  vielen  vorzüglichen  Lehrbücher  der  Mechanik,  von  denen  wir  folgende  sttt- 
haft  machen. 

1.  Brix,  A.  F.^  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper.    Berlin,  1849. 

2.  Broch^  O.  «/.,  Lehrbuch  der  Mechanik.    Berlin  und  CbriBtiania,  1864. 

3.  Burg,  A.,  Kompendium  der  populären  Mechanik  und  Manchinenldiw. 
2.  A.     Wien,  1849. 

4.  Dehtunay,  Ch,^  Cours  de  Mecanique  rationelle.    2.  ^d.    PariB,  1867. 

5.  Ihthamel,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik.  Deutsch  t.  Dr.  0.  8di& 
milch.     2.  A.    Leipzig,  1858. 
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6.  C  O.  J,  Jacobi^  Yorlesangen  über  Dynamik.  Herausgegeben  von  ClebscJi. 
lerlin,  1866. 

7.  Jolly,  Ph.,  Principien  der  Mechanik.     Stuttgart,  1852. 

8.  MöbiuSj  A.  F.,  Lehrbuch  der  Statik.    Leipzig,  1837. 

9.  Poinsoi,  L.,  Elements  de  statique.     9.  ^d.    Paris,  1848. 

10.  Poissonj  S.  D.,  Traitä  de  Mäcanique.     2.  äd,    Paris,  1833. 

11.  BtdUnbacher,  Principien  der  Mechanik  und  des  Maschinenbaues.  Mann- 
leim,  1862. 

12.  Jfdlien,  3f.,  Problämcs  de  Mäcanique  rationelle.     Paris,  1855. 

13.  Seheüj  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.     Leipzig,  1870. 

Des  geschichtlichen  Interesses  wegen  sei  es  jedoch  gestattet,  die  Autoren 
und  Quellen  vorzuführen,  von  denen  die  verschiedenen  wichtigsten  Lehren  zuerst 
vorgetragen  sind.  Daran  schlielsen  wir  dann  eine  Angabe  der  Litteratur  der 
Beneren  Gegenstände,  besonders  der  Lehren  über  Erhaltung  der  Rotations-  und 
Schwiognngsebene,  die  in  neuerer  Zeit  durch  den  FoucaMschen  Versuch  die 
allgemeine  Aufmerksamkeit  auf  sich  gezogen  haben,  sowie  über  die  Bestimmungen 
von  g  und  der  Dichtigkeit  der  Erde. 

Zum  ersten  Kapitel  bemerken  wir,  dafs  die  Fallgesetze  von  Galilei  erkannt 
und  in  seinen:  •  . 

^JHscorsi  e  dimostrazioni  matematiche  intomo  a  due  nuove  scienze  attenenti 
alla  mecanica  ed  i  movimenti  locali.    Leiden,  1638.** 
vollständig  vorgetragen  sind. 

Die  allgemeinen  Folgerungen  aus  diesen  Gesetzen  zog  zuerst  Isaak  Newton. 
Erlegte  sie  in  seinem  Werke: 

„Philosophiae  naturalis  principia  mathematica.    Lond.,  1687.** 
der  Behanolung  der  Lehre  von  den  Bewegungen  und  Kräften  zu  Grunde.    Die 
drei  Fiincipien,  welche  er  anwandte,  sind 

1)  das  Princip  der  Trägheit,  nur  äufsere  Kräile  ändern  den  Bewegungs- 
nutand  eines  Körpers, 

2)  dals  die  Änderung  der  Bewegung  proportional  sei  der  wirkenden  Kraft, 

3)  das  von  uns  §  11  erläuterte  Princip  der  Gleichheit  von  Wirkung  und 
Gegenwirkung. 

Unsere  im  §  11  aus  der  Gleichung  für  die  Bewegung  einer  konstant  wirken- 
den Kraft  abgeleiteten  Gleichungen  Mv  =»  Pt  und  ^  Mv^  =  P»,  wurden  die 
entere  von  Cartesius  in  seinen  Principiis  philosopbiae  abgeleitet  und  dabei  das 
Produkt  Mv  als  das  Mafs  der  bewegenden  Kraft  aufgestellt;  die  zweite  ent- 
vickelte  Leibnitz  und  glaubte  seinerseits  das  Produkt  Mv^  als  Mafs  der  bc- 
vegenden  Kraft  dem  Cart^schen  gegenüberstellen  zu  müssen: 
„Brevis  demonstratio  erroris  memorabilis  Cartesii  et  aliorum.  Acta  eruditeruni. 
Leipzig,  1686,  März.** 

Daran  knüpfte  sich  ein  langer  Streit,  der  vorzugsweise  in  den  Actis  erudi- 
torum  geführt  wurde. 

Ty Älemhert  wies  dann  1743  in  seinem  Traite  de  dynamique  nach,  wie  der 
ganze  Streit  nur  ein  Wortetreit  sei  und  durch  eine  präcisere  Begriffsfassung  er- 
ledigt- werde. 

Die  im  zweiten  Kapitel  vorgetragenen  Sätze  über  die  statischen  Momente 
nnd  den  Schwerpunkt  rühren  ursprünglich  schon  von  Archimedes  her: 
„Archimedes  von  Sjrracus  vorhandene  Werke  aus  dem  Griechischen  übersetzt 
und   mit  erläuternden  und  kritischen  Anmerkungen  versehen  von  Ernst 
Nisze,  Stralsund,  1824.** 

Theoretische  Beweise  für  das  Hebelgesetz  gaben  zuerst  Cartesius  und  Newton^ 
mierer  im  Traetatus  de  mechanica  in  den  opusculis  postumis  Amstellod.  1701. 
Letzterer  in  den  Principiis  liber  1.     Leges  motus,  lex  Hl. 

Die  Theorie  der  Wage  wurde  zuerst  vollständig  entwickelt  von  J^onfiard  Euler 
n  den  Kommentarien  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Peters- 
NDg.    Tom.  X 

Die  Pendelgesetze  wurden  zum  Teil  schon  von  Galilti  entwickelt,  nämlich, 
^  Pendel  von  gleicher  Länge  in  gleichen  Zeiten  ihre  Schwingungen  volU 
Ihren,  auch  wenn  die  Gewichte  ungleich  sind,  und  dafs  bei  ungleich  langen 
^ndeUftogen  sich  die  Zeiten  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Pendellängen  ver- 
alten. 
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Huyghens  baute  dann  in  seinem  Werke: 
,,Horologinm  Oscillatorium  sive  de  motu  pendulonim  ad  horologia  aptoio  d0- 
monstrationes  geometricae.  Paris,  1673.** 
die  Theorie  weiter  aus  und  fügte  die  Sätze  hinzu,  daCs  nnr  nnendlich  kloM 
Schwingungen  genau  isochron  sind,  und  daTs  die  Dauer  eines  Hin-  und  HeigiiV« 
des  Pendels  sich  zur  Dauer  des  freien  Falles  durch  die  doppelte  Pendelltajp 
verhalte  wie  die  Peripherien  eines  Kreises  zu  seinem  Durchmesser,  also 


■.yi-,: 
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woraus  dann  die  Zeitdauer  einer  Schwingung,  wie  wir  sie  gefaJst  haben,  die 
einmalige  Zurücklegung  des  Bogens  hervorgeht. 

Von  Huyghens  rührt  die  Unterscheidung  des  einfachen  und  znsammengeMfata 
Pendels  und  die  Zunickführung  des  letztem  auf  das  erstere  her,  wie  wir  sie  iw- 
getragen  haben. 

Die  erste  Bestimmung  von  g  mittels  des  Pendels  machte  H%»y^\iaii^  er  U 
^  »  15  Fufs  und  1  Zoll. 

Die  von  uns  mitgeteilte  Methode  von  Borda  befindet  sich  in 
„Base  du  Systöme  Mdtrique  etc.  redigde  par  M.  Delambre.   Tome  III.  pag.  Slf. 
Paris,  1810.** 
und  mit  Berücksichtigung  des  Gewichtes  des  Fadens 

„Biot  et  Arago:  Hecueil  d'observations  g^odesiques  astronomiqaes  et  pbji- 
ques  ex^cnt^es  par  Ordre  du  Bureau  des  Longitudes.    Paria,  18S1.** 
Die  zweite  Methode  wurde  vorgeschlagen  von  Bohnenberger  in  seiner  Aibf' 
nomie.    Tübingen,  1811. 

Die  Ausführung  von  Kapt.  Kater  ist  beschrieben 
„Philosophical  transactions  of  the  Royal  Society  of  London  for  fhe  yeir  IBt^ 
p.  33  fF.** 
Die  Gesetze  der  Centrifugalkraft  entwickelte  Huyghens  zuerst  a.  ik  0.,  vi 
ausführlicher  finden   sie  sich  mit  Beweisen  in  den  opusculis  postamis,  I^M 
1703,  in  einer  Abhandlung  de  vi  centrifuga,  p.  401  sq. 

Auf  die  Erhaltung  der  Rotationsebene  machte  Bohnenberger  bei 
machung  seines  Apparates  aufmerksam.    Gilbert,  Annalen,  Bd.  60,  p.  Kl 

seu  bed 


In  neuerer  Zeit  ist  die  Litteratur  über  diesen  Gegenstand 
angeschwollen,  seit  Foucault  diese  Eigenschaft  der  rotierenden  KArper 
weise  der  Axendrehung  der  Erde  vorschlug.     Man  sehe  unter  andern 
den  Werken  über  Mechanik,  über  die  freien  Axen 

Poinsot,  Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps.  •  Liouville  Journal  dsai 
thematiques  1861.    {Poinsot,  neue  Theorie  der  Drehung  der  EOipeiy  "^ 
setzt  von  Srhellbach.     Berlin,  1861.) 
L.  Foucault,  Sur  une  nouvelle  d^monstration  exp^rimentale  du  moofi 
de  la  terre  fondee  sur  la  fixetä  du  plan  de  rotation.     Comptes  *" 
hcbdomadaires  des  s^nces  de  TAcaddmie  des  sciences.     XXaY, 
Paris,  1862.    Femer  C.  R.  XXXV.    p.  424,  p.  602. 
Person,  L'appareil  de  Bohnenberger  peut  servir  ii  constater  la  rotation  de 

terre.     C.  R.  XXXV.  4).  417,  649  und  763. 
J.  Plücker,  Über  die  Fesseische  Rotationsmaschine,  Poggendorfi  Ann. 
J.  C.  Poggendorff,   Noch  ein  Wort  über   die   Fesselsdie    Botationsm 

Poggend.  Annal.  Bd.  90,  p.  348.    (Die  von  uns  mitgeteilte  Erklirong.) 
G.  Magnus,  Verbesserte  Konstruktion  eines  Apparates  zur  ErlAotemAg  1 
schiedener  Erscheinungen  bei  rotierenden  Körpern.   Poggend.  Aon.  ndL 
Der  Foucaultsche  Pendelversuch  wurde  zuerst  mitgeteilt  in  der  Af 
von  Foucault: 
L.  Foucault,  Demonstration  physique  du  mouvement  de  rotation  de  b 
au  moyen  du  pendule.    C.  R.  XXXII.  p.  136,  auch  Poggend.  Ann.  81 
Seitdem  sind  eine  Menge  von  Mitteilungen  erschienen,  welche  teils  Wiad 
holungen  des  Versuches  darstellen,  teils  dazu  dienen,  das  Geseta,  nach 
sich  die  Dauer  der  Drehung  unter  verschiedenen  Breiten  ändert,  sn  bestu» 
Eine   vollständige  Zusammenstellung  der  Litteratur  Aber   dieien  nad  < 
vorigen    (regenstand   ündet   sich   in   den   Berichten   über   die   FoKtMhntte 
Physik  dargestellt  von  der  physikalischen  Gesellschaft  in  Berlin  in  den  Jib 
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1850,  1851,  Berlin  1865,  1852,  Berlin  1855,  1853,   Berlin  1856  u.  s.  l\\  in  dem 
Abschnitt  über  Mechanik,  Foucanltsche  Versnche. 

Die  im  dritten  Kapitel  vorgetragenen  Lehren  über  die  allgemeine  Attraktion 
litt  Newton  in  dem  bereits  erwähnten  Werke  Principia  etc.  entwickelt. 

Die  drei  Kepplerschen  Gesetze,  auf  welche  Newton  seine  Entwickinngen 
itttite,  teilte  Keppler  mit,  die  beiden  ersten  1609  in  seiner  Astronomia  nova 
dttokytftog^  sive  phjsica  coelestis  tradita  commentariis  de  motu  stellae  Martis, 
Prt^  1609;  das  dritte,  welches  er  am  15.  Mai  1618  auffand,  in  Epitome  astro- 
Bomiae  Copemicanae,  Lincii  1618. 

Die  Verschiedenheit  von  g  an  verschiedenen  Orten  der  Erde  behauptete 
Seteton  merst,  und  der  französische  Astronom  Eicher  zeigte  1670,  dafs  das 
Sekondenpendel  in  Cajenne  unter  5^  N,  B.  1,25  Linien  kürzer  sei  als  in  Paris. 
Die  genauem  Messungen  von  g  sind  zusammengestellt  in  GeMers  Phjsika- 
littliem  Wörterbuch  2.  Auflage  von  Brandes,  Mwik,  Pfaff,  Litirow,  Gmelin, 
Eoner,  Bd.  III.  Artikel  Erde  p.  891  fiP.  Neuere  Messungen  unter  andern  von 
fHen  findet  man  in  den  astronomischen  Nachrichten  Jahrgang  1880,  von  Bruhns 
ia den  Publikationen  des  königl.  PreuTsischen  geodätischen  Instituts,  Arbeiten 
im  Jahre  1870,  Leipzig  bei  Engelmann  1871.  Man  sehe  auch  die  Besprechung 
der  neaem  Pendel messnngen  von  Helmert  in  der  Vierteljahresschrift  der  Astro- 
MmiBchen  Gesellschaft  Bd.  XI,  Heft  1. 
Cacendish,   Versuche  über  die  Dichtigkeit  der  Erde   sind    mitgeteilt  in  den 

Philosophical  Transactions  LXXXVIII,  auch  Gilbert  Annalen  Bd.  II. 
fieicft.  Versuche  über  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mit  der  Drehwage. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Von  dem  Gleichgewichte  und  der  Bewegung  der  Körper 
in  ihren  einzelnen  Teilen. 


Erstes  Kapitel. 
Von  den  festen  KSrpem. 

§  45. 

Besohaffenheit  der  Materie.  Bei  nnsom  bisherigen  üntersochtiiigei 
über  die  Wirkung  von  Kräften  auf  die  Körper  haben  wir  die  letcteni  ill 
absolut  starr  angesehen,  indem  wir  nur  die  Bewegungen  ins  Auge.geftftl 
haben,  welche  die  Körper  als  solche  unter  der  Wirkung  der  Krtfte  ifr 
nehmen.  Untersuchen  wir  die  Einwirkung  der  Kräfte  auf  die  Körper  abfl 
genauer,  so  finden  wir  auch  dann,  wenn  die  Körper  keine 'Bewegangii' 
nehmen,  dafs  dieselben  durch  die  auf  sie  einwirkenden  Kräfte  YerftndenngH 
erfahren.  Wir  sehen,  dafs  die  festen  Körper  verlängert  oder  verkflnt  ni 
gebogen  werden  können,  wir  sehen  Bewegungen  in  einer  FlassigkeitsnnM 
eintreten,  kurz  wir  sehen,  dafs  die  einzelnen  Teile  eines  Körpers  gegtf 
einander  verschiebbar  sind.  i 

Die  Erscheinungen  dieser  Art,  das  übersieht  man  unmittelbar,  woNkri 
aufser  von  den  äufsem  wirksamen  Kräften  wesentlich  bedingt  sein  von  d« 
inncm  Struktur  der  Körper,  oder  was  dasselbe  ist,  von  der  Innern  Stmktn 
dessen,  was  die  Körper  bildet,  der  Materie.  Ehe  wir  deshalb  xnr  üntir* 
suchung  dieser  Erscheinungen  tibergehen,  wird  es  vorteilhaft  sein  an  uter 
suchen,  ob  wir  nicht  schon  von  anderer  Seite  her  über  diese  Stmktarte 
Materie  einigen  Aufschlufs  erhalten  können,  der  uns  die  üntersnelimf  U 
an  den  Körpern  beobachteten  physikalischen  Erscheinungen  erleiehtflii 

Die  erste  Erfahrung,  welche  wir  in  Betreff  der  Straktnr  der  IStf^. 
machen,  ist  die  Teilbarkeit  derselben;  es  gibt  keinen  Körper,  dernidUi 
Teile  zerlegt,  der  nicht  zerstückt  werden  kann.    Diese  Teilbarkeift  gekt N 
weit,  dafs  es  nicht  möglich  ist,  eine  Grenze  derselben  zu  erreiehen  otetf 
bestimmen.     Um  sich  davon  zu  tiberzeugen,  genügt  es  an  ein  BeLqpulfl 
erinnern;   ein  wenig  Moschus  verbreitet  in  dem  Räume,   in  dem  68  tff 
bewahrt  wird,  einen  sehr  starken  Geruch,  weil  es  fortdauernd  in  demiAi 
einen  Teil  seiner  Substanz  zerstreut;  dennoch  kann  es  lange  Zeit  in  dM 
Räume  gelassen  werden,  ohne  dafs  sich  sein  Gewicht  vermindert,  demii 
Teilchen,  welche  es  ausstöfst,  sind  so  klein,  dafs  sie  sich  jeder  Hewnl 
entziehen.     Bei  dieser  grofsen  Teilbarkeit  kann  man  zwei  Annahmen  tib^ 
die  Konstitution  der  Materie  machen;  man  kann  annehmen,  die  Materie  li| 
bis  ins  Unendliche  teilbar,    oder  man  komme  bei  fortgeaetacter  Teihij 
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chliefslich  auf  Teilchen,  welche  nicht  weiter  geteilt  werden  können,  auf 
Ltome.  Macht  man  die  letztere  Annahme,  so  mufs  die  Materie  ans  diesen 
:leinsten  Teilchen  aufgebaut  sein,  die  im  Innern  als  solche  existieren,  sie 
Qofs  ein  Aggregat  dieser  einzelnen  Teile,  dieser  Atome  sein,  die  in  mehr 
•der  weniger  grofsen  Abständen  neben  einander  gelagert  sind,  ohne  sich  zu 
»«rühren,  die  sich  anziehen  oder  abstofsen  können,  welche  sich  einander  fest- 
udten,  wie  in  den  festen  Körpern,  oder  gegen  einander  beweglich  bleiben, 
rie  in  den  flüssigen  oder  gasförmigen  Köi'pem. 

Macht  man  dagegen  die  erstere  Annahme,  ist  die  Materie,  wenn  auch 
ivr  ideell,  bis  ins  Unendliche  teilbar,  so  können  in  der  Materie  keine  dis- 
areten  Teilchen  als  solche  existieren,  sondern  jedes  Teilchen  ist  nur  ein 
Ceil  des  (ranzen.  Daraus  folgt  dann,  dafs  nach  dieser  Anschauungsweise 
tie  Materie  den  Baum  eines  Körpers  kontinuierlich  erfüllen  mufs ,  natürlich 
Spalten  und  Poren  in  demselben  ausgenommen.  Denn  sobald  man  innerhalb 
[er  Materie  eine  Diskontinuit&t  zugibt,  hat  eben  das  für  sich  bestehende 
Teilchen  eine  selbständige  Existenz,  es  ist  der  Baustein,  aus  welchem  die 
laterie  zusanmiengesetzt  ist. 

Schon  die  hierin  gegebene  Fragestellung  beweist,  dafs  es  sich  hier  um 
üe  Wahl  einer  von  zwei  möglichen  Hypothesen  über  die  Struktur  der  Ma- 
rne handelt,  somit  auch,  dafs  wir  bei  der  Entscheidung  der  Frage  mit 
ifler  der  Vorsicht  verfahren  müssen,  welche  bei  der  Bildung  von  Hjpo- 
hesen  angewandt  werden  mufs.  Wir  haben  nach  den  in  der  Einleitung  auf- 
gestellten Principien  die  Hypothese  zu  wählen,  welche  die  von  der  Struktur 
br  Materie  abhängigen  Erscheinungen  am  einfachsten  und  ohne  weitere 
ib]£Bhypothesen  verständlich  macht;  die  Erfahrungen  der  Chemie  sind  es, 
velehe  wir  zunächst  ins  Auge  zu  fassen  haben. 

Wir  können  diese  Erfahrungen  in  folgenden  wenigen  Sätzen  zusaramen- 
Eusen. 

I.Zwei  verschiedene  Materien  köimen  sich  zu  einer  dritten  neuen,  deren 

Eigenschaften  von  denen  ihrer  Bestandteile  wesentlich  verschieden  sind, 

verbinden;  so  der  brennbare  Wasserstoff  und  der  die  Verbrennung  unter- 

*   haltende  Sauerstoff  zu  dem  nicht  brennbaren  Wasser;   das  magnetische 

detail  Eisen  und  der  brennbare  Schwefel  zu  dem  nicht  magnetischen, 

;    nicht  metallischen  Schwefeleisen. 

S-Bei  dem  Übergange  des  Gemenges  zweier  Materien  in  die  Verbindung 
findet  stets  eine  Änderung  des  Wärmezustandes,  in  den  meisten  Fällen 
eine  Wärmeentwicklung  statt.    Wasserstoff  und  Sauerstoff  verbinden  sich 
b  passenden  Verhältnissen  gemischt  unter  heftiger  Explosion,  und  die 
Ramme  des  so  mit  Sauerstoff  gemischten  Wasserstoffs,  des  Knallgases, 
erzeugt  eine  der  höchsten  erreichbaren  Temperaturen.    Bei  der  Herstel- 
lung des  Schwefeleisens  kommt  die  ganze  Masse  in  ein  lebhaftes  Glühen. 
*•  Die  Mengenverhältnisse  der  einzelnen  Materion,  welche  in  eine  Verbin- 
dimg eingehen,  sind  immer  dieselben.    Wasserstoff  und  Sauerstoff  treten 
zu  Wasser  immer  nur  in  dem  Verhältnis  zusammen,  dafs  auf  je  ein  Ge- 
wiehtsteil  Wasserstoff  acht  Gewichtsteile  Sauerstoff  kommen,  Schwefel 
und  Eisen  zu  Schwefeleisen  nur  so,  dafs  zu  je  einem  Gewichtsteil  SchwQfel 
1,75  Gtewichtsteil  Eisen  treten,  und  so  in  allen  Fällen. 
Zwei  Materien  können  sich  in  verschiedenen  Verhältnissen  zu  neuen  Ma- 
ierien  verbinden;  so  kann  Wasserstoff  mit  Sauerstoff  atifser  zm  Wb^^^^ic 
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lujcli  zu  einem  /weiten  Kr»rp«'r  zusaninienireten,  zu  Wasserstoffdioxyd;  die 
Menge  des  Sauerstoffs,  die  dann  zum  Wasserstoff  tritt,  ist  gerade  die 
doppelte  der  im  Wasser  vorhandenen,  auf  je  ein  Gewichtsteil  Wasser- 
stoff kommen  16  Gewichtsteile  Sauerstoff.  Eine  zahlreiche  Reihe  yon 
Verbindungen  bildet  z.  B.  der  Stickstoff  mit  dem  Sauerstoff,  die  Verbin- 
dungen sind  Stickoxydul,  Stickoxyd,  Salpetrigsäureanhydrid,  Stickatoff- 
tetroxyd  und  Salpetersäureanhydrid.  Die  Gewichtsmengen  Sanerstofi^ 
welche  zu  je  einem  Gewicht  Stickstoff  getreten,  verhalten  sich  in  diesea 

Verbindungen  der  Reihe  nach  wie  1:2:3:4:5.    Im  Stickoxjdol  tritt 

g 
zur  Gewichtseinheit  Stickstoff  —     Gewicht  Sauerstoff,  in  den  folgendem. 

das  Doppelte,  Dreifache  und  so  fort.  Ähnlich  ist  es  bei  anderen  Körpern  ; 
so  liefert  das  Metall  Mangan  eine  Reihe  von  Verbindungen,  dieselbeis. 
enthalten: 

1)  Manganoxydul  .  .  auf  1  Gewichtsteil  Mangan  ^=-r  •  Sauerstoff 

2)  Mangansuperoxyd    „    1  •  „  '^       ^  '  27j         " 

Q 

3)  Mangansesquioxyd    „2  „  ,,       3  •  ^^         „ 

Q 

4)  Übermangansaure    „2  „  »       7  •  ^^        „ 

g 

5)  Manganoxyduloxyd  „3  „  «       ^ "  §75         « 

Diese  und  eine  Menge  ähnlicher  Erfahrungen  fafst  die  Chemie  unter 
dem  Gesetze  der  multiplen  Proportionen  zusanmien,  wonach  verschiedene 
Verbindungen  je  zweier  Materien  dadurch  entstehen,  dafs  die  einzelnen  Be- 
standteile nach  bestimmten  Gewichtsmengen  oder  nach  einfachen  Vielfachen 
dieser  Gewichtsmengen  zusammentreten. 

Bezeichnen  wir,  um  die  Sauerstoffmengen  und  die  Manganmengen, 
welche  in  den  verschiedenen  Verbindungen  zusammentreten,  dnrch  die  klein- 
sten ganzen  Zahlen  auszudrücken,  55  Gewichtseinheiten  Mangan  mit  Jf«) 
und  16  Gewichtseinheiten  Sauerstoff  mit  0,  so  können  wir  die  sftmtlidian 
Manganverbindungen  darstellen  durch 

Mn  0 ,  Jlf »  Ojj ,  Mn^  O3 ,  Mn^  O7 ,  Mn^  0^. 

Ebenso  können  wir  auch  die  Verbindungen  des  StickstoffiB  mit  dem 
Sauerstoff  darstellen;  bezeichnen  wir  die  Gewichtsmenge  14  des  Stickstoff 
mit  N^  so  sind  die  fünf  Stickstoftverbindungen 

worin  auch  hier  das  Zeichen  0  die  Gewichtsmengo  16  Sauerstoff  bezeichnet 
Schlipfslich  lassen  sich  ebenso  die  Wasserstoffverbindungen  als  H^O  vuii 
H^  Ojj  bezeichnen,  wenn  die  Gewichtsmenge  1  Wasserstoff  mit  H  be- 
zeichnet wird. 

Bezeichnen  wir  ganz  allgemein  jene  Gewichtsmenge  irgend  einer  Ma- 
terie, welche  selbst  oder  von  der  ein  Vielfaches  mit  16  Gewichtsteilen 
Sauerstoff'  oder  mit  einem  Vielfachen  derselben  zusammentritt,  mit  -4,  so 
können  wir  jede  Sauerstoffverbindung  darstellen  durch  die  Formel 

mÄ  +  «  •  0, 
worin  m  und  n  stets  ganze  und  zwar  nicht  grofse  Zahlen  sind. 
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Biese   Gewi  cht  smengen  A  sind  die  MischrnigsgewiL-hte  der   elBzelnen 

in  Bezug  auf  Sauerstoff;   die  Chemie  bezeichnet  dieselben  durch 

Anfangsbuchstaben  der  lateinischen  Namen  der  Elemente. 

Bie  so  bestimmten  Mischungsgewichte  haben  aber  noch  eine  weitere  Be- 

deatnng.    Die  verschiedenen  Materien  verbinden  sich  nicht  nur  mit  dem 

Sauerstoff^  sondern  auch  unter  einander  nach  den  beiden  angegebenen 

Gesetzen,  dem  Gesetze   der  festen  Verhaltnisse  und  dem  der  multiplen 

Proportionen.    Die  Untersuchung  der  Gewichtsmengen,  nach  welchen  die 

•  denen  Materien  zusammentreten,  zeigt  dann,  dafs  dieselben  Zahlen, 

die  Mischungsgewichte  t%r  die  Sauerstoffverbind ungen  angeben, 

aach  gelten  fUr  die  Verbindung  der  Körjier  unter  einander.    Bedeutet  S 

die  Gewichtsmenge  32  Schwefel,  so  sind  die  Verbindungen  des  Schwefels 

fflit  Sauerstoff  wieder  iwS  +  uO.     Die  Verbindimgen  des  Schwefels  mit 

Wasserstoff  sind  daxm  mS  +  nH ,  mit  Mangan  mS  -\-  n3fn.     Bedeutet 

das  Zeichen  67  die  Gewichtsmenge  36,5  Chlor,  so  sind  die  Sauerstoff- 

Terbiiidungen   des  Chlor  gegeben   durch   mCl  +  '^^^'     ^^^  Verbindung 

des  Chlors  mit  dem  Wasserstoff  ist  dann  H^CL^  die  Verbindungen  des 

iTilcTs  mit  Schwefel  wieder  mCl  -j-  nS^   die   aes  Chlors   mit  Mangan 

»iC/+«ilfii,    wo   immer  m  nnd  n  ganze  nicht  grofse  Zahlen  sind. 

K\m  sind  A  und  B  die  Mischtmgsgewichte  irgend  zweier  Materien  für 

fie  Saaerstoffverbindungen,    so    sind    immer  mit   derselben   Bedeutung 

von  ffi  und  n  ^  mA  -\-  nB  die  Verbindungen  dieser  beiden  Korper.  Auch 

dann,  wenn  3,  4  und  mehrere  Elemente  zusammentreten,  bleibt  immer 

dieselbe  Beziehung  bestehen^   sind  A,  B,  C,  D  die  Miscbungsgewichte 

YOfl  vier  Materien,  so  sind  alle  ihre  Verbindungon  dargestellt  durch 

fHy  n,  p^  q  ganze  nicht  grofse  Zahlen  sind. 
Gehen  wir  dazu  Über,  diese  Erfahrungen  der  Chemie  mit  den  beiden 
ißglichen  Hypothesen  über  die  Struktur  der  Materie  zusammenzustelltm- 
eae  derselben  haben  wir  als  die  fiir  uns  wahracheinliche  zu  wählen,  welche 
ip  oben  ex])erimentell  gefundenen  Gesetze  am  ungezwungensten  aus  sich 
»tiriekeln  läfst,  welche,  einmal  aufgestellt,  dieselben  als  notwendige  Folge- 
erkennen läfst. 
Die  Wahl  kann  uns  in  diesem  Falle  nicht  schwer  fallen.  Ist  die  Ma- 
e  etwas  den  Eaum  stetig  Erfüllendes  und  nicht  ein  Aggregat  selbständig 
ditierender  in  gewissen  AbsttLnden  neben  einander  gelagerter  Atome,  so  ist 
Vorgang  der  Verbindung  selbst  ein  höchst  dunkler.  Die  einzige  Mög- 
^keit  ist  dann^  dafs  die  Materien  sich  gegenseitig  dnrchdringen;  nehmen 
das  aber  an,  warum  durchdringen  sich  die  Materien  nur  in  ganz  be* 
unveränderlichen  Verhältnissen?  Wir  sehen  z.  B.,  dafs  <üe  Ge- 
iektfimenge  14  Stickstoff  mit  8,  16,  24  •  ♦  Sauerstoff  sich  vorbinden  kann, 
iGb  also  diese  Menge  Stickstoff  mehr  wie  8  Sauerstoff  aufnehmen  kann, 
imm  nun  gerade  nur  die  doppelte^  dreifache  etc.  Menge?  Besonders  aber 
imm  dnrchdringen  sich  die  verschiedenen  Materien  gerade  in  dem  Ver- 
Ütnis,  in  welchem  sie  mit  dem  Sauerstoff  zusammentreten?  Alle  diese 
«setze  folgen  aus  dieser  Hjrpothese  über  die  Konstitution  der  Materie  nicht, 
d«ß  derselben  verlangt,  um  mit  derselben  in  Einklang  gebracht  zu  wer- 
eine  neue  der  Materie  beizulegende   Eigenschaft;  üo  Ai^  Eigenschaft, 
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dafs  eine  Materie  in  die  andere  eindringen  kann,  die  Eigenschaft, 
eine  ganz  bestimmte  Menge  eingedrungener  Materie,  aber  aach  dun 
doppelte,  dreifache  Menge  gesättigt  zu  werden  u.  s.  f.;  kurz  man  siehi 
dieser  Thatsachen  bedarf  zu  ihrem  Verständnis  eine  besondere  Eigen 
der  Materie,  die  wir  ihr  aber  lediglich  infolge  der  beobachteten  ThaJ 
beilegen.  Das  aber  ist  gerade  das  Charakteristische  einer  schlechten ! 
these,  dafs  sie  allein  nicht  hinreicht,  die  mit  ihr  in  Verbindung  steh 
Thatsachen  zu  erklären,  dafs  jede  neue  Thatsache  eine  neue  HfÜfshyjM 
verlangt. 

Wie  anders  zeigt  sich  dagegen  die  zweite  Hypothese;  nehmen  vi 
dafs  die  Materie  aus  Atomen  bestehe,  so  ergeben  sich  die  beobael 
Thatsachen  und  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Sätze  als  so  unmittelbare  F 
dafs  man  sofort  diese  Erscheinungen  als  im  Wesen  der  Materie  begi 
erkennt. 

Zunächst  ergibt  sich  unmittelbar,  worin  die  Verbindung  zweier  B 
besteht,  und  worin  sie  sich  von  dem  Gemenge  unterscheidet.  In  dei 
menge  sind  die  einzelnen  Materien  ungeändert,  jede  mit  ihren  cha 
ristischen  Eigenschaften  enthalten,  die  atomistische  Hypothese  sag! 
dafs  der  Grund  der  ist,  dafs  in  einem  solchen  Gemenge  die  Atome  de 
zelnen  Materien  neben  einander,  jedes  für  sich  existierend,  bestehen, 
wandelt  sich  das  Gemenge  in  eine  Verbindung,  so  treten  die  Aton 
einzelnen  Materien  zusammen,  sie  lagern  sich  fest  an  einander  und  exis 
nur  mehr  als  verbundene  Moleküle.  Im  Wasser  existiert  nicht  mel 
Wasserstoffatom  oder  das  Sauerstoffatom,  sondern  jedes  Sauerstoffiat« 
mit  zwei  Wasserstoffatomen  unauflöslich  verbunden,  und  die  Verbi 
dieser  Atome  bildet  das  Atom  Wasser. 

1)  Im  Augenblicke,  wo  diese  Atome  zusammentreten,  mufs  jed« 
eine  sehr  lebhafte  Bewegung  derselben  eintreten,  indem  Atom  an 
anprallt  und  nun  die  Atome  als  Atomgruppen  oder  Moleküle  weiter  exisi 
wir  sehen  die  lebhafte  Bewegung  in  den  Wärmeerscheinungen,  welch 
chemische  Verbindung  begleitet. 

2)  Da  in  der  Verbindung  die  Atome  der  einzelnen  Materien  nicfal 
als  solche  existieren,  so  müssen  die  Eigenschaften  der  Verbindungei 
andere  sein  als  diejenigen  der  Materien,  aus  welchen  sie  sich  bilden, 
da  die  Materie  aus  den  Atomen  aufgebaut  ist,  sind  auch  die  Aton 
Träger  der  Eigenschaften,  die  wir  an  der  Materie  wahrnehmen;  die  j 
der  Verbindung  sind  aber  ganz  andere  als  jene  der  getrennten  Materi 
müssen  deshalb  auch  ihre  Eigenschaften  und  somit  auch  die  der  Verbi 
ganz  andere  sein  als  die  der  Bestandteile. 

3)  Die  Atome  der  einzelnen  Materien  haben  eine  imveränderliche ' 
und  ein  festbestimmtes  Gewicht,  welches  für  die  verschiedenen  Ma 
verschieden  ist.  Wenn  nun  in  einer  Verbindung  je  ein  Atom  der 
Materie  sich  an  je  ein  Atom  der  andern  anlegt,  oder  wenn  sich  je  m  i 
der  einen  an  je  n  Atome  der  andern  anlegen,  so  ist  damit  auch  da« 
hältnis  der  Gewichte,  in  welchem  die  Materien  in  eine  Verbindung 
gehen,  ein  ganz  festes  und  bestimmtes;  es  mufs  entweder  das  Verl 
der  Gewichte  der  einzelnen  Atome  selbst,  oder  das  Verhältnis  der  6ei 
von  m  Atomen  der  einen  zu  n  Atomen  der  andern  Materie  sem.  D 
perimentell  bewiesene  Gesetz  der  Verbindung  nach  festen  VeriUltsiK 
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ler  thatsächliche  Ansdmck  dieser  ans  der  Struktur  der  Materie  gezogenen 
rolgerongen. 

4)  Ebenso  folgt  unmittelbar  das  Gesetz  der  multiplen  Proportionen. 
b  einer  Verbindung  können  die  Materien  Atom  ftir  Atom  zusammentreten, 
BS  kennen  aber  auch  mit  je  einem  Atom  der  einen  2,  3,  4  •  •  n  Atome  der 
andern  zusammentreten  oder  auch  2,  3  •  •  •  m  Atome  der  einen  mit  n  Atomen 
dar  andern,  wo  aber  m  und  n,  da  die  Atome  nicht  teilbar  sind,  immer 
gune  Zahlen  sein  müssen.  Bas  ist  aber  das  Gesetz  der  multiplen  Propor- 
täonen, nach  dem  jede  Verbindung  zweier  Materien  nach  Vielfachen  der 
ICsehongsgewichte  derselben  erfolgt. 

5)  Sind  aber  die  Mengenverhältnisse,  in  welchen  die  Materien  zusam- 
mentreten, die  Gewichtsverhältnisse  ihrer  Atome,  so  folgt  schliefslich  auch, 
dib  dieselben  Verhältniszahlen,  die  ftir  die  Verbindungen  einer  Gruppe 
niaftgebend  sind,  es  für  alle  sein  müssen.  Denn  sind  Ä  und  B  die  Ge- 
iriditsmengen  zweier  Materien,  welche  sich  mit  der  Menge  C  einer  dritten 
n  den  Verbindungen  ÄC  imd  BC  verbinden,  so  können,  da  A  und  B  uns 
3ia  Gewichte  der  Atome  dieser  beiden  Materien  repräsentieren,  sie  selbst 
■och  nur  in  den  Verhältnissen  mÄ  und  nB  zusammentreten.  Das  fünfte 
3er  vorhin  abgeleiteten  Gesetze  zeigt,  dafs  es  in  der  That  sich  so  verhält. 

Schon  diese  Erfahrungen  zeigen  also  die  bedeutende  Überlegenheit 
3er  atomistischen  Hypothese;  sie  zeigen,  dafs  dieselbe  jene  Eigenschaften 
besitzt,  welche  wir  von  einer  Hypothese  fordern,  wenn  wir  sie  in  den  Natur- 
vissenschafben  zulassen,  nämlich  dafs  sie  einen  einfachen  obersten  Grund- 
ntz  bilde,  aus  welchem  die  mit  ihr  verknüpften  Thatsachen  unmittelbar 
bigen. 

Die  Erscheinungen  der  chemischen  Verbindungen  sind  indes  immer 
noch  ein  einseitiges  Gebiet,  und  es  genügt  nicht,  um  eine  Hypothese  zu- 
wlassen,  welche  eine  so  allgemeine  Bedeutung  hat,  dafs  sie  sich  auf  einem 
lolchen  bewähre,  sie  mufs  Sich  auch  auf  anderen  Gebieten,  die  von  der  Be- 
Khaffenheit  der  Materie  bedingt  sind,  als  ebenso  stichhaltig  bewähren. 
Wenden  ¥rir  uns  zu  solchen,  und  zwar  zunächst  zu  den  Erscheinungen  der 
Aenuschen  Zersetzung. 

Wenn  wir  einen  zusammengesetzten  Körper,  z.  B.  Wasser,  chemisch 
Kriegen,  so  erhalten  wir  aus  ihm  immer  die  Bestandteile,  welche  wir  zu 
löner  Zusammensetzung  verwandten,  also  immer  Sauerstoff  und  Wasserstoff 
Ipoaa  in  den  zur  Zusammensetzung  des  Wassers  erforderlichen  Gewichts- 
Vithältnissen,  immer  auf  einen  GewichtsteU  Wasserstoff  acht  Gewichtsteile 
hierstoff.  Diese  Thatsache  ist  nur  verständlich,  wenn  wir  das  Wasser 
lieht  als  einen  Körper  betrachten,  aus  welchem  unter  gewissen  Umständen 
Wasserstoff  und  Sauerstoff  entstehen  kann,  sondern  wenn  wir  annehmen, 
kts  diese  Bestandteile  wirklich  als  solche  und  zwar  in  den  angegebenen 
bwichtsverhältnissen  im  Wasser  vorhanden  sind.  Dann  aber  müssen  diese 
^den  Stoffe,  wenn  auch  noch  so  innig  verbunden,  so  doch  räumlich  ge- 
tont sein.  Wenn  wir  nun  die  Teilung  des  Wassers  immer  weiter  fort- 
^tzt  denken,  so  müssen  wir  schliefslich  auf  Wasserteilchen  kommen, 
Iren  nochmalige  Teilung  die  Bestandteile  des  Wassers  von  einander  trennt, 
Iren  nochmalige  Zerlegung  also  bewirkt,  dafs  die  geteilte  Substanz  auf- 
lit,  als  solche,  wie  sie  wai*,  zu  existieren.  Diese  letzten  Teilchen  sind  es, 
0  wir  Atome  nennen. 
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Man  sieht  ^  dafs  wir  den  Gesetzen  der  chemischen  Zerlegung  mfolge 
auf  das  Dasein  der  Atome  geführt  wurden,  durch  den  aus- jenen  GesfUeii 
ge?5ogenen  HcbluXs^  dafs  in  d<^n  Verbindungen  die  Bestandteile^  wenn  aach 
nicht  mehr  isoliert,  ho  doch  noch  als  solche  oxistieren.  Dieser  SchlulÄ^  «ior 
vielleicht  auf  den  ersten  Blick  nicht  ganz  exakt  erscheinen  mag,  wird  dorcii 
einige  andere  ehemische  Thatsachen  zur  unabweisbaren  Notwendigkeit. 

Die  organische  Chemie  lehrt  uns  verschiedene  Körper  kennten ,  welche 
bei  genau  gleicher  Zusammensetzung  sich  doi-h  ganz  verschieden  verhalt^sn, 
es  sind  die  sogenannten  isomeren  Körper  im  weitesten  Sinne  des  Wortes.] 
Unter  diesen  isomeren  Körpern  gibt  es  eine  Gnippej  die  metaraeren,  welohe  j 
bei  ganz  identischer  elementarer  Zusammensetzimg  unter  ganz  gleicher  Be- ' 
h and lungs weise  dennocli  ganz  verschiedene  Zersetzungsprodukte  liefern- 

So  gibt  es  z.  B.  zwei  Verbindungen,  welche  nach  der  Fonnel  Cß  //i-O, 
zusammengesetzt  sind,  das  valeriansaure  Methyl^  welches  aus  der  Einwir-  J 
kuBg  von  Valeriansaure  auf  Holzgeist  entsteht,  and  das  buttersauro  Äthyl, 
entstanden  ans  der  Einwirkung  von  Buttersäure  auf  Weingeist;  in  heid«fi 
sind  mit  72   Gewichtsteilen  Kohlenstoff  12  Gewichtsteüe  Wasserstoff  und 
32  Gewichtsteile  Sauerstoff  verbunden.     Beim  Einwu'ken  von  Ätzkali  auf  j 
diese  beiden,   genau  aus  den  gleichen  Elementen  bestehenden  Öabstamsen  | 
ist  das  Resultat  aber  sehr  verschieden;  die  eine  liefert  nach  dem  Schema 


}o  + J]o  =  ^^^^^jo  +  ^^}o 


valeriansaures  Kali  und  Methylalkohol^  die  andere  nach  dem  Schema 

huttersaures  Kali  und  Äthyl alkohoL 

Aus  einem  Körper  von  genau  gleicher  Zusammensetzung  treten  als« 
hei  genau  gleicher  Behandlung  ganz  verschiedene   Körper  hervor,  -  Diei 
Thatsache  ist  unbegreiflich^  wenn  w4r  nicht  annehmen,  dafs  in  der  auf  rer^ 
schiedenen  Wegen  dargestellten  Verbindimg  C,^H^^O^  bereits  die  Bestand-] 
teile  der  Körper,  in  die  sie  zerfallen  können,  also  einmal  die  Atomginippen 
C,  I/^^  0  und  C  H^  ,   das   andere  Mal   die   Ätomgruppen  C^  H-^  O  und  Cj  HJ 
-wirklich  als  solche  vorhanden  sind.     Dann  aber  müssen   sie  räumlich  geJ 
trennt  sein;  und  eine  fortgesetzte  Teilimg  mufs  auf  Elemente  führen,  der 
weitere  Zerteüung  die  Substanz  in   ihre  Bestandteile  auflöst,   auf  Atome 

Diese  Deduktion  *)  aus  den  Gesetzen  der  Zerlegung  der  Köqier  beziehij 
sich  allerdings  zunächst  nui^  auf  die  zusammengesetzten  Körper,  wir  werde 
sie  aber  auf  die  sogenannten  einfachen  K«irper  ausdehnen  müssen.  Den 
zunächst  sind  wir  nicht  berechtigt,  diese  Köq>er,  welche  tuis  zu  zerlegeq 
noch  nicht  gelungen  ist,  wirklich  als  einfache  Kölner  zu  betrachten,  da 
aber  besteht  zwischen  ihnen  und  den  nachweisbar  zusammengesetzten  Sub-j 
stanzen  nicht  ein  solcher  ITnt-erschied ,  dafs  wir  annehmen  dtli"fen^  sie  seien 
von  wesentlich  verschiedener  Natur.  Zudem  aber  lehil  uns  auch  über  dies^ 
die  Chemie  Thatsachen  kennen,  welche  nicht  zu  verstehen  sind  ohne  di« 
Annahme  von  Atomen, 


*)  Kopp,  Lehrbach  der  phyaikalischee  u.  theoretischen  Chemie  al§ 
des  Lehrb.  d,  Chemie  v,  Graham-Otto.    2.  Äufl, 
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f  Die  Chemie  zeigt  uns  nämlich  eine  Eeihe  von  einfachen  Körpern  in 
l  wwchiedenen,  den  sogenannten  allotropen  Modifikationen,  in  denen  dieselben 
[ESiptf  ganz  verschiedene  Eigenschaften  haben,  ohne  diifs  zn  ihnen  etwas 
Ikpgetreten  oder  etwas  von  ihnen  fortgenommen  wäre.  So  kommt  die 
^Be  kxystalliiiisch  in  zwei  gan2  verschiedenen  Formen  vor,  als  Diamant 
^K  ikU  Graphit;  beide  Formen  sind  reiner  Kohlenstoß',  denn  die  Ver- 
^■Bmng  gleicher  Gewichtsmengen  beider  liefert  genau  die  gleiche  Menge 
^BBllBllcire«  Trotzdem  sind  die  beiden  Körper  ganz  und  gar  verschieden.  Der 
nBmtin^  ist  ein  klarer  diirehsichtiger  Körper,  bürter  wie  irgend  ein  anderer, 
[dir  Graphit  schwarz  imdurehsichtig  ond  so  weich,  dals  er  auf  dem  Papiere 
iLfa^lit;  er  ist  das  Material  unserer  Bleistifte.  Der  Schwefel  ist  in  einer 
|anz*'n  Reihe  verschiedener  Formen  bekannt  *) ,  er  kommt  vor  als  Rhom- 
I  Unöktaeder  krystallisiert,  und  in  klinorhombischen  Prismen,  bald  ist  er  hart, 
|Ud  weich  wie  Kautschuk,  bald  ist  er  in  Schwefelkohlenstoff  löslich,  bald 
I  tmlÄ&lii^h,  der  eine  ist  hellgelb,  der  andere  durchsichtig  und  braun.  Es  ist 
Formen  nichts  als  Schwefel,  denn  verbrennen  wir  ihn,  in  welcher 
sei,  wir  hekommen  aus  allen  Formen  nichts  als  schweflige  Säure, 
I  nkd  bei  Verbrennung  gleicher  Gewichte  immer  dieselbe  Menge. 
I  Aknliches  gilt  vom  Selen,  welches  als  metallisches  und  als  glasartiges, 
I  Toju  Arsen,  welches  als  metallisches  und  graphitartiges  vorkommt,  vom 
I  Pbosphor  u.  s.  f. 

I        In  der  Natur  findet  sich  der  Schwefel  in  Bhombenoktaedern  krystalli- 
I  sicrt,  and  in  diese  Form  lassen  sich  alle  (Ihrigen  durch  gewisse  Manipiila- 
I  tiüoen  jEUrückflihren.      Bei   dieser   Überführung  zeigt   sich   aber   dann   im 
I  Augenblicke  der  Verwandlung  eine   plötzliche  spontane   Erwiirmung,   wie 
"  gezeigt  hat*).   Aus  dem  metallischen  Selen  erbült  man  das  amorphe 
",  indem  man  es  scbmilzt  und  dann  tropfenweise  in  kaltes  Wasser 
st  oder  auf  einem  kalten  Blecbe  ausgiefst,  überhaupt  es  rasch  er- 
ErwÄrmt  man  dann  das  amorphe  Selen  auf  94^ C,  so  geht  es  plötz- 
metallisches  über.     Dabei   zeigt   es   dann  eine   sehr  betrüchtliche 
ntwicklnng,  die,  wie  Hittorf  ^)  zuerst  gezeigt  hat,  das  Selen  auf  eine 
itur  von  über  200*^  erwärmt.    Gleichi&eitig  tritt  dabei  eine  ganz  he- 
I  trtcbtiiche  Verdichtung  ein ,  indem  das  specifische  Gewicht  von  4,28  auf 
[180  steigt, 

I        Diese  Thatsachen  führen  uns  unabweislich  darauf,  auch  für  die  einfachen 

lie  atomistische  Hypothese  zu  wühlen;   denn  ist   die   Materie   ein 

im,  so  können  wir  es  absolut  nicht  verstehen,  wie  ein  und  dieselbe 

kiCaieni»  sieh  verschieden  verhalten  kann;  besteht  sie  aber  aus  Atomen,  so 

In&d  die  verschiedenen  Zustände   leicht  erkhirlich.     Die  Atome  müssen  in 

I  im  KCqjem  eine  gewisse  Gruppierung  haben,  und  die  physikalischen  Eigen- 

i.   Durchsichtigkeit,   Hüi'tei    Dichtigkeit  werden  nicht  nur  von  der 

nhf^it,  sondern  auch  von  der  Gruppierung  der  Atome  abhängen.   Die 

Hilrupen  Zustünde  sind  dann  nichts  als  verschiedene  Lageiiing  der  Atome. 

ly  Werden  die  Substanzen  aus  einer  Modifikation  in  die  andere  überge- 

fokli  €0  mufs  eine  Bewegung  der  Atome  eintreten,  wir  haben  sie  wahr- 

I         ')  Kan  sehe  über  diese  verschiedenen  Modifikationen:  Graham'OUOy  Lehrb, 

I  4w  Ckamie,    Bd.  II. 

I  *)  RegnauU,  Armales  de  chim.  et  de  phyß.     111.  S^r,  T.  U 

fc        ^i  Uittmf,  Poggend,  Ann.  ßd.  84, 
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genommen  in  den  Wärmeerscheinungen,  welche  bei  dieser  OberftOining  sieh 
zeigen. 

Wir  erhalten  somit  von  der  Chemie  eine  ganze  Beihe  von  ThatBaeluii, 
welche  von  den  beiden  möglichen  Hypothesen  über  die  Stmktor  der  Mateiii 
die  eine  als  durchaus  unzulässig  erkennen  lassen.    Wir  sind  dadurch  jedfli- 
falls  berechtigt,  unseren  Untersuchungen  über  die  an  der  Materie  beoba^ 
teten  physikalischen  Erscheinungen  die  atomistische  Hypothese  zu  GnuA  j 
zu  legen.    Dabei  wird  die  Fruchtbarkeit  dieser  Hypoüiese  erst  recht  ha- 
vortreten,  wenn  wir  sehen,  dafs  die  verwickeltsten  Erscheinungen  im  Lidite 
dieser  Hypothese  sich  einfach  und  ungezwungen  erklären  lassen.    Ja  wir 
werden  eine  ganze  Reihe  von  Erscheinungen  finden,  die  sich  ebenso  wiedb: 
Isomerie  und  die  Allotropie  überhaupt  nur  verstehen  lassen  unter  derii-; 
nähme,  dafs  die  Materie  ein  Aggregat  diskreter  Teilchen  ist,  welche  ad 
in  Abständen  von  einander  befinden,  die  mit  gewissen  genau  messbam  \ 
Gröüsen,  der  Länge  der  Lichtwellen  vergleichbar  sind. 

Ehe  wir  nun  zur  Besprechung  der  einzelnen  Erscheinungen  übezgeh^ 
werden  wir  noch  die  Frage  zu  beantworten  haben,  wie  wir  uns  die  Ätoa»! 
denn  eigentlich  zu  denken  haben.  Die  Erfahrung  gibt  uns  darüber  dinlil 
nichts  an;  bei  der  Besprechung  dieser  Frage  begeben  wir  uns  ganz  anf  te; 
Gebiet  der  Spekulation,  welche  nur  den  Zweck  haben  kann,  den  scfaeinbu« 
Widerspinich ,  dafs  eine  gegebene  Mengc^  Materie ,  das  Atom  unteilbar  seil 
soll,  zurückzuweisen. 

Für  die  zusammengesetzten  Körper  konnten  wir  vorhin  bereits  da 
Begriff  des  Atomes  feststellen,  wir  nannten  die  Atome  solcher  Körper  joi 
Teilchen,  welche  als  die  letzton  dieser  Bubstanz  anzusehen  sind,  deni 
weitere  Teilung  die  Substanz  in  ihre  Elemente  zerfallen  l&Gst  Für  dien 
ist  somit  das  Atom  nicht  etwas  absolut  Unteilbares,  sondern  nur  etmi 
relativ  Unteilbares,  es  ist  also  noch  ein  Teilchen,  das  eine,  wenn 
äuTserst  kleine,  so  doch  inunerhin  noch  ideell  mefsbare  Ausdehnung  ^ 
da  in  demselben  die  Atome  der  Bestandteile  räumlich  getrennt  sind. 

Für  die  einfachen  Körper,  für  jene,  die  wir  chemisch  nicht 
können,  liegt  der  Begrifl*  des  Atoms  nicht  so  unmittelbar  vor;  indes  dfliAi 
wir  auf  Grund  der  Erfahrungen  über  Isomerie  und  Allotropie  ihn  doch  wekH 
ähnlich  fassen.  Wir  werden  nämlich  vermuten  dürfen,  dafs  die  cheminW 
verschiedenen  Elemente  in  der  That  nicht  ebenso  viele  verschiedene  Hatam^ 
sind ,  dafs  es  vielmehr  überhaupt  nur  eine  Materie  gibt,  und  dals  die  1e^ ; 
schiedenen  Stoffe  nur  Modifikationen  dieser  Materie  sind.  Das  physMl:; 
Atom,  mit  dem  wir  es  überhaupt  zu  thun  haben,  ist  dann  auch  ftrdü:; 
einfachen  Körper  nicht  etwas  absolut  Unteilbares,  sondern  es  ist  aochnoÜ 
der  Teilung  fUhig,  es  ist  indes  das  letzte  Teilchen,  auf  welches  wir  bii^ 
der  'J'eilung  eines  Stoffes  gelangen,  dessen  weitere  Teilung  diesen  SUMj 
nicht  mehr  existieren  läist.  Aus  solchen  einzelnen  Teilchen  müssen  wir  diiJ 
unserer  Untersuchung  unterworfenen  Stoffe  aufgebaut  annehmen,  »wiictoj 
diesen  sind  die  Kräfte  thätig,  deren  Wirkungen  wir  beobachten.  Das  I 
nach  definierte  kleinste  Teilchen  der  Materie  ist  also  das  letzte,  welcfc^^J 
wir  eine  selbständige  Existenz  zuschreiben;  die  Chemie  bezeichnet  < 
als  Molekül,  um  anzudeuten,  dafs  sie  diese  Teilchen  noch  woUflrti 
bar  hält.  Eine  solche  Teilung  nimmt  die  Chemie  filr  die  Moleküle  der  ft 
facthen  Stoffe  noch  an,  wenn  dieselben  mit  anderen  Stoflfen  in  Verlmidai 
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_flo  besieht  tiacli  den  jetzigen  Aascbauungen  das  Molekill  freien 

|j»  aa*  Äwoi  Atomen,  ebenso  das  Molekül  Chlor.    Verbinden  sicsh 

äo  spalten  sich  ihre  Moleküle,  und  die  Elemente' treten  Atom 

aneinantlen    Treten  wir  dieser  Auffassnng  des  Atoms  hei,  so  gilt 

J4ih  Aucb  fUr  dieses  unsere  vorige  Definition  des  Atoms  ganz  ebenso, 

Ifs  damit  dem  einzelnen  Atom  als  solchem  nicht   immer  mehr  eine 

-   >mmt,  dat's  auch  bei  einfachen  Stoffen  dieselben 

7)  ir   verbunden   sein   können,   wie   bei   zusammen- 

en, 

den  so  definierten  Atomen  und  chemischen  MoleklUen  konnten  wir 

das  fihysikaliscühe  Molekül  unterscheiden,  welches  aus  einer  Zusamraen- 

irerer  chemischer  Moleküle  bestehen   kaim,  welches  sieh  also 

HU  Molekül  verhlUt,  wie  dieses  zum  Atom.    Diesa  physikali- 

litn  Moickalo  wur<len  dann  die  näheren  Uestandteile  der  einzelnen  KfVrjjer 

^m.     Zu  dieser  Aimahme  tUhi^en  uns  hauptsächlich  die  allotropen  Modi- 

ionen  der  einfachen  K»'>rper;  denn  auf  diese  Weise  können  wir  un5  am 

die   vorhin   erwJlhnte   verschiedene   Lagerung    der   Atome    denken, 

be  die  VerHchiedenlieit  in  den  Eigenschaften  der  allotropen  Modifikationen 

Dasi  Atom  und  das  chemische  Molekül  des  Graphits  rauJ^s  dasselbe 

wie  des  Dlamfuits,  du  wir  in  beiden  chemisch  denselhen  Kur[)er  haben; 

hy&Oüüische  Molekül   des  Graphits  unterscheidet  sich  aber  von   dem 

iten,  indem  bei  der  einen  dieser  Fonnen  der  Kohle  eine  gröfsere 

jere  Zahl  von  Atomen  zu  einem  Molekül  vereinigt  und  in  diesem 

verschieden  gelagert  sind. 

isch  sind  wir  hiermit  an  der  Grenze  angelangt,   zu  der  wir 

üi  induktorische  Schlüsse  kommen  können,  philosophisch  ist  der  Begriff 

Atoms  und  sonüt  derjenige  der  Materie  noch  nicht  erfaist.     Denn  dazu 

die   Frage  noch  zu  erledigen:    Wie  ist   denn   nxm   das   physikalische 

I  weiter  beijchaffen,  was  entsteht,  wenn  wir  es  weiter  zerlegen?   Dafs  das 

om  iiaijh  dorn  Vorigiin  selbst  wieder,  wenn  ich  so  sagen  dai-f,  atomistisch 

»i  Würd**n  mui's,  leuchtet  ein;  denn  nur  dann  ist  die  Verschiedenheit 

physikalischen  Atome   falshar,    wenn  wir  sie  als  Modifikationen  einer 

ie  ansehen.    Ob  aber  dann  die  Grundlage  der  physikalischen  Atome, 

Dphische  Atom^  als  etwas  Ausgedehntes,  oder  ob  es  als  einfaidier, 

Punkt  aufzufassen  ist,  das  ist  eine  Frage,  welche  lediglich  der 

ition  angehört,  die  zu  besprechen  deshalb  hier  nicht  der  Ort  iat^). 

daa  physikalische  Atom  eine  bestimmte  Quantität  Materie  enthält, 

titoi  ea  ein  bestimmtes  Gewicht;  es  ist  nicht  mögUuh,  das  Gewicht  des- 

ftir  die  verschiedenen  Stoffe  in  Gi-ammen  anzugeben,  sein  relatives 

bt^  das  heifst  das  Verhältnis  zwischen  den  Gewichten  der  einzelnen 

sich  bestimmen.     Nennen  wii*  das  Gewicht  des  Atoms  Wasser- 

M)  Man  «ehe  über  die  Frage  nach  der  Beachaffeßheit  der  Atome:  Fechner^ 
'flhn?,  ?  Aufl,  Leipzig,  1864,  Fechner  cütscheidet  eich  dort  für  die  Ein- 
id  iiphischeii  Atoma;   seine  Deduktion   scheint   mir   indes   nicht 

pnich  b'icher  zu  sein.    Autierdem  sehe  man  die  phtlosophiiache 
ia,  iiiü  Encyklopiidie  der  Phyaik  (herausgegeben  von  6?.  Karsien)  von 
m  welcher  tuftti   die  verschiedenen  Anachauungen  von  dem  Wesen  der 
Hlet.    So  interessant  e«  auch  wllre,  bo  verbieten  doch 
'jf  die  verschiedenen  Theorieen  einzugehen;  ich  habe 
itj  oDt'ti    lii^  nv  t)aiiiit!4cue  Anachaunng  nicht  einmal  erwähnt. 
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Stoff  eins,  so  werden  wir  nach  dieser  Einheit  das  des  Chlors,  das  des 
Stoffs  etc.  messen  können.  Eine  Yerhindnng  des  Ohlors  tind  Wasse 
wird  sich  dann,  wenn  wir  das  Gewicht  der  beiden  Atome  mit  cl  und 
zeichnen,  darstellen  lassen  durch  m  -  h  -\-  n  *  cl  oder,  da  wir  h  gL 
setzen,  durch  m  -\-  n  -  cl^  wo  *w  und  n  ganze  Zahlen  sind  und  die  I 
der  Atome  geben,  die  bei  dieser  Verbindung  zusammentreten.  Das  V( 
nis  der  Atomgewichte  des  Wasserstoffs  und  Chlors  wird  dann  sein  m : 

oder  1  : cL    Die  chemische  Analyse,  welche  uns  das  Mischungsg« 

des  Chlors,  jene  Menge,  welche   sich  mit  einem  Gewichtsteil  Wass 

verbindet,  liefert,  bestimmt  somit  die  Gröfse  —  -  cl  oder  das  Atomg« 

multipliziert  mit  dem  Quotienten  — • 

Wftren  uns  daher  die  Zahlen  m  und  n  bekannt,  so  lieferte  xm 
selbe  Analyse,  welche  das  Mischimgsgewicht  des  Chlors  ergibt,  auc 
Atomgewicht  desselben.  Man  hat  aber  kein  direktes  Mittel,  diese  Zah 
bestimmen;  denn  man  weifs  niemals,  wieviel  Atome  bei  einer  Verbi 
zu  einem  zusammentreten.  In  welcher  Weise  die  Chemie,  durch  g 
Erscheinimgen  geführt  die  Atomgewichte  aus  den  Äquivalenten  al 
das  zu  besprechen  würde  hier  zuviel  Eaum  einnehmen;  wir  verweise 
halb  auf  die  Lehrbücher  der  Chemie^)  imd  begnügen  uns  hier  die  v< 
Chemie  jetzt  angenommenen  Atomgewichte  mitzuteilen,  da  wir  die  1 
an  mehreren  Stellen  benutzen  müssen. 


Tabelle  der  Atomgewichte  der  einfachen  Körper, 
bezogen  auf  H  ««  1. 


Aluminium 
Antimon    . 
Arsen  .  .  . 
Barium  .  .  , 
Beryllium    . 

Blei 

Bor 

Brom   ... 
Cadmium  .  , 
Caesium.  .  . 
Calcium  .  .  . 
Cerium   .  .  . 

Chlor 

Chrom.  .  .  . 
Didym.  .  . 
Eisen   .  .  .  , 
Erbium  .  .  . 
Fluor   .  .  .  . 

Gold 

Indium  .  .  , 
Iridium  .  .  , 


AI 

=    27,4 

Sb 

=  122,0 

As 

=    75,0 

Ba 

=-  137,0 

Be 

=      9,3 

Pb 

=  207,0 

B 

=    11,0 

Br 

=    80,0 

Cd 

=  112,0 

Cae 

=  133,0 

Ca 

=    40,0 

Ce 

=    92,0 

Cl 

=    35,5 

Cr 

=    52,2 

Di 

«=    95,0 

Fe 

=    56,0 

Er 

=  112,6 

Fl 

=    19,0 

Au 

=  197,0 

In 

=    37,8 

Ir 

=  198,0 

Jod J 

Kalium Ka 

Kobalt ".  .  .  .  Co 

Kohlenstoff C 

Kupfer Cu 

Lanthan La  ■ 

Lithium Li 

Magnesium Mg  • 

Mangan Mn  < 

Molybdän Mo 

Natrium Na  < 

Nickel m  ' 

Niobium Nh  ' 

Osmium Os    > 

Palladium Pa  • 

Phosphor P     ' 

Platin Pt    » 

Quecksilber Hg  > 

Bhodium Bk  > 

Rubidium Rh  » 

Ruthenium Bu  •> 


')  Man  sehe:  Lothar  Meyer,  Die  modernen  Theorieen  der  Chemie.  Break 
Kel'uUy  Lehrbnch  der  Chemie.    1.  Bd.     1869. 
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Stoff 0  =     16,0 

afel S  =     32,a 

.  .  .  .• Se  =     79,5 

• Ag  =  108,0 

Si  =     28,0 

N  =     14,0 

Sr  =     87,5 

Ta  =  182,0 

Te  =  128,0 

Tl  =  204,0 

uiu TÄ  =  231,5 


im  .  . 
jtoff  . 
tinm 
.1.  .  . 
r  .  .  . 
[am   . 


Titan Ti  =    50,0 

Uran U    =  120,0 

Vanadium Va  =    51,3 

Wasserstoff. ,..:..  H    =      1 

Wismuth  .  .  '. Bi  =  210,0 

Wolfram W  =  184,0 

Yttrium Y    =    61,7 

Zink  . Zn  =    65,2 

Zinn  . Sn  =  118,0 

Zirconium Zi   =    89,6 


§  46. 
Die  Aggregatenstände.  Die  in  dem  letzten  Paragraphen  mitgeteilten 
rangen  berechtigen  uns,  jeden  Körper  als  ein  Aggregat  neben  einander 
ider  Moleküle  zu  betrachten,  welche  einen  äufserst*  kleinen  Raum  ein- 
3n,  so  dafs  wir  sie  als  mit  ihrem  Schwerpunkt  zusammenfallend  an- 
dürfen. In  welcher  Weise  diese  Moleküle  gruppiert  sind,  das  wissen 
icht;  das  aber  muTsten  wir  annehmen,  dafs  sich  die  einzelnen  Mole- 
Qicht  berühren,  dafs  sie  in  gewissen,  wenn  auch  sehr  kleinen,  aber 
mit  andern  in  der  Physik  vorkommenden  Gröfsen  vergleichbaren  Ent- 
igen von  einander  abstehen,  welche  sich  bei  einer  Ausdehnung  des 
TS  vergröfsem,  bei  einer  Volumverminderung  verkleinern, 
3a  alle  materiellen  Körper  einer  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Schwer- 
e  wirkenden  Kraft  unterworfen  sind,  welche  sie  einander  zu  nähern 
wie  auch  ihr  Abstand  und  innere  Beschaffenheit  sein  mag,  so  müssen 
nnehmen,  dafs  auch  die  Moleküle  einer  jeden  Substanz  mit  einer  in 
erbindungslinie  ihrer  Schwerpunkte  wirkenden  Kraft  gegen  einander 
ben  werden,  welche  wegen  der  sehr  kleinen  Abstände  der  Moleküle 
yrofs  sein  mufs.  Wir  bezeichnen  diese  Kraft  als  eine  Anziehung  der 
üle  gerade  so,  wie  wir  die  zwischen  den  Weltkörpem  thätigen  Kräfte 
ne  Anziehung  der  Massen  bezeichnet  haben.  Diese  anziehende  Kraft 
das  Bestreben  haben,  die  Moleküle  einander  zu  nähern,  und  zwar  um 
jhr,  je  kleiner  die  Abstände  derselben  sind.  Daraus  würde  nun  aber 
.,  dafs  die  Körper  in  ihrem  Innern  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein 
Bn,  wenn  die  einzelnen  Teile  sich  berühren,  dafs  also  die  Körper 
porös  sein  könnten.  Dem  widerspricht  indessen  die  immittelbare  An- 
ing;  denn  es  gibt  Körper,  in  denen  wir  die  Poren  direkt  sehen  können, 
ufs  deshalb  zwischen  den  Molekülen  noch  eine  andere  Kraft  thätig 
Virelche  verhindert,  dafs  sie  sich  bis  zur  Berührung  annähern,  welche 
Lso  als  eine  die  Moleküle  gegenseitig  abstofsende  bezeichnen  müssen, 
welche  zunimmt,  wenn  der  Abstand  der  einzelnen  Teile  abnimmt,  so 
dafs  unter  Wirkung  dieser  beiden  einander  entgegengesetzten  Kräfte 
oleküle  bereits  in  einem  gewissen  Abstände  von  einander  in  den  Zu- 
des  stabilen  Gleichgewichts  eintreten. 

Nix  haben  zunächst  aus  der  allgemeinen  Massenanziehung  den  Schlufs 
m,  dafs  die  Moleküle  sich  anziehen  müssen,  und  aus  der  Porosität, 
rischen  denselben  auch  abstofsende  Kräfte  thätig  sein  müssen.  Wüi'den 
b  letsstexn  analog  den  ersten  betrachten,  so  müfsten  wir  sc\i\\^fe«iv^ 

uamm^  Vhpäk.  I.   4.  Anß.  \% 
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daXs  die  Gröfse  dieser  abstofsenden  wie  die  der  anziehenden  nur  Yon  dm 
Abstände  der  Moleküle  und  ihrer  Masse,  nicht  von  der  Natar  derselbe! 
abhUngig  sei.  Dieser  Ansicht  von  der  Natur  der  zwischen  den  Molekflki 
thätigen  Kräfte  widerspricht  aber  eine  Reihe  bekannter  Erfahrungen.  Dil 
Masse  eines  Körpers  ist  nämlich  seinem  Gewichte  proportional,  diejenigi 
eines  gegebenen  Volumens  demnach  um  so  gröfser,  je  gröfser  das  G«frickt 
desselben  ist.  Da  die  K()rper  nun  aus  Molekülen  bestehen,  so  müssen  ii 
einem  gegebenen  Volumen  um  so  mehr  Moleküle  oder  Moleküle  von  am  w 
gröJ'serer  Masse  sein,  je  dichter  der  Körper  ist.  unter  beiden  Annahmen 
müfste  aber  der  dichtere  Körper  zugleich  der  festere  sein,  das  heÜJrt,  ei 
müfsten  seine  Moleküle  um  so  stärker  zusammenhalten,  da  sowohl  mit  (kr 
gröfseren  Annäherung  der  Moleküle  als  auch  mit  ihrer  gröfseren  Masse  ik 
anziehenden  Kräfte  gröfser  werden.  Man  weifs  aber,  dafs  das  nicht  d«, 
Fall  ist;  die  Teile  aller  flüssigen  Körper  stellen  einem  Versoehe,  sie  » 
trennen ,  einen  weit  geringem  Widerstand  entgegen  als  die  der  festen  KATt; 
per;  viele  feste  Körper  sind  aber  weniger  dicht  als  flüssige,  wie  z.  B. 
Wasser  dichter  ist  als  die  meisten  Holzarten,  das  Quecksilber  dichter 
die  meisten  Metalle.  Man  könnte  dagegen  behaupten,  dafs  mit  der  gröfi 
Annäherung  der  Moleküle  auch  die  abstofsenden  Kräfte  wachsen  ml 
dafs  somit  je  nach  dem  Gesetze,  nach  welchem  diese  Kräfte  sich  mit 
Entfernung  oder  der  Masse  ändern,  die  dichteren  Körper  nicht  gerade  dii 
festeren  sein  müfsten.  Würde  aber  die  Gröfse  der  Moleknlarkräfte  nnr 
der  Entfernung  und  Masse  der  Moleküle  abhängig  sein,  so  müfsten 
Körper  gleicher  Dichtigkeit  auch  dieselbe  Festigkeit  zeigen,  da  in 
die  einzelnen  Moleküle  wenigstens  nicht  sehr  verschiedene  Masse  und  Ab; 
stände  haben  könnon.  Aber  auch  dem  widerspricht  die  Erfahrung,  da 
feste  Körper  herstellen  können,  welche  genau  dieselbe  Dichtigkeit 
wie  Flüssigkeiten. 

Wir  müssen  deshalb  schliefsen,  dafs  die  zwischen  den  Molekülen 
tigen  Kräfte  nicht  lediglich  von  der  Masse  und  den  Abständen  der  MolekSkj 
sondern  auch  von  der  Natur  derselben  abhängig  sind.  Ob  diese  AbhBngif 
keit  von  der  Beschaffenheit  der  Moleküle  den  anziehenden  Krtlften  zakoani| 
die  dann  nicht  mit  denen  der  allgemeinen  Gravitation  zusammenfallen 
den,  oder  den  abstofsenden  Kräften,  oder  beiden,  das  läfst  sich  nicht 
scheiden.  Indem  miui  das  unentschieden  läfst,  spricht  man  nur  die  in 
Natur  sich  zeigenden  Tliatsachen  aus,  wenn  man  den  einzelnen  Teilen 
Köi-por  je  nacli  ihrer  Natur  eine  verschiedene  Kohäsion  beilegt,  indem  i 
ganz  unbestimmt  jene  Kräfte,  welche  den  Zusammenhalt  der  Körper  be- 
dingen, unter  dem  Namen  der  Kohäsion  oder  der  Kohftsionskräte 
sammenfafst. 

Je  nach  der  verschiedenen  Kohäsion  der  einzelnen  Körperteilchen  1lllte^ 
scheidet  man  drei  Aggregatzustände  und  zwar 

1)  Die  festen  Körper.    Dieselben  haben  ein  selbständiges  Volumen  nai 
eine  selbständige   Gestalt;  ihre  einzelnen  Teilchen  verschieben  sich  nidt 
leicht  gegen  einander,  sondern  es  bedarf  einer  mehr  oder  weniger  bedei 
tenden  Kraft,  diese  zu  verschieben  oder  zu  trennen;  einmal  getrennt,  lasse 
sie  sich  nicht  wieder  durch  Zusammenlegen  vereinigen. 

2)  Dijß  Hüssigen  Körper.    Sie  haben  ein  vollständiges  Volumen  ohi 
selbständige  Gestalt.    Die  geringste  äufsere  auf  sie  einwirkende.  Kraft  kiL-i. 
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UUBl 


0 

S 

Si 

N 

Sr 

Ta 

Te 

Tl 

Th 


16,0 

32,0 

79,5 

108,0 

28,0 

14,0 

87,5 

182,0 

128.0 

204,0 

231,0 


Titan    _,,..,..  T/   =    50,0 
Uran,  ....  U    =  120,0 

VanadiüDi  Va  =     51,3 

Wasserstoff.  H    =       1 

Wisnmth  ,  Bi  =  210,0 

Wolfram W  =  184,0 

Yttrium Y    =    61,7 

Zink Zw  =    65,2 

Zinn .•?«==  118,0 

Zirconium    .  .  Zi   =    89, Ü 


§  46. 


Die  Aggregatzustönde,  Die  in  clem  letzten  Pai*agraphen  mitgeteilten 
LEc&dinm^en  Uevtchtigpn  uns,  jeden  Körper  als  ein  Aggregat  neben  einander 
der  Moleküle  zu  betrachten,  welebe  einen  änisctrst  kb?ineu  Ilaum  ein- 
I,  80  dals  wir  sie  als  mit  ihrem  Schwerpunkt  zusaminenfallend  an- 
Tikm  dürfen.  In  welcher  Weise  diese  Moleküle  gruppiert  sind,  das  wissen 
[w  nicht;  das  aber  muTsten  wir  annehmen,  dafs  sich  lüe  einzelnen  Mole- 
jlrtüe  aicht  berühren,  dafs  sie  in  gewissen,  wenn  auch  sehr  kleinon,  aber 
{(Jfid  mit  andern  in  der  Physik  vorkommenden  Grolsen  vergleichbaren  Ent- 
[feröUflgen  von  einander  abstehen,  welche  sich  bei  einer  Ausdehnung  des 
|K8fpers  vergrÖfsera,  bei  einer  Volumverniinderung  verkleinern. 

Da  alle  materiellen  Körper  einer  in  der  Verbiudimgslinie  ihrer  Öehwer- 

[pöikte  wb'kenden  Kraft  unterworfen  sind,  welche  sie  eintmder  zu  nähf^m 

wie  auch  ihr  Abstand  und  iiinere  Beschaffenheit  sein  mag,  so  müssen 

'  annebmen,  dals  auch   die  Moleküle  einer  jeden  >Sul)Stanz  mit  einer  in 

llir  Verbindungslinie  ihrer  Bchwerpunkte   wirkenden  Kraft  gegen  einander 

trieben  werden,  welche  wegen  der  sehr  kleinen  Abstünde  der  Moleküle 

|»k  tfrols  sein  mufs.    Wir  bezeichnen  diese  Kraft  als  eine  Anziehung  der 

ide  so,  wie  wir  die  zwischen  den  Weltkörpeni  tlilltigen  Kraite 

^  hung  der  Massen  bezeichnet  haben.    Diese  anziehende  Kraft 

Bestreben  haben,  die  Moleküle  einander  zu  nahem,  und  zwar  um 

L .  je  kleiner  die  Abstände  derselben  sind.    Daraus  wtiido  nun  aber 

1,  dafo  die  Körper  in  ihrem  Innera  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein 

wenn   die   einzelnen  Teile   sich   berühren,   dafs   also   die   K^^^rper 

lit  porös  sein  konnten.    Dem  widerspricht  indessen  die  iimnittelbare  An- 

«»Iiaaung;  denn  es  gibt  Körper,  in  denen  wir  die  Poren  direkt  sehen  können. 

ti  mafs    deshalb  zwischen    den  Molekülen  noch   eine  andere   Kraft  thittig 

^m,  welche  verhindert,  dafs  sie  sich  bis  zur  Berührung  annähern,  welche 

als  eine  die  Moleküle  gegenseitig  abstofsende  bezeichnen  müssen, 

lie  zunimmt,  wenn  der  Abstand   der  einzelnen  Teile  abnimmt,  so 

I  i  unter  Wirkung  dieser  beiden  einander  entgegengesetzten  Krllfte 

küle  bereits  in  einem   gewissen  Abstände  von  einander  in  dou  Zu- 

itiid  <3es  stabilen  Gleichgewichts  eintreten. 

Wir  haben  zunächst  aus  der  allgemeinen  Massenanziehung  den  Schlafs 
^fwt«»tr«^n    dafs  die  Moleküle  sich  anziehen  müssen,  und  aus  der  PorositiU, 
'len selben  auch  abstofsende  Kr^Ute  thiltig  sein  müssen.  Würden 
_ iLin  analog  den  ersten  l>et rächten,  so  inütsien  wir  schlie^sen.^ 
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Dafs  in  der  That  in  den  beiden  eben  besprochenen  F&llen  zwischen  te 
genäherten  oder  entfernten  Molekülschichten  abstofsende  oder 
Kräfte  wirksam  sind,  das  läfst  sich  sofort  erkennen,  wenn  wir  die 
Kräfte  aufhören  lassen  zu  wirken,  denn  wir  nehmen  sofort  eine  Bewegi^| 
der  Molektllschichten  gegen  ihre  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  wahr, 
komprimierte  Cjlinder  dehnt  sich  wieder  aus,  der  ausgedehnte  zieht 
wieder  zusammen.  Diese  Eigenschaft  der  Körper,  das  Bestreben,  ihnv 
sprüngliche  Gestalt  und  das  ursprüngliche  Volumen  wieder  awCTnahiMlj 
wenn  die  Kraft,  welche  kleine  Formänderungen  an  ihnen  hervorgebndl 
hat,  aufhört  zu  wirken,  bezeichnet  man  mit  dem  Namen  der  Elastieitli 

Die  Existenz  dieser  Eigenschaft  gibt  ims  einen  weitem  AnfiBchlnft  d 
die  Natur  der  zwischen  den  Molekülen  thätigen  Kräfte;  sie  zeigt,  dab 
abstofsenden  Kräfte  mit  zunehmender  Entfernung  der  Molektile  weit 
abnehmen  als  die  anziehenden  Kräfte.  Denn  wenn  die  Moleküle  in 
Gleichgewichtslage  sind,  sind  die  anziehenden  und  abstofsenden  Er&fto 
ander  gleich.  Mit  Änderung  der  Abstände  müssen  sich  nun  sowohl  die 
ziehenden  als  auch  die  abstofsenden  Kräfte  in  demselben  Sinne  ändern, 
nun  aber  eine  gröfsere  Annäherung  Abstofsung,  eine  gröfsere  Entfenn^ 
Anziehung  hervortreten  läfst,  so  folgt,  dafs  bei  Verringerung  des  Abstudi 
die  abstofsenden  Kräfte  rascher  wachsen,  bei  Vergröfserung  des 
rascher  abnehmen  als  die  anziiBhenden  Kräfte. 

Die  besprochenen  beiden  Fälle  sind  nicht  die  einzigen,  bei  denen 
die  Elasticität  der  festen  Köri)er  zeigt,  sie  zeigt  sich  ebenso,  wenn  wir  ( 
Stab  biegen  oder  ihn  um  eine  in  ihm  befindliche  Axe  zu  drehen 
während  sein  eines  Ende  festgehalten  wird,  wenn  wir  ihn  tordieren. 
werden  indes  sehen,  dafs  wir  die  elastischen  Kräfte  in  diesen  Fällen  snf 
zuerst  besprochenen  zurücktUhren  können. 

Die  Untersuchung  der  Elasticität  fester  Körper  ist  eine  der  sehwieqf 
sten  auf  dem  ganzen  Gebiete  der  Physik;  um  die  Gesetze  derselben 
ständig  zu  übersehen,  bedarf  es  der  kompliziertesten  mathematischen 
Wicklungen  und  der  feinsten  Versuche.  Wir  müssen  uns  deshalb  hier 
beschränken,  die  Resultate  der  Untersuchungen  vorzuftlhren,  indem 
gleichzeitig,  so  weit  es  möglich  ist,  den  innem  Zusammenhang  dersdbi 
darlegen^). 

§  48. 

Elastioit&t  beim  Zuge.     Der  einfachste  Fall  aller  Probleme 
Elasticität  ist  der,   dafs  man  einen  dünnen  soliden  Stab,   der  aH 
einen  Ende  befestigt  ist,  durch  einen  Zug  oder  Druck  in  seiner 
richtung  ausdehnt  oder  zusammendrückt.     So  lange  die  Verftndenuigl 
welche  die  wirksame  Kraft  hervorbringt,  klein  genug  sind,  maus  die 

^)  Die  wichtigsten  allgemeinen  Untersachungen  über  Elasticität  finden  tidt 

Poiss&iij  Mdmoire  sur  les  mouvements  des  corps  dlastiques.    Mdmoim 
rÄcaddmie  des  sciences.    Paris.    T.  VIII. 

Cauchy,  Snr  les  dquations  qni  expriment  les  conditions  d'dqniUbre  d*iin 
solide.    Exercices  des  Matbt^matiqnes  T.  II  und  III. 

Lame,  aofser  einer  Reihe  von  Abhandlungen  besonders  in  seinen  Ltf 
siir  la  tbdorie  mathdmatique  de  Tdlasticitä  des  corps  solides.  II.  ädit.  Pluii  li 

Kirchhoff y  Abhandlangen  über  Elasticität.  Grelles  Jonmal  Band  40  vadBd. 

Clebsch,  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper.    Leipsig  18M. 
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lewicht  beim  Zusammendriicken  bervorgeliracbte  Verkürzung 
der  durch  äi*}  Aasdehnimg  bewirkten  VtTlilngerung;  es  gauügt 
PäU  der  Ausdebnimg  zu  betracbteii  und  die  Beziebungen  aufzu- 
,  welrb«  sswiscben  der  Belastung  und  der  eintretenden  Verlängerung 
Hb,  Die  einfachste  Methode  der  Untersuchung  ist  die  von  Wertbeini 
fite.  Derselbe  Ijt^fi^stigte  an  einer  festen  Mauer  ein  Kniestück  v«m 
tarkem  Eisen  B  (Fig.  54).    Dasselbe  endigt  in  einer  ebenen  vertikalen 

Km  gehllrtetern  Btahl,  gestreift  wie 
,  gegen  welche  eine  Platte,  eben- 
Itahl  and  an  der  einen  Seite  ebenso 
ift,  paltit  und  mittels  Schrauben  V  an- 
kt  werdt^n  kann.  Diese  beiden  Stticke 
als  Backen  eines  starken  Schi%iub- 
,  und  zwischen  ihnen  wird  der  Draht, 
E]aatieiti4t  man  untersuchen  will,  durch 
uebr  starken  Druck  befestigt, 

kern  untern  Ende  des  Drahtes  wird 
ner  gleichen  schraubstockartigen 
htung  ein  Haken  befestigt  und  an  diesen 
Vagschale  J^  angehängt,  welche  die 
äen  Gewichte  aufnimmt.  Sind  die  Ge* 
■fcireichend  schwer,  ho  dehnt  sich  der 
^^klicb  aus,  verkürzt  sich  aber  wieder 
I^T  frtJheren  Länge,  wenn  man  die  Ge- 
fortnimmU  Zur  Messung  der  Ver- 
iing  bedarf  es  gewisser  Vorsichtsmafs- 


ffWa 


man  die  Gewichte  in  die  Wag* 
rasch  einsetzt,  so  erteilt  man 
at  Stöfse,  durch  welche  man  den 
"iurreifsien  k;vnn.  Um  diese  2U  ver- 
l,  ist  die  Wagscbale  mit  drei  langen 
gllsehrauben  ////  versehen,  welche  man 
9^inn  des  Vt'rsuches  so  weit  binab- 
dafs  sie  den  Boden  berühren  und 
Wngsohale  tragen;  dann  wird  die 
Hastet,  und  dann  erst  hebt  man  die 
ibßn  sehr  langi^am,  um  aümUblich  das 

kine  ziehende  Wirkung  ausüben  zu 
►bei  bat  man  keine  StÖfse  zu  be- 
io.  Bei  der  Beobachtung  bat  man  sich 
noch  vor  einem  leicht  zu  begehenden 

le  stu  achtttzen.    Wählt  man  nämlich  feine  Drähte,  so  sind  diese  stets 
\^n  Siel  Km   gebogen  und  gekrümmt.     Ein  Anhängen   der  Gewichte 

knnn   i^^mächst  ein  Gerade  strecken  und  dadurch  scheinbar  ein  Ver- 
|3  les.      Um   diese  Täuschungen  zu  vermeiden,   ist  es  not- 

II.,  ,M^...  ii  ein  kleines  Gewicht  in  die  Schale  zu  legen,  welches  hin- 
^den  Dmbt  gerade  zu  machen  und  dann  erst  allmählich  die  Schale 
betasten*    Van  da  an  zählt  man  dann  auch  erst  die  Gewichte. 
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Die  Verlange ningeii  des  Drabtes,  welche  imnior  sehr  klein  sind. 
man  mit  dem  Kathetonieter;  man  stellt  dasselbe  dem  Drahte  ein  flir  üU«! 
mal  fest  gegenüber  imd  visiert  mit  dem  Femrohr  desselben  anf  zwei  im 
an  den  Enden  des  Drahtes  angebrachte  Harken  T  nnd  T'.  Der  Unterschii 
der  Fernrohrstellungen  des  Katketometers  liefert  dann  in  allen  FUllen  i 
Lilnge  des  Drahtes,  BowobI  vor  als  nach  der  Belastung;  die  Differenz  rwiscbfli 
den  beobachteten  Lungen  vor  und  nach  der  Belastung  gibt  dann  die  inÜk 
der  Belastung  eintretende  Verlängerung.  Mit  Hülfe  dieser  Metho^ 
Wertboini*)  xunlichst  die  schon  fiüher  von  Hooke-J,  S'Graves 
Th.  Young*)  u.  a.  aufgestellten  Gesetze  der  Elasticität  bestätigi 
selben  sind: 

1)  Die  Verlängerungen  eines  Drahtes  sind  bei  deraBelben  angehang 
Gewicht  der  Ltinge  des  Drahtes  proportional.  Um  das  Gesetz  nacbzuweifn 
hat  man  auf  dem  Drahte  nur  mehrere  Marken  in  gleicher  Distanz  zu  ziehe 
man  findet  dann  nach  der  Belastung,  dals  der  Abstand  der  verschied« 
Marken  sieh  gleich  viel  vergrßlsert  hat.  Da  nun  die  Verlängerung  des  j 
Drahtes  gleich  der  Summe  der  Ausdehnungen  seiner  einzelnen  Teile  igt,  i 
folgt,  dafs  dieselbe  der  Länge  des  Drahtes  proportional  ist. 

2)  Die  Verlängerung  eines  gegebenen  Drahtes  ist  der  Gröfse  des 
nenden  Gewichtes  direkt  proportionab     Aus  diesem  Satze  folgt,  dafs 
durch    kleine    Verschiebungen    der    Moleküle    hervorgerufenen    eiasti 
Kräfte   den   Versehiobungen   selbst   proportional   sind.     Denn   wenn 
Wirkung  des  spannenden  Gewichtes  Gleich  gewicht  eingetreten  ist,  Sö 
weist  das,  dafs  die  von  einander  entfernten  Molekülschichten  sich  mit  dd 
dem  spannenden  Gewichte  gleichen  Kraft  anziehen.  Da  nun  die  Verschiebu 
der  Moleküle  dem   spannenden  Gewichte  proportional  sind,  so  folgt  auci 
dafs  die  elastischen  Kräfte  den  Verschiebungen  proportional  sind. 

3)  Die  Verlängerung  verschieden  dicker  Drllhte  ist  bei  gleichen  sp» 
nenden  Gewichten  dem  Querschnitt  der  Drähte  umgekehrt  proportional  vc^ 
der  Gestalt  des  Querschnittes  aber  unabhängig.  Dieser  Satz  folgt  au 
schon  unmittelbar  aus  der  Überlegimg,  dafs  wir  einen  Stab  «faeher  Die 
als  ans  /^Btäben  einfacher  Dicke  bestehend  ansehen  können;  damit  desba 
ein  solcher  Btab  dieselbe  Verlängerung  erhalte,  bedarf  er  ein  nmal  so  j 
Gewicht  als  der  einfache  Stab. 

4)  Schliefslich   ist    die   Verlängerung   abhängig   von    der  Natur 
Drahtes,  den  wir  belasten. 

Fassen  wir  diese  vier  Sätze  in  einen  Ausdruck  zusammen,  so  kOnni 
wir  die  Verlängerung  v^  welche  ein  Draht  von  der  Länge  l  und  dem  Qa 
schnitte  fj  durch  ein  Gewicht  p  erhält,  darstellen  durch  die  Gleichung 

worin  c  eine  fär  jede  Substanz  besondere  Konstante  ist,  welche  die  Verll 


*)   Wertheim ^  Annales  de  chim,  et  de  phys,  IlL  S^r.  t  12.   Poggend.  Ann 
ErgänxtmgebaDd  II. 

*)  Book€,  Philosophical  traota  and  CollectioBB.    London  1679. 

•)  S'Gravesande^  Physicae  elementa  mathematica.     T,  1. 

*)  Th,  Young^  Courne  of  lecturea  ou  natural  Philosopbj.     London  1807^ J 
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g  bedeutet,  welche  ein  aus  ihr  verfertigter  Stab  durch  die  Gewichts- 
leit  erhält,  wenn  seine  Länge  und  sein  Querschnitt  der  Einheit  gleich 
Als  Einheit  des  Gewichtes  nimmt  man  das  Kilogramm,  als  Einheit  der 
ige  das  Meter,  als  Einheit  des  Querschnittes  das  Quadratmillimeter. 

Die  Gröfse  j)  gibt  ims  nach  2)  gleichzeitig  die  bei  einer  Verlängerung 
nschen  den  Molekülschichten  auftretende  elastische  Kraft;  lösen  wir  die 
chnng  nach  p  auf,  so  erhalten  wir 

p  1       V 

q         c  '   l 

Der  Quotient  —  gibt  uns  die  in  der  Querschnittseinheit  auftretende 

tische  Kraft,  der  Quotient  -j    die  Verlängerung  des  Stabes,  gemessen  in 

^hteilen  seiner  ursprünglichen  Länge,  oder  die  Verlängerung  der  Längen- 
eit.     Setzen  wir*  diese  Quotienten  gleich  Pq  und  d,  so  erhalten  wir 

1,0  =  I  •  <J. 

Den  reciproken  Wei*t  des  Koefficienten  c  bezeichnet  man  als  den 
ticitätskoefficienten  oder  den  Elasticitätsmodulus;  setzen  wir  denselben 
h  Ej  so  wird  schliefslich 

Po  =  E-S, 

die  in  der  Querschnittseinheit  bei  kleinen  Veränderungen  auftretende 
ische  Kraft  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Elasticitätsmodul  und  der 
.  Bruchteilen  der  urspränglichen  Länge  gemessenen  Verlängerung. 

Der  soeben  eingeführte  Elasticitätsmodul  einer  Substanz  ist  der  reciproke 
t  der  Verlängerung,  welche  die  Längeneinheit  eines  Stabes  der  be- 
enden Substanz  durch  die  auf  die  Querschnittseinheit  beim  Zuge  wir- 
le  Gewichtseinheit  erhält.    In  dieser  Weise  wird  derselbe  auch  bestimmt; 

kann  denselben  indes  auch  anders  definieren.    In  der  Gleichung 

Po  =  E'd 

l  j>^  =  ÜJ,  wenn  d  gleich  eins  "wird.  Der  Elasticitätskoefficient  ist  also 
t  das  Gewicht,  welches  einem  Stab  der  betreifenden  Substanz  vom  Quer- 
itt  eins  eine  der  Einheit  gleiche  Verlängerung  gibt,  welche  also  die 
ge  des  Stabes  oder  den  Abstand  der  Molektilschichten  in  demselben  ver- 
[)eln  würde,  vorausgesetzt,  dafs  die  fftr  kleine  Änderungen  geltenden 
itze  soweit  giltig  wären.  Dieser  Definition  entsprechend  drückt  man 
Elasticitätsmodul  einer  Substanz  auch  gewöhnlich  durch  Gewichte  aus. 

Wertheim  hat  nach  der  angegebenen  Methode  eine  Anzahl  Elasticitäts- 
iBeienten  bestimmt^),  wir  lassen  dieselben  hier  folgen. 


,*)  Weriheim,  Poggend.  Annal.  Ergänzongsband  II. 
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Tabelle  der  Rlasticitätskoeffieienten  yerschiedener  Metalle  bei 
verschiedenen  Temperaturen. 


Koefficienien  bei 

Koeificienten  ans« 

Metalle               i      

Longitndinaltfisi 

i  16'^-20''C.  , 

100"  c.    1 

200«C. 

bestimmt 

Blei  gezogen  .... 

.  !         1883       ' 

1 

2278 

„     angelassen  .  . 

1727 

163a 

— 

2146 

Gold  gezogen  .... 
„      angelassen  .  . 

8131 

8699 

6584 

6408 

6482 

6S72 

Silber  gezogen  .  .  . 

7367       1 

7676 

„      angelassen  .  . 

.  ,         7140       ' 

7274 

6374 

7242 

Zink  gezogen  .... 

.  '         8734 

' 

9665 

Eapfer  gezogen .  .  . 

.  1       12449 

12636 

f,      angelassen  .  . 

10519       ' 

9827 

7862 

12640 

Platin  gezogen  .  .  . 

.  '       17044       , 

17166 

„      angelassen  .  . 

.  1       15518 

14178     ' 

12964 

16611 

Eisen  gezogen   .  .  . 

20869 

19908 

„      angelassen  .  . 

Gufsstahl  gezogen  . 

„      angelassen  .  . 

.  1       20794 

21877 

17700 

19925 

19549       ; 

19823 

.  1       19561 

19014 

17926 

19828 

Engl.  Stahl  gezogen 

18809       1 

19446 

,,      angelassen  .  . 

.  1       17278 

21292 

19278 

19200 

Die  Zahlen  der  letzten  Koluntlie  gelten  ebenfalls  für  die  Tempei 
15^* — 20^0.,  die  Methode,  nach  welcher  sie  erhalten  wurden,  werder 
spater  besprechen^). 

Obige  Zahlen  zeigen,  dafs  die  ElasticitUtskoefficienten  nicht  nur  ftlr 
schiedene  Metalle,  sondern  auch  fllr  ein  und  dasselbe  Metall  verschieden 
können,  je  nachdem  dasselbe  als  gezogener  Draht  oder  nach  vorhergegang 
Erhitzen  untersucht  wird. 

Die  in  obiger  Tabelle  erhaltenen  Zahlen  liefern  uns  nicht  nni 
elastische  Kraft  bei  Verlängerung  eines  Stabes,  sondern  auch  bei  einer 
küi*zung  durch  auf  die  Endflächen  des  Stabes  angebrachte  Drucke,  da 
der  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gemachten  Bemerkung  die  Gesetz« 
bei  solchem  Drucke  stattfindenden  Verkürzungen  mit  denen  der  Verlange 
zusammenfallen,  so  lange  wir  nur  kleine  Veränderungen  in  Betracht  zi 


§  49. 

Volumveränderung  während  des  Zuges.  Wir  haben  bishei 
die  Veränderungen  in  der  Länge  eines  Stabes  betrachtet,  welche  autia 
wenn  man  einen  Stab  ausdehnt  oder  zusammendrückt;  man  sieht  aber  1« 
dafs  auch  der  Querschnitt  eines  solchen  Stabes  bei  der  Ausdehnung 
Zusammendrückung  nach  der  Längsaxe  sich  ändern  mufs.  Es  ist  femer  \ 
scheinlich,  dafs  der  Querschnitt  kleiner  werden  mufs,  wenn  man  den  Stal 
längert.  Man  kann  dieses  auch  sehr  leicht  mittels  eines  einfachen  Vers' 
nachweisen,  den  Wertheim*)  angestellt  hat.  Er  nahm  sehr  sorgfältig  gearb 

^)  Man  sehe  §  161  dieses  Bandes. 

«)  WeHhetm,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  IIL  S^r.  T.  XXUL  Po« 
Atinal.  LXXVni. 
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Fig.  55. 


iaatschukstreifen  (Fig.  55)  von  ungefähr  300  Millimeter  Länge.    Dieselben 

satten  die  Gestalt  von  Prismen  mit  quadratischer  Grundflache.    Die  Länge 

ainer  Seite  war  zwischen  9  und  47  Millimeter.   An  ihren  beiden  Enden  ver- 

üh  er  sie  mit  eisernen  Ansätzen  A  imd  B^  in  denen  die  Kaut- 

idrakstreifen  fest  angebracht  waren.     Die  Ansätze  hatten  Haken ; 

mittels  des  einen  wurde  der  Kautschuk  streifen  vertikal  aufgehängt; 

n  dem  andern,  B^  wurde  das  ziehende  Gewicht  P  angebracht. 

Da  der  Kautschuk  sich  äufserst  leicht  ausdehnt,   so  verlängerte 

ach  der  Streifen  sehr  bedeutend;  die  Verlängerung  wurde  gemessen. 

Da  der  Querschnitt  des  Streifens  femer  sehr  grofs  war,  so  konnte 

Dan  ihn  mittels  eines  Zirkels  messen  und  so  die  Veränderungen 

in  Querschnittes  bestimmen,  welche  durch  die  Verlängerung  der 

Streifen  entstanden.     Man  beobachtete,   was  vorausgesehen  war, 

lafe  der  Querschnitt  des  Kautschukstreifens  kleiner  wurde. 

Bezeichnen  wir  nun  die  ursprüngliche  Länge  eines  Drahtes 
nit  Z,  so  wird  durch  die  Einwirkung  irgend  eines  Gewichtes  diese 
JÄnge  in  X  (l  +  d)  übergehen,  wo  d  wieder  die  Verlängerung  der 

itageneinheit   darstellt  und   gleich   ^    ist.     Der  Querschnitt  des 

Itabes,  dessen  Breite  J5,  dessen  Dicke  D  war,  wird  nach  der  Be- 
latung  dann  sein  B  -  D  {l  —  f*  •  d)^,  wenn  wir  die  Verkürzung 
es  Querdurchmessers  des  Stabes,  die  jedenfalls  der  Verlängerung 
«8  Stabes  proportional  sein  mufs,  mit  /ixd  bezeichnen.  Ent- 
dckeln  wir  den  Ausdruck  für  den  Querschnitt  nach  der  Belastung, 
0  kdnnen  wir,  da  Ö  immer  nur  sehr  klein  ist,  ^i?  6^  vemach- 
Issigen  und  erhalten  dann  für  den  Querschnitt  des  Stabes 

BD  (1  —  2(10) 
md  für  das  Volumen  desselben  nach  dem  Zuge 

LBD{l  +  6)(l-2ii6), 

ider  auch,  wenn  wir  das  sehr  kleine  Glied  2fAÖ'^  wieder  auTser  Acht  lassen 

LBD(1 +  0  —  2(16). 

Je  nach  dem  Wei-te  von  (i  kann  deshalb  eine  Vergröfserung  oder 
i^erkleinerung  des  Volumens  eintreten.  Es  hat  sich  nun  aus  sämtlichen 
B  der  Richtung  angestellten  Versuchen  ergeben,  dafs  in  der  That  eine 
^ergröÜBerung  des  Volumens  eintritt,  somit  dafs  2fiö<C6  oder  dafs  (i  <  0,5, 
iber  gröfser  als  Null  ist 

Welches  indes  der  wirkliche  Wert  von  (i  innerhalb  dieser  Grenzen 
«t,  darüber  herrscht  wegen  der  grofsen  Schwierigkeit,  diese  Gröfse  zu  be-  y 
timmen,  noch  einige  Unsicherheit.  Navier^),  Poisson^),  Lame  und  Cla- 
leyron')  gelangen  in  ihren  theoretischen  Untersuchungen  Über  Elasticität 
D  dem  Resultate,  dafs  f*  =  ^  sei,  ein  Resultat,  welches  Poisson'*)  durch 
'ersuche  von  Cagniard  de  Latour  bestätigt  fand.     Derselbe  befestigte  auf 


*)  Kavier j  Mämoires  de  rAcademie  des  sciences.    T.  VII. 
*)  i\K«80fi,  M^moires  de  TAcaddmie  des  sciences.    T.  VIII. 
^  Lam^  und  Cla/jfeyron^  Grelles  Joomal  für  Mathematik.   Bd.  VIT. 
0  JM»mm  teilt  diesen  Versuch  mit  Annales  de  chim.  et  de  phvs.  T.  XXXVI. 
"       -    Bd.XIL 
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einem  festen  Fufsbrett  (Fig.  56)  einen  Meialldraht,  so  dafs  dersel 
recht  aufstieg;  das  obere  Ende  des  Drahtes  wurde  an  einem  An 
ungleicharmigen  Hebels  L  befestigt,   dessen   anderer  Arm  mit  ei] 

wichte  P  beschwert  wur 
^*8-  ^  Lange  des  unbelasteten 

sie  betrug  2™,  war  genau  b 
und  es  wurde  dann  die 
gerung  beobachtet,  welcl 
die  Belastung  des  Hebels 
Die  letztere  wurde  so 
steigert,  daüa  die  Verll 
des  Drahtes  6""  betru 
Draht  war,  wie  die  Fig 
von  einer  engen,  unten  ] 
senen  und  mit  Wasser 
Bohre  umgeben,  der 
messer  der  Bohre  und  des 
waren  genau  gemessen.  Ii 
blicke  nun,  in  dem  sich  d 
durch  den  Zug  zu  verlän 
gann,  sah  man  das  Ni^ 
Wassers  in  der  Bohre  von  AB  bis  A' B*  sinken;  ein  Beweis,  dal 
That  bei  der  Verlängerung  des  Drahtes  eine  Verminderung  des  Quer 
eintritt.  Die  Niveaudififerenz  vor  und  nach  dem  Zuge  wurde  genau  g 
Darauf  wurde  der  Draht  unten  am  Fufsbrett  gelöst,  in  die  mit  Wasse: 
Bohre  eingesetzt,  so  dafs  sein  unteres  Ende  den  Boden  der  Bohr 
berührte,  und  das  Niveau  des  Wassers  wieder  beobachtet.  Darai 
der  Draht  so  weit  emporgezogen,  dafs  das  obere  Ende  6°™  aus  den 
emporragte,  dafs  also  ein  ebenso  grofses  Stück  des  Drahtes  aus  den 
emporragte  als  bei  dem  vorigen  Versuche.  Da  dann  das  Volume 
das  Wasser  tauchenden  Drahtes  um  das  herausgezogene  Stück  klei 
so  mufste  das  Niveau  des  Wassers  wieder  sinken,  und  es  ergab  si 
es  jetzt  doppelt  so  tief  sank  als  bei  dem  vorigen  Versuch,  somit 
Volumverminderung  des  jetzt  noch  in  das  Wasser  tauchenden 
doppelt  so  grofs  war  als  bei  der  Verlängerung  des  Drahtes.  D 
von  fi  ergibt  sich  daraus  auf  folgende  Weise:  bezeichnen  wir  dei 
des  cylindrischen  Drahtes  mit  r,  so  nimmt,  wenn  wir  die  Verlange 
Längeneinheit  mit  ö  bezeichnen,  bei  der  Ausdehnung  des  Drahtes  < 
in  das  Wasser  tauchende  Stück  des  Drahtes  das  Volumen 

ein,  da  wir,  ohne  einen  merklichen  Fehler  zu  begehen,  voraussetze! 
dafs  die  Länge  des  eintauchenden  Stückes  nicht  geändert  ist.   Das 
des  Stückes  ist  dann  nur  kleiner  geworden,  weil  der  Querschnitt  des 
im  Verhältnis  1  :  1  —  2fid  verkleinert  ist. 

Das  Volumen  des  in  das  Wasser  eintauchenden  Drahtes  ist  u 
zweiten  Versuche  dasselbe,  wenn  der  Draht  ohne  Dehnung  um  d 
der  Verlängerung  aus  dem  Wasser  hervorgezogen  wird.    Das  Vok 
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dum  noch  im  Wasser  befindlichen  Drahtstückes  ist 

,.r»«(l-H); 
»mit  erhalten  wir 

Ir^n  (1  -  2nd)  =  l r*n (1  —  J^  *) , 
oder 

Dieser  Versuch  gibt  also  für  die  Verminderung  des  zur  Zugrichtung* 
senkrechten  Durchmessers  eines  Drahtes  ein  Viertel  der  Verlängerung,  ent- 
sprechend der  Theorie  von  Navier  und  Poisson. 

Weder  die  theoretischen  Entwicklimgen,  aus  welchen  der  Wert  ft  =  0,25 
geschlossen  wurde,  noch  auch  der  denselben  bestätigende  Versuch  sind  ein- 
wnrfsfrei.  Was  zunächst  den  Versuch  von  Cagniard  de  Latour  angeht,  so 
kann  man  aus  demselben  mit  Sicherheit  ka'um  mehr  schliefsen,  als  dafs  bei 
der  Verlängerung  eine  Querkontraktion  eintritt;  genaue  Messungen  sind  bei 
der  angewandten  Methode  nicht  möglich.  Denn  zunächst  ist  die  Änderung 
des  Wassemiveaus  in  der  Röhre,  welche  einen  den  Durchmesser  des  Drahtes 
weit  übertreffenden  Durchmesser  hat,  bei  der  an  dem  Draht  überhaupt 
stattfindenden  äufserst  kleinen  Änderung  des  Volumens  so  imbedeutend, 
da(j3  die  geringste  XJngenauigkeit  beim  Ablesen  das  Resultat  wesentlich  be- 
einträchtigen mufs,  imd  eine  solche  XJngenauigkeit  ist  um  so  weniger  zu 
Termeiden,  da  das  Wasser  die  Innenwand  der  Röhre  niemals  ganz  gleich- 
mäCsig  benetzt.  Dazu  kommt  femer,  dafs  der  Draht  beim  Emporziehen  aus 
der  Flüssigkeit  immer  Flüssigkeit  mit  sich  heraushebt,  deren  Menge  zudem 
bei  den  verschiedenen  Versuchen  verschieden  ist,  schon  aus  dem  Grunde, 
weil  der  Umfang  des  herausgezogenen  Drahtes  verschieden  ist.  So  klein 
anch  die  Fehler  sind,  bei  der  Kleinheit  der  zu  messenden  Gröfsen  wird  die 
Sicherheit  des  Resultates  dadurch  wesentlich  beeinträchtigt. 

Spätere  theoretische  Untersuchungen  haben  darm  auch  gezeigt,  dafs 
das  aus  den  Untersuchungen  von  Navier  und  Poisson  sich  ergebende  Resultat 
durch  specielle  nicht  notwendig^  Annahmen  erhalten  ist;  die  Untersuchungen 
Ton  Cauchy*),  Lam6*)  und  Kirchhoff ^)  haben  vielmehr  gezeigt,  dafs  die 
Theorie  der  Elasticität  nur  zu  dem  vorhin  bereits  angedeuteten  Resultate 
ffihrt,  dafs  der  Wert  von  ft  zwischen  0  und  ^  liegt,  dafs  der  Versuch  in 
jedem  Falle  über  den  Wert  von  ft  innerhalb  dieser  Grenzen  entscheiden  mufs. 

Cauchy  und  in  ganz  ähnlicher  Weise  Lame  gehen  von  folgender  An- 
nahme aus.  Denken  wir  uns  ein  rechteckiges  Parallelepiped ,  welches  nach 
allen  Richtungen  gleiche  Elasticität  besitzt;  dasselbe  erhalte  auf  zwei  gegen- 
überliegenden Flächen,  und  zwar  senkrecht  zu  denselben  solche  Ziehungen, 
dafs  die  Flächeneinheit  den  Zug  p^  erhält.  Dipser  Zug  hat  dann  eine  Ver- 
längerung des  Parallelepipeds  in  der  Zugrichtung  zur  Folge,  welche  für  die 
Längeneinheit  des  Parallelepipeds  gleich  d^  sei;  in  den  zur  Zugrichtimg  senk- 
rechten Richtungen  findet  dann  ebenfalls  eine  Veränderung  der  Seiten  des 


>)  Cauchy,  Exercices  de  Matbdmatiqnes.   T.  III.  p.  182  und  p.  205  ff. 
*)  LcmUj  Le^onB  aur  la  th^orie  math^matique  de  T^lasticit^  des  corps  so- 
lides.  II.  ^d.  p.  65  ff. 

«)  KirMoff,  Grelles  Journal.   Bd.  XL  und  LVI. 
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Parallelepipeds  statt,  so  daFs  die  Breite  desselben  B(l  -f- fid|)  n]id& 
Dicke  (1  +  fid^)  wird.  Ob  diese  letztere  Yerändemng  eine  VerlangeroBg 
oder  Verkürzimg  sein  wird ,  hängt  dann  von  dem  Vorzeichen  von  (l  ab;  i^ 
fi  positiv,  so  ist  die  seitliche  Voränderung  von  derselben  Art  wie  i^  ist  es 
negativ,  so  ist  die  seitliche  Veränderung  jener  in  der  Zagrichtung  statt- 
findenden entgegengesetzt.  Das  Volumen  des  Parallelepipeds  ist  dadorek 
geworden 

7(1  +  d,  +  2^*i). 

Die  Volumeinheit  hat  sich  somit  um  d^  -f"  2fi^i  verändert.  Settti 
wir  diese  die  Volumeinheit  treffende  Änderung  gleich  r,  so  nehmen  Caadif 
und  Lam6  an,  dafs 

Pi  =  hol  -{-  Kv , 

worin  Ic  und  K  zwei  von  der  Natur  der  Substanz  des  Parallelepipeds  ab- 
hängige Konstante  sind ;  sie  machen  also  die  Annahme,  dafs  man  die  dmA 
den  Zug  i\  im  Innern  hervorgebrachte  der  Zugrichtung  parallele  Spanmmg 
der  parallel  der  Zugrichtung  eintretenden  Veränderung  und  der  infblg» 
dieses  Zuges  stattfindenden  Volumänderung  proportional  setzen  könne. 

Werden  nun  die  drei  Flächenpaare  des  Parallelepipeds  gleichieitig 
durch  Ziehungen  i?i ,  i>2 1  Pz  angegriffen ,  so  werden  die  jeder  Zugrichtnng 
parallelen  Veränderungen  J^,  tfgi  ^s  sein,  und  das  Volumen  des  Parallel- 
epipeds F  wird  übergehen  in 

80  dafs  also  die  Veränderung  der  Volumeinheit  v  wird 

Diese  drei  Dnicke  j>^,  p^^  Ps  oder  die  ihnen  gleichen  elastischflt« 
Spannungen  sind  in  dem  Falle  nach  obiger  Annahme  gegeben  doreb  die 
drei  Gleichungen: 

Pi  =  kö^  +  Kv ;    2>2  =  ^*^2  +  ^^ ;    i's  =  *  ^8  +  ^^' 

Diese  drei  Gleichimgen  behalten  ihre  Gültigkeit,  welches  auch  Sb 
Drucke  Pi^  P21  Ps  sein  mögen;  also  auch  ftlr  den  Fall,  dafs  zwei  dersdbeBi 
jijj  und  jjj  gleich  Null  werden,  dafs  also  das  betrachtete  Parallelepided  mff 
nach  einer  Eichtung  einen  Druck  oder  einen  Zug  erfährt,  sie  behalten  ibiv 
Gültigkeit  für  den  Fall,  den  wir  untersuchen.    In  dem  Fajle  sind 

kd^  +  Kv  ==  kd^  +  Kv  =  0 (») 

und  die  Volum vorändenmg  wird  dann 

Eine  der  beiden  Gleichungen  (a)  liefert  nun 
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6,(1  + 2f^) i'f^^i'. 

K+  2K^=  —Jcfi; 

K  _        1 

'*-         2K  +  k  =         o   .     *    * 

rgibt  sich  somit  zunächst,  da  das  Vorzeichen  von  fi  negativ  ist, 
eitliche  Veränderung  immer  derjenigen  in  der  Druckrichtung  ent- 
tzt  ist,  dafs  also  beim  Zuge  eine  Querkontraktion,  beim 
ne  Querdilatation  eintritt.    Femer  ergibt  sich,  dafs  der     ^'  *^- 

fi  kleiner  als  ^  ist;   welcher  Wert   dem  Koefficienten 
)mmt,  das  hängt  von  dem  Verhältnis  der  beiden  Kon- 

und  K  ab.  Der  von  Navier  und  Poisson  gegebene  Wert 
gibt  sich,  wenn  fc  =  2  7iC  ist,  eine  Beziehung,  die  sich 
jretisch  nicht  folgern  läfst.  Überhaupt  gibt  die  Theorie 
Lcität  Über  die  Beziehung  zwischen  diesen  beiden  Kon- 
3inen  weitem  Aufschlufs,  sie  läfst  es  selbst  unentschieden, 
Beziehung  ftlr  alle  Bubstanzen  dieselbe  ist,  oder  ob  sie 
tiiedene  Substanzen  verschieden  sein  könne, 
theim*)  schliefst  aus  seinen  Versuchen  das  erstere,  er 
seinen  Versuchen  mit  Kautschuk,  Glas  und  Messing 
dafs 

**  =  -*, 

s  k  =  K  ist^  und  glaubt  deshalb,  dafs  diese  Beziehung 
emein  das  Verhältnis  der  beiden  Konstanten  wiedergebe, 
iche  mit  Kautschuk  haben  wir  vorhin  bereits  erwähnt; 
ö  nur  etwa  ^  beträgt,  findet  sich  in  der  That  ^  ziemlich 
nch  |. 

len  anderen  Versuchen  wandte  er  auf  einen  Vorschlag  von 
ohne  Naht  gezogene  Röhren  von  Messing  oder  Glasröhren 
)7)  an,  welche  mit  ihren  Enden  an  andere  kurze,  aber 
töhren  B"  B"  befestigt  waren.  Die  untere  war  unten  ver-, 
,  die  obere  an  beiden  Seiten  offen,  und  an  ihrem  obem 
;  einer  Fassung  versehen,  durch  welche  eine  sehr  enge 
I  F  mit  dem  Innern  der  Röhre  kommunicierte.  Diese  so 
teten  Röhren  wurden  mit  Wasser  bis  zur  Marke  F  der 
I  geltlllt.  Man  befestigte  die  Röhre  an  ihrem  obem 
dafs  sie  vertikal  herabhing,  und  belastete  sie  an  ihrem 
nde  mit  einem  Gewichte  p.  Sie  dehnte  sich  dann  gerade 
ie  ein  solider  Metallstab  von  derselben  Substanz, 
mafs  einerseits  die  Verlängerungen  dieser  Vorrichtung, 
its  das  Herabsinken  der  Flüssigkeit  in  der  Glasröhre  F. 
5uch  ergab  somit  sowohl  die  Verlängerung  6  für  die 
aheit  als  auch  andererseits  die  VergrÖfserung  J(l  —  2|[*) 
nens  für  die  Volumeinheit,  und  man  hatte  diese  nur  zu  vergleichen. 
[  nun  in  Übereinstimmung  mit  den  Versuchen  am  Kautschuk,  dafs 

Veriheim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.    III.  Ser.   T.  XXIII.   Poffffend. 
L  LXXVUI. 
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ö{l  —  2(i)  =  iö ^  also  |it  =  i  war,  dafs  also  die  Änderung  des  Dm^ 
messers  für  die  Längeneinheit  \  6  war. 

Die  nach  dieser  Methode  von  Wertheim  erhaltenen  Zahlen,  zosaimiMi' 
gestellt  mit  den  nach  dem  Poissonschen  und  dem  Wertheimschen  Werti 
von  fi  aus  der  beobachteten  Verlängerung  berechneten  Werte  der  Vohm- 
Vermehrung  enthält  folgende  kleine  Tabelle. 


No.  der  Röhren 

F.<r(i-2^)             1 

berechnet 
mit  ^  =  ^ 

,     ,     ,  .  .       berechnet 
beobachtet      ^^jt  f»-i 

Messing      I 

II 

III 

Glas          I      . 
II      1 

III  i 

IV  1 

0,81047 

0,87866 

0,88949 

5,3650 

4,0639 

1,5282 

1,1938 

0,52017         0,54032 
0,54363        0,58578 
0,56104    1    0,59299 
3,8613       1    3,5767 
2,4217       ,    2,7093 
1,1472           1,0188 
0,7786           0,7959 

Für  Glas  ergeben  diese  Versuche  ziemlich  genau  den  Wert  fi  «=  |,  da 
die  damit  berechneten  Werte  der  Volumveränderung  bald  gröfser  baH 
kleiner  als  die  beobachteten,  und  die  Abweichungen  nicht  zu  grofs  sind; 
für  Messing  ist  dagegen  trotz  der  ziemlich  guten  Übereinstimmung  zwiscbeB 
Rechnung  und  Beobachtung  dieser  Wert  zweifelhaft,  da  mit  f*»=^  alle  b^ 
rechneten  Zahlen  zu  grofs  werden;  fllr  Messing  würde  man  aus  diesen 
Beobachtungen  fi  =  0,315  ableiten. 

Man  würde  deshalb  schon  aus  Wertheims  Resultaten. eher  den  ScUob 
ziehen,  dafs  (i  ftlr  verschiedene  Substanzen  verschieden  sein  kann,  als  dafo  ei 
stets  denselben  Wert  ^  hat,  ein  Schlufs,  den  auch  die  Versuche  vonKiicIi- 
hoff  zu  bestätigen  scheinen.  Kirchhoff*)  bestimmte  den  Wert  von  fi,  indem 
er  an  verschiedenen  Stäben  durch  bestimmte  Gewichte  gleichzeitig  Biegung 
und  Torsion  hervorbrachte;  gerade  wie  nämlich  der  Elasticitätskoefficient, 
wenn  man  ihn  durch  k  und  K  ausdrücken  will,  den  Wert  von  fi  enthftlt, 
so  ist  auch  auf  Torsion  und  Biegung  die  Querkontraktion  von  Einflufs,  so 
dafs,  wenn  man  beide  beobachtet  hat,  sich  daraus  fi  berechnen  läfst.  Ue 
Versuche  sind  gemacht  an  drei  Stäben  von  glashartem  Stahl  und  an  einem 
Stabe  von  hartgezogenem  Messing.  Für  die  ersten  drei  Stäbe  fand  er  im 
Mittel  (1  =  —  0,294,  nämlich 

für  den  ersten  Stab  ji*  =  —  0,293 , 

„      „     zweiten   „     fi  =  —  0,295 , 

„      „     dritten    „     (i  =  —  0,294. 

Für  den  Messingstab  erhielt  er  dagegen  f*  =  —  0,387,  einen  Wert 
also,  der  den  für  Stahl  gefundenen  und  auch  den  von  Wertheim  allgemein 
angenommenen  nicht  unbeträchtlich  übersteigt.  Kirchhoff  glaubt  dem  ftlr  das 
Messing  gefundenen  Weiie  fi  nicht  dieselbe  Bedeutung  beilegen  zu  künnen, 

»)  KtrcMto/f,  Poggend.  Annal.  Bd.  CVIII.  p.  869  ff. 
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da  das  gezogene  Messing  parallel  der  Zugrichtung  eine  andere  Elasticität 
loben  könne  als  senkrecht  dazu;  indes  wird  man  wohl  kaum  den  grofsen 
Unterschied  zwischen  Messing  und  Stahl  lediglich  dieser  Verschiedenheit  im 
Messing  zuschreiben  können. 

Dieselbe  Methode,  welche  Kirchhoff  anwandte,  hat  später  Okatow^).be- 
mizt,  um  die  Querkontraktion  einer  Anzahl  verschiedener  Stahlstäbe  zu 
mtersnchen;  es  ergab  sich  dabei,  dafs  der  Wert  von  fi  sowohl  fllr  ver- 
schiedene Stahlarten  von  demselben  Zustande  als  auch  für  dieselbe  Stahl- 
art in  verschiedenen  Zuständen  verschieden  ist.  Er  erhielt  z.  B.  folgende 
Werte  für  fi 

Stricknadelstäbchen.  Glatter  runder  engl.  Stahl 
i)  ursprünglicher  Zustand  (i  =  —  0,2750  t*' =  —  0,2989 

b)  in  öl  gehärtet  i^  =  —  0,2969  ii  =  —  0,3280 

e)  ausgeglüht  und  langsam 

abgekühlt  f*  =  —  0,3037  1^  =  —  0,3281. 

Die  für  den  glatten  runden  englischen  Draht  angegebenen  Werte 
Würden  fast  ganz  übereinstimmend  an  Drähten  verschiedener  Dimensionen 
gefunden,  die  Dicken  waren  etwa  4,  5  und  6™™.  Okatow  glaubt,  dafs  der 
gam  weiche  Stahl  der  vollen  Gleichheit  nach  allen  Richtungen  am  nächsten 
kommt;  deshalb  spricht  die  Verschiedenheit  von  fi  für  die  verschiedenen 
Stahlsorten  auch  in  diesem  Zustande  dafür,  dafs  der  Wert  des  Verhält- 
nisses Yon  Querkontraktion  und  Verlängerung  nicht  für  alle  Körper  der- 
selbe ist 

Für  eine  Anzahl  von  Stäben  aus  glattem  runden  Stahl,  deren  Länge 
Ksm  1  Meter,  deren  Durchmesser  bis  zu  2°™  betrug,  erhielt  Schneebeli*) 
MMJh  einer  Methode,  welche  wir  im  dritten  Abschnitt  §  144  besprechen 
werden,  als  Wert  von  f»  =  —  0,296,  als  die  Stäbe  federhart,  und  |ia  =  —  0,303, 
4  die  Stäbe  ganz  weich  waren;  Werte,  welche  mit  denen  von  Kirchhoff 
ond  von  Okatow   für  die   erste   Stahlart   erhaltenen   vortrefflich  überein- 


Gegenüber  der  hier  ausgesprochenen  Ansicht,  dafs  der  Wert  von  ^ 
ftr  die  verschiedenen  Körper  verschieden  sei,  hat  kürzlich  Comu^)  wieder 
&  Ansicht  verteidigt,  dafs  für  wirklich  nach  allen  Richtimgen  gleich- 
luifeig  elastische  Körper  der  Wert  von  (a  =  —  0,26  sein  müsse.  Er  glaubt, 
^  Glas  diesem  gleichmäfsig  elastischen  Zustand  am  nächsten  kommt,  und 
Wet  für  dieses  nach  einer  Methode,  deren  Princip  wir  im  §  53  andeuten 
Dianen,  in  der  That  Werte,  welche  nur  wenig  von  0,26  abweichen;  sie 
%en  bei  6  Glasprismen  zwischen  jü  =  —  0,224  und  —  0,257. 

Es  ist  indes  wohl  anzunehmen,  dafs,  wie  Okatow  hervorhob,  ein  durch 
J*ng8ame  Abkühlung  ganz  weich  gewordener  Stahl  ebenso  vollkommen  naöh 
*Uen  Richtungen  gleich  elastisch  ist  als  Glas,  und  daim  würden  die  Ver- 
«wbe  Comus  eher  für  die  eben  ausgesprochene  Ansicht,  dafs  (i  nicht  ftir 
*fle  Körper  denselben  Wert  hat,  ein  Beleg  sein. 


0  Okatow,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXIX. 

n  SdmeOHiU,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXL. 

*)  Comu,  Comptefl  Bendus.  Bd.  LXIX.  pag.  3S3. 
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§  60. 

Enbisohe  Zasammendrüokbarkeit  der  festen  E5rper.  Die  in  1« 

beiden  letzten  Paragraphen  besprochenen  Konstanten,  der  ElasticitfttdH)^ 
cient  und  die  Querkontraktion  bedingen  alle  Erscheinungen,  welche  dmA 
die  Elasticität  der  festen  Körper  hervorgerufen  werden;  sind  diese  beid« 
Gröfsen  bekannt,  so  kann  man  alle  Veränderungen,  welche  durch  Snlsen 
Kräfte  an  dem  Körper  hervorgebracht  werden,  berechnen,  umgekehrt  hn 
man  aber  auch  aus  derartigen  Beobachtungen  die  eine  oder  die  andsn 
Konstante  ableiten.  Da  wir  nun  aus  den  longitudinalen  Änderungen,  sei « 
durch  direkte  Beobachtung,  sei  es  durch  die  im  dritten  Abschnitt  ansflüff 
lieber  zu  besprechenden  longitudinalen  Schwingungen,  den  Elastidtili 
koefficienten  mit  gi'ofser  Sicherheit  ableiten  können,  so  können  wir  di 
meisten  elastischen  Veränderungen  gleichzeitig  benutzen,  um  den  W« 
von  fA  zu  bestimmen. 

Wir  betrachten  zunächst  die  kubische  Zusammendrückbarkeit  der  Körpei 
das  heifst  die  Volumverminderung  eines  festen  Körpers,  wenn  er  von  alle 
Seiten  ganz  gleichmäfsig  durch  Kräfte,  welche  an  jedem  Punkte  der  Obei 
fläche  normal  zu  derselben  wirken,  zusammengedrückt  wird.  Bei  derarti 
wirkenden  Kräften  verändern  sich  die  Dimensionen  des  Körpers  alle  in  den 
selben  Verhältnisse,  seine  Gestalt  bleibt  sich  immer  ähnlich,  und  es  tritt  w 
eine  Verminderung  seines  Volumens  ein.  In  welcher  Weise  diese  Vohn 
Vorminderung  von  den  beiden  Konstanten,  dem  Elasticitfttskoeffieienten  tu 
dem  Querkontraktionskoefficienten  abhängt,  ergibt  sich  auf  folgende  WeL 

Für  ein  rechteckiges  Parallelepiped  hatten  wir  nach  Cauchy  ganz  a 
gemein 

p  =  kö  +  Kv (1), 

wenn  p  den  auf  die  Flächeneinheit  ausgeübten  normalen  Druck,  ö  die  die» 
Druck  entsprechende  lineare  der  Druckrichtung  parallele  Änderung,  t?  < 
dabei  stattfindende  Änderung  des  Volumens,  und  k  und  K  zwei  Konstai 
bezeichnen. 

Für  den  Fall  nun,  dals  die  Kraft  p  nur  an  den  Endflächen  des  Stal 
wirkt,  wird,  wie  wir  sahen, 

und  fi  gleich 

__  J£ 
^~   2Ä'  +  Ä;  ' 

wenn  wir  jetzt  mit  /ü  den  Zahlenwort  der  Querkontraktion  bezeiclmen. 
Hieraus   folgt   dann  für  v^   die   Volumänderung,   die   bei   dem   Zi 

eintritt, 

Setzen  wir  diesen  Wert  für  v  in  die  Gleichung  (l)  ein,  so  wird 
^  =  l^±l.tf (2). 
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Wir  haben  Yorbin  als  Elasticitätskoefficienten  jene  Kraft  definiert,  welche 
B  den  Enden  eines  Parallelepipeds  wirkend  die  Länge  desselben  in  der  Zug- 
iditong  verdoppeln  würde,  welche  somit  ^==1  macht.  Die  Gleichung  (2)  liefert 
IBS  deshalb  den  Elasticitätskoefficienten  in  den  beiden  Konstanten  K  und  k 

SK+k  .. 

E  =  — g •  •  •  (3> 

Der  reciproke  Wert  des  Elasticitätskoefßcienten  gibt  uns  die  lineare 
ibsdehnmig  des  Parallelepipeds  oder  seine  Verkürzung,  wenn  die  an  den 
bdflftchen  wirkende  Kraft  der  Einheit  gleich  ist,  oder  den  linearen  Aus- 
Uinangskoefficienten,  mit  dem  wir  in  jedem  Falle  die  wirksame  Kraft 
■nltiplicieren  müssen,  um  die  Verlängerung  oder  Verkürzung  des  aus- 
pdehnten  Parallelepipeds  oder  Cjlinders  zu  erhalten.  Bezeichnen  wir  diesen 
iaotienten  mit  C,  so  ist  derselbe 

K 


C  — 


^T+' 


3  JKT-f  k 

Wird  nun  das  Parallelepiped  von  allen  Seiten  ganz  gleichmäfsig  zu- 
unmengedrückt  oder  ausgedehnt,  so  ist  d  nach  allen  drei  Richtungen 
»selbe,  und  damit  wird  die  Volumsveränderung  t;  :=  3  J  oder  die  dann 
ich  einer  Richtung  stattfindende  Linearändenmg  gleich  \v.  Damit  erhalten 
ir  aus  der  Oleichung  (l),  indem  wir  6  durch  v  ausdrücken, 


•i>- 


^K+k 

Der  Koefficient  der  kubischen  Kompressibilität,  der  Koefficient,  mit 
n  wir  den  auf  der  Flächeneinheit  normal  zu  derselben  wirkenden  Druck 
dtiplicieren  müssen,  um  für  das  Parallelepiped  die  Änderung  der  Volum- 
heit  zu  erhalten,  ist  somit 

^i""~3X+~r *^^)' 

)  inan  sieht,  hängt  derselbe  wesentlich  ab  von  dem  Verhältnis  der  beiden 
nstanten  K  und  k. 

Kennt  man  fttr  eine  Substanz  den  Wert  von  E  oder  (7,  und  beobachtet 
m  den  kubischen  Kompressionskoefficienten  C^,  so  kann  man  aus  beiden 
1  Wert  des  Verhältnisses  K  und  k  ableiten.  Dividieren  wir  nämlich  beide 

rch  einander,  so  wird 

Cl  _         3_ 

K        3C-C, 


k  2  0, 

Wir  können  aber  auch  direkt  C^  sowie  K  und  k  durch  C  oder  E  und  (i 
id  rücken. 

Die  Gleichung  (3)  liefert 

i;(2f +  l)  =  31^+A?..-.(3a), 
Wei.unB,  Fhjiik  I.  4.  Aufl.  14 
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oder  da 


2^ 


in  Verbindung  mit  Gleichung  (4) 


2K  +  k 


(3  b), 


U 


1  —  2^ 


8 


^1  =  3  '-^  =  3C7(l-2^). 
Die  Gleichungen  (3  a)  und  (3  b)  liefern  femer 

^-^  (l-2,i)(l+f*)   '    ^~l  +  f*" 
Ebenso  wie  man  hiernach  aus  den  bekannten  Werten  von  E 
den  Wert  von  C^  erhalten  kann,  läfst  sich  auch  der  Wert  von  /ü  a 
Beobachtungen  von  C^  und  E  ableiten. 

Über  die  Kompression  fester  Körper  hat  Begnault  bei  Gele 
seiner  Untersuchung  über  die  Kompression  der  Flüssigkeiten  einij 
suche  angestellt^).  Er  benutzte  zu  diesen  Versuchen  GeföTse,  dere 
und  Substanz  genau  bestimmt  waren,  entweder  Kugeln  von  Kupl 
Messing,  deren  innerer  und  äufserer  Durchmesser  mit  gröfster  Genj 

gemessen  war,  und  mit  deren  Inne 
lange  Glasröhre  in  Verbindung  stan 
er  nahm  ein  Glasgeftlfs  Ä  (Fig.  68), 
innere  Kapacität  und  dessen  äufseres  A 
mit  gröfster  Sorgfalt  bestimmt  wa 
GeMse  füllte  er  bis  zu  einer  Marke 
Wasser,  welche  sich  auf  der  Glasrö 
dem  Halse  des  Gefäfses  befindet. 
senkte  er  das  Geföfs  in  einen  ringsi 
geschlossenen  mit  Wasser  geftlllten  ] 
BB'  und  übte  auf  das  Wasser  des  B 
einen  Druck  P  aus ,  indem  er  aus  eil 
hälter  durch  die  Bröhrenleitung  FG 
schlössen  em  Hahn  E  auf  die  Oberflfi 
Wassers  in  B  komprimierte  Luft  wirk 
Auf  diese  Weise  drückte  er  das  GeflSSi 
allen  Seiten  ganz  gleichmäfsig  zusami 
Volumen  desselben  verminderte  sich 
dem  Druck  proportionale  Gröfse,  u 
sah  das  Wasser  in  der  Bohre  über  C 
steigen;  die  Steighöhe  mifst  man  f 
auf  dem  Rohre  angebrachten  Teilun 
kann  nun  die  durch  den  äufsem  Druck 
gebrachte  Volumverminderung  aus  d« 
höhe  des  Wassers  ableiten,  wenn  man  die  Kapacität  der  Bohre 
hältnis  zum  Volumen  des  ganzen  GefUfses  kennt.  Dieses  Verhältni 
durch  Wägung  genau  bestimmt. 


'^S! 

K^ 

~=s 

*)  BegnauU,  Relation  des  exp^riences  etc.     M^moires  de  rAcad< 
Bciences  de  Tlnstitat  de  France.    T.  XXI. 
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Aus  den  Beobachtungen  der  Volumverminderung  von  Hohlräumen  läfst 
sich  nicht  unmittelbar  auf   den  kubischen   Kompressionskoefficienten   des 
M&terials  schliefsen,  aus  welchem  die  Wandung  des  Hohlraumes  gefertigt  ist, 
dl  die  Volumverminderung  des  Hohlraumes  eine  andere  sein  muTs  als  jene 
eines  massiven  Körpers,  welche  den  Hohlraum  ausfüllen  würde.    Dafs  das 
der  Fall  sein  mufs,  ergibt  sich  aus  der  einfachen  Überlegung,  dafs,  wenn 
der  Hohlraum  mit  demselben  Material  angefüllt  ist,  durch  die  Kompression 
im  Innern  desselben  eine  Spannung  entstehen  mufs,   welche  den  kompri- 
mierenden Kräften  entgegenwirkt,  welche  Spannung  fortfällt,  wenn  der  innere 
I   Baum  leer  ist  oder  eine  Flüssigkeit  enthält,  welche,  wie  bei  den  Versuchen 
Ton  Begnault,  aus  dem  Hohlraum  infolge  der  Verminderung  des  Volumens 
tastritt.    Die  Theorie  der  Elasticität  gestattet  aber  auch  in  diesem  Falle, 
die  durch  die  Kompression  eintretende  Volumverminderung  zu  berechnen. 
Durch  den  auf  die  äufsere  Kugelfläche  wirkenden  Druck  werden  die 
Badien  der  Kugel  verkleinert;  bezeichnen  wir  den  Radius  der  innem  Kugel- 
flache  vor  der  Kompression  mit  Ä^,  so  wird  derselbe  nach  der  Kompression 
B^  {l  —  9Po)»  wenn  wir  mit  q>Q  einen  sehr  kleinen  gleich  zu  bestimmenden 
Brach  bezeichnen.     Der  Hohlraum  der  Kugel,  welcher  vor  der  Kompression 
JI^'ä  war,  wird  deshalb  nach  der  Kompression  4 -^o^  (^  —  ^o)  ^^  oder, 
da  9^  nur  sehr  klein  ist,  ^  Rq^  (1  —  S^q)  n.    Die  stattgefundene  Voluni- 
Termindenmg  ist  deshalb 

JV^iRo^7C  —  iR,^7t  (1  —  3(3P,)  =  J  V«  .  3g>o 

oder  in  Bruchteilen  des  ursprünglichen  Volumens  V 

— -  =  ö  (Pq. 

Die  Theorie  der  Elasticität  ergibt  nun^),  dafs  bei  einer  Hohlkugel, 
welche  auf  ihrer  äufsem  Fläche  gleichmäfsig  zusammengeprefst  wird,  die 
Verkürzung  q>  der  Badien  einer  in  der  Kugelschale  liegenden  Kugelfläche 
Tom  Badius  r  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

9>  =  c  +  -  3  , 

worin  c  und  h  zwei  Konstante  sind,  welche  abhängig  sind  von  dem  Drucke, 
dfln  die  Kugel  erfährt,  und  den  Badien  der  äufsem  und  innem  Fläche  der 
K>hlkugel.  Sind  diese  beiden  Badien  E^  und  7?q,  und  ist  der  Druck,  der 
Ulf  die  Flächeneinheit  der  äufsem  Fläche  wirksam  ist,  gleich  Pj,  der  auf 
dM  Flacheneinheit  der  innem  Fläche  wirkende  gleich  P^,  so  erhält  man  für 
&9e  beiden  Konstanten  den  Wert 


fiig/^PoJgo»  _  _l_      -Ko'^iMP,  -  PJ 


oder,  wenn,  wie  bei  den  Versuchen  von  Begnault  Pq,  der  Druck  auf  die 
Fläche  der  Hohlkugel  gleich  0  ist. 


SK  +  k      Äi'-Äo'      ^'  2Ä       i2,'-i2o' 


^  Man  lehe  Lamij  th^orie  math^matique  de  Telasticit^  des  corps  solides 
211  ff.    Cleb$ch,  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper  §  18.  p.  50  ff. 
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Daraus  folgt  dann  ftlr  q> 

«—  P    )— i— .— ^i!_ 4--L     _jViÄ!_\ 

Es  folgt  somit,  dafs  in  diesem  Falle  die  Badien  der  verschiedenei 
der  Hohlkugel  liegenden  Kugelfiächen  nicht  in  demselben  Verhältnisse 
kürzt  werden,  dafs  die  Verkürzung  vielmehr  eine  relativ  kleinere  ist 
näher  die  Kugelfiäche  der  äufsem  Grenzfläche  der  Hohlkugel  liegt 
relativ  gröfste  Verkürzung  erhält  der  Badius  der  die  Hohlkugel  nach  i 
begrenzenden  Kugelfläche,  für  welche  r  den  kleinsten  Wert,  nämlicli 
hat.  Setzen  wir  diesen  Wert  von  r  in  die  Gleichung  für  q>  ein,  so  erk 
wir  97q,  dessen  dreifacher  Wert  die  Volumverminderung  des  Hohlra 
ist,  oder 

Drücken  wir  hierin  K  und  k  durch  E  und  ft  aus,  so  wird 

Die  Kompression  einer  massiven  Kugel  erhalten  wir  aus  den  o 
Ausdrücken,  indem  wir  den  Radius  der  innem  Hohlkugel,  also  R^  gle 
setzen.    Damit  wird  h  gleich  0,  und  wir  bekommen 

und  die  Volumverminderung  einer  in  der  massiven  Kugel  gedachten 
von  gleichem  Volum  wie  die  Hohlkugel 

Es  ergibt  sich  also  auch  auf  diesem  Wege,  dafs  die  Kompression 
massiven  Kugel  gerade  wie  die  eines  massiven  Parallelepipeds  gleit 
dem  Produkte  aus  dem  Kompressionskoefflcienten  und  dem  auf  die  FlS 
einheit  der  Kugel  wirkenden  normalen  Drucke,  dafs  dagegen  die  V 
vermindenmg  der  Hohlkugel  eine  stärkere  ist;  das  Verhältnis  beider  : 

Der  Ausdruck  für  ^  F  läfst  aber  erkennen,  dafs  wir  aus  der  beo 
teten  Volumverminderung  des  Hohlraumes,  wenn  E  bekannt  ist,  fi  u: 
berechnen  können.  Bezeichnen  wir  den  diire'kt  aus  der  Beobachtung 
Volumverminderung  der  Kugel  sich  ergebenden  Kompressionskoeffici 
mit  C^ , 

i      E  ^« ' 

so  wird 

/4  =  1    —  J  Ci  •  Ä 

Folgende  Tabelle  enthält  die  von  Begnanlt  an  einer  Hohlkuge 
Kupfer  ausgeführten  Versuche.    Bei  dieser  Kugel  waren 
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V 

A 

C, 

0,000112556 
0,000177533 
0,000233944 
0,000265950 
0,000329544 

2,8017 
4,3687 
5,6753 
6,4502 
7,8202 

0,000003123 
0,000003156 
0,000003140 
0,000003224 
0,000003273 

Die  Dmcke  P|  sind  in  Atmosphären  angegeben;  die  Einheit  des  Drackes 
abei,  wie  wir  später  nachweisen  werden,  0,010  333  B[ilogramin  auf  das 
bratmillimeter;  um  den  Wert  C^  für  ein  Kilogramm  zu  erhalten,  müssen 
iaher  die  oben  angeführten  Werte  mit  0,010  333  dividieren. 
Die  beiden  letzten  Beobachtungsreihen  weichen  von  den  drei  ersten 
edeutend  ab,  dafs  wir  annehmen  müssen,  es  habe  dort  bereits  eine 
ende  Deformation  der  Kugel  stattgefunden.  Nehmen  wir  das  Mittel 
ien  drei  ersten  Zahlen,  so  wird 

Cg  =  0,000003  139  oder  für  1  Kilogramm  =  0,000303  9. 
Für  weiches  Kupfer  erhielt  Wertheim  (§  48) 

\e=  10519 
1er  direkten  Beobachtung  der  Verlängerung.    Damit  wird 
|i*  ^  1  —  0,7103  =  0,2897 
Ci  =  1,2618  .(7  =  0,000119  9. 

Der  kubische  Kompressionskoefficient  ist  hiemach  etwa  \  des  linearen, 
ier  Wert  von  jit  würde  etwa  dem  des  harten  Stahles  gleich  sein. 
Die  Versuche  mit  der  Messingkugel  finden  sich  in  der  folgenden  Tabelle 
(imengestellt;  für  diese  Kugel  war 

B^  =  29"*"»,45  ;    B^  =  28"^™,73  ;     7  ==  102*^^71. 


dV 

V 

A 

C, 

0,000074569 

1,5834 

0,000003370 

0,000112  723 

2,4282 

0,000003325 

0,000150909 

3,2233 

0,000003350 

0,000190904 

4,0254 

0,000003392 

0,000222  921 

4,7319 

0,000003371 

0,000262613 

5,5724 

0,000003372 

0,000299  431 

6,3860 

0,000003355 

0,000335997 

7,1860 

0,000003345 

0,000396031 

'    8,4119 

0,000003  369 

0,000433301 

9,1515 

0,000003387 

Die    Konstanz  der  Werte   von   Cg  beweist,  dafs  hier  auch  bei   den 
(ten  Drackjsn  die  Elasticitätsgrenze  noch  nicht  überschritten  ist«^  als 
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Mittel  ergibt  sich  aus  den  zehn  Beobachtungen 

C'jj  =  0,000003  303  oder  für  ein  Kilogramm  0,000  325  6. 

Der  Wert  von  E  fllr  Messing  ist  nach  Wertheims  Bestimmungen*) 

E  =  9271  und  daraus  C  =  0,000  107  8. 

Somit  wird 

|[*  =  1  —  0,6708  ==  0,3292 

(7,  =  1,025  .  C  =  0,0001106. 

Der  Wert  von  (i  entspricht  somit  hier  ziemlich  genau  dem  von  Wertheim 
angenommenen,  der  kubische  Kompressionskoefficient  ist  demzufolge  fast 
genau  gleich  dem  linearen. 

Aufser  diesen  Versuchen  hat  Regnault  auch  die  Kompression  einer 
Glasr()hro  bestimmt,  welche  die  Form  eines  Cy linders  mit  halbkugelförmigen 
Endtiilchen  bosafs.  Um  die  Kompression  eines  solchen  Gefäfses  zu  berechnen, 
hat  man  dasselbe  in  zwei  Teile  zerlegt  zu  denken,  in  den  Cylinder  mit  ge- 
raden Endflächen  und  in  die  aus  den  beiden  Halbkugeln  zusammengesetzte 
Kugel.  Wird  jeder  dieser  Teile  unter  denselben  Umständen  für  sich  zu- 
sammengedrückt, so  ist  die  Summe  der  Kompressionen  gleich  der  Kompression 
des  zu  diesen  Versuchen  benutzten  Gefäfses.  Es  folgt  das  aus  der  Über- 
legung, dai's  der  Druck  auf  die  zur  LängsaXe  senkrechten  Endflächen  des- 
selben durch  Vermittlung  der  Halbkugeln  gerade  so  wirkt,  wie  wenn  er 
direkt  auf  die  Endflächen  wirken  würde,  da  diese  Endflächen  gröfste  Kreise 
der  aus  den  Hjilbkugeln  gebildeten  Kugel  sind. 

Bezeichnen  wir  die  Radien  der  Halbkugeln  wie  vorhin  mit  7?^  und  2?|, 
den  auf  der  Flächeneinheit  der  äufsem  Fläche  wirkenden  Druck  mit  P, ,  so 
erhalten  wir  zunächst  l\ir  die  Volumverminderung  der  Kugel  wie  vorhin 

oder,  wenn  wir  K  und  k  durch  fi  und  E  ausdrücken, 

^p_j.L--...^.S^_.p,v. 

wenn   V  das  Volumen  der  Kugel  bezeichnet. 

Die  Volumvormindorung  des  Cylinders  erhalten  wir  auf  folgende  Weise. 
Ist  If  die  Höho  des  Cylinders,  Hq  der  Radius  desselben,  so  ist  das  Volumen 
d«^ss(»lbon  vor  der  Kompression 

i\{A\i  nun  durch  die  Kompression  die  Höhe  desselben  über  in  //(l  — d), 
der  Radius  in  7^^^(l  —  (p^^,  so  wird 

r,  -    ./  \\  =  h\:nn (1  -  ö)  (1  —  c^o)'  =  V«J^(i  -ö  —  2g>^) 

und  daraus 

'  I 

•)   HVrl/mtH.  Aunalea  de  ohim.  et  de  phys.   \11.  S^rie,  T.  XIl.  p.  698. 
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Für  die  Verkürzung  d  der  Längsaze  liefert  die  Theorie  der  Elasticität 
ien  Wert^) 

^~   SK+'k    '        Äi*--Bo*       ' 

wo  R^ ,  Rq  die  Badien  der  innem  una  äufsem  Cylinderfläche ,  welche  bei 
Jen  Versuchen  von  Regnault  denen  der  Halbkugel  gleich  sind,  und  Pj,  Pq 
lie  auf  die  Flächeneinheiten  der  äufsem  und  innem  Fläche  wirkenden 
)nicke  sind.    Da  auch  bei  diesen  Versuchen  Pq  =  0  ist,  so  wird 

~  3K+k   '  Iii*—B~*  ' 

Für  die  Verkürzung  (p  eines  Radius  der  Cylinderschale  erhält  man  ganz 
lalog  wie  bei  der  Kugel 

$o  für  die  Verkürzung  des  Radius  der  innem  Cylinderfläche,  fiir  welche 
=  i?o  ist. 

Die  beiden  Konstanten  c  und  b  erhalten  hier  folgende  Werte 

1 R,^P,-R,^Po  1^      R,'R,^(P,~-P,) 

^'^BK  +  k'        Ri^  —  Ro""       '      ^~  k   '  ~      R,*-R^*        ' 
sr,  wenn  wie  bei  den  Versuchen  von  Regnault  P^  =  0, 

c  =  —  -i .  ^^ P  .     h  =-  .  -  -0  ^'      .  P 

^         3K+k      Äi'— -Bo'     ^1'     ^       k       R,^-Ro^       ^' 

Daraus  folgt 


^1 


d  schliefslich 

V, 
Ersetzen  wir  auch  hier  K  und  k  durch  (a  und  .E,  so  wird 

JV^   _  b-4.li  R^^ 

Vi  E       '   R,*—R^^ 

Für    die   Volumverminderung    des   ganzen   Hohlraumes    erhalten  wir 
mach 

y-t-^yi  —  t      E  Ri^-Ro""     ^^^  ^       E  Rx^-R^^      ^^ 

er 

+  f;)T^~P     ^        R,^-Ro^     ^^      E        R,'-R,^       '\V+V,' 

Wäre  das  der  Kompression  ausgesetzte  Gefäfs  massiv,  also  jR^  =  0, 
würde,  da  die  Konstante  b  für  Kugel  und  Cylinder  dann  gleich  Null  wird, 


>}  ICfui  «ehe  Lami  a.  a.  0.  p.  188  ff. 
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die  Kompression  des  dem  Hohlraum  gleichen  Yolomens  audi  jetzt  wM 
JV+JV,  l-2ft      p^rP 

Man  sieht  somit,  dafs  auch  jetgt  gemäfs  unserer  vorigen  Bemerl 
die  Kompression  eine  stärkere  ist. 

Um  aus  dieser  Beobachtung  fi  zu  berechnen,  haben  wir  nur  ( 
Gleichung  nach  (i  aufzulösen.    Setzen  wir,  um  abzukürzen, 

so  erhält  man  leicht 

|2VF+4MFi  "^^ 

Bei  den  Versuchen  von  Begnault  waren 

R^  =  12°*",128  ;     Bq  =  10°^,728  ;     H  =  208™,7  ; 
Fl  =  75*^,499  ;      V  =  ö%167  ;     V  +  V^  =  80~  666. 

Als  Mittel  aus  10  Versuchsreihen,  in  denen  P^  von  2,5  bis 
Atmosphären  zunahm,  ergab  sich  ftir  P^  =  1  Atmosphäre 

«  =  0,000028  289, 
somit  für  Pj  =  1  Kilogi'amm 

a  =  0,002  739. 
Ferner  gibt  Wertheim  als  Eesultat  der  Ausdehnungsversnche  für 

E  =  6040  ;     C  =  -^-=  0,000 165  5. 
Damit  wird 

(A  =  0,319  ;     C^  =  ^^~  =  0,000 179. 

Die  Versuche  von  ßegnault  bestätigen  die  am  Schlüsse  des  v 
Paragraphen  ausgesprochene  Ansicht,  dafs  der  Wert  von  (i  für  di 
schiedenen  Stoffe  verschieden  ist. 

§  51. 

Torsionselastioität.  Bisher  haben  wir  vorausgesetzt,  daTs  di 
einen  festen  Körper  wirkenden  Kräfte  stets  normal  gegen  die  Obei 
gerichtet  waren,  so  dafs  nur  Verlängerungen  oder  Verktirzunge: 
Dimensionen  des  Körpers  eintraten.  Wir  können  aber  die  Kräfte  ai 
anderen  Richtungen  wirken  lassen,  so  dafs  neben  den  Veränderunge 
Dimensionen  des  Körpers  auch  Verschiebungen  der  Moleküle  gegen  ein 
vorkommen.  Bei  der  Untersuchung  der  dann  eintretenden  Änderungc 
schränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  einfachsten  Fälle,  wir  bej 
mit  der  experimentellen  Untersuchung  der  elastischen  Kräfte,  welch* 
treten,  wenn  wir  die  einzelnen  Schichten  eines  Stabes  dadurch  gegen  ein 
.  verschieben,  dafs  wir  alle,  die  einen  mehr,  die  andern  weniger  am  ei 
Innern  des  Stabes  liegende  Axe  drehen. 


0  Weriheim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.   III.  8Me.  T.  XEL  p.  U 


II. 


Metbodt;  toii  WertJieini. 
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Wir  ermolten  «las  n\ü'  die  einiachste  VVniso,  wi>nn  wir  einen  Stab  oder 

Ihniht  «n  «oinem  innen  Ende  b<»te8tigen,  an  seinem  andern  Ende  einen 

-rieb hing  doa  Stabes  senkrechten  Hebelarm  anbringen  und  an  dem 

Kraft  wirken  lassen,  welebe  den  8tab  nm  seine  Längsaxe  drebt. 

dann  in  dem  St:tbt%  diircb  die  Verscliiebimg  der  dem 

1    li«egenden   Schieb t-tn    gegfn    diu   entfern tereo  eine    der 

Labung   entgegenwirkend©   KraiY-,   welche    wuchst   mit   d^nj   Winkel,   utti 

[eben  man  das  untere  Ende  des  Stabes  gedreht  hat. 


k- 


Nennen  wir  das  Drehungsnioment  des  Gewichtes  P,  welches  wir  an 
ifacht  haben,  p,  so  dreht  sich  der  Stab  so  lange ^  bis  zn  einem  solchen 
nkel  m^  dafs  das  Drehungsmoment,  welches  die  Gegenwirkung  des  Stabes 
ittbt,  nm  ihn  »urückzudrehen,  glejch  ist  dem  Drehungsmoment  p.  Es 
itiu  demnach  bei  der  Torsion  tnnes  Htabes  oder  Drahtes  immer  zwei 
.liLiiu/s!iHjm»*nte  auf,  welche,  unter  sich  gleich,  sich  das  Gleichgewicht  halten, 
f  virkende  Drehungsmoment  des  Drahtes  bezeichnet  man  mit  dem 

kir.'^n   u  r  Torsionskraft;  es  ist  unsere  Aufgabe,  7ai  untersuchen,  welche 
aehnug  icwischen  dieser  und  dem  Drehungswinkel  besteht. 

Dir    ausgedehntesten  Versuche   zur   Beantwortung    dieser  Frage   hat 
rtheifii  *)   amztstellt;    er   bediente   sich    dazu    des    Apparates   Fig.  59. 

^)    WarUmm,  Aouttiet  de  chim.  et  de  \>hy9,  1X1.  S^r.  t.  50,  p.  '201^. 
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Derselbe  besteht  aus  einer  schweren  eisernen  Bank,  auf  welcher  sieh  imi 
Aufsätze  befinden,  ähnlich  denen  einer  Drehbank.  Der  erstere,  £  ist  b^ 
weglich,  er  dient  dazu,  das  eine  Ende  des  Stabes  Z7,  den  man  nnterradMi 
will,  festzuhalten.  Zu  dem  Ende  trägt  er  ein  durchbohrtes  Stück,  daid 
welches  der  Stab  hindurchgesteckt  wird,  und  in  welchem  er  mittels  einer 
Druckschraube  N  festgeklemmt  wird. 

Es  ist  notwendig,  dafs  dieses  Ende  U  des  Stabes  während  der  Ve^ 
suche  ganz  fest  ist;  um  sich  davon  zu  überzeugen,  ist  an  ihm  ein  Zeig«  C 
augebracht,  dessen  Ende  immerfort  auf  eine  am  Apparat  angebrachte  Mub 
hinzeigen  mufs. 

Das  vordere  Ende  T  des  Stabes  ist  in  gleicher  Weise  in  die  hohle 
M  eingesteckt  und  dort  festgeklemmt.  Diese  Axe  kann  sich  in  zwei  hxmr 
zontalen  Lagern  drehen;  sie  trägt  eine  Eolle  JEJ,  um  welche  zwei  Schnfin 
gelegt  sind.  Die  erste  ist  an  dem  Haken  bei  E  befestigt  und  trägt  du 
Gewicht  P,  die  zweite  ist  an  der  andern  Seite  der  Bolle  befestigt,  steigt 
von  dort  zur  Rolle  E  auf,  ist  um  diese  herumgelegt  und  trägt  an  ihr« 
andern  Ende  ein  Gewicht  S^  welches  gleich  P  ist.  Es  ist  klar,  dafs  die« 
beiden  Gewichte  die  Eolle  E  in  gleichem  Sinne  zu  drehen  und  somit  d( 
Stabe  eine  Torsion  zu  erteilen  streben. 

Um  die  erteilte  Drehung  zu  messen,  ist  die  eine  Seite  der  Rolle  j 
mit  einem  geteilten  Kreise  zu  versehen,  auf  den  ein  unbeweglicher  Zeig«, 
JJ  eingestellt  ist.  Man  bemerkt  die  Stellung  des  Kreises  vor  der  Drehmii 
und  neuerdings,  wenn  die  Gewichte  wirken;  die  gemessene  Drehung  du 
Kreises  ist  gleich  dem  Torsionswinkel  co.  Wir  haben  nun  zu  untersuchei, 
welche  Beziehung  zwischen  dem  Winkel  a>  und  der  Wirkung  der  beidei 
Gewichte  P  besteht. 

Das  Drehungsmoment  der  beiden  Gewichte,  2P^,  wenn  wir  den  Radia 
der  Rolle  gleich  q  setzen,  sei  gleich  F. 

I.  Untersucht  man  zunächst  die  Abhängigkeit  des  Torsionswinkels  tcb 
der  Gröfse  des  Drehungsmomentes  2^,  so  zeigt  sich,  dafs,  wenn  wir  Fvi 
Verhältnis  von  1,  2,  3,  4  •  •  •  ändern,  die  Torsionswinkel  in  demselb« 
Verhältnis  w,  2«»,  3g),  4«»-  •  werden.  Da,  wie  wir  sahen,  die  g^geor 
wirkende  Torsionskraft  gleich  dem  drehenden  Momente  1^  ist,  so  folgt  der 
wichtige  Satz,  dafs  die  Torsionskraft  dem  Torsionswinkel  proportional  ist 

II.  Wenden  wir  Stäbe  derselben  Substanz,  aber  verschiedener 
an,  so  dafs  die  Längen  im  Verhältnis  1,  2,  3,  4  •  •  stehen,  so  findet 
bei  Anwendung  derselben  Kraft,  dafs  die  Torsionswinkel  w,  2 cd,  3«,4i^ 
sind.  Die  Torsionswinkel  sind  demnach  bei  gleicher  tordierender  Kraft  id 
Länge  der  tordierten  Stäbe  direkt  proportional. 

III.  Wendet  man  cylindrische  Stäbe  an,  deren  Radien  sich  verhilttf 
wie  1,  2,  3,  4,  so  werden  bei  Anwendung  derselben  Kraft  die  Torsionswiakd 

bei  zunehmendem  Radius  kleiner,  und  zwar  findet  man  sie  w  ^ ,  57 '  S 

Es  sind  also,  da  1,  16,  81,  256  gleich  sind  1*,  2*,  ä*,  4*,  bei  Anwentagi 
derselben  drehenden  Kraft  die  Torsionswinkel  umgekehrt  proportional  M 
vierten  Potenzen  der  Radien  der  Stäbe. 

rv.  Wenn  man  bei  gleichen  Dimensionen  und  gleichen  KriUten  vt^i 
schiedene  Substanzen  anwendet,  so  findet  man  die  Torsionawinkel  Tersdd»- 
den.    Um  deshalb  aus  den  beobachteten  Dimensicmen  des  Stajbas  und  da 
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»faenden  Kräften  die  Torsionswinkel  zu  erhalten,  bedarf  es  eines  gewissen 
'   die  verschiedenen  Substanzen  verschiedenen  Koefficienten    „t  • 
Wir  erhalten  demnach  für  den  Torsionswinkel  den  Ausdruck 

1        Fl 

flu  =  -T^  •  : —  • 

T        r* 

Die  Torsionskraft  des  Stabes  ist  gleich  der  Kraft,  welche  dem  Stabe 
Torsion  erteilt,  denn  der  Stab  dreht  sich  so  lange,  bis  die  gegenwirkende 
Äft  desselben  gleich  ist  der  drehenden  Kraft,  Wir  erhalten  daher  die 
rsionskraft,  welche  der  Stab  bei  einer  Drehung  um  den  Winkel  co  ent- 
tkelt,  wenn  wir  die  soeben  erhaltene  Gleichung  nach  F  auflösen.  Wir 
alten 

r  die  Torsionskraft  ist  propoi-tional  dem  Torsionswinkel,  der  vierten  Po- 
E  des  Radius  des  tordierten  Stabes  und  umgekehrt  proportional  der  Länge 
selben,  aufserdem  ftlr  jede  Substanz  noch  proportional  einem  besondern 
jfficienten,  dem  sogenannten  Torsionskoefficienten.  Die  physikalische  Be- 
tnng  dieses  Koefficienten  ist  leicht  zu  erhalten.  Setzen  wir  r  ==  1  und 
=  1 ,  so  wird  für  einen  Draht  von  der  Einheit  des  Radius,'*!"™,  und 
Einheit  der  Länge,  für  welche  wir,  um  im  Zähler  und  Nenner  des  Aus- 
ckes  für  J*^  die  gleichen  Längeneinheiten  zu  haben,  auch  1™°*  einsetzen, 

F=(oT. 
Nun  wird  der  Torsionskraft  das  Gleichgewicht  gehalten  durch  ein  am 
i>elarm  q  angreifendes  Gewicht  P,  so  dafs  wir  setzen  können 

F=  P'  Q  =  ci)'  T, 
raus 

P.-^  =  T. 

0) 

Und  machen  wir  schliefslich  ^  =  w ,  so  wird 

P=  T. 

Der  Torsionskoefficient  T  gibt  uns  also  das  Gewicht  an,  welches  am 
bde  eines  mit  dem  Stabe  von  der  Länge  1°*™  und  dem  Radius  1™""  ver- 
ndenen  Hebelarmes  von  der  Länge  q  wirken  mufs,  um  der  Torsionskraft 
I  Gleichgewicht  zu  halten,  wenn  wir  den  Stab  um  einen  Winkel  w  ge- 
Bht  haben,  so  dafs  der  von  dem  Ende  des  Hebelarms  durchlaufene  Bogen 
i  Länge  des  Radius  erreicht  hat;  oder  er  ist,  wenn  wir  q  gleich  dem 
^ns  des  Stabes,  gleich  1™™  setzen,  gleich  jener  Kraft,  welche,  an  dem 
n&nge  des  Stabes  wirkend,  den  Stab  so  stark  tordiert,  dafs  der  End- 
3ikt  des  Radius  einen  Bogen  von  1°^  zurücklegt. 

Die  soeben  beschriebene  Methode  von  Wertheim  eignet  sich  besonders 
r  Untersuchung  der  Torsion  an  Stäben  von  grofsen  Dimensionen.  Um 
B  wegen  ihrer  vielen  Anwendungen  weit  wichtigem  Gesetze  der  Torsion 
i  feinen  Fäden  oder  Drähten  zu  untersuchen,  wandte  Coulomb  eine  andere 
•thode  an^),  die  sogenannte  Methode  der  Oscillationen.     Wir  befestigen 


*}  Couhmb,  Mtooires  de  TAcad.  des  Sciences.    Paris  1784. 


eineti  Faden  üüt   seinem  obern  Eiide  an  einem  festen  Haken 

ttnd  hüiigen  an  sc^in  unteres  Ende  einen  schweren  Körper,  z.  B.  eine  m 

^^  ^  lische  Kugel.    Hängt  die  Kugel  vertikal  heral 

^       _         dreht  man  dieselbe  um  die  yertikale  Aie  um « 

K^^^l  beliebigen   Winkel   und  überläTst   sie   dann 

^^^1         selbst.    Infolge  der  durch  die  Drehung  entj 

^H  denen   Torsionskraft   wird  dann  der^  Faiien 

^H  wieder  aufdrehen  und  dabei  die  Kugel  um  die 

I         iikale  Axe  mit  steigender  Geschwindigkeit  roti 

machen^  djä  die  Torsionskraft  kontinuierlich  ll 

Nach  einiger  Zeit   wird  sieh   der  Faden  ifl 

Lage  befinden^  welche  er  einnahm,  bevor  er 

diert  war.    Aber  in  die>em  Augenblicke  iftt 

die    Ratfttionsgeschwindigkeit    am    grdfsten 

worden,  die  Bewegung  wird  wegen  der  erlai 

Geschwindigkeit  fortdauern  und   der  Faden 

entgegeiiigeselite  Torsion  erhalten.   Dadurch 

nacli   and  nach    die   Bewegung    verzögert, 

sie  wird  gleich  NnlL  wenn  der  Winkel  der 

geg^nge«etiten  Toraon  gleich  dem  ursprüngü 

Torsionswinkel  geworden  ist.    Dann  wird  sie 

Bewegung  umkehren,  wieder  ober  die  Glm 

wiehtslage  hinaosgclien  u.  &  f.,  so  dats  sie 

seihest  Ändenmg^i  teigt  wie  das  Pendel;  es 

eine  hin-  und  herdreheni»  TltmmmuM;  itf 

mit  abnehmender  AmpUtude^  wttlBeSniii^W 

stand   der  Luft  und  die  unvollkommene  Elasticit&t  des  Drahtes  ein« 

gehemmte  Fortdauer  verhindern.  ^ 

Es   ist   nun  klar   erstens,  dafs.   wenn  die  Torsionskrait   des^ 

wirUieh  proportional  ist  dem  Torsionswinkel,  dafo  dann  die  Oscill&ti 

dieselbe  Zeit  dauern,  welehes  auch  ihre  Ausdehnung  sei,  ob  sie  mehrere  | 

UmdrehiuigeB  npifassen  oder  nur  wenige  Bmrhteiltf  eines  Grades. 

daaa  wbd  in  denMlben  Verhältnisse,  als  dke  Dmhnng  aus  der  G] 

gewiebtslage    grOter  wird,    andL    di#   Drslno^g^gseehwindigkeit   gr 

dM  TciiSMMtthzaft  dein  Fadsn  wtsih;  wenn  aber  die  Geschwindi 

der  Drelrmig  piropovtioiial  ist,  der  diopp^ten  Dr^nng  die  dopj 

dar  dreifiaclMn  die   dreofachr  €lesdrwiBdigkeit   ent^richt,  so  müssen 

Drdnmgen,  alle  Oscüklioiiea  in  gleidfesn  Zeiten  iiixllckg«legi  werden. 

Zweitens  aber  ist  nn^gefa^rC  klar^  daJ^  vcnoi  dieser  IsochronismD 

OKillakiQDen  stattfinde!,  dafs  dann  andb  te  PtropoiticaialitSt  awiseheii 

und  Torsoiiswinkel  bestell    Bs  genAgt  daher,  um  ^ms  erst 

^dmenFaUnWwmsaa^nwmi,  daCs  die  Oi 


Mi^M 


^ese  Be<»lMMihlii^  mit  der  nolwwiifai  Gtaiauigkeit  m  mi 
■an  in  gaan  ihnbeher  W^se  wie  b«i  PeMMbeobaehtiingen. 
i  Fkdm  aa  «iMa  Widsf^ali  ^  anf  (Rg,  60),  beCestigi  nirt« 


sleUt  wai  Mesanni 

geMHcn  Crm  darunter,  so  dalk  desseo  l 

Füien  ge«rafei  wiid.    D^  BeoUdiltf 
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sh  in  einer  gewissen  Entfernung  mit  einem  Femrohr  so  auf,  dafs  er  den 
iger  visieren  und  eine  Seknndenohr  beobachten  kann,  die  er  zu  arretieren 
A  loszulassen  imstande  ist.  Im  Augenblick,  in  welchem  nnn  der  Zeiger 
B  Gesichtsfeld  des  Femrohrs  passiert,  setzt  er  die  Uhr  in  Gang.  Nach 
hlnng  von  n  OsciUationen  mit  d«r  Amplitude  Ä  bestimmt  er  dann  die 
rflossene  Zeit.  Dieselbe  Beobachtung  wird  dann  mit  kleineren  oder  gröfseren 
cillationsweiten  gemacht;  der  Versuch  zeigt  dann  die  Gleichheit  der 
ciUationsdauer,  welches  auch  die  Amplituden  sind.  Es  folgt  also,  dafs 
>  Torsionskraft  dem  Torsionswinkel  proportional  ist.  Bei  einigen  Metallen 
jedoch  nach  Versuchen  von  Warburg*)  diese  Proportionalität  nicht  vor- 
nden;  er  fand  nämlich,  dafs  die  Schvringungsdauer  eines  Kupferdrahtes 
i  einer  Amplitude  von  7®  schon  im  Verhältnis  von  1,0023  :  1  gröfser  als 
i  ganz  kleinen  Amplituden. 

Bezeichnet  man  nun  mit  f  die  Torsionskraft  für  die  Einheit  der  Drehung, 
wr  die  Kraft,  welche,  an  einem  Hebelarme  von  der  Länge  eines  Milli- 
iters  angebracht,  der  Torsion  des  Fadens  das  Gleichgewicht  hält,  wenn 
I  Drehung  so  grofs  war,  dafs  das  Ende  des  Hebels  einen  Bogen  von  1™°* 
age  zurücklegte  —  man  könnte  sie  als  deh  Torsionskoefßcienten  dieses 
stimmten  Drahtes  bezeichnen  — ,  so  hat  man  für  die  Kraft  P,  welche 
le  Drehung  um  einen  Bogen  ca  bewirkt. 

Man  sieht  nun  leicht  ein,  dafs  die  Torsionskraft  ihren  Sitz  nur  in  dem 
den  selbst  hat,  und  dafs  sie  nicht  von  der  Natur  und  dem  Gewicht  der 
Igel  B  abhängt.  Indes,  da  es  die  Torsionskraft  ist,  welche  die  Kugel  in 
wegung  setzt,  so  wird  die  derselben  erteilte  Geschwindigkeit  und  die 
cillationsdauer  von  der  Masse  der  Kugel  abhängig  sein.  Es  ist  nicht 
iwierig,  diese  Abhängigkeit  zu  erhalten. 

Der  Torsionskraft  hält  bei  der  Drehung  um  einen  Bogen  ca  die  im  Ab- 
mde  1  von  dem  Faden  angebrachte  Kraft  fa  das  Gleichgewicht,  die  Be- 
tgnng  erfolgt  also  gerade  so,  als  wenn  der  Faden  keine  Drehungskraft 
tte,  sondern  im  Abstände  1  von  der  Drehimgsaxe  eine  Kraft  fca  dem 
item  eine  Drehung  in  demselben  Sinne  erteilen  würde,  wie  es  die 
Knäonskraft  thut.  Diese  Kraft  folgt  ganz  denselben  Gesetzen  wie  jene, 
liehe  die  Bewegung  des  Pendels  veranlafste.  Denn  beim  Pendel  hatten 
ir,  wenn  das  Gewicht  des  schweren  Punktes  am  Ende  des  Pendels  p  war, 
r  einen  Ausschlagswinkel  a  als  bewegende  Kraft  den  Wert  j?Z'sina; 
lar  da  für  die  kleinen  Schwingungen,  für  welche  unser  Ausdruck  für  die 
Ihwingungsdauer  galt,  sin  a  =  a  gesetzt  werden  kann,  für  die  bewegende 
iBlft  p2a;  also  auch  eine  bewegende  Kraft,  welche  dem  Ausschlagswinkel 
jbportional  ist.  Wie  wir  nun  beim  Pendel  als  Ausdruck  für  die  Schwingungs- 
ner  hatten,  wenn  wir  mit  m  die  Masse  des  bewegten  Gewichtes  be- 
•ebneten, 

liti  klar,  dafs,  wenn  im  Abstände  1  von  unserem  Faden  ein  schwerer 

*)  Warbwra,  Berichte  der  natnrwissenschaftl.  Gesellschaft  zn  Freibarg  im 
ESO.   Bd.  Vit.  1880.    Annalen  der  Physik  und  Chemie,  neue  Folge  (Wiedem. 
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Punkt  von  der  Masse  m  wäre,  der  Ausdruck  fllr  die  Schwingiingsdauer  j 
würde 


t 


'Yi- 


Anstatt  des  Punktes  von  der  Masse  m  im  Abstände  1  haben  wir  i 
die  um  den  Palmen  verteilte  Masse  M  der  schweren  Kngel  und  des  Zei^ij 
Bezeichnen  wir  nun  aber  mit  31  k^  das  Trtigbeitsnioment  der  Masse  Mi 
Bezng  auf  die  vertikale  Drehnngsaxe ,  so  ist  dieses  gleich  der  Massa 
welche  im  Abstände  1  von  d^T  Drehungsaxe  die  rings  verteilt  Üegend^i 
Massen teili'hen  ersetzt.  Wir  erhalten  demnach  fltr  die  SchwingTingsdai^ 
in  tinserem  Falle 


t 


y-r 


Ziu*  Bestiinmmig  des  Trllgheitsmomentes  der  schwingenden  Masse  1 
man  hier  die  §  }V2  besprochene  Methode  anwenden,  bei  welcher  wir  i 
der  jetzigen  ähnliche  Anordnung  des  Versuches  voi^usgesetict  haben* 
hätte  nur  als  Zeiger  an  der  Kugel  der  Fig.  GO  einen  leichten  Stab  zu  wl 
der  in  seiner  Mitte  unten  an  der  Kugel  befestigt  ist,  und  diesen  in 
§  32  angegebenen  Weise  zu  belasten.  Am  besten  versieht  man  dazu  dd 
8tab  in  genau  gemessenen  und  an  beiden  Seiten  gleichen  Abständen  fj,  i 
mit  Spitzen,  welche  nach  ob*^n  hervorstehen,  uud  hüngt  aul*  diese  au  klei 
Ringen  die  Gewichte,  Die  Eeclmuugen  sind  dann  genau  so  zu  fdhreii, 
es  §  32  angegeben  ist, 

Ist  aber  die  Masse  des  Drahtes  gegenüber  derjenigen  der  Kugel : 
klein,  imd  benutzt  man  als  Zeiger  einfach  eine  auf  der  Kugel  gezogene  Marb 
SU  kann  für  das  Träght^itsmoment  der  si-hwingtmden  Masse  einfach  das  ( 
Kugel  eingesetzt  werden.     Ist  der  Radius  der  Kugel  gleich  a,    so  ist 
Trügheitsmoment  derselben  bezogen   auf  die  mit  einem  vertikalen  Durckl 
messer  der  Kugel  zusammenfallende  Retafcionsaxe  nach  §  19 

somit  erhalten  wir  Für  die   Dauer  einer  Osciilation  unserer  Kugel  infolj 
der  Torsionskraft  des  Fadens 


{ 


-V' 


bf 


Will  man  mm   zwei  Füden  verschiedener  LUnge,  verschiedener  Dick) 
und  verschiedener  Substanz  mit  einander  vergleichen,  so  hängt  man  sie  i 
einander  an  demselben  Punkte  Ä  auf  und  befestigt  an  ihnen  dieselbe  Kugd 
Ist  ihre  Osciliationsdauer  verschieden,  gleich  /  und  /',  so  kann  das  nur  dttb«i 
rühren^  daJs  ihre  Torsionskräfte  verschieden  sind.    Wären  dieselben  f\ 
fs  so  hat  man 


Itind  daraus 


£1 


Man  sieht,  dafs  die  Werte  für  die  Torsionskraft  umgekehrt  propd 
tional  sind  den  Quadraten  der  Schwingungsdaueni.  Mifst  man  nun  die 
Zeiten,  so  findet  man  unsere  früheren  tiesetze^  nllndich  l)  /'ist  direkt  pro- 
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portional  der  yierten  Potenz  des  Radius  des  Drahtes,   2)  f  ist  umgekehrt 
proportional  der  Länge  des  Drahtes,  3)  f  ist  direkt  proportional  einem  für 
che  Terschiedenen  Substanzen  verschiedenen  KoefQcienten. 
Es  ist  somit 

^  ~       l       ' 

oder  das  zu  einer  Drehung   um   den   Winkel   (o   erforderliehe  Drehungs- 
moment F 

wie  wir  es  schon  aus  den  Versuchen  von  Wertheim  ableiteten. 

Wir  haben  oben  bemerkt,  dafs  die  Torsionskraft  des  Fadens  unab- 
liSngig  sei  von  dem  Gewichte  der  Kugel;  Coulomb  hat  dieses  bei  seinen 
Versuchen"  für  Metalldrähte  direkt  nachgewiesen  und  Warburg*)  bestätigt. 
FOr  zusammengesetzte  SeidenfUden  ist  das  nach  den  Beobachtungen  von 
Oauss^)  indes  nicht  mehr  der  Fall,  für  diese  nimmt  die  Torsionskraft  mit 
dem  spaimenden  Gewichte  zu. 

§52. 

BeBiehniig  swisohen  dem  Torsions-  und  Elastioitätskoeffioienten. 

Die  bei  der  Torsion  eines  Stabes  oder  Drahtes  auftretende  elastische  Kraft 
ist  nur  eine  andere  Form  der  bei  der  Ausdehnung  oder  Kompression  auf- 
tretenden Kraft,  da  auch  sie  durch  eine  Verschiebung  der  Moleküle  gegen 
«nander  geweckt  wird.     Ein  etwas  näheres  Eingehen  auf  die  molekularen 
Vorgänge  bei  der  Torsion  wird  uns  in  den  Stand  setzen,  den  Zusammen- 
liang  zwischen  den  verschiedenen  ÄuTserungen  der  Elasticität  zu  erkennen. 
Denken   wir  uns   einen  vertikalen   Cy linder,  den   wir  durch  eine  an 
seinem  untern  Ende  angebrachte  Kraft  tordieren,   so   wird  dadurch  jeder 
Querschnitt  des  Cylinders  um  seinen  Mittelpunkt  gedreht,  und  zwar  um  so 
mehr,  je  näher  derselbe  dem  untern  Ende  des  Cylinders  liegt.     Die  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte  in  unter  einander  liegenden  Querschnitten,  welche 
Tor  der  Torsion  vertikal  war,  bildet  daher  jetzt  mit  seiner  frühem  Richtung 
tei  Winkel  9,  oder  eine  vor  der  Torsion  mit  der  Axe  parallele  Faser  des 
Cylinders  bildet  nach  der  Torsion  eine  Schraubenlinie,  welche  überall  um 
kn  Winkel  9  gegen  die  Vertikale  geneigt  ist.    Die  Gröfse  dieses  Winkels, 
te  die  Verschiebung  der  Moleküle  gegen  einander  mifst,  und  den  Clebsch^) 
deshalb  den  Verschiebungswinkel  nennt,  kann  man  aus   der   Gröfse   des 
Torsionswinkels  ableiten.     Ist  nämlich  der  unterste  Querschnitt  um  den 
Winkel  o  gedreht,  so  wird  beim  Abwickeln  von  dem  Cylinder  die  erwähnte 
Sehraubenlinie  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  eine 
Kathete  die  Länge  l  des  Cylinders,   dessen   andere  Kathete   der  von   dem 
nntem  Ende  der  Schraubenlinie  beschriebene  Bogen,  also,  wenn  wir  den  Ab- 
stand der  Faser  von  der  Axe  des  Cylinders  mit  r  bezeichnen,  gleich  r  •  o) 
ist    Der  Winkel  9  ist  der  in  diesem  Dreiecke  der  Seite  r  •  w  gegenüber- 


*)  Warburg,  a.  a.  0. 

^  Gaus$,  Intendtas  vis  magneticae  terrestris.  Göttingen  1833.  Poggendorffs 
LimaleiL  Bd.  XXVIII. 

^  Cld)8€h,  Theorie  der  Elasticität.    p.  8. 
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liegende  Winkel    Zur  Bestimmung  von  9  haben  wir  daher 

r  *  a 

oder,  da  9  immer  nur  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist, 

r  •  <o 

9'  =  — j—- 


Der  Verscbiebnngswinkel  ist  derana<'h  der  Grnfse  der  Torsion  propfl 
tional;  da  nun  die  Torsi onselasticität  der  Grörse  der  Torsion  proportion 
ist,  m  ist  sie  anch  diesem  Versehiebnngswinkel  proportional.  Nennen  w 
die  in  der  FUlcbeneinbeit  des  nntersten  Querschnittes  durch  einen  der  Ei 
heit  gleichen  Veri^ chi^bnngs winke  1  erzeugt^i  Torsionskraft  C^  so  kfrnnen 
die  in  dem  Flaehenelement  des  untersten  tjuerschnitt-es  Jq^  dessen  Gröl 
gleich  dem  Querschnitte  der  betrachteten  Faser  ist,  durch  die  Torsion 
zeugte  Kraft  deshalb  setzen 

denn  die  einzelnen  Punkte  dieses  Flächenelements  sind  gegen  die  Punk 
des  darüber  liegenden  Querschnittes  alle  um  denselben  Winkel  tp  verschobt 
Die  Kraft  P  wirkt  in  dem  unterstem  Querschnitt  der  Riclitung  di 
drehenden  Kraft  entgegen.  Den  Wert  dtn*  Rnnstanten  C  können  wir  uaü 
Clebsch  in  fidgender  Weise  ableiten*).  Denken  wir  ims  einen  Würfel,  au 
derselben  Substanz  wie  den  betrachteten  Cylinder,  an  einer  FlEche  befesi 
und  an  der  gegenüberliegenden  durch  eine  Kraft  gezogen,  deren  Gröl 
ftlr  die  Flächeneinheit  gleich  K  sei.  Durch  den  Zug  geht  der  Würfel 
ein  Parallele pip<'d  tlber,  indem  die  der  Zugrichtung  parallele  Kante  a 
a  (l  -\-  d)  oder,  wenn  wir  den  Elasticitätskoefficienten  des  Würfels  mit 

bezeichnen,    in   0  f  1  +  -jr)  übergeht,   die  beiden  anderen  Kauten  abei 

a  ( l  —  ft    r>  1  übergehen^  wenn  wir  den  Koefficienten  der  Querkontr&ktii 

mit   ^   bezeichnen.      Die   der   Zugrichtung   parallelen   Seiten   des   Würfel 
ÄBCD  (Fig.  61)  werden  dadurch  Parallelogramn 
A^  B^  L\  I>,  ^  deren  Diagonalen  C^  B^  und  Äy  D 
welche  vor  dem  Zuge  zu  einander  senkrecht  wi 
jetzt  einen  Winkel   J  ?r  ^ —  i|,»  mit  einander  bildfi 
Ziehen  wir  von  dem  Punkte  0^  in  dem  die  Diagoiul< 
sich  schneiden,  eine  Senkrechte  OE  auf  die  zur 
richtung  senkrechte  Kante  B^  D^  des  ParaUelepiped 
so  erhalten  wir  ein  rechtwinkliges  Dreieck  OEl 
dessen  eine  Kathete  OjE=  J^a  (l  -|-  d)^  dest 
dere  ED^  =  i  "  (^  —  f*^)i  ^^^  i»  welchem 
leUieraKathete  gegenüberliegende  Winkel  i  (^  - 
vftt*  t'ox  Beaünnnung  von  ^f  haben  wir  daher 


Fig.  lU. 


(n 


■"-.) 


V  II   ir 


~    OE    ~~ 
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r,  da  lang  ~  «=>  1  und  tf;  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist, 


d  schliefslich  mit  Vemachlässigong  sehr  kleiner  Gröfsen 

Der  so  bestimmte  Winkel  tf;  ist  aber  gleichzeitig  der  Verschiebnngs- 
inkel  der  einer  Diagonale  des  Würfels  parallelen  Diagonalflachen  gegen 
inander,  welche  infolge  des  Zuges  eingetreten  ist.  Denn  denken  wir  uns 
Len  Würfel  vor  dem  Zuge  durch  eine  Schar  Ebenen  geteilt,  welche  der 
nnen  der  beiden  besprochenen  Diagonalen  AB  und  der  ihr  entsprechenden 
Inf  der  gegenüberliegenden  Seite  des  Würfels  parallel  ist,  so  verbindet  eine 
ler  zweiten  Diagonale  CB  parallele  durch  den  Mittelpunkt  des  Würfels 
gelegte  Gerade  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Ebenen  mit  einander;  diese  Ge- 
nde  ist  normal  zu  der  Ebenenschar.  Nach  dem  Zuge  ist  die  Lage  dieser 
Ebenen  parallel  A^D^  geworden,  die  Mittelpimkte  derselben  liegen  auch 
jetit  wieder  auf  einer  der  zweiten  Diagonale  C^B^  parallelen  Linie,  welche 
b  einer  die  Normale  der  Ebenenschar  annehmenden  Ebene  mit  den  Ebenen, 
WB  Yorher  abgeleitet  wurde ,  den  Winkel  90®  —  tf;,  mit  der  Normale  selbst 
■bo  den  Winkel  ^  bildet.  Die  Mittelpimkte  und  damit  alle  entsprechend 
lie|[eiiden  Punkte  der  Ebenenschar  sind  also  so  gegen  einander  verschoben, 
ikh  der  Verschiebungswinkel  nach  der  gegebenen  Definition  gleich  t/;  ist. 
Ublge  dieser  Verschiebung  mufs  in  dem  Parallelepiped  eine  jener  Ebenen- 
Mbr  parallele  Kraft  geweckt  sein,  welche  den  Ebenen  parallel  wirkt,  und 
4nii  GrOfse  für  die  Flächeneinheit 

P=.C.ip  =  C--|-.(l  +  p) 

itt,  eine  Kraft,  welche  die  Ebenen  in  ihre  frühere  Lage  zurückzuziehen  strebt. 
Dieser  Kraft  hält  die  der  Ebenenschar  parallele,  aber  entgegen- 
fnetst  gerichtete  Komponente  der  Zugkraft  K  das  Gleichgewicht.  Da  die 
wft  JT,  welche  der  Seite  des  Würfels  parallel  ist,  mit  der  Diagonale  einen 
Kinkel  von  45®  bildet,  so  ist  die  der  Flächeneinheit  der  Würfelfläche  parallel 
*r  Diagonale  wirkende  Ejraft  K  •  cos  45®  =  iC  •  |/^.  Diese  Kraft  wirkt 
■f  das  der  Flächeneinheit  der  Würfelfläche  entsprechende  Stück  der  Dia- 
fttlflSehe;  da  nun  die  Diagonalfläche  zur  Würfelfläche  sich  verhält  wie 
J^:l,  so  ergibt  sich  für  die  auf  die  Flächeneinheit  der  Diagonalfläche 
fuallel  derselben  wirkende  Kraft 

Da  diese  Kraft   der    durch    die   Verschiebung  geweckten   Krafb  das 
ffleiehge wicht  hält,  so  ist  schlief slich 

ad  danms  ^ 

2(1  +  ^) 
We&unB,  Pliyiik.  I.  4.  Aufl.  !!> 
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Die  Konstante  C  somit,  mit  der  wir  bei  einer  Verschiebimg  der  M 
külschicbten  gegen  einander^  wie  sie  bei  der  Torsion  eintritt,  den  '^ 
schiebungs Winkel  multiplicieren  müssen,  um  die  durch  diese  Verschiel 
geweckte  elastische  Kraft  zu  erhalten,  ist  durch  die  beiden  die  ElAstu 
einer  Substanz  bedingenden  Konstanten,  den  Elasticitätskoef&cienten 
den  KoefHcienten  der  Querkontraktion  vollständig  bestimmt,  sie  ist  g] 
dem  Quotienten  aus  dem  Koef&cienten  der  Elasticit&t  und  dem  dopjM 
des  um  eins  vermehrten  Kontraktionskoefficienten. 

Diesen  Wert  von  C  haben  wir  auch  in  den  am  Anfange  dieses  I 
graphen  für  die  Torsionskraft  unseres  Cylinders  abgeleiteten  Ausdruck 
zuseten;  derselbe  wird  damit 

-  E  .  E  ra         . 

Um  aus  diesem  Werte  den  Torsionskoefficienten  nach  unserer  frül 
Definition  abzuleiten,  haben  wir  hieraus  zunächst  das  Drehungsmomei 
berechnen,  welches  der  tordierte  Stab  infolge  der  Torsion  um  a  ei 
Der  Wert  von  P  ist  die  Torsionskraft  in  dem  Flächenelemente  Jf^ 
untersten  Querschnitts,  welches  im  Abstände  r  von  der  Axe  liegt, 
daraus  hervorgehende  Drehungsmoment  ist 

Um  hieraus  das  Drehungsmoment  des  ganzen  untersten  Quersei 
zu  erhalten,  haben  wir  ftlr  alle  Flächenelemente  desselben  das  Drehi 
moment  f  in  der  angegebenen  Weise  zu  bilden  und  alle  diese  ein» 
Drehungsmomente  zu  summieren.  Zu  dem  Zwecke  können  wir  zun 
für  das  Flächenelement  Jq  den  unendlich  schmalen  Bing  2nrdr 
setzen,  der  sich  im  Abstände  r  von  der  Axe  befindet,  da -ftlr  alle 
mente  des  Ringes  das  Drehungsmoment  denselben  Wert  hat,  und  1 
dann  die  Summe  für  alle  Ringe  zu  bilden,  deren  Radius  zwischen  0  i 
liegt,  wenn  q  der  Radius  des  Cylinders  ist.    Damit  wird 


^^üTf^-rJ^-rUr 


und  dieses  Integral  ist  nach  E  1  und  E  YIII: 

E  n      (O'Q^ 


F  = 


ein  Ausdruck,  der  sich  von  dem  im  vorigen  Paragraphen  experimentel 
geleiteten  nur  dadurch  unterscheidet,  dafs  an  die  Stelle  des  dort  benii 
Torsionskoefficienten  T  hier  der  Wert  desselben  durch  den  Elastic 
koefficienten  E  und  durch  den  Kontraktionskoefficienten  ^  gegeben  ist 
den  Torsionskoefficienten  T  erhalten  wir  somit 

2(1  +  ^)       2    ^ 


^)  Es  ist  wohl  zu  beachten,  daüs  diese  Berechnung  des  TonionakoefiBeJ 
nur  für  cylindrische  Stäbe  gilt;  denn  bei  Stäben  von  anderer  Form  findet  h 
Torsion  nicht  nur  eine  Verschiebung  der  unter  einander  liegenden  Qoerael 
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Sind  E  und  fi  bekannt,  so  gestattet  uns  diese  Eelation,   sofort  den 
des  Torsionskoefficienten  zu  berechnen;  kennt  man  E  und  T,  so  kann 
ans  beiden  auch  den  Wert  von  fi  ableiten. 

Es  liegen  einige  Versuche  von  Coulomb^),  Savart*)  und  Wertheim*) 
v^elche  in  Verbindung  mit  den  von  Wertheim  gegebenen  Werten  für  E 
Vert  von  fi  abzuleiten  gestatten. 

Coulomb  findet  für  einen  Eisendraht  von  243"",63  Lange  und  0"'"*,07481 
[s  F  =s  0,001545  nach  der  vorhin  besprochenen  Schwingungsmethode, 
orhin  mitgeteilte  Gleichung  gibt  daraus 

V77?r-T  =  7651. 

2  (1  +  ft) 

Der  Elasticitätskoefficient  ist  nach  Wertheim  E  =  20869.  Man  erhält 
5  ^  =  0,363. 

)avart  erhält  nach  einer  der  Wertheimschen  ähnlichen  Methode  für 
rische  Kupferdrähte  zwischen  1  und  4"",ö  Dicke 

)er  Wert  von  E  ist  nach  Wertheim  10519.  Man  erhält  daraus 
),25,  ein  Wert,  welcher  ziemlich  gut  mit  dem  aus  den  Eegnaultschen 
ressionsversuchen  abgeleiteten  übereinstimmt. 

Vertheim  untersuchte  eine  Beihe  von  Stäben,  an  denen  er  direkt  den 
ßitätskoefficienten  durch  Verlängerung  bestimmte.  Die  von  ihm  ge- 
len  Werte  enthält  folgende  kleine  Tabelle: 


Substanzen 

Badins  der 
Cylinder 

E 

2(l+fi) 
aus  d.  Toraion 

E 

aus  d.  Verläng. 

^ 

en 

en 

jl.  Gufsstahl .  . 

pfer 

s 

mm. 

8,220 
5,501 
5,055 
5,031 
3,535 

6836,6 
6677,2 
7458,4 
3611,7 
2383,1 
2308,3 

}      17805 

19542 
9395 
6200 

0,317 

0,310 
0,300 

j  0,321 

3 

3,4225 

tfan  erhält  also  auch  hier  wieder  für  jn  je  nach  den  Substanzen  der 
verschiedene  Werte;   die  Werte   für  Glas  und  Kupfer  weichen  nur 
venig  von  den  früher  aus  den  Eegnaultschen  Kompressionsversuchen 
nteten  ab,  welche  für  Glas  0,315,  für  Kupfer  0,291  waren. 


n  auch  eine  Verschiebung  der  einzelnen  Punkte  jedes  Querschnittes  gegen 
j&t  statt.    Der  Verschiebungswinkel  ist  somit  an  den  verschiedenen  Stellen 
lerscbnitte  verschieden,  und  nicht  wie  bei  dem  Cylinder  füp  alle  Punkte, 
I  gleich  weit  von  der  Drehungsaxe  entfernt  sind,  derselbe. 
)  Caulombj  M^moires  de  TAcadämie.  1784.   Biot^  trait^  de  phyaique.  T.  1. 

)  ^oooft,  Annales  de  chim.  et  de  pbys.   T.  LXI. 

)  Weriheim^  Annalea  de  chim.  et  de  phys.   III.  S^r.   T.  L. 
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Kohlrausch  nnd  Loomis^)  fanden  bei  ihren  Versuchen,  welche 
Zweck  hatten,  die  Abhängigkeit  des  Elasticitfttskoefficienten  von  der  1 
peratnr  zu  bestimmen,  und  bei  denen  sie  nach  der  Conlombschen  Met 
die  Schwingungsdauer  dünner  Drähte  bei  verschiedenen  Temperaturen 

E 

obachteten,  die  Werte  von   ^.^   , — r- 
'  2  (1  +  f*) 

ftir  Eisen  gleich  6940 
„  Kupfer  „  3900 
„    Messing     „      3200. 

Die  Werte  von  E  erhielten  sie  aus  Bestimmrmgen  der  Schwinge 
dauern 

für  Eisen  E  =  20310 
„  Kupfer  „  =  12140 
„   Messing    „  =    9810. 

Daraus  würden  sich  für  jn  die  Werte  ergeben,  für  Eisen  0,45. 
Kupfer  0,55,  für  Messing  0,53,  im  Mittel  also  fast  genau  0,5,  eine  ! 
welche  bedeuten  würde,  dafs  bei  einfachem  Zuge  gar  keine  Ändenm^ 
Volumens  einträte,  die  indes  gegenüber  allen  sonstigen  Beobachtmigt 
grofs  ist  und  vermuten  läfst,  dafs  die  Bestimmung  der  Torsionskoeffiei« 
fehlerhaft  ist. 

Für  die  Abhängigkeit  der  Torsionskoefficienten  oder  auch  der  i 
proportionalen  Elasticitätskoefficienten  von  der  Temperatur  ergab  sich, 
die  Koefficienten  mit  steigender  Temperatur  kleiner  werden,  wie  es 
schon  aus  den  Beobachtungen  Wertheims  (§  48)  ergab.  Bezeichnet 
den  Elasticitätskoefficienten  bei  0^  mit  E^ ,  so  ist  derselbe  bei  der  Te 
ratur  t^  für  Eisen 

E=E^{1  —  0,000  483  t  —  0,000  000  12  fi), 
fttr  Kupfer 

E=E^{1—  0,000  572  t  —  0,000  000  28  <*), 
fftr  Messing 

E=E^{\  —  0,000  485  t  —  0,000  001  36  f). 

Es  nehmen  die  Elasticitätskoefficienten  bei  einer  Erwärmung  voi 
Temperatur  des  gefrierenden  bis  zu  der  des  siedenden  Wassers  um 
6  Procent  ab. 

§  53. 

Biegnngselastioitftt.  Aufser  durch  Ausdehnung  und  Torsion  kam 
elastische  Kraft  fester  Körper  noch  auf  eine  dritte  Art  geweckt  wa 
nämlich  durch  Biegung.  Bei  der  grofsen  Schwierigkeit,  welche  der  ele 
taren  Behandljmg  der  Biegung  entgegensteht,  müssen  wir  uns  damii 
gnügen,  den  einfachsten  Fall  etwas  näher  zu  betrachten.  Wenn  ein 
AB  (Fig.  62)  mit  dem  einen  Ende  in  einem  Schraubstock  festgeklenun 
und  man  hängt  an  sein  anderes  freies  Ende  B  ein  Gewicht  P,  so  faiej 
sich  und  nimmt  die  Gestalt  einer  Kurve  an,  bis  er  im  Oleichgewieht 
Dann  hält  die  elastische  Kraft   des  Stabes   dem  (Gewichte  P  das  61 


')  KMrauseh  nnd  LoomiSy  Poggend.  Ann.  Bd.  CXU. 
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Fig.  es. 


Man  sieht,  ilafa  hei  dieser  Bewegiing  die  obere  horizontale  Flüche 
Stabes  sieh  ausdehnt,  wilhrend  die  untere  Seite  des  Stabes  zusamanen- 
Irüekt  wird,  und  dufs  durch  diese  Verschiebung  der  MolekiÜe  sich  Kräfte 
iwickülu  mtts^en^  welche  den  Stab  in  steine  frühere  Lage  zuiückfllhren 
rden,  s^  i  ^  Gewicht  abgenommen  ist. 

Um  fiit  ueinung 

unterdnchen^  kann  man 
Enden  A  und  C  oder 
imeht  auf  diesen  ge* 
(ene  Marken  mit  dem 
thetomett?r  visieren;  man 
t  die  zu  untersuchenden 
\he  aalÜngUch  horizon- 
^  belastet  sie  an  ihrem 
dl*  C  mit  einem  Gewichte 
ad  niifst  dann  die  Länge 
am  welche  die  Marke 
C  nach  i/  herabsinkt. 
ser  L^ge  er,  welche  man 

Pfeil  der  Biegung  nennt^  und  die  immer  sehr  klein  ist,  können  wir  den 

<|*T  Marke   beschriebenen  Bogen  gleich   setzen.     Eine  ilhnliche  Methode 

r  zu  seinen  Versuchen  an*), 

!  Durchftlhrung  dieser  Versuche  findet  man  nun  7.unIL<;hst,  dafß 

Fieil   der   Biegung   der  Grufe   des   biegenden   Gewichtes   proportional, 

auch,  dafs  die  bei  der  Biegung  auftretende  Klasticität  der  Biegung 

ortional  ist^  wie  sie  bei  der  Ausdehnung  der  Verlilngerung  proportional 

Die  Orrifse  des  Biegungspfeiles  hängt  aber  aulaerdem  von  den  Dimen- 

des  Stabes,  der  Gestalt  seines  QQers<*hmttes  und  dem  Elasticitäts- 

eient^n  ab. 

Für  den  einiachsten  Fall,  den  eines  rechteckigen  Stabes,  dessen  hori- 
ie  Seite  gleich  ^,  dessen  vertikale  gleich  e  und  dessen  Länge  von  dem 
der  Einklemmung  bis  zur  Stelle,  wo  das  Gewicht  hängt,  gleich  /. 
en  wir  diese  Abhängigkeit  aus  einer  genauem  Betrachtung  des 
tigen  der  Biegung  in  folgender  Weise  ableiten.  Die  Biegung  kommt 
rb  zustande,  dals  an  der  obem  Seite  des  Stabes  seine  Längsfasem 
i»bni,  an  der  untern  Seite  dagegen  zusammengedrtbckt  werden;  im 
iem  des  Stabes  mufs  es  daher  eine  Faserschieht  gehen,  welche  weder 
ed«*hTit  noch  zusammengedrückt  wird^  und  wenn  der  Stab  ganz  homogen 
liese  Schicht  gerade  die  mittlere  Schicht  des  Stabes  sein.  Stelle 
j,.  ..:  AB  einen  Langsdurch schnitt  durch  den  gebogenen  Stab  dar, 
der  Punkt  der  Einklemmung,  //  der  Aufliängepunkt  des  Gewichtes  P 
l  Jf.V  der  Durchschnitt  durch  die  nicht  verliLngerte  Faserschicht.  Nun 
pq  #>in  Querschnitt  des  Stabes,  der  von  dem  Anfange  des  Stabes  um  x 
feint  flse-i,  und  rÄ  ein  zweiter  von  dem  ersten  um  die  unendlich  kleine 
:e  dz  entfernter  Querschnitt.  Wahrend  in  der  Gleichgewichtslage  die 
bn  Selmitte  parallel  sind,  Ist  nach  der  Biegung  durch  die  Verlängeiiing 
Ober  mn  tmd  die  Verkürzimg  der  unter  mn  liegenden  Fasern  der  zweite 


■)  0w9tnn\  Bandbach  der  Mechanik.   Bd,  I. 
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Querschnitt  gegen  den  ersten  um  einen  Winkel  €p  gedreht.  Legen 
durch  den  Punkt  m,  in  welchem  rs  die  nicht  verlängerte  Faser  scIum 
pq  \pq^  so  können  wir  die  Biegung  an  dieser  Stelle  als  eine  Drehung 
Querschnittes  rs  um  die  durch  n  gelegte  Horizontale  als  Drehungaxe 
fassen,  deren  Gröfse  jenem  Winkel  9  gleich  ist.  Damit  sind  wir  dann 
sofort  imstande,  die  Gleichgewichtsbedingung  ftlr  den  gebogenen  Stab 

zustellen;  dieBedii^ 
Fig.  68.  ist,  dafs  dem  gedn 

.d^yi  |B,   Querschnitt    durch 

elastischen  Erftfte 
ebenso  grofsesDrehi 
moment  nach  rttcb 
erteilt  wird,  als 
durch  das  Gewicl 
nach  entgegenges( 
Richtung  gegeben 
Wir  können  nun 
System  rmJV  als 
Winkelhebel  anseh( 
dessen  einem  Am 
im  Punkte  N  das 
wicht  P  angreift,  d 
anderer  Ann  durch  den  Querschnitt  rs  gegeben  ist,  an  dessen  s&mtl 
Punkten  Kräfte  angreifen,  welche  ihn  in  seine  frühere  Lage  zurtlckzi 
Das  aus  der  letztern  resultierende  Drehungsmoment  erhalten  wir  folge 
mafsen.  Es  sei  v  der  Durchschnitt  durch  ein  Element  des  Schnitt« 
welches  um  y  von  w  entfernt  sei,  und  dessen  Höhe  dy  sei,  so  dafs 
Querschnitt  h  •  dy  ist.  Die  dieses  Element  mit  pq  verbindenden  Fase 
sind  \xm  tv  —  wn  =  y  •  9  verlängert.  Die  Kraft,  mit  der  dieses  EL 
gegen  t  infolgedessen  gezogen  wird,  ist  dann,  wenn  wir  mit  E  den  Elasti( 
koefficienten  des  Stabes  bezeichnen. 


dx 


hdy, 


und  das  infolgedessen  dem  Schnitte  erteilte  Drehungsmoment 


Ein  ebensolches  Drehimgsmoment  enthält  der  Schnitt  für  jedes  El 
hdy^  die  Summe  derselben  ist  das  ganze  Drehungsmoment  des  Seh] 
Wir  erhalten  diese  Summe,  indem  wir  in  jenem  Ausdrucke  für  y  nac! 

c  c 

nach  alle  Werte  setzen  für  y  von  0  bis   _   und  von  0  bis  —  —  odei 

von 5"  bis  +  -^ .     Die  gesuchte   Summe  ist   demnach   das  best 

Integral  *  <r 


jE. 


'b€p 
dx 


y^dy  =  E 


Ä/»** 
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Dasselbe  ergibt  sich  nach  E  1  und  £  VIII 


/ 


+  T 


Diesem  Drehungsmomente  hält  das  des  Gewichtes  oder  nN  -  P  das 
eichgewicht.  Für  nN  können  wir  setzen  n^By  =  l  —  (a;  +  dx)  oder,  da 
?  gegen  x  verschwindend  klein  ist,  gleich  l  —  x.  Damit  wird  die  Gleich- 
?richtsbedingang  des  Schnittes 

~'h'e^q>  =  Pil  —  x)äx 

Den  in  diesem  Ausdrucke  auftretenden  Winkel  (p  können  wir  durch 
8  Element  des  Biegungspfeiles  B^  B  ausdrücken;  legen  wir  durch  r  eine 
mgente  i^ii  den  Stab  und  ziehen  durch  r  ebenfalls  eine  Linie  parallel  der 
üigente  des  Stabes  bei  |?,  so  bilden  diese  beiden  Linien  den  Winkel  q>  mit 
lander.  Aus  dem  Biegungspfeil  schneiden  dieselben  dann  das  Element  ui(\ 
d  indem  wir  das  als  den  zu  (p  gehörigen  mit  n^  By^  oder  {l  —  ic)  be- 
iriebenen  Bogen  ansehen,  können  wir  schreiben 

(p{l  —  X)  =  UW',     9  =  -^---^. 

Damit  wird  die  Gleichgewichtsbedingung,  wenn  wir  schliefslich  das 
ement  w«?  des  Biegungspfeiles,  entsprechend  der  dem  letztem  gegebenen 
Zeichnung  a  mit  da  bezeichnen, 

^  'h-e^da  =  P{l  —  xydx. 

Dieselbe  Bedingung  gilt  für  jeden  Schnitt,  den  wir  ebenso  wie  den 
trachteten  durch  den  Stab  legen;  die  Gleichgewichtsbedingimg  des  ganzen 
abes  erhalten  wir  demnach,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  die  Summe  der 
r  jeden  einzelnen  Querschnitt  geltenden  Ausdrücke  bilden.  Auf  der  linken 
ite  geschieht  das,  indem  wir  die  Summe  aller  Elemente  des  Biegungs- 
eiles bilden,  also  einfach  statt  da  schreiben  a,  auf  der  rechten,  indem 
r  nach  und  nach  ftir  x  alle  Werte  von  0  bis  l  einsetzen  und  wie  oben 
mmieren.    Diese  Summation  gibt  dann 


er 


jr  die  durch  den  Pfeil  der  Biegung  gemessene  Biegung  ist  der  dritten 
tenz  der  Länge  direkt,  jener  der  Höhe  und  der  ersten  Potenz  der  Breite 
fie  dem  Elasticitätskoefficienten  umgekehrt  proportional. 


12" 

■b 

■c^a 

ii" 

.«» 

a 

a= 

4P 
E 

. 

l> 
be" 

9 
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Ist  der  Querschnitt  des  Stabes  ein  anderer,  so  erhält  man  für  a  and« 
Werte  ^),  immer  aber  findet  man,  dafs  die  Biegung  der  Gröfse  des  biegend«^ 
Gewichtes,  oder  dafs  die  Gröfse  der  erregten  Elasticität  der  Biegung  pn* 
portional  ist.  Letzteres  ist  auch  dann  der  Fall,  wenn  der  Stab  in  andenr 
als  der  oben  vorausgesetzten  Weise  befestigt  ist,  wenn  er  an  beiden  Eiida 
festgeklemmt  oder  nur  aufgelegt,  oder  wenn  er  an  einem  Ende  festgeklenob 
und  an  dem  andern  aufgelegt  ist.  Es  folgt  daraus  nach  den  GesetM 
der  Pendelschwingungen,  dafs  auch  in  diesem  Falle  der  Stab  isochroM 
Schwingungen  um  seine  Gleichgewichtslage  macht,  wenn  man  ihn  ans  da^ 
selben  bringt  und  dann  sich  selbst  tiberläfst;  wir  werden  diese  Schwingung« 
an  einer  andern  Stelle  genauer  betrachten. 

Die  Biegung  eines  Stabes  nach  seiner  Längsaxe  mufs  auch  eine  Biegung 
nach  der  Breitendimension  zur  Folge  haben,  so  dafs,  wenn  wir  voraossetMi, 
dafs  der  Stab  nach  unten  gebogen  ist,  wie  in  Fig.  63,  die  untere  Flache 
Stabes  in  ihrer  Breitendimension  konvex,  die  obere,  welche  nach  ihrer  li^gi 
konvex  ist,  nach  der  Breite  konkav  wird.  Ist  also  AB  CD  (Fig.  64)  ehr 
Querschnitt  des  ungebogenen  Stabes,  so  wird  A^B^C^B^  jener  des  gebogeM 
Stabes.    Dafs  eine  derartige  Biegung  des  Querschnittes  eintreten  molk,  liU 

sich  leicht  erkennen.  Wie  vorhin 
wickelt  wurde,  hat  die  Biegung  eineT» 
längerung  der  oberhalb  der  unge&ndaita 
Faserschicht,  eine  Verkürzung  der  nntfl^ 
halb  derselben  liegenden  Fasern  zur  Folgi 
Diese  Verlängerung  der  obem  Scliichten  hat  eine  Kontraktion  nach 
Breite  zur  Folge,  so  dafs,  wenn  die  Verlängerung  gleich  6  ist,  die  K» 
traktion  gleich  jitd  ist.  Die  Verkürzung  der  untern  Faserschichten  hat  eä 
Ausdehnung  nach  der  Breite  zur  Folge,  welche  ebenso  grofs  ist  als  1 
Verkürzung  oben.  Zu  diesen  Ausdehnungen  und  Verkürzungen  parallel  Mi 
treten  solche  parallel  A  D.  Oberhalb  der  ungeänderten  Schicht  MM  triHl 
in  dieser  Richtung  eine  Eontraktion,  unterhalb  MM  eine  Aasdehnung  fkt 
Man  sieht  leicht,  dafs  die  vorher  ebenen  Flächen,  welche  den  Stab  ol 
und  unten  begrenzen,  infolge  dieser  Kontraktionen  der  obem  nnd  A* 
dehnungen  der  untern  Hälfte  des  Stabes  sich  krümmen  müssen,  oder 
der  Stab  parallel  AB  so  gebogen  werden  mufs,  dafs  die  obere  Flidl 
konkav,  die  untere  konvex  wird^). 

Legen  wir  einen  Stab,  dessen  Länge  gegen  den  Querschnitt  betridii^ 
lieh  ist,  auf  zwei  gleich  weit  von  der  Mitte  entfernte  Stützen  und  bieg« 
ihn  dann  dadurch,  dafs  wir  seine  beiden  über  die  Stützen  heraasragente; 
Enden  mit  gleichen  Gewichten  belasten,  so  ist  der  der  Längsrichtung  te 
gebogenen  Stabes  parallele  Schnitt  der  oberen  konvexen  Fläche  ein  Ki«' 
bogen;  pin  zur  Längsrichtung  senkrechter,  also  parallel  ABCD  durch  ti' 
obere  Fläche  geführter  Schnitt  ist  dann  ebenfalls  ein  Kreisbogen;  und  d» 
Radien  dieser  Kreisbögen  verhalten  sich  wie  die  Längendilatation  zur  Q^fl^ 
kontraktion.  Setzen  wir  also  den  Radius  des  der  primären  Biegungsebflü 
parallelen  Bogens  gleich  1 ,  so  wird  der  Radius  des  Bogens  A^  B^  gleich  ^ 


')  Clehscht  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper,  p.  87  ff.  nnd  p.  36S  £    ' 
')  De  Saint  VdnarU,  Memoire  aar  la  flexion  des  pritmes  eto.    Joimial  dei 
mathdmatiqueB  pures  et  appliqudes  par  laoaville.   IL  S^rie.  T.  L    1866. 
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Befittmtiitmg  dieser  Krihniiiungsradien  kann  also  ebenfalls  diiy.u 
ddL4  ViirhllUois  der  Lllngendilatation  zur  Querkontraktion,  also  den 
#in  fi  zu  l)t?9t,lrnmen, 

Uw  im  §  41*  nngotVihrten  Versuche  von  Comu^)  beruhen  auf  diesem 

be.     Er   bestimmte  na<.^h  einer  optischen  Methode,   die  wir  im  zweiten 

-^      V  ,.|    Besiireehang   der   InteHerenz   des  Li<;htes   mit   grofsen  Gang- 

i»?n  kennen  lernen  werden,  die  Krlhnumngen  der  obem  Fllk'hen 

uliiLiicner  Olas]msmen,  und  erhielt  im  Mittel  fUr  f«  den  Wert  0,25. 


§  54. 

itiflühe  Naohwirktmg.    Bei  der  bisherigen  Besprechung  der  elasti- 

r  Miftt-n  der   festen  Köq>er  haben  wir  vorausgesetzt,   dafs  die 

^  j    äufserer  Kräfte  hervorgebra^htt^n  Änderungen  der  Köiper 

entan  oder  doch  in  einer  für  uns  nnmefsbar  kleinen  Zeit  erfolgen,  das 

\l  also,  dafs  etwa  bei  einer  Dehnung  dui'ch  Zug  die  YerlUngerung  sofort 

itt,  wenn  das  ziehende  Gewicht  an  dem  Körper  angebracht  ist  und  wir 

ml:   von   Schwingungen   den   Ki'jrper  allmählich   in   die   neue 

»  iiige  llbergehen  lassen.    Wir  haben  daoin  die  so  eintretende 

rUngerung   gemessen  und  aus   dieser   den  Elasticitätslioefficienten   oder 

i  linearen  Dehnungskoefticienten  abgeleitet 

Diö  eintretenden  Ändenmgen  beschrllnken  sich  indes  nicht  immer  auf 
^  nen  Ändenmgen,  jii  in  der  Regel  treten  im  Laufe  der  Zeit 

I  I  wirkenden  äursem  KriU'teii  noeh  mehr  oder  weniger  grolse 

derungen  in  demselben  Sinne  ein^  wie  die  momeutiLnum  Die  erste  Be- 
achtung dieser  Art  wm*de  von  W.  Weber  an  Beidenf^den  gemacht  und 
I  demselben  als  elastische  Nachwirkimg  bezeichnet^}.  Ein  horizontal 
gespannter  Seidvnfaden  wurde  durch  ein  passend  augehrachtes  Gewicht 
chnt  und  seine  sofort  eingetretene  Verlängerung  gemessen.  Bei  fort- 
geradem  Wirken  des  dehnenden  Gewichtes  ergab  sich  dann,  dals  die 
kge  des  Fadens  noch  stetig  zunahm,  und  zwar  wurde  eine,  mit  wachsen- 
Zeit  für  gleiche  Zeitintervalle  abnehmende,  Zunahme  bis  2168^70  Mi- 
'  i>   hinger  als  36  Stunden   nach  Voinahme   der   ersten  Dehnung 

Senso  ergab  sich,  dafs  ein  Faden,  der  hingere  Zeit  gedehnt  gewesen 
ih  Fortnahme  des  dehnenden  Gewichtes  nicht  sofort  wieder  die  dem 
[i'dehnten  Zustande  entsprechende  Lunge  annahm,  dafs  vielmehr  ein 
tser  Teil  der  Verkürzung  erst  nach  und  nach  eintrat,  die  Verkürzimg 
rde  1233  Minuten,  also  20,5  Stunden  wdch  Fortnahme  des  dehnenden 
ric^tes  beobachtet. 
'^'  v^on  W*  Weber  an  Seidenlilden  beobai-htet«  olastiseho  Nacb- 
nd  dann  F.  Kohl  rausch  aurh  au  Metall  drahten  und  Glasülden;  er 
i  rig  in  einer  Eeihe  von  Experimentalontersuchungen*''),  dafs 

,jn  Substanzen   die  elastische  Nachwirkimg   wesentlich   den- 


Vorm,  Comptes  Rendoa.     T,  LXIX,  p,  333. 

".  ireAfT,  Poggend,  Ann.  Bd,  XXXIV  tmd  LIV. 

ÄoÄlfMti^cA,  Poggend.  Ann.  ßd.  CXIX.  CXXVIU.  CLVm.  CLX. 
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selben  Gesetzen  folgt.    Kohlrausch  benutzte  bei  seinen  Beobachtungen  tot 
wiegend  die  Torsion. 

Entsprechend  der  Beobachtung  Webers,  dafs  bei  konstantem  spanna- 
den  Gewichte  die  Verlängerung  stetig  noch  lange  Zeit  zunimmt,  »igte 
Kohlrausch  bei  Glasfäden  zunächst,  dafs  das  zu  einer  konstanten  Toisa 
erforderliche  Drehungsmoment  mit  wachsender  Zeit  abnimmt.  Zur  Messoig 
des  Drehungsmomentes  wurde  ein  Magnet  benutzt.  An  einen  sehr  feincB, 
etwa  35™™  langen,  in  einem  drehbaren  Gehäuse  hängenden  Glasfaden  wuA 
ein  kleiner  Magnet  befestigt,  so  dafs  derselbe  horizontal  schwebte.  Eil 
solcher  Magnet  hat,  wie  wir  im  vierten  Bande  kennen  lernen  werden,  dal 
Bestreben,  in  einer  bestimmten  horizontalen  Richtung,  der  Richtung  d« 
sogenannten  magnetischen  Meridians  zu  verharren.  Bringt  man  ibn  ua 
einen  Winkel  a  aus  dieser  Lage  heraus,  so  wirkt  auf  ihn  ein  Drehungl- 
moment 

d  =  2>  •  sin  a, 

welches  ihn  in  den  Meridian  zurückzubringen  sucht.  Es  wurde  nun  duri 
eine  Drehung  des  Gehäuses  dem  Faden  eine  Torsion  erteilt;  der  MagnM 
folgt  dann  der  Torsion  so  weit,  bis  das  ihn  von  der  Richtung  des  Meridi« 
fortdrehende  Drehungsmoment  der  Torsion  gleich  ist  dem  magnetisdM 
Drehungsmoment,  welches  ihn  in  den  Meridian  zurückzuführen  itreü 
Durch  eine  Torsion  von  drei  ganzen  Umdrehungen  vrarde  so  die  NtU 
nahezu  senkrecht  zum  magnetischen  Meridian  gestellt.  Es  zeigte  sich  diaii 
dafs  die  Nadel  nicht  in  dieser  Lage  verharrte,  dafs  sie  vielmehr  stetig  d« 
Meridiane  sich  nähert«.  Daraus  folgt,  dafs  das  dem  Faden  durch  drei  U» 
drehungen  erteilte  Torsionsmoment  nicht  mehr  ausreicht,  um  die  Ifagnit' 
nadel  in  der  ihr  zunächst  gegebenen  Lage  zu  halten,  dafs  das  magnetiidi 
Drehungsmoment  gröfser  war.  Es  wurde  nun  durch  Zurückdrehen  dol 
Gehäuses  die  durch  Annäherung  des  Magnets  an  den  Meridian  eintrotflnll 
Zunahme  der  Torsion  aufgehoben  und  so  der  Faden  stets  um  genau  dii 
Umdrehungen  tordiert  gehalten.  Dabei  wurde  zunächst  von  Minute 
Minute  später  in  gröfseren  Zeitintervallen  der  Stand  der  Magnetnadel,  il» 
der  Winkel  a  beobachtet.  Dem  Sinus  des  so  beobachteten  Winkels  ' 
dann  jedesmal  das  Drehungsmoment  proportional,  welches  zu  der  betreffet" 
den  Zeit  dem  durch  drei  Umdrehungen  des  Fadens  bewirkten  Torsioiii- 
drehungsmoment  das  Gleichgewicht  hielt.  Die  so  zur  Zeit  t  Minuten  nük 
Herstellung  der  Torsion  beobachteten  Drehungsmomente  x  liefsen  rick 
durch  eine  Gleichimg  folgendermafsen  darstellen 

m 

worin  e  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems,  Xq^  c,  a  und  m  vfX 
aus  den  Versuchen  zu  berechnende  Konstanten  sind. 

Li  folgender  Tabelle  sind  einige  der  von  Kohlrausch  in  dieser  WöM 
beobachteten  und  nach  jener  Gleichung  mit  den  Konstanten 

3-0  =  0,8970;     c  =  0,04054;     a  =  0,36272;     m  —  0,25 

berechneten  Werte  von  x  zusammengestellt.    Die  Drehungsmomente  x  Bioi 
einfach  durch  die  Sinus  der  beobachteten  Ablenkungswinkel  u  gegbheuL 


IM. 
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Minoten 

X 

'    Zeit 
1   Minuten 

_    _'     1 

Beob. 

Berechn. 

Beob. 

Berechn. 

1,25 

0,9247 

0,9249 

35 

0,9145 

0,9142 

1,92 

0,9238 

0,9238 

'     50 

0,9138 

0,9129 

2,50 

0,9231 

0,9230 

i    110 

0,9120 

0,9099 

3,32 

0,9218 

0,9217 

160 

0,9079 

0,9086 

5,25 

0,9211 

0,9208 

1    206 

0,9071 

0,9077 

7,58 

0,9197 

0,9196 

300 

0,9054 

0,9063 

9,67 

0,9188 

0,9188  ' 

1    452 

0,9051 

0,9050 

12 

0,9181 

0,9180  ! 

'   1310 

0,9042 

0,9019 

18 

0,9168 

0,9166 

!   1780 

0,8995 

0,9011  • 

25 

0,9154 

0,9154 

2760 

0,8995 

0,9001 

Die  Zahlen  zeigen,  wie  gut  sich  die  allmähliche  Abnahme  des  Torsions- 
Irehungsmomentes  durch  jene  Gleichung  darstellen  läfst.  Nach  der  Gleichung 
rürde  x^  den  Wert  des  Torsionsdrehungsmomentes  bedeuten,  welchem  sich 
lasselbe  bei  konstant  erhaltener  Torsion  von  drei  Umdrehungen  mit  wachsen- 
ler Zeit  immer  mehr  annähert,  denn  setzt  man  in  der  Gleichung  die  Zeit  i 
inendlich  grofs,  so  wird  x  =  x^. 

Entsprechend  der  zweiten  Beobachtung  Webers  zeigte  Kohlrarusch,  dafs 
Jin  tordierter  Draht  nicht  sofort  nach  Aufheben  der  Torsion  in  seine  frühere 
Sleichgewichtslage  zurückkehrt,  sondern  dafs  er  eine  nur  sehr  allmählich 
fleh  verlierende  Torsion  beibehält.  Ja,  er  fand,  dafs  es  keineswegs  einer 
bge  dauernden  Torsion  bedarf,  damit  sich  diese  Nachwirkung  zeige,  dafs 
»hon  eine  Torsion  von  wenigen  Sekunden  ausreicht,  um  eine  deutliche 
Nachwirkung  hervorzurufen.  Bezeichnet  man  den  Winkel,  um  welchen  der 
Draht  zur  Zeit  i  Minuten  nach  Aufheben  der  ihm  ursprünglich  erteilten 
Torsion  noch  aus  seiner  Gleichgewichtslage  gedreht  bleibt,  mit  rr,  so  läfst 
sich  derselbe  allgemein  darstellen  durch  die  Gleichung 


»orin  e  wie  immer  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems,  C,  or  und  n 
Konstanten  bedeuten.  Die  Konstanten  hängen  bei  gegebener  Temperatur 
^on  der  Gröfse  und  Dauer  der  ursprünglich  dem  Drahte  erteilten  Torsion 
ib.  Sind  die  anfönglich  dem  Drahte  erteilten  Torsionen  nicht  zu  grofs  und 
ibersteigt  die  Dauer  derselben  nicht  3  Minuten,  so  lassen  sich  die  Winkel  x 
torch  die  einfachere  Gleichung 

a;  =  c  — 

arstellen,  worin  c  von  der  Gröfse  und  Dauer  der  ursprünglichen  Torsion, 
)wie  von  dem  Material  und  der  Temperatur  des  Drahtes,  a  dagegen  bis  zu 
emperaturen  von  22^  C.  nur  von  dem  Material  des  Drahtes  abhängig  ist^). 


>)  ISMnmmh,  Poggend.  Ann.  CXXVIII  p.  418. 


236  Elastische  Nachwirkung.  |U 

Für  einen  Silberdraht  fand  Kohlrausch  für  die  GrÖfse  c^  wem  d« 
Draht  T  Minuten  um  den  Winkel  g>  Grad  tordiert  war  und  die  Tempentor 
des  Drahtes  r^  C.  betrug, 

c  =  (0,000021  9  9  +  0,000  000  018  7  g?')  T^.»»  (%  +  21,5). 

Die  Eonstante  a  war  für  Silber  gleich  0,3875.  Für  einen  Mesaai- 
draht  fand  sich  a  =  0,1643,  für  einen  Qlasfaden  berechnete  Eohbranacli^ 
aus  Versuchen  Boltzmanns^),  wenn  die  Torsion  180**  betrug  und  nieU 
langer  als  %  Minute  dauerte,  a  =  0,968  und  0,923.  Für  einen  Kaatschnk- 
faden  ergab  sich  dagegen  a  schon  bei  kleinen  nur  Y,  Minute  danBrndn 
Torsionen  wesentlich  von  der  Gröfse  g>  der  ursprünglichen  Torsion  ab- 
hängig. 

Um  ein  Bild  von  der  Gröfse  und  dem  Gange  der  elastischen  Nadi- 
Wirkung  zu  geben,  sind  in  folgender  Tabelle  einige  Beobachtungen  vn 
Kohlrausch  an  dem  Silberdrahte,  an  welchem  obige  Konstanten  erhalt« 
sind,  mitgeteilt.  Der  Silberdraht  hat  eine  Länge  von  125  Millimeter.  Dil 
Torsionen  wurden  mittels  der  Gauss-Poggendorffschen  Spiegelablesimg  p- 
messen,  welche  wir  wegen  ihrer  ausgedehnten  Anwendung  zu  fthnlidNi 
Messungen  hier  schon  beschreiben  wollen.  Die  Methode  ist  die  genaiutti, 
um  kleine  Drehungswinkel  scharf  zu  messen. 

Man  befestigt  zu  dem  Zwecke  an  die  Drehungsaxe  des  drehbant 
Körpers,  hier  also  an  dem  untern  Ende  des  Fadens,  einen  kleinen  ebeM 
Spiegel,  So  dafs  die  Spiegelebenc  ss  (Fig.  65)  der  Drehungsaxe  paralU, 

hier  also  vertikal  ist    In  einigv 
*■**  ^^'  Entfernung  ist  dem  Spiegel  ea 

Femrohr  Ao  gegenübeigestelt^ 
unter  oder  über  welchem  eki 
Mafsstab  mm  so  angebracht  jit; 
dafs  er  dem  ungedrehten  Spiegti 
parallel  steht,  und  dafs,  watj 
der  Spiegel  in  der  Buhelage  nh 
befindet,  der  durch  das  Femnkr 
blickende  Beobachter  am  Faita- 
kreuz  des  Femrohrs  das  Spiflgd- 
bild  des  Nullpunktes  der  Teihaf  ; 
erblickt,  welcher  sich  onmittoftif 
unter  dem  Femrohr  bei  o  Up^ 
™  findet.  Dreht  sich  dann  der  Spi^gdt 

um  irgend  einen  kleinen  Winkel,  so  sieht  man  durch  das  Fernrohr  < 
Spiegelbild  eines  andern  Teilstriches  a  der  Skala  am  Fadenkrenx.  Bit 
man  den  Abstand  der  Skala  vom  Spiegel  gemessen,  so  erhält  man  ans  i 
Abstände  oa  des  beobachteten  Skalenteils  den  Winkel  a,  um  welchen  sA 
der  Spiegel  gedreht  hat,  in  folgender  Weise. 

Da  man  in  der  Ruhelage  des  Spiegels  den  am  Femrohr  befindlichA 
Nullpunkt  der  Teilung  erblickt,  so  folgt,  dafs  die  Aze  des  Femrohrs  aenl» 
recht  zur  Ebene  des  Spiegels  ist,  wenn  derselbe  in  der  Bohelage  ist,  odil 


^^^£  .    -      irrr^a 


>)  KoMrauach,  Poggend.  Ann.  Bd.  CLVIII. 

^  BoUzmann,  Wiener  Berichte  Bd.  LXX.  Poggend.  Ann.  BKg.-Bd.  VE 
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die  Riehtong  soÄ  ist  senkrecht  zu  der  Spiegelebene  in  der  Ruhelage. 
Sieht  man  nach  der  Drehung  des  Spiegels  in  dem  Femrohr  den  Teil- 
strich a,  so  beweist  das,  dafs  der  von  a  ausgehende  Lichtstrahl  a5  am 
^egel  nach  der  Richtung  soÄ  reflektiert  wird.  Nach  dem  Beflexions- 
gesetz  wird  ein  einfallender  Strahl  as  stets  so  reflektiert,  dafs  der 
reflektierte  Strahl  mit  der  zum  Spiegel  senkrechten  Richtung  TT,  dem 
Em&llslot,  denselben  Winkel  bildet,  wie  der  einfallende  Strahl.  Nennen 
wir  also  den  Reflexionswinkel  osT^^  a^  so  ist  der  Winkel  aso  =»2«. 
Da  nun  in  der  Ruhelage  das  Einfallslot  in  die  Richtung  sO  fiel,  ist  a  der 
Winkel,  um  welchen  sich  der  Winkel  gedreht  hat.  In  dem  rechtwinkeligen 
Dreieck  aos  liegt  die  Kathete  ao  dem  Winkel  2a  gegenüber,  somit  ist 


tang  2a  = 


ao 


Die  LSnge  ao,  der  Abstand  des  in  der  abgelenkten  Lage  gespiegelten 
Skilenteils  von  dem  Nullpunkte  der  Skala  dividiert  durch  den  Abstand  der 
Skala  von  dem  Spiegel  gibt  uns  also  die  Tangente  des  doppelten  Drehungs- 
winkels des  Spiegels.  Da  man  auf  diese  Weise  immer  nur  kleine  Winkel 
milst,  kann  man  die  Tangente  des  doppelten  Winkels  noch  gleich  der 
doppelten  Tangente  des  einfachen  Winkels  setzen,  oder 

.  .    ao 

tanga  =  i— . 

In  den  meisten  Fällen  kann  man  sogar  die  Tangente  mit  dem  Bogen 
Tertaaschen,  und  setzen 

.    ao 

^    08 

oder  «ich  knrz,  indem  man  os  in  Skalenteilen  mifst,  wenn  der  Abstand 
so  gleich  n  Ski^enteilen  ist ,  schreiben 

a  =  Ä  •  w, 

wo  man  durch  passende  Bestimmung  der  Konstanten  k  sofort  a  in  Bogen- 
Qiiiniten  oder  auch  Graden  aus  der  beobachteten  Ablenkung  n  erhält. 

In  dieser  Weise  erhält  man  in  folgender  Tabelle,  in  welcher  die  Ab- 
le&kangen  x  in  Skalenteilen  angegeben  sind,  den  Wert  derselben  in  Bogen- 
i&inaten  durch  Multiplikation  mit  0,706. 


Zeit  nach  der 

] 

[ 

n 

m 

Tonion  i  in 

X 

^ 

X 

Minuten 

Beob. 

Berechn. 

Beob. 

Berechn. 

Beob. 

Berechn. 

0,166 

38, 

41,5 

— 



74 

74,8 

0,33 

33,6 

34,0 

53,5 

54,6 

65,9 

66,7 

1,0 

24,3 

24,2 

41,3 

40,6 

53,4 

53,0 

2,0 

19,3 

19,3 

33,6 

32,8 

44,8 

44,4 

5 

13,9 

14,0 

23,8 

23,8 

33,7 

33,7 

10 

11,0 

10,9 

17,9 

18,1 

26,0 

26,2 

20 

.  7,9 

8,3 

13,4 

13,4 

19,6 

19,7 

50 

8,9 

8,5 

12,6 

12,5 

80 

1 

7,2 

6,6 

10,6 

9,5 
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Die  Gröfse  der  bei  diesen  Beobachtungsreihen  stets  angewandten 
primären  Torsion  betrag  180^  die  Dauer  bei  der  ersten  Reihe  2,  beite 
zweiten  5,  bei  der  dritten  10  Minuten. 

Die  Zahlen  zeigen,  dafs  schon  bei  kurz  dauernder  Torsion  die  Na^ 
Wirkung  merklich  ist,  und  wie  die  Nachwirkung  mit  der  Dauer  der  Tortk* 
wächst;  bei  der  Torsionsdauer  10  Minuten  ist  die  Nachwirkung  nach  einar 
sechstel  Minute  schon  fast  1^.  Bei  einer  Torsionsdauer  von  9  Standen  nod 
einer  Torsion  von  585"  betrug  die  Nachwirkung  gleich  nach  Aufheben  der 
primären  Torsion  30^,  also  fast  ein  Zwanzigstel  des  ursprünglichen  Torsions- 
Winkels. 

Eohlrausch  hat  ebenfalls  die  elastische  Nachwirkung  bei  der  Dehnnog 
und  Biegung  näher  untersucht;  mit  Metall-  oder  Glasstreifen  war  in  daa 
Fällen  die  Nachwirkung  zu  gering,  um  genau  verfolgt  werden  zu  kOnnea, 
er  beobachtete  daher  die  Nachwirkung  bei  der  Dehnung  an  Kautschakf)lde& 
und  die  bei  der  Biegung  an  Stäben  aus  Hartkautschuk  (Ebonit)^).  Er  fanl 
in  beiden  Fällen,  dafs  die  Gesetze  der  elastischen  Nachwirkung  im  wesent- 
lichen dieselben  waren  wie  bei  der  Torsion.  Wir  verweisen  wegen  dei 
SpecieUeren  auf  die  Arbeit  von  Kohlrausch.  Nur  sei  hier  noch  des  meik- 
würdigen  Verhaltens  der  Körper  Erwähnung  gethan,  wenn  man  sie  nadi 
einander  verschiedenen  Änderungen  unterworfen  hat.  Wie  wir  sahen,  ninunt 
die  Nachwirkung  bei  der  Torsion,  und  so  ist  es  bei  allen  übrigen,  mit  der 
Gröfse  imd  Dauer  der  primären  Torsion  sowohl  an  Gröfse  als  Dauer  ni| 
immer  aber  ist  die  Annähei-ung  an  den  Gleichgewichtszustand  anftngliek 
eine  erheblich  raschere  als  später.  Wenn  man  nun  einem  Körper  zunächik 
eine  starke  länger  dauernde  Torsion  in  einem  Sinne  erteilt,  und  daoo, 
während  er  nach  Aufheben  derselben  sich  allmählich  der  Gleichgewidiil- 
lage  nähert,  ihm  eine  kurz  dauernde  Torsion  im  entgegengesetzten  Sisifl 
gibt,  so  zeigt  sich,  dafs  die  einzelnen  Nachwirkungen  sich  superponierea, 
das  heilst,  man  findet,  dafs  nach  der  zweiten  kurzem  entgegengesetztea 
Torsion  sich  der  Draht  zunächst  der  Lage  nähert,  aus  welcher  man  ün 
tordiert  hatte,  dann  einen  Augenblick  zur  Ruhe  kommt,  und  dafs  er  diiiB 
wieder  der  Nachwirkung  von  der  ersten  Torsion  folgend  sich  wieder  aeiaei 
ursprünglichen  Gleichgewichtslage  nähert.  So  wurde  ein  Kautschokfiidei 
einen  Tag  lang  um  drei  Umdrehungen  tordiert.  Losgelassen  zeigte  d0^ 
selbe  eine  sehr  starke  Nachwirkung  und  in  der  ersten  Zeit  näherte  er  och 
etwa  10*^  in  der  Sekunde  seiner  ursprünglichen  Gleichgewichtslage.  Na* 
10  Minuten  hatte  er  sich  um  mehr  als  180^  derselben  genähert,  und  tf 
drehte  sich  in  der  Sekunde  nur  mehr  etwa  ^"  zurück.  Nun  drillte  mia 
den  Draht  während  40  Sekunden  nach  der  entgegengesetzten  Riehtang; 
nach  Aufheben  dieser  Torsion  zeigte  der  Faden  zunächst  eine  NachwiiiiiDV 
im  Sinne  derselben.  Der  Faden  ging  nicht  sofort  in  die  Lage  zurück,  aoi 
der  man  ihn  das  zweite  Mal  tordiert  hatte,  sondern  nähei-te  sich  derselbet 
stetig  während  3,5  Minuten.  IJhe  er  indes  dieselbe  erreicht  hatte,  kehita 
sich  der  Siim  der  Bewegung  um,  das  heifst  der  Körper  näherte  sich  wieder^ 
wie  wenn  die  zweite  Torsion  nicht  stattgefunden  hätte,  der  nrsprttnglicbei 
Gleichgewichtslage. 

Die  Thatsache,  dafs  die  elastischen  Änderungen  eiaes  KOrpers  unter 

»)  Kohlrauscft,  Poggend.  Ami.  Bd.  CLVIII. 
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iTtrkimir  Äufßerer  Kräfte  oder  nach  Aufhören  dieser  Wirktmg  nicht  völl- 
ig 'flicklich  erfolgen,  dals  sie  2um  Teil  sehr  langsam  erfolgen 
I  lie  der  ganzen  Elasticitätslehre  zu  Gmnde  liegende  Ann  ah  nie, 
wotchor  die  augenblickliche  Lage  der  Moleküle  im  Innern  eines  Kör- 
f  durch  die  augenblicklich  wirkenden  Kräfte  bestimmt  wird^  einer  Modi- 
»tion  bedarf.    Es  haben  allerdings  die  Moleküle,  sobald  bestimmte  änfsere 
auf  einen  Köi^ier  wirken,  nur  eine  Crleichgewichtslage^  indessen  kann 
tttreten  in  diese  Gleichgewichtslage  eine  sehr  lange  Zeit  dauern.    Wir 
Äsen  daraus  schliefsen,  dafs  der  Bewegung  der  Moleküle,  sobald  gie  nicht 
weit  aus  ihrer  Gleichgewichtslage,  wie  sie  den  augenblicklich  wirksamen 
LiWi  entspricht,  gebracht  sind,  ein  Widerstand  entgegensteht,  der  ihre 
og  verlangsamt.    Es  mufs  das  aber  ein  Widerstand  ganz  eigentüui- 
sein^  wie  wir  ihn  sonst  bei  Bewegungen  nicht  finden.     Bei  allen 
fostigen  Bewegungen  können  wir  den  Widerstand  in  Rechnung  ziehen,  in- 
uu  wir  einfach  von  der  bewegenden  Krat^  eine  gewisse  Gröfse  abziehen, 
Quotient  aus  dieser  Differenz  und  der  zu  bewegenden  Masse  gibt  uns 
die  Beschleunigung.     Da  bei  den  elastischen  Änderungen  die  Kraft, 
che   die   Mideküle   gegen   die   Gleichge^'i'ichtslage   treibt,   dem   Ahstand 
Moleküle    von    der    Gleichgewichtslage    proportional    ist,    so    ist    bei 
iricher  Verschiebang  die  bewegende  Kraft  dieselbe;   da  nun  bei  gleicher 
erung  der  Moleküle  auch  der  Widerstand  derselbe  sein  müiste,  so  mtifste 
gleicher  Yerschiebung  auch  die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Moleküle 
der  Gleichgewichtslage  nähern,  stets  dieselbe  sein.     Das  ist  aber,  wie 
lien,  keineswegs  der  Falb     Die   in   der  letzten  Tabelle  niitgetreilten 
litnngen  zeigen,  dafs  bei  einer  Torsion  von  180*^,  welche  2  Minuten 
B^  nach  10"  die  Drillung  des  Silberdrahtes  bis  auf  27'  verschwunden 
I,  als  dagegen  dieselbe  Torsion  10  Minuten  gedauert  hatte,  war  in  10" 
I  Drillung  erst  bis  auf  52'  verschwuuden,  und  es  dauerte  fast  5  Minuten, 
m  auf  27'  verschwiuaden  war.    Im  ersten  Falle  geht  sie  dann  in  20'  bis 
etwa  5'  zurück,  im  zweiten  ist  sie  nach  80  Minuten  erst  auf  etwa  8' 
Öckgegangen.     Ja,   hat   man   eine   stärkere   ursprüngliche   Torsion   an- 
irandt.  and  diese  Stundenlang  dauern  lassen,  so  kann  die  langsame  Rück- 
in  die  Gleichgewichtslage  schon  beginnen,  wenn   die   Drill ung   noch 
.Grade  beträgt,  wir  erwülmten  den  Versuch  von  Kohlrausch,  wo  sie 
U}^  betrug;  erst  in  130  Tagen  ging  sie  da  auf  27'  zurück. 
Noch  räthselhafter  wird  der  Vorgang  durch  die  erwähnte  von  Kohl- 
«ch   nachgewiesene   Superposition   der    elastischen   Nachwirkung.     Hat 
einen  Faden  tordiert,  so  dafs  er  Nachwirkung  zeigt,  so  werden  durch 
atgegengesetzt^?  Torsion  die  Moleküle  nicht  in  derselben  Weise  ver- 
wie   wenn  man  dem  ungedrillten  Faden  dieselbe  Torsion  erteilt 
e,  sondern  nach  Aufhören  der  neuen  Torsion  und  der  von  ihr  herrühren- 
Nachwirkung  tritt  die  erstere  wieder  hervor.    Man  kann  also  die  Nach- 
jirliung   nicht  etwa   aulTieben,   indem  man  durch  eine  Üufsere  Kraft  den 
den  in  die  untordiert-e  Lage  bringt.    Selbst  wenn  man  ihn  in  dieser  eine 
zo  lange  Zeit  festhält,  gebt  er  aus  dieser  wieder  heraus  in  die  durch 
frühere  Torsion  bedingte  Lage,  um  dann  ganz  allmählich  in  die  un- 
äriJlte  Liige  zurückzukehren. 

Ea  ist  deshalb  auch  noch  nicht  gelungen  eine  Theorie  der  «lastischen 
^vrilimiig  zu  geben ^   das   heilst  sie  anf  die  molekularen  Vorgange  im 
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Innern  der  Körper  zurückzuftlhren  ^).  Wir  begnügen  uns  daher,  hier  km 
die  Betrachtungen  mitzuteilen,  welche  W.  Weber*)  und  F.  KohLraoiek') 
zur  Ableitung  der  obigen  die  elastische  Nachwirkung  darstelleBdci 
Gleichung  geführt  haben*). 

Beide  Physiker  gehen  eben  davon  aus,  dafs  bei  jeder  elastischen  Ve^ 
Schiebung  die  Moleküle  den  wirksamen  Kräften  nicht  frei  folgen  kjSniun, 
dafs  sich  also  ein  Widerstand  dem  Eintritt  in  die  neue  durch  die  gerada 
wirksamen  Kräfte  bedingte  Gleichgewichtslage  entgegenstellt.  Nennen  wir 
den  Abstand  der  Moleküle  von  dieser  Gleichgewichtslage  rr,  so  setzt  W.Weber 
die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Moleküle  in  dieselbe  hinbewegei, 
irgend  einer  Potenz  des  Abstandes  x  proportional  Kohlrausch  dagiftt 
führt  auch  die  Zeit  t  ein,  welche  seit  dem  Beginn  des  Wirkens  der  dk 
neue  Gleichgewichtslage  bedingenden  Kräfte  verstrichen  ist,  also  z.  B.  <b 
Zeit,  welche  seit  dem  Aufheben  der  primären  Torsion  verstrichen  isi  Sr 
setzt  dann  die  Geschwindigkeit,,  mit  welcher  die  Moleküle  zur  Zeit  t  sifib 
der  Gleichgewichtslage  nähern,  dem  Abstand  x  direkt  und  irgend  einer 
Potenz  der  Zeit  t  umgekehrt  proportional.  Da  wir  nun,  wie  wir  sah«, 
diese  Geschwindigkeit  stets  als  den  ersten  Differentialquotienten  des  Weg« 
nach  der  Zeit  schreiben  können,  liefert  die  Annahme  von  Kohlrausch  die 
Gleichung 

dx  X 

wo  wir  links  das  negative  Vorzeichen  schreiben  müssen,  weil  die  Bewegung 
eine  Abnahme  der  x  hervorbringt,  also  der  Richtung  entgegengesetzt  ist, 
nach  welcher  x  als  positiv  gerechnet  ist.  Bei  nicht  grofsen  kurz  danemdei 
primären  Änderungen  kann  man  n  gleich  1  setzen,  und  erhält  dann 

dx  x 

Diese  Gleichung  läfst  sich  schreiben 

•  dx^  dt_ 

X  t 

Den  zur  Zeit  t  vorhandenen  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  6^^ 
halten  wir  dann,  wenn  wir  den  zu  einer  bestimmten  Zeit  /^  nach  AufhSntJ 
der  primären  Änderung  vorhandenen  Abstand  mit  x^  bezeichnen,  durch  Bit- 
dung der  Summe  aller  Werte  auf  der  linken  Seite  von  x^  bis  ar,  auf  te; 
rechten  Seite  von  t^  bis  f,  oder  durch  Bildung  der  bestimmten  Integrale 


/•       dx  _r    dt 


')  Man  sehe  dahin  gerichtete  Versuche  von  0,  E,  Meyer^  Poggend.  A** 
Bd.  CLI,  Poggend.  Ann.  CLIV.  Annalen  der  Physik  mid  Chemie,  neue  Folg» 
(Wiedem.  Ann.)  Bd.  IV.    Neesen,  Poggend.  Ann.  CLVII. 

«)  W.  Weber,  Poggend.  Ann.  Bd.  LIV. 

»)  Kohlrausch,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXIX,  CXXVIII. 

«)  Eine  andere  und  eingehendere  Entwicklung  gibt  BoUgmatm,  Wien.  Bl 
Bd.  LXX.  Poggend.  Ann.  Erg.-6d.  VIT.  Man  sehe  über  dieselbe  «noh  JGri 
rausch,  Poggend.  Ann.  Bd.  CLX. 
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Nach  E  2  nnd  E  VIII  sind  dieselben 

—  (log  nat  X  —  log  nat  x^)  =  log  nat  f  —  log  nat  /j" , 
oder  auch  / 


wenn  wir  den  aus  den  Beobachtungen  zu  bestimmenden  Zähler  der  rechten 
Seite  mit  c  bezeichnen.  Wir  gelangen  somit  zu  der  Gleichung,  welche 
Kohlraoscb  bei  allen  kleinern  und  kurz  dauernden  Änderungen  bestätigt 
fiud,  und  erkennen  gleichzeitig,  dafs  a  eine  für  das  betreffende  Material 
diarakteristische  Konstante  ist,  welche  deshalb  Kohlrausch  auch  als  die 
Konstante  der  elastischen  Nachwirkung  bezeichnet. 

Bei  siÄrkem    länger    dauernden    primären^  Änderungen    ist    n    nicht 
gleich  1,  dann  erhalten  wir  für  die  Verschiebung  x  zur  Zeit  t 


/-^-/•f  =/■"-. 


und  das  wird  mit  Beachtung   der  Regel  E  1   fUr  die   rechte   Seite   der 
Gleichung 

l        log  nat  x^  —  log  nat  a;  =  —  ^^  ^-(»-l)  +  -^  ^^-(«-1), 

oder,  wenn  wir  ^^  =  0  setzen,  also  x^  als  die  Verschiebung  ansehen,  die  im 
Augenblick  des  Aufhörens  der  primären  Änderung  vorhanden  ist, 

X  cc 

log  nat  -  = t^^^ 

°  X,  n— 1 


x.e 


ii=r'' 


*w>  die  Gleichung,  welche  Kohlrausch  in  diesem  Falle  experimentell  be- 
•'"^te.  Wie  die  Versuche  zeigen  hängt  bei  solchen  primären  Änderungen 
•■tt  der  Wert  von  a  von  der  Stärke  und  Dauer  derselben  ab,  er  wird  be- 
••^  mit  wachsender  Dauer  der  primären  Änderung  kleiner,  das  heifst 
«elastische  Nachwirkung  verläuft  um  so  langsamer,  je  länger  die  primäre 
Werong  gedauert  hat 

§  55. 


f,^     — — «•»»•eKxvuBv.      Die   bisher  besprochenen  durch  äufsere  Kräfte 

[WTorgebrachten  Verändenmgen  des  Volumens  oder  der  Gestalt  der  Körper 

f  rjf^^^^ergehende,  der  Körper  kehrte  nacli  Aufhören  der  Wirkung  der 

IST*      ^  ^  seinen  frühem  Zustand  zurück,  wenn  auch  ein  Teil  dieser 

i^Tr     ^^^  Bewegung  sehr  langsam  war.     Diese  Rückkehr  in  die  ur- 

^ .      Gleichgewichtslage  findet  jedoch  keineswegs  immer  statt,  man 

^imehr  immer  dann  bleibende  Ändenmgen,  wenn   die  ändernden 

^^^öoer  vielmehr  die  durch  diese  hervorgebrachten  Änderungen  eine 

^ffg^j?^^^^  überschreiten.     Wird  ein  Draht  durch  einen  sehr  starken 

^^«ftnt,  80  behält  er  nach  Aufhören  desselben  einen  Teil  seiner  Ver- 

^*^  'fcjrtk.  L  4.  Änß.  10 
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längerung  bleibend  bpi,  er  nimmt,  auch  wenn  die  elastische  Nachwirke 
ganz  vorüber  gegangt^n  ist,  nicht  wieder  die  frühere  Ltlnge  an,  seine  Mole- 
kdle  h^ben  eine  neue  Gleicbgewicbtshxge  erhalten.    Dasselbe  findet  man  I 
don  nndei^n  von  uns  betraclitet^^n  Füllen;  ein  zu  weit  tordierter  Draht  kek 
nicht  wieder  in  seine  iirsprllngliche  Gleichgewichtslage  zurück,  ebenso  pbl 
eine  äu  starke  Biegung  eine  bleibende  Durchbiegung  des  gebogeuen  8tabi 
Hierauf  beruht  die  Verlängerung  eines  Drahtes,  wenn  man  ihn  durch  m 
Ihalit/ug  zieht ^  der  Abdruck  des  Stempels  auf  den  Münzen;  das  Auswalm 
der  Hleclu%  die  Wirkung  des  Hämmems  und  alle  ähnlichen  Formünder 
wt?lcho  man  ohne  Trennung  des  Zusammenhanges  der  Korper  bewirkt 

Es  gibt  demnach  eine  Elasticitätsgrenze,  oder  eine  Grenze,  welcÜ 
Änf&ere  Krllfte  bei  ihrer  Wirkung  auf  die  Körper  nicht  überschreiten  dtlrfei 
ohne  die  Körper  dauernd  zu  ändern.  Als  diese  Grenze  definiert  man 
JQtie  Kraft,  beim  Dehnen  also  die  Gröfse  des  Zuges,  bei  der  Torsion  jend 
Drehungsmoment,  welches  die  erste  bleibende  Änderung  ties  Körpers  hervoij 
bringt^  Diese  Grenze  ist  ♦  ftir  verschiedene  Substanzen  sehr*  verschied 
Blei  s,  B.  erhält  schon  bei  sehr  schwachem  Znge,  bei  sehr  geringer  ToraOI 
oder  Biegung  eine  bleibende  Änderung,  w5hrend  es  bei  Eisen  oder  8ti 
gans  erheblicher  Kriifte  bedarf. 

So  leichtes  ist,  eine  Definition  der  Elasticität^^grenze  aufzustellen« 
iebwierig  ist  eine  scharfe  BesUnunnng  derselben.    Zunächst  erkennt  maJ 
dafs  sirengi»  genomntfon  eine  Kraft,  welche  eine  bleibende  Formende 
bowkki,  schon  aufserbalb  der  Elasticit&tsgrenxe  Hegt    Um  diese  Schwicng 
kvil  iti  umgehen,   hat  man  t,  B.   bei   der  Dehnung  jenen   Zug,  in  Eik 
gnonmen  aii;^gedrüekit  der  pro  Quadratmillimeter  des  Querschnitts 
als  ElasticitÜagreiiM  hoteichn^t,  weldier  einen  Dniht  um  0,00005 
ursiHrüngUchen  Uiigd  dantiimd  rtaßMDgaitL 

IttdiS  «urh  nach  dieser  D^^finitkni,  md  seibsl  abgesehen  von  der  eh 
wAm  Nadiwirktuig,  bir^tet  die  <sakie  BesAünonoig  dieser  Grenie  eine  gia 
Sehwmiglcniit  ja  ist  nach  den  BuitWihtmigfw  tou  Tlialto^'t  gar  nichij" 
Uch^  w^algatow  dann  nichti  wenn  rnua  die  Basliettil^prenze  in  üb 
Ali  wie  den  Elastkitllskoelfieieotesi  ah  eine  fUr  das  Material  cha 
i         '      *^    islanto   ansetea   wüL     fMliliTl    sdietnl  die    Zeitdauer 
'  mtema  ErÜla  auf  dia  hUhm^  TatliidieTmig  der  Köi^ 

r«  toi  Einiafe  itt  an  wie  bei  der  ekalbphen  Nachwij 
Ibel  Vlmm  Belartnngea  Wt  dmemder  Einwirkung^ 
singen  hm.  tatanhriagiii      Ans  deni  Grande  erlalunen  aii 
u  biegen  smIi  tfe  Bal^  Fer 

^laiw  abbti^  U,  ab  dar  EBiper  schon  Mhe 
vt  advr  aiebt     Bn  tttkmc  neeb  meht  gede^ 
«a^an  selMa  dm^li  kMiM»  Oewwbt»  me  bletborie  Verls 
dttpoli  ^mm  3laxk«a  Zag  bMhtttd  gedcbninr  erst  dnreh  %ehf 
S^  ted  lUkn  btt  eiM«  8laba  ym  ■itliibeilga  eibwedi: 
bbMdt 


IM 


bmtble  bei  l:«n 


Wvka^  «nt  Ueibende  Ve 


rngyad.  Aaia  M.  CX3UT. 


^^'  ■ 
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ng  von  0,0OOC*5  der  urgprtlngliehen  Lilnge  hervor.  Derselbe  Stab 
©  daiin  nach  xmd  nach  einem  Zuge  bis  zw  40  Kilogr,  auf  das  Qtiadrat- 
L^'e^eixt,  Wixianih  seint^  bleibende  VerUlugerung  bis  auf  0,00'* 
rben  LHiige  zunahm.  Der  so  verlELngerte  Stab  wurde  neuen 
»versuchen  unterworteu,  und  es  ergab  sich,  dafs  «»ine  neue  bleibende 
ening  jetzt  nicht  einti*at,  wenn  auch  die  filihor  bestiniint©  Elastici* 
,e  erheblich  über  seh  ritten  wurde.  Erbt  ein  Zug  von  33,8  Kilügr. 
tjuadratmillimeti^r  brachte  eine  neue  Verlängerung  von  0,CM)005 
rlljiglicbt*n  Länge  hervor.  Bei  dieser  Versuchsreihe  wurde  der  Zug 
44,5  Kilogr.  auf  das  Quadratiaillimeter  gesteii^^ert  und  der  Stab  um 
ilt»55  Hi-mer  urspi-ünglichen  Lllnge  bleibend  verlängert.  Nachfolgende 
jiuugen  des  Stabes  ergaben  dann^  dafs  bei  dem  so  verlUngerien  Btahe 
Eljisticiiatsgrenze  erst  bei  38^6  Kilogramm  erreicht  war, 
E«  *trgibt  sich  somit,  dafs  durch  vorhergehende  Streckungen  die  Elasti- 
!ir  erhebliidi  erweitert  wird,  diifs  man  deshalb  die  gleiche 
WM^  bei  di'mselbcn  Matt^iiil  nur  dann  findet,  wenn  dasselbe 
ler  durch  den  gleichen  Zug  gedehnt  worden  ist.  Man  erhält  deshalb  ftlr 
zogene  Drtlhte  eines  Metalls  ziemlich  übereinstiiuinende  Werte  der 
tJit^grenze.  In  dieser  Weise  sind  auch  die  in  der  Tabelle  des  folgen- 
pben  angegebenen  von  Wei-theim^)  erhaltenen  Zahlen  fllr  hart 
ähte  zu  verstehen. 
Die  "Beobachtungen  Thaleuß  erklären  auch  den  grofsen  Unterschied, 
Icher,  wie  ebenfalls  die  Tabelle  des  folgenden  Paragraphen  zeigt,  Wert- 
m  fOr  die  ElasticitiLtsgrenze  hart  gezogener  und  geglühter  und  dann 
irsum  abgekühlter  BriLhte  fand.  Durch  das  Erhitzen  gehen  die  Metall© 
kier  in  den  molekularen  Zustand  über,  den  sie  vor  der  Streckung  he- 
km,  und  deshalb  tritt  schon  bei  viel  geringerem  Zuge  eine  dauernde 
ri&ngerung  eiJi.  Wie  Thalen  fand,  tritt  diese  Senkung  der  Elasticitäts- 
11X6  schon  bei  einer  Erwäi*mung  auf  200"  0.  ein.  Das  Gleiche  wird  durcli 
b  lieiliH  von  Erfahrungen  in  der  Technik  bestlltigt,  wir  erwlihnen  nur  die 
flit<?ro  Schiniedbarkeit  der  Metalle,  wenn  sie  glühend  sind;  die  Not- 
Hdigkeit  beim  Auswalzen  der  Bleche,  wenn  sie  durch  mehrere  Walzen 
;aogen  sbd,  dieselben  erst  neu  zu  erwärmen  u.  m.  a. 
Fllr  die  Torsion  und  Biegung  hat  Wiedemann*)  schon  früher  ganz 

E"  '  nden,  es  zeigt  sich  auch  dort,  dafs  durch  mehrmaliges  Tor* 

gen  die  Elasticitiltsgrenze  ganz  erheblieh  herausgerückt  wird. 
u  kann  deshalb,  wie  Wjedemann  hoi-vorhebt,  bei  vorher  noch  gar  nicht 
öruiierten,  g*^dehnten,  tordiorten  oder  gebogenen  Körpern  eigentlich  von 
bar  EhifiiiciUltsgrenze  sprechen,  schon  die  geringsten  temporären  De- 
toationen  hab«^n  bleibende  Ändeiningen  zur  Folge;  erst  wenn  man  die 
if|mr  hinlilnglich  oft  innerhalb  gewisser  Grenzen  durch  bestimmte  liufsere 
ifUf  d«»fonniert  hat,  kehr<^n  sie  bei  erneuerter  Einwirkung  derselben  oder 
lerer  Kriifle  im  gleichen  Sinne,  wie  die  zuletzt  angewandten  waren,  in 
üb&k  Zustand  zurück,  den  sie  vor  dieser  erneuerten  Einwirkiuig  besafsen. 


■y    Wtriheim,    Poggeod,  Ann.   Erg.-Bd.   IL    Ann.    de    chim.   et   de  phj». 

B9Tr  T,  n. 

*)  Wi«Umnnn,  Poggend,  Ann.  Bd.  ClU,  Bd.  CVI,  Dd.  CVIl,  Üd,  CXVIK 
m  Folge,  IUI,  VL  Über  (\en  Zuatand  permanent  tordiertcr  DrUhte  aehe  moin 
!i   WarißWTfff  Annalen  dt:r  Pbyijikr  Nene  Fo}gL\  Bd.  X« 

IG* 


Festigkeit 


§  56, 

FeBtigkeit*  Wenn  maa  die  Einwirkung  äuTserer  Kräfte  am! 
festen  Körper  über  die  Elasticitäisgrenze  hinaus  fortsetzt,  so  gelang 
endlich  dahin,  dai's  der  Zusammenhang  der  einzelnen  Teile  aufg 
wird;  ein  Über  die  ElasticitHtsgrenze  belasteter  Draht  zerroiTst^  ui 
starkem  Drucke  wird  ein  Körper  zt'njuetscht  oder  zerstampft,  ein  zia 
tordierter  Faden  wird  abgodieht,  und  ein  zu  £tark  gebogener  Sta 
zerbrochen. 

Man  bezeichnet  den  Widerstand,  den  ein  Korpej^  der  Trennung 
Teile  entgegensetzt,  mit  dem  Namen  Festigkeit  So  viele  versch 
Arten  der  Einwirkung  es  gibt,  so  viele  Arten  Festigkeit.  Ma 
das  Gewicht  zu  bestimmen  gesucht,  welches  einen  Draht  von  beli 
LtLnge  und  1  Milliiiiettr  Duri-hmesser  zu  zerreifsen  imstande  ist,  und 
durch  dieses  die  Zugfestigkeit  oder  absolute  Festigkeit  der  Körper 
findet  in  der  folgenden  Tabelle  eine  Anzahl  Angaben  nach  den  Vers 
von  Wertheim.  Zur  Bestiimiimig  dieser  Zahlen  hat  man  mit  dem 
Schwierigkeiten  zu  käiBpfVn,  die  vorbin  erwilhnt  wurden;  bei  langt 
und  dauernder  Belastimg  reifst  ein  Draht  viel  früher  als  bei  schnellej 
kurz  dauernder,  8tölse  natürlich  ausgenommen.  Die  Festigkeit  wird  ( 
durch  die  Belastung  vermindert.  Die  folgenden  Angaben  beziehen  mk 
langsame  Belastimg  ^). 


MetaUe 


Bltn  I  e^^K^^ 

"'^     '  '  ■  •  ^  \  angelassen 

^'^^^ 1   angelassen 

Gold  ,  .  .  .  ^"^^T"" 

l   aBgelaasen 

Silber  I    ««2<>?^^ 

^^ {^"X^n 

11'  I    Rezosren 

''■"'™ 1  ttngelMien 

(i.iri.Hta)il   .  .  j  f^^Cen 

HtaLUlraht    .  j  ^^^ 


Elaiticit&tagrense 


0,26  klgrm, 

0,20 

0,45 

0,20 
18,6 

3,0 
11,25 

2,7  fi 

0,75 

i,m 

li.O 

3,0 

26.0 

14^5 

as,5 

6,0 
A2,h 
IM 


1 


Miui  fiitdit,  aueh  hier  ir.bigt  sich  ein  aulTallender    ^^ 
ibiri    v*'rHi  liii^denMU    Metallen  sowohl  als  audi  ^-wisüli^      ^^ts^ 
Mt  tl»^  o  1**1  bim  MntallüH,  jtj  nachdem  es  i^e/offen  ^^  i        ^^^ 
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Man  sieht  femer,  wie  zwischen  den  Gewichten,  welche  die  Elasticitäts- 
ftenze  angehen,  und  jenen,  die  das  Zerreifsen  hewirken,  hei  den  verschie- 
Jenen  Metallen  ein  verschiedener  Unterschied  vorhanden  ist;  je  gröfser  der 
Interschied  ist,  um  so  dehnharer  ist  das  Metall,  ohne  dafs  man  jedoch 
lesen  Unterschied  als  Mafs  der  Dehnbarkeit  hinstellen  könnte. 

Die  Kraft,  mit  der  ein  Körper  dem  Zerdrücken  widersteht,  nennt  man 
ie  rfickwirkende  Festigkeit;  über  diese  sind  nur  wenige  ältere,  meist  zu 
<nktischen  Zwecken  angestellte  Versuche  vorhanden. 

Die  relative  oder  Bruchfestigkeit  ist  zu  praktischen  Zwecken  vielfach 
ntersncht  worden,  um  die  Tragfähigkeit  von  Balken,  Axen  u.  s.  f.  zu  be- 
biimnen.  Gefundene  Zahlen  anzuftlhren,  denen  nur  eine  praktische  Be- 
Gutung  zuzuschreiben  ist,  erscheint  überfltifsig. 

Die  Gesetze,  nach  denen  sich  die  Festigkeiten  mit  den  Dimensionen  des 
lörpers  ändern,  sind  nicht  bekannt.  Annähernd  richtige  Resultate  wird  man 
Bter  Anwendung  der  für  die  Elasticität  gültigen  Gesetze  erhalten,  also  z.  B. 
ei  der  Zugfestigkeit  unter  der  Annahme,  dafs  dieselbe  proportional  dem  Quer- 
ihnitt  sei.  Jedoch  haben  Versuche  gezeigt,  dafs  es  nicht  statthaft  ist,  aus 
ersuchen  mit  Drähten  von  kleinen  Dimensionen  auf  Stäbe  von  gröfseren 
imensionen  zu  schliefsen. 

Gleiches  gilt  von  der  Drehfestigkeit,  auch  über  diese  ist  nichts  Genaueres 
»kannt. 

Man  xmterscheidet  noch  eine  fünfte  Art  von  Festigkeit,  die  Härte.  Man 
rsteht  darunter  den  geringem  oder  gröfsem  Widerstand,  den  ein  Körper 
m  Eindringen  von  Spitzen  oder  Schneiden  entgegensetzt.  Man  hat  darnach 
j  Körper  in  10  Klassen  geteilt  und  bestimmt  den  Grad  der  Härte  darnach, 
Iche  Körper  den  zu  untersuchenden  noch  ritzen  können,  und  welche  er 
zen  kann.  Die  Körper,  welche  man  als  Härteskala  aufgestellt  hat,  sind  nach 
ihs  vom  geringsten  zum  gröfsten  Härtegrad  fortschreitend  folgende  10^) 

1)  Talk, 

2)  Steinsalz, 
sS  Kalkspath, 

4)  Flufsspath, 

5)  Apatit, 

6)  Feldspath, 
Quarz, 
Topas, 

9)  Korund, 
10)  Diamant. 
Man  legt  darnach  einem  Körper  z.  B.  den  Härtegrad  5  bei,  wenn  er 
ifsspath  ritzen  kann  und  selbst  vom  Feldspath  geritzt  wird.    Körper,  die 
1  gegenseitig  ritzen,  haben  gleiche  Härte. 

§57. 

Vom  Stofse  der  Körper*).  Auf  der  Eigenschaft  der  Elasticität  be- 
ten die  Bewegungserscheinungen,  welche  zwei  Körper  darbieten,  wenn 
gegen  einander  prallen,  wenn  sie  sich  stofsen. 

?)  9.  KoMlf  Lehrbuch  der  Mineralogie. 

*)  Die  6e0e^  des  Stolses  wurden  vollständig  zu  gleichet  Zeit  vou  Wdl\\s> 


246  Vom  Stofse  der  Körper.  |  fl. 

Haben  zwei  Massen  m  und  m  gewisse  gleichgerichtete  Oesdiwindig* , 
keiten  v  und  v  erhalten,  so  werden  sie,  wenn  die  (jeschwindigkeit  v  T<a  ■ 
gröfser  ist  als  die  v  von  m\  nach  einiger  Zeit  auf  einander  treion  ml 
während  einer  sehr  kurzen  Zeit  gegen  einander  gedrückt  sein.  In&dfi 
dieses  Stofses  wird  dann  die  Geschwindigkeit  jedes  der  beiden  Körper  p* 
ändert  sein,  die  Geschwindigkeit  des  stofsenden  Körpers  wird  vetUeiiMi^ 
die  des  gestolsenen  Körpers  wird  vergröfsert  sein.  Sind  die  Geachwindig* 
keiten  der  Körper  nach  dem  Stofse  c  und  c\  so  erhalten  wir  zunSdisigw 
allgemein  folgende  Relation  zwischen  den  Geschwindigkeiten  vor  nnd  udi 
dem  Stofse.  Während  die  Körper  sich  berühren,  übt  der  eine  auf  dn 
andern  einen  Dnick  aus,  und  infolge  dieses  Druckes  vrird  die  G^eschwindif-. 
keit  geändert,  und  zwar  für  den  stofsenden  Körper  um  v  —  c,  ftr  döii 
gestofsenen  um  c  —  v\  Da  der  Druck  auf  die  beiden  Massen  m  und 
während  derselben  Zeit  wirkt,  so  verhalten  sich  die  Geschwindigkeiten,  & 
diese  Drucke  ei*teilen,  also  die  soeben  abgeleiteten  Gesehwindigkeitl- 
ändenmgen  umgekehi*t  wie  die  Massen,  denen  sie  erteilt  sind,  oder 


rti-i 


V  —  c 


c  —V  m 

und  daraus 

mv  +  fnv  ^^mc-}-  mc. 

Um  eine  zweite  Relation  zwischen  den  Geschwindigkeiten  zu  erhalten, 
müssen  wir  zwei  Fälle  unterscheiden, 

l)  Beide  Körper  sind  absolut  unelastisch.  Der  Stofs  wird  dann  ei»  '■ 
bleibende  Änderung  der  Gestalt  hervorbringen,  die  Körper  entfernen  üA 
nach  dem  Stofse  nicht  mehr  von  einander,  sondern  bewegen  sich  nach  dxm 
Stofse  mit  gemeinsamer  Geschwindigkeit  weiter.  In  diesem  Falle  ist  alio 
c  =  c',  und  wir  erhalten 

mv  +  mv  =  (m  +  t»')  c , 

mv4-  mv 
c  =  r— ?—  ? 

^_  m(v  —  v')  ,  ___     __  m(t?  — p) 

m"  +  w'     '     ^        ^  m  +  m' 

War  die  Bewegimg  v  jener  von  v  entgegengesetzt,  so  haben  wir  ii 
diesen  Ausdrücken  nur  v  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu  versehen, 
und  es  wird 


V  = i 7 —   • 

m-f-m 

Und  ist  nun  mv  =  m'v%  so  wird  c  «=  0,  also  beide  Körper  bleiben  in 
Ruhe.    Dieser  Fall  scheint  also  durchaus  dem  im  §  11  abgeleiteten  Sntn . 
von  der  Konstanz  der  lebendigen  Kraft  zu  widersprechen,  da  die  lebendigst 
Kraft  nach  dem  Stofse  gleich  Null  ist.     Indes  ist  der  Widersprach  nur 
schtnnbar,  da  durch  den  Stofs  Arbeit  geleistet,  nämlich  die  Gestalt  der  Massen 

Wren  und  Huyghens  entwickelt  und  von  Wallis  am  26.  November,  von  Wrtn 
am  17.  Dezember  1668,  von  Huyghens  am  4.  Januar  1660  der  Royal  Sooiely  n 
London  vorgelegt,  der  letztere  soll  sie  jedoch  schon  im  Jahre  1668  enfcwiekiK 
haben.  Philos.  Transact.  of  the  Royal  Soc.  of.  London  from  ^^'"■niwwfniwt  ete. 
Abridged  with  notes  etc.    Vol.  L  London  1809.  p.  807;  810;  886. 
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Uaibend  ge&ndeit,  und,  wie  wir  spSter  nachweisen  werden,  auch  Wärme 
mengt  ist  Und  da  hier,  nicht  nur  wenn  c  =  0  ist,  sondern  in  jedem  Falle 
m  G^staltsänderang  der  Massen  erfolgt,  also  Arbeit  geleistet  wird,  so 
nls  in  jedem  Falle  die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Massen  nach  dem 
Kofi»  kleiner  sein  wie  vor  dem  Stofse.  Man  findet  diesen  Satz  bestätigt, 
wan  man  die  lebendigen  Kräfte  vor  und  nach  dem  Stofse  vergleicht. 

8)  Wenn  dagegen  die  beiden  Körper  vollkommen  elastisch  sind,  so 
ghädit  sich  die  im  Stofse  eintretende  Gestaltsänderung  sofort  wieder  aus, 
iidie  msammengedrückten  Körper  sich  sofort  wieder  ausdehnen  und  ihre 
nprOngliche  Gestalt  annehmen.  Die  Körper  sind  also  nach  dem  Stofse 
wieder  in  ihrem  ursprünglichen  Zustande,  oder  es  ist  bei  dem  Stofse  keine 
Arbeit  geleistet  worden.  Die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Massen  kann 
Uer  durch  den  Stofs  nicht  geändert  sein.  Diese  Bemerkung  liefert  uns 
für  die  elastischen  Köq>er  die  zweite  Eelatioif  zur  ]kstinimung  der  Go- 
dbwindigkeiten  nach  dem  Stofse;  denn  nach  derselben  ist 

mv^  -{-  m'v^  =  mc^  +  mc^ 
oder 

Dividieren  wir  diese  Gleichung  durch  die  vorhin  allgemein  abgeleitete 

m(v  —  c)  =  m  (c  —  v) , 
»folgt 

i;  -j-  c  =  t;'  +  c' , 

'  md  ans  den  beiden  letzten  Gleichungen 

2m  v'  -j-  (m  —  w')  t?  , 2mv  +  {in  —  m)v 

m  denen  wir  wieder  das  Zeichen  von  v  ändern  müssen,  wenn  die  Geschwindig- 
keiten die  entgegengesetzte  Richtung  haben. 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  m  =  m  sei,  so  wird 


c  =  V 


c  =  V. 


Die  Körper  haben  also  nach  dem  Stofse  ihre  Geschwindigkeit  einfach 
nuget&uscht.  War  die  Geschwindigkeit  der  einen  Masse  tu  gleich  Null,  so 
wird  jetzt  die  der  andern  Null,  denn  dann  wird 

c  =  0,     c  ==  V. 

Wird  also  eine  ruhende  Kugel  von  einer  bewegten  ganz  gleicher  Masse 
gerade  gestofsen,  so  erhält  sie  «von  letzterer  deren  volle  Geschwindigkeit, 
und  die  stofsende  Kugel  bleibt  in  Buhe.  Dieser  bemerkenswerte  Schlufs 
hbt  sieh  leicht  durch  den  Versuch  nachweisen  ^).  Man  hängt  an  einem  Ge- 
rtelle (Flg.  66)  mehrere  unter  sich  gleiche  Kugeln  von  Elfenbein  so  auf, 
dab  sie  sich  berühren,  und  dafs  ilire  Centra  sich  in  einer  geraden  Linie 
befinden.  Man  hebt  nun  die  erste  um  einen  gewissen  Winkel  und  läfst 
äe  dann  fallen.     Sie  beschreibt  einen  Kreisbogen  wie  ein  Pendel  und  stöfst 


^  ^  Der  Apiparot  som  Nachweis  des  Satzes  vom  Stofse  der  Körper  wurde 
nb  Tön  Mmatte  angegeben.    Mariotte,  Trait^  de  la  percussion  ou  choc  des 
eoipL  Fteü  1677. 
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auf  die  zweite  Kugel  mit  einer  Geschwindigkeit  v  =■  Y^gh,     Nach  am 

Stofse  ist  sie  in  Ruhe,  gibt  aber  ihre  Geschwindigkeit  an  die  zweite  Eogd 

ab;   diese  überträgt  sie  an  die  dritte  u.  s.  f.   durch  die  ganze  Beihe,  bil 

Fig.  66.  schliefslich      die     latiki; 

Kugel  Ä  die  GefdiwnK 
digkeit  erhftlt,  welche  B 
besafs,  und  deshilb 
Ä'  aufsteigt 

Dann  fftllt  Ä 
zurück,  erreicht  diesdh 
Geschwindigkeit  und  td 
dieselbe  wieder  di 
alle  die  Kugeln  hindmd 
an  B  mit.  Man  hat 
nach  ein  Pendel,  «d 
ches  aus  einer  Reihe 
Kugeln  besteht, 
mittlere  unbeweglichbU 
ben,  und  deren 
üufseren  sichabwechi 
heben  und  senken. 

Ist  m'«=cx>,  v^ 
so  wird 


A^y-^ 


V  (tn  —  m) 


—  V 


d.  h.  stöfst  eine  Kugel  gegen  eine  feste  Wand,  so  besitzt  sie  nach  dem  Stofii 
eine  ihr  gleiche,  aber  ontgegengesetzt  gerichtete  Geschwindigkeit.  LftEst  i 
demnach  eine  Elfenbeinkugel  auf  eine  Marmorplatte  fallen,  so  mufs  sie 
rückspringen  und  zu  derselben  Höhe  wieder  aufsteigen,  von  der  sie  h 
fiel,  um  neuerdings  zu  fallen  und  so  ihre  Bewegimg  ohne  Ende  foi 
Man  wcifs  nun,  dafs  das  nicht  der  Fall  ist,  dafs  die  Kugel  allerdings 
springt,  aber  nicht  bis  zu  ihrer  ursprünglichen  Höhe,,  und  dafs  ihre 
wegimg  nach  und  nach  aufhört.  Ebenso  findet  man,  dafs  die  gestoÜMM 
Kugel  niemals  genau  die  Geschwindigkeit  der  stofsenden  erhält,  somit,  dill 
unserer  Theorie  entgegen  jedesmal  bei  dem  Stofse  ein  Verlust  von  lebe^f 
dijrer  Kraft  eintritt,  respektive  ein  Teil  der  lebendigen  Kraft  in  eine  andeit 
Form  umgesetzt  wird.  Der  Gnmd  dieser  Abweichung  der  Erfahrung  vo» 
der  Theorie  liegt  eben  darin,  dafs,  wie  wir  §  54  und  55  sahen,  die  in  dfli; 
Theorie  vorausgesetzte  vollkommene  Elasticität  der  Körper  nicht  hesMfc 
Die  durch  die  elastische  Kraft  geleistete  Arbeit  ist  niemals  genau  gMok 
der  in  der  ersten  Hälfte  des  Stofses  geleisteten  Arbeit,  es  wird  vielmeta 
immer  im  Innern  sowohl  des  stofsenden  als  des  gestofsenen  Körpers  eili 
Teil  der  geleisteten  Arbeit  in  andere  Formen  umgesetzt.  ' 

Die  in  dem  Bisherigen  abgeleiteten  Stofsgesetze  gelten  nicht  nur  fttn 
Kugeln,  sondern  für  Körper  beliebiger  Formen  unter  der  Voraossetiang^ 
dafs  die  Körper  sich  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Schwerpunkte  stoÜMij 
so  dafs  also  der  durch  den  Stofs  ausgeübte  Druck  und  der  elastiadhe  Gc^geir 
druck  direkt  durch  den  Schwerpunkt  gehen.     Lassen  wir  diaie  Vonoir 
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setsnng  fallen,  so  ist  die  Wirkmig  des  Stofses  sehr  von  der  Foi*m  der 
stofsenden  Körper  abhängig. 

Bei  Kugeln  ist  es  leicht,  bei  solchen  nicht  nach  dem  Centriim  ge- 
riditeten,  also  excentrisch  oder  schiefen  Stöfsen  die  Bewegung  nach  dem 
Slolse  abzuleiten. 

Seien  zu  dem  Ende  Ä  und  B  (Fig.  67)  die  Mittelpunkte  zweier  Kugeln 

im  Momente  des  Stofses,  und  sei  PÄ  der  Richtung  und  GrÖIse  nach  die 

Geschwindigkeit  v  der  Kugel  Ä,QB  jig  67 

jene  v  der  Kugel  B,  sei  femer  die 

Muse  de(  ersten  Kugel  w,  jene  der 

iweiten  m\    Die  Verbindungslinie  der 

bdden  Mittelpunkte  AB  geht  dann 

stets   durch    den    Berührungspunkt, 

und  steht,  da  der  Radius  einer  Kugel 

itets  normal  ist  zu  dem  Elemente  der 

[Kugel,   an    welches   er  gezogen  ist, 

Bonnal    zu     den    sich     berührenden 

Elementen.      Zerlegen    wir    die    Ge- 

idiwindigkeit    PÄ    in  ihre   zu   AB 

;  pirallele  Komponente  SA  und  die  zu 

)  AB  senkrechte  Komponente  P6',  und 

:  ebenso   die   Geschwindigkeit  QB  in 

?r  senkrecht  zu  ^-B  und  TB  pa- 

j  nllel  AB,  so  sind  PÄund  ^T  gleich- 

xeitig  parallel  den  Berührungsflächen 

tar  beiden  Kugeln.  Diese  Komponenten  können  daher  durch  den  Stofs 
seht  geändert  werden,  dieselben  sind  nach  dem  Stofse  die  gleichen  wie  vor 
dem  Stofse.  Die  beiden  anderen  Komponenten  senkrecht  zur  Beiilhiiings- 
liebe  sind  nach  den  Mittelpunkten,  also  den  Schwerpunkten  der  Kugeln 
gerichtet,  auf  diese  sind  daher  unmittelbar  die  Gesetze  des  centralen  Stofses 
umwenden.  Bezeichnen  wir  den  Winkel,  den  PA  mit  AB  bildet,  mit  a, 
den  Winkel  zwischen  QB  und  BA  mit  a\  so  ist 


SA  =  V  •  cos  a 


TB  ==  —  V  cos  a  ; 


die  Geschwindigkeiten  von  A  und  B  parallel  SA  und  B  T  nach  dem  Stofse 
werden  dann 


—  2ifir'  cos  o'  +  (m  —  m)  v  cos  « 


i'= 


2  VI  V  008  a  —  (m  —  m)  v  cos  a 
m  +  in 


m  +  m 

worin  wir  v  cos  a  mit  dem  negativen  Vorzeichen  schreiben  müssen,  weil 
die  Richtung  der  Komponente  TB  jener  SA  entgegengesetzt  gerichtet  ist. 
Setzen  wir  die  Massen  beider  Kugeln  als  gleich  voraus,  also  m  =  m\  so 
wird  ^ 

I  =  —  V  cos  a  ^'  =  V  cos  a , 

die  beiden  Kugeln  tauschen  einfach  ihre  parallel  AB  gerichteten  Geschwin- 
digkeiten aus. 

Die  totalen  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stofse  erhalten  wir  als  lle- 
snUiereiide  der  je  beiden  zu  einander  senkrechten  Komponenten 


C»  —  t;«  sin*  «  +  I* 


/^  =  ,/« 


v^  sin*  a'  4-  l'*  1 
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und  die  Richtung  der  Bewegung  nach  dem  Stofse  respektive  den  WinU, 
den  dieselbe  nüt  AB  bildete,  in  den  Gleichungen 

tang  «/ 


tang«! 

V  81D  a 

~     1 

Ist  also  m  =  n»' 

so  wird 

tang  «j  =  - 

V  sin  ff 

V  008« 

f> 

•      # 
Bin  a 

i 

«Bin« 

V  cos  « 

tang  «/  == 

Das  negative  Vorzeichen  bedeutet,  dafs  die  Richtungen  der  Bewegniigcij 
A  U  und  jB  F  an  der  andern  Seite  von  AB  liegen,  als  die  Bewegungen Torj 
dem  Stofse.  Wir  erhalten  dieselben,  indem  wir  -4Ti  ■=»  J?T,  T^TJ  =^W\ 
ziehen  in  der  Linie  AU  und  ebenso,  indem  wir  BS^''^  AS,  SiV^^ifT 
ziehen  in  B  F,  für  beide  Kugeln  der  Gröfse  tmd  Richtung  nach. 

Die   Bewegimg   der  beiden  Kugeln  in  einzelnen  Fällen  ist  hiennck 
leicht  zu  bestimmen.    Wird  z.  B.  eine  Kugel  gegen  eine  ruhende  gl 
Masse  gestofsen,  so  bewegt  sich  die  stofsende  nach  dem  Stofse  stets 
recht  zur  Verbindimgslinie  der  beiden  Mittelpunkte,  die  gestofsene  mit 
der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  parallelen  Komponente  der  stol 
den  Kugel  parallel  der*  Verbindungslinie.    Die  beiden  Kugeln  bewegen 
also  in  zu  einander  senkrechten  Richtungen.    Ist  m  unendlich  »'  =  0, 
also  die  Kugel  m  gegen  eine  feste  Wand  geworfen,   so  dafs  sie  mit 
Normale  der  Wand  den  Winkel  a  bildet,  so  wird 

^  as  V  •  cos  a  ^'  =  0  «a  C  C  =  €7 

V  •  sin  ff 

tang  a,  = =  —  tang  «. 

°    ^  t?  •  cos  a  ° 

Die  zur  Wand  normale  Komponente  bleibt  ihrer  Gröfse  nach 
gehindert,  sie  wird  der  Richtung  nach  die  entgegengesetzte;  die  Gesdnrii 
digkeit  c  nach  dem  Stofse  ist  deshalb  dieselbe  wie  vor  dem  Stol^,  fi 
Richtung  der  Bewegung  liegt  an  der  andern  Seite  der  Normalen  zur  festflj 
Wand,  in  der  durch  die  Bewegungsrichtung  vor  dem  Stofse  und  derNonM 
len  gegebenen  Ebene,  sie  bildet  mit  der  Normalen  zur  Wand  dennUNI 
Winkel  wie  vor  dem  Stofse. 

Sehr  viel  verwickelter  werden  die  Wirkungen  des  Stofses,  wenn  dm 
der  stofsenden  Köri)er  oder  beide  nicht  Kugeln  sind.  Die  nicht  faiga 
ITirmigen  Köri)er  erbalten  im  allgemeinen  durch  den  Stofs  auch  eine  roäl 
rende  Bewegung.  Die  Wirkung  des  Stofses  ist  nJlmlich  stets  nonnil  i 
dem  Flächenelement,  in  welchem  die  stofsenden  Körper  sich  berühren,  &i 
Richtung  geht  aber  bei  nicht  kugelförmigen  Körpern  im  allgemeineB 
durch  den  Schwerpunkt  derselben.  Deshalb  erteilt  der  Stofs  solchen 
pem  im  allgemeinen  eine  rotierende  ]3ewegung  um  eine  Axe,  welche 
den  Schweii)unkt  der  Körper  g^^^t,  und  welche  senkrecht  ist  zu  der 
welche  durch  die  Bewegungsrichtimg  vor  dem  Stofse  und  die  zur 
rtihrungsfläche  normale  Richtung  gegeben  ist.  Man  erh&lt  das  Drebi 
moment,  indem  man  die  zur  BertlhrungsÜäche  senkrechte  Komponente 
Bewegung  nochmals  zerlegt,  und  zwar  in  die  durch  den  Berflhi 
und  den  Schwerpunkt  gehende  und  die  zu  dieser  Richtung  senkreohta 
ponente ;  letztere  bewirkt  die  Drehung.  Es  wird  demnaoh  Ton  dtc  kl 
digen  Kraft  der  stofsenden  Körper  em  Teil  zur  Erzeagang  der 
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regang  verwandt,  die   lebendige  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung 
Xs  somit  um  diesen  Betrag  verniindert  werden.     Die  Geschwindigkeiten 
fortschreitenden  Bewegiingen  müssen  deshalb  kleinere  sein,  als  sie  sich 
den  vorhin  för  Kugeln  durcIigifTiilirten  Eechnungen  ergehen. 
Ganz  Tollständig  ist  indes  eine  solche  Rotation  auch  nicht  bei  Kugeln 
sges^c blossen;  die  beiden  Kugeln  reiben  iiilmlich  aueinander,  solange  die 
Briihmng  dauert^  und  diese  Reibung  wirkt  auf.  beide  Kugeln  wie  eine  der 
Beruh ningstläche  parallelen  Bewegirngskoniponente  entgegengesetzt  ge- 
Kraft.; diese  muls  als  senkrecht  zum  Eadius  an  der  Peripherie  an- 
«ifende  Kraft  ©ine  Botation  der  Kugeln  'im  Folge  haben. 


§58. 

Adhisioa.    In  ähnlicher  Weise  wie  die  Moleküle  eines  und  desselben 

ers  an  einander  haften,  ziehen  sich  auch  diejenigen  zweier  getrennicM" 

an,  wenn  man  sie  hinreichend  einandi  r   nähert.     Am    deutlichsten 

i  sich  diese  als  Adhäsion  bezeichnete  Anziehimg,  wenn  man  zwei  Körper 

ofsen  Flüchen  zu  recht  inniger  Berührung  bringt.    Schleift  man  zwei 

von  etwa  10  Centim.  Durchmesser  möglichst  gut  auf  einander,  und 

bt  sie  dann  sorgt^ltig  übereinander,  so  dafs  sie  sich  in  ihrer  ganzen 

[long  berühren,  so  bedarf  es  eines  Zuges  von  vielen  Kilogi-ammen, 

[die  Platten  von  einander  zu  reifsen. 

Durch  Versuche  mit  solchen  sogenannten  Adhäsionsplatten,  denen  man 
I  verschiedene  Gröfse  gibt,  kann  man  erkennen ^  dafs  die  Grofse  der  Ad- 
m  mit  der  Gröfse  der  adhllrierenden  Fläeben  zunimmt;   ein  Gesetz  der 
^keit  der  Adhtlsion  von  der  Gröfse  der  Flüchen  läfst  sich  in  dieser 
[»chwierig  auistellenf  weil  es  sich  nicht  erreichen  liifst,  bei  allen  Ver- 
eine gleich  innige  Belehrung  der  Flsichen  herzustellen. 
Auf  diesem  Aneinander  haften  der  Koqier  bei  inniger  Berühning  be- 
,  alle  Methoden  der  Verbindung  zweier  Köi-per  durch  irgend  ein  Bjnde- 
Uin  die  Bertihrnng  der  Körper  mit  dem  Bindemittel  möglichst  innig 
chen,  wird  das  letztere  in  Üüssiger  Form  zwischen  die  zu  verbinden- 
I  Flächen  gebracht^  und  dann  erstarren  gelassen.   1ji  der  Regel  adhlUieren 
diese  Bindemittel  stärker  an  den  Körpern»  zwischen  welche  man  sie 
cht  hat,  als  ihre  Teile  imter  einander  kohärieren^  deshalb  wird  hei 
versachten  Trennung  der  durch  ein  solches  Bindemittel  verbundenen 
er  meist  eher  die  Kohäsion  des  Bmdemittels  übei'wunden  als  die  Ad- 
Immn  desselben  an  die  verbundenen  Körper. 

Ein  solches  Aneinand  erb  alten  zweier  Körper  zeigt  sich  auch,  wenn  man 

Iäbi  Platten  mit  genau  parallelen  Pilichen  bis  auf  gewisse  kleine  Entfernung 

llftert,   ohne   dafs   man  sie  zur  Berührung  bringt,    schon  bei  Abständen, 

ttllobo  erheblich  gröfser  sind,  als  dafs  wir  nach  den  später  zu  besprechen- 

i  Erfahrungen  annehmen  kömien,  dal's  die  molekularen  Kräfte  dort  noch 

sein  können.     Stellt  man  eine  Platte  genau  horizontal  und  läfst 

I  andere,  welche  an  einer  Wage  ä<juilibriert  ist,  in  kleinen  Abständen, 

^0,1*°*"  darüber  schweben,  so  bedarf  es  stets  eines  nicht  unerheblichen 

riohts,    um    die    schwebende   Platte   von   der   festen   zu   entfernen. 

hat  diese  von  ihm  als  scheinbare  Adhäsion  bezeichnete  EiacWmu^ 
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genauer  untersucht*)  und  gezeigt,  dafs  sie  ein  Pliänoiuen  ganz  anderer  All  | 
ist,  bei  welch om  von  oiner  molekularen  Anziehung  gar  keine  Rede  ist. 

Es  zeigt  sieli  nJimlich,  dafs  es  in  diesem  Falle  gar  keiner  bes?timmt«ij 
Kraft  Jiedad',  um  die  bewegliche  Platte  von  der  festen  losznreifsen,  dafti 
vielmehr  sr*hr>u  das  kleinste  übergewicht,  welches  auf  die  andere  Wagscbale 
gelegt  wird,  dazu  ausreicht.  Je  kleiner  aber  das  Übergewicht  ist,  einer  «tu 
so  gröfsern  Zeit  bedarf  es,  bis  der  Abstand  der  Platten  von  einem  ge-j 
gebenen  anfänglichen  Wert  auf  einen  gewissen  gröfsern  Wert  gewatbwmj 
ist.  Biese  Zeitdauer  ist  ferner  wesentlich  davon  ahhlingig,  »tb  man  di^i 
Platten  in  der  Luft  über  einander  hängen  lüfst  oder  in  einer  Flüssigkeit  ond] 
weiter  von  der  Natur  der  Flüssigkeit,  sie  ist  eine  andere,  wenn  die  Plattcill 
in  Wasser  Über  einander  schweben,  als  wenn  sie  sich  in  Alkohol  oder  in] 
einer  Öalzlnsimg  Tietinden.  Gorade  die  Äbhiingigkeit  der  Erscheinung  Yffl 
der  Flüssigkeit,  in  welt^her  sich  die  Platten  befinden,  beweist  auf  d«»! 
deutlichste,  dafs  hier  ganz  andere  Kriifte  niafsgebend  sind  als  eine  rook-| 
kulare  Anziehung  der  beiden  Platten.  Wir  werden  deshalb  an  einer  anderai 
Stelle  bei  Besprechung  der  Flüssigkeitsreibung  auf  die  Untersuchung  voiLj 
Stefan  zurückkommen. 

§  fi9. 

Ton  der  KeilDiing*    Wenn   zwei   Käq>er   über   einander   bin  beweg 
werden,  so  l'edarf  es  immer  einer  gewissen  Kraft,  um  die   Bewegun^f  «o 
unt-erhalten,  selbst  wenn  die  Bewegung  in  genan  horizontaler  Kithtun^'  vor 
sieb  geht.    Durch  die  Berührung  der  Kßrper  tritt  also  der  Bewegung  der-l 
selben  über  einander  bin  ein    Hinderais   entgegen.      Dieses   Hindernis  be-I 
zeichnet  man   als   Peibungswiderstand;   er  tritt  nur  dann  auf,  wenn  inaol 
einen  Köqier  über  einen   andern  hin  in  der  BerObmngsebene  zu  b(^w?geii| 
sucht. 

Die  Eeibung  ist  uiu   so  stilrker,  je  rauher  die  Flächen  sind,   wc4chö| 
sieh  über  einander  bewegen;  wir  müssen  daher  eben  in  dieser  Rauhigkeit 
ihren  bauptsm^bliebsten  Gnind  suchen,  indem  dadurch  die  Teile  der  Krirpei* 
teilweise  in  einander  greifen,   nnd    deshalb  bei  jeder  Bewegung  derselb 
über  einander   hin  ein  geringes  Heben  des   bewegten   Ki^rpers  stattfinde 
lioufs.     Je  glatter  deshalb  im  allgemeinen  die  Berühningsfiäehen  sind,  un 
geringer  ist  die  Reibung.    Dafs  aber  in  den  Unebenbeiten  der  Berühnmgs* 
fliehen  niebt  der  einzige  rh-uiid  der  Reibung  zu  suchen  ist,   geht   daraiw 
bei-vor,   dafs  dieselbe  auch  von  der  Natur  der  reibenden  K5q>er  abhlingiß 
ist.     Bo  z,  B.  zeigt  sieb,   dafs   bei   sonst   gleidien   Umständen   Stahl 
Messing   auf  einander   bewegt,   den   kleinsten   Reibungswiderst^ind   zeij^enJ 
Wir  müssen  daher  zur  Erklärung  der  Reibung  noch  eine  Anziebung  zwi- 
schen den  Teilen  der  sich  berührenden  Körper  annehmen,  ähnlich  wie 
sie  bei  der  Adhäsion  gesehen  haben. 

Man  unterscheidet  gleitende  und  rollende  Reibung;  erste re  findet  statt, 
wemi  zwei  Ebenen  über  einander  hingeschoben  werden,  oder  zwei  in  einande 
passende  Flüeben-^  wie  Zapfen  im  Zapfenlager  sich  in  einander  bewegen 
Rollende  Rfühung  tritt  auf,  wenn  ein  von  krummen  Flächen  h^ 
Körper  so  über  einen  andern  hin  bewegt  wird,  dafs  in  jedem  Au^j 


*)  Stefan,  Wiener  Berichte  Bd.  LXIX. 
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lodere  Paukte  der  beiden  Ktirper  sii-b  berühren,  wenn  aJso  ein  Körper  über 
'  ftDJ^n  andern  fortrollt.  Die  gleitende  Iteibung  ist  bei  weitem  die  stUikere. 
Trotz  mancher  Uatersuehungen  äl>er  die  Reibung  sind  nur  wenige 
lÜ»!«ttUe  aicher  konstatiert  worden,  um  die  gleitende  lieibting  2ti  unter* 
[lubtai,  legt  man  einen  Kurper  uiit  einer  glatten  Fläche  aaf  eine  glatte 
IbrizontiLle  Unterlage  und  sucht  die  Kraft  zu  bestimmen ,  deren  m  bedarf^ 
1  den  K^qi«r  in  Bewegung  zu  versetzen,  oder  genauer,  dtu'eh  welche  man 
lAs  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  weiter  hewegt^  wenn  man  ihn  durch 
Itmu  einmaligen  Anstols  in  Bewegung  gesetzt  hat.  Diese  Kraft  mil'st  die 
lüüibttng.  Sehr  bequem  läfst  sich  dazu  auch  die  schiefe  Ebene  verwenden^ 
lern  man  den  Winkel  aulsucht,  um  welchen  man  dieselbe  neigen  mufs, 
liunit  der  Körper  mit  gleich tormiger  Geschwindigkeit  dieselbe  hinabgleitet. 
[  Iah  nennt  diesen  Winkel  den  R-eibnngsw^inkeL 

LNirch  ähnliche  Versuche  haben  Coulomb^},  Rennie^)  und  besonders 
iMonn'')  folgende  Gesetze  tjrhalien. 

1-  Die  Eeibung  ist  dem  Drucke  der  Körper  auf  die  Unterlage  pro- 
[foriionaL 

2.  Die  Heibnng  hängt  bei  dem  gleichen  Drucke  nicht  von  der  Aus- 
I abrang  der  sich  bertlhrenden  Flächen  ab,  sofera  diese  keine  Spitzen  oder 
[Kiat«n  haben,  sondern  nur  von  deren  Natur  und  Glätte, 

Z,  Die    Reibung    ist  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  der  Be- 

[ilgUIlg. 

Leuterer  Satz  scheint  jedoch  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen  zu  gelten, 
[(»üSünders  bei  sehr  raschen  Bewegungen  seheint  doch  die  Reibung  mit  der 
hieschwindigkeit  sich  zu  ändeni. 

Das  Verhältnis  der  Reibung  zu  dem  Drucke,  das  heifst  den  Bruchteil 
Ifc  (iewichtes  eioes  Körpers,  der  ihn  auf  ho riison taler  Ebene  in  gleich for- 
liugtr  Bewegung  zu  erhalten  vermag,  der  nach  dem  Vorigen  für  dieselben 
liSrper  konstant  ist,  nennt  man  den  Reibungakoefficienten.  Derselbe  ist, 
\  Jüan  sieht,  gleichzeitig  der  t^inus  des  Keibungswinkels,  So  ist  z.  B.  der 
skoefi^cient 

von  Eisen  auf  Eisen  0,108 , 

von  Messing  auf  Gufseisen  0,189  u.  s.  f. 

Im  allgemeinen  nimmt  die  Reibung  etwas  zu,  wenn  Körper  lange  auf 
gestanden  haben,  jedoch  nur  bei  dem  Übergangi*  dor  Ki"rpei'  aus 
Äur  Bewegung;  «inmal  bewtsgt,  ist  der  Keibungski>efhciünt  wieder 
fkt  irühere» 

§60. 

Innere  Reibung  bei  festen  Ebrpeni.  Bei  Besprechung  der  elasti- 
I^Vn  N:n:hwirkung  haben  wir  gesehen,  dals  bei  einer  Einwirkung  Uufserer 
auf  die  festen  Korjier  nur  ein  Teil  der  tlureh  sie  stattfindenden 
|T«idiiebungen  sofort  eintritt,  dafs  es  sehr  lange  Zeit  dauern  kann,  bis  die 


*/  Ctmlofnbi  Memoirea  preaentt's  ä  TAcad,  de  Paria  T.  X. 
*)  Mennie,  Experimenta  od  tbe  frictioii  etc.     Philo».  Trans.  182»i. 
*)  Marin  ^  NouveüeH  exprrience«  »ur  1ü  frottement    L  Mcrnoire  prrseotc  i\ 
f3'A<a«t  de  Pari«  T.  IV  1833.    IL  Memoire,  Paria  lö34,    HL  Memoire,  Paria  1835. 
l^ai  Hepertorium  Bd.  I, 
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den  äuTseren  Kräften  entsprechende  Gleichgewichtslage  yoUgtSndig  ermUi 
ist.  Wir  schlössen  daraus,  dai's  sich  der  Bewegung  der  Moleküle  ein  Wite- 
stand  entgegenstellt,  allerdings  ein  Widerstand  ganz  eigentOmlicher  Aii^ 
dessen  Wesen  wir  noch  nicht  zu  erkennen  imstande  sind. 

Bei  der  durch  elastische  Kräfte  bewirkten  Bewegung  fester  ECips 
läfst  sich  nun  noch  ein  anderer  Widerstand  erkennen,  der  sich  darin  sa  » 
kennen  gibt,  dafs  diese  Bewegungen  allmählich  zur  Ruhe  konmien  ori. 
zwar  viel  schneller,  als  es  durch  die  etwa  vorhandenen  Sufseren  Widfr^ 
stände,  wie  *dio  Reibung  an  der  umgebenden  Lufb  ihn  darbietet,  der  Nl 
sein  kann.  Am  bequemsten  zur  Erkennung  dieses  Widerstandes  nnd  dei^- 
halb  auch  am  meisten  zur  Untersuchung  desselben  angewandt,  sind 
schwingenden  Bewegungen,  welche  durch  die  Torsion  eines  Drahtes  hemf^ 
gebracht  werden.  Tordieren  wir  einen  Draht  um  einen  Bogen  97,  so  wifl 
wir,  dafs  infolgedessen  ein  Drehungsmoment  entsteht,  welches  gleich  D- 
ist,  und  welches  den  Stab  in  die  untordierte  Lage  zurückzutreiben  soekE 
Hierin  ist  D  das  den  Draht  zurückdrehende  Moment,  wenn  der  Bogen  f 
gleich  der  Einheit  ist.  Wir  können  uns  dieses  Drehungsmoment  als 
Druck  denken,  welcher  am  Ende  eines  Hebelarms  von  der  Länge  eins 
greift,  dann  ist  gleichzeitig  tp  der  Abstand  des  Punktes,  an  welchem  dii 
Kraft  angreift  von  der  Gleichgewichtslage,  respektive  der  Weg,  den 
Punkt  zurücklegen  mufs,  um  in  die  Gleichgewichtslage  zarückzukehnH 
Ist  der  Draht  an  seinem  untern  Ende  mit  einem  Körper  beschwert,  etvi 
einer  Kugel,  so  dafs  das  Trägheitsmoment  derselben  und  des  Drahtes  iA 
Bezug  auf  die  Axe  des  Drahtes  gleich  K  ist,  so  ist  die  Beschleuni] 
welche  der  im  Abstände  eins  von  der  Drehungsaxe  befindliche  Punkt 
die  Gleichgewichtslage  erhält,  also  auch  die  Winkelbeschleonigong  gldi 

^  •  q>.    Wir  erhalten  demnach  gerade  wie  im  §  25  als  Bewegnngsgleicbi 

des  schwingenden  Systems 

Nennen  wir  die  Torsion  des  Drahtes,  die  wir  ihm  ursprünglich  «■ 
teilten,  als  wir  ihn  sich  selbst  ttberliefsen,  9?^  und  rechnen  die  Zeit  /  v« 
dem  Momente  an,  in  welchem  wir  den  Draht  sich  selbst  überliefsen,  so 
halten  wir  gemäls  §  25  für  den  Abstand  q>  des  Systems  von  der  Gleidh 
gewichtslago  zur  Zeit  t 

(p  =  (p^cos/]/-^- 
Hieraus  folgt,  dafs  wenn 

/l/,;r=0,  7t,      2«,      3«,       4»*'-« 

9     =  9o?    — 9>oi    9^07    — 9^0?    9^0  •  •  •  '5 
oder  der  Draht  vollführt  Schwingungen,  deren  Dauer 
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QUid  deren  Amplitade  konstant  gleich  970  ^^^7  ^^^  heifst,  der  Drabt  bewegt 
ndt  imanfhörlich  jedesmal  in  der  Zeit  T  zwischen  den  Grenzen  -|-  g>Q  und 
—  g>Q  hin  und  her. 

Wenn  man  die  Bewegungen  eines  solchen  Drahtes  nun  aber  verfolgt, 
md  die  Amplitaden  desselben  bestimmt,  so  findet  man,  dafs  dieselben 
Aflüg  kleiner  werden.  Man  kann  das  am  schärfsten,  indem  man  unten  an 
ler  Kugel  einen  Spiegel  anbringt  und  dann  in  der  §  54  besprochenen  Weise 
He  Bewegung  mit  Fernrohr  und  Skala  verfolgt;  die  Punkte,  an  denen  die 
Bewegung  umkehrt^  die  also  den  Werten  +  (Po  entsprechen  sollen,  rücken 
nmer  näher  zusammen.  Schon  Gauss  und  Weber,  welche  zuerst  diese  Ab- 
iahme der  Schwingungsweiten  verfolgten,  fanden,  dafs  die  Werte  der 
Lmplituden,  so  lange  dieselben  nicht  zu  grofs  sind,  etwa  4  bis  6  Grad  be- 
ngen,  in  einer  geometrischen  Reihe  abnehmen.  Nennen  wir  also  die  Werte 
Inr  bei  den  Schwingungen  erreichten  äufsersten  Abstände,  ohne  Rücksicht 
mf  das  Vorzeichen  9^,  g>^^  9>8  * '  '7  so  findet  sich 

<Po_  __  /Pi    __  JPa_  __ 
9i  9f  9a 

log  g>o  —  log  9»!  =  log  9^1  —  log  92  =  •  •  •  log  a. 

Die  Differenz  der  Logarithmen  der  auf  einander  folgenden  Amplituden 
pl  konstant.   Diese  Differenzen  nennt  Gauss  die  logarithmischen  Dekremente. 

Dieses  Gesetz  der  Abnahme  der  Amplitude  beweist,  dafs  der  schwingen- 
lfl&  Bewegung  des  Drahtes  in  jedem  Momente  ein  Widerstand  entgegen- 
Virb,  welcher  der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  der  Bewegung  pro- 
portional ist,   dafs  also   die  Beschleunigung   zur  Zeit  t  nicht  gleich  dem 

Werte  -^7  <p  ist,   sondern  kleiner,  und  zwar  um   eine  Gröfse   kleiner   ist, 

velche  der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  v  des  schwingenden  Drahtes 
Rüportional  ist.  Bezeichnen  wir  daher  mit  26  den  Widerstand,  wenn  die 
iesch windigkeit  v  gleich  eins  ist,  so  können  wir  die  zur  Zeit  t  vorhandene 
taschleunigung  schreiben 

der  da  v  der  erste  Differentialquotient  von  (p  nach  der  Zeit  ist, 

•eim  wir  ^  =  **  setzen. 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  uns  eine  Beziehung  zwischen  der  Be- 
dileunigung,  Geschwindigkeit  und  der  augenblicklichen  Lage  des  Beweg- 
ehen gibt,  können  wir  nicht  so  direkt  die  Lage  des  Beweglichen  zur  Zeit  t 
Ueiten,  wie  wir  es  §  25  aus  der  Gleichung  konnten,  welche  die  Ge- 
jkwindigkeit  oder  den  ersten  Differentialquotienten  des  Weges  nach  der 
irit  nicht  enthielt.  Wir  können  indes  in  Erwägung,  dafs  g>  eine  solche 
kmktion  von  i  sein  mufs,  dafs  die  gegebene  Gleichung  zwischen  deiv  n^x- 
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schiedenen  Differentialquotienten  der  Funktion  g>  nnd  dieser  selbst  erfl! 
sein  luufs,  mit  Hülfe  unserer  Kenntnis  von  den  Eigenschafben  der  Funktion 
die  gesuchte  Funktion  in  folgender  Weise  erhalten.    Setzen  wir 

worin  e  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmensjstoms  und  i  noch  aii 
zu  bestimmende  Konstante  sein  soll,  so  ist  nach  Eda  und  £  lY 

dt  —  ^^  ^  dt*    ~       dt      —  *  ^• 

Setzen  wir  diese  Werte  in  unsere  Gleichung  ein,  so  wird  dieselbe 

(^'(l^  +  2el  +  k^)  =  0. 

Somit  entspricht  die  Funktion  9  =  e^'  unserer  Gleichung,  wenn  wir 
aus  der  Gleichung 

bestimmen,  d^|p  mit  dem  so  bestimmten  X  wird  die  uns  gegebene  Gleiehm 
erfüllt.    Für  X  erhalten  wir  aus  dieser  Gleichung 


X e  +  V^^-J^ 

Es  gibt  somit  zwei  Werte  von  A,  welche  jeder  fUr  sich  unsere  Gleichn^ 
erfüllen,  nämlich 

X, e4-yeä"IIj8   und  A,  =  —  5  — y«*  —  ife«. 

Jeder  dieser  beiden  Werte  hat  dieselbe  Berechtigung,  wir  können  dslM 
zur  Darstellung  von  tp  nicht  den  einen  wühlen  und  den  andern  yerweifti 
Da  indes  die  Exponentialfunktion  mit  jedem  der  beiden  Werte  der  g» 
gebenen  Gleichung  genügt,  so  thut  es  auch  die  Summe 


fp  =  c-'t  +  tV^^^'  +  ^^.t^tV^n^  . 

Indem  wir  so  g>  dieser  Summe  gleichsetzen,  berücksichtigen  wir  jedil 
der  beiden  Werte  ganz  gleichmäfsig.  Indes  müssen  wir  an  dem  so  ht 
stimmten  Werte  von  q>  noch  eine  Korrektion  anbringen;  würden  wir  dS 
Gleichung  für  q>  so  aufstellen,  so  läge  darin  eine  ganz  bestimmte  Yoniu; 
Setzung,  es  würde  nämlich,  wenn  wir  ^  ==  0  setzen,  9  =>  2  werden,  dl 
dann  beide  Exponenten  gleich  Null,  somit  jedes  Glied  der  rechten  Sak 
gleich  1  würde.  Wir  müssen  deshalb  jedes  Glied  der  rechten  Seite  iflj| 
irgend  einer  Konstanten  multiplicieren,  die  indes  nicht  ftlr  beide  QhiM 
dieselbe  sein  darf,  da  wir  dann  eine  nicht  notwendige  specielle  Yorsni 
Setzung  über  die  Abhängigkeit  des  Wertes  tp  von  t  machen  würden.  Siii 
denmach  Ä  und  B  iswei  willkürliche  Konstante,  deren  Wert  noch  nahem 
bestimmen  ist,  so  erhalten  wir  als  ganz  allgemeine  Beziehung  f^  4p 


oder 

(p  =  e— '  {  Äe'  >^'~*-*'  +  Be-'^^^^^}' 

In  diesem  Ausdrucke  müssen  wir  beachten,  dafs  die  beiden  ! 
jedenfalls  imaginär  sind,  denn  wenn  eine  dauernde  Bewegung  eintreten  all 

1 
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Jfe*  jedenfalls  erheblich  gröfser  sein  als  c*,  wir  können  daher  den  Aus- 
k  schreiben 

An  Stelle  der  Exponentialfonktion  mit  imaginären  Exponenten  kann 
,  vrie  in  der  DiflTerentialrechnung  bewiesen  wird,  trigonometrische  Funk- 
3n  einführen  und  schreiben 


^=  {A  +  B)  costyj^  —  e''  —  (Ä  —  B)  /— 1  sin  t  Yk^—s^ 

=  e-''  {(Ä  +  B)  cos  tYk^—  E^—  (A  -  B)Y^i  sin  tVk^—  a^}, 

in  jetzt  noch  die  beiden  Konstanten  A  und  B  zu  bestimmen  sind. 

Dieselben  ergeben  sich  aus  der  Bedingung,  dafs  zur  Zeit  f  =  0  der 
stand  des  schwingenden  Drahtes  von  der  Gleichgewichtslage  gleich  (pQ 
1  soll,  und  weiter  dafs,  weil  zur  Zeit  ^  =  0  die  Bewegung  infolge  der 
ksticität  des  Drahtes  beginnt,  in  diesem  Momente  die  Geschwindigkeit 
•  Bevv-egung  gleich  Null  sein  mufs.  Da  zur  Zeit  t  =  0  der  Wert 
t  |/A:* —  e*  =  0,  dagegen  der  Cosinus  gleich  1  ist,  so  ergibt  die  erste 
dingung 

A  +  B=ip,, 

Um  den  Koefficienten  des  zweiten  Gliedes  zu  bestimmen,  haben  wir 
n  Quotienten  -^  zu  berechnen.    Setzen  wir  der  Abkürzung  wegen 


(A-  B)Y^l=h',       Yk^'—B^  =w, 
mit 

(p  =  c""*'  {  ^0  ^ös  '"^^  —  ^  s^^  ^'*^  1  1 

I  erhalten  wir  nach  E  II,  E  3a,  E  4,  E  5 

|j-  =  —^EC'*  [ 9)0 COS mt  —  h sin mt }  +  ^~*'  { —  9o *'*  ^^^^ *^ ^  —  *^*^  ^^^ *^*0 
=  C"'^  {  —  {e<Pq  +  w6)  €os  mt  +  {sh  —  ^i^Pq)  sin  mt]. 

Dieser  Wert  soll  nun  flir  ^  =  0  ebenfalls  Null  sein,  und  das  ist  nur 
um  der  Fall,  wenn 

B(po  +  mh  =  0        h  =  —  (p^  -^ . 
Setzen  wir  diesen  Wert  für  b  in  die  Gleichung  fllr  9>,  so  wird 
{p  =  (pQ€r~'*  {cos  mt  -\ —     sin  mt. 


Ehe  wir  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Bewegung  nilher  be- 
achten, wollen  wir  zeigen,  dafs  sie  der  Gleichung  entspricht,  die  wir 
risehen  der  Beschlemiigang  und  Geschwindigkeit  erhielten 
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Wir  liabeE  dazu  nur  dio   drei  Glieder  dieser  Gleichung  auszureeluie 
Das  letzte  Glied  wird 

e 


fc^tp  ^  Jc-fp^^e    *'  •  cos  mt  -j-  k^fp^^ 


sin  mt 


Das  luittlere  wird   nach  obiger  Entwicklmig,   wenn  wir  flli*  b  seine 
Wert  setzen, 


2i 


dt 


2e(pQ€- 


{i+-) 


sin  m  L 


d^<p 


Zur  Berechnung  von  -j^  = 


dt 


haben  wir  auf 


dq} 


diesellü 


Regeln  anzuwenden  wie  zur  Berechnung  von  -^  aus  gj.    Damit  wird 
-j^-  =  ifp^e-'*\^  +  m]  sin  mt  —  ^q\^    +  *»»)  <'"*'  ^  '  «^^s  mt 


Beachtet  man  nun,   dafs 


+  m  = 


€»  +  m» 


^  — ,    so    sieht 


t/i     '  m  m 

sofort^  dafs  die  Suramation  dieser  drei  Aus<irüeke  den  Wert  0  gibt. 
Man  erkennt  unmittelbar,  dafs  die  Gleichung 


<P 


Wm^ 


'fcos^l/A-^ 


mne  schwing  endo  Bewegung  darstellt,  wie  sie  Gauss  und  Weber  bei  einen 
tordierteu  Dmhte  beobachteten.  Wächst  t  von  0  ab,  so  nimmt  q>  ab,  de 
Draht  niihert  sich  der  Gleichgewichtslage,  und  erreicht  dieselbe,  wenn 
Glied  in  der  Klammer  Null  wird.  Da«  tritt  ein  zu  einer  Zeit  /,  die  sie| 
aus  der  Gleichung 

cos  mt  Ar        sm  ^*' /  ^=0 


tang  IM  f  ^ 


m 


ergibt.    Wachst  die  Zeit  weiter,  so  wird  g>  negativ,  der  Draht  schwingt  i 
die  andere  Seite  der  Gleichgewichtslage,  er  erreicht  dort  den  gröfstan 
stand,  wenn  t  einen  solchen  Wert  T  hat,  dafs 


denn  die  für  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  abgeleitete  Gleichung  rngt^i 
dafs  für  diesen  Wert  von  /  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  wird,  der  wj 
dieser  Zeit  erreichte  Abstand  ist  also  der  Punkt,  wo  die  Bewegung  lUB-j 
kehrt.    Der  Abstand  gj^  ist  dann 

qPi  =  —  %t:-*^. 

Wächst  die  Zeit  wieder  um  denselben  Wert 

fij  ^        ^ 

so  befindet  sich  der  Hchwingende  Draht  wieder  an  dem  andern  äufser 
Punkte  seiner  Babn.     Der  Abstand  wird 


92  =  9u^ 
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Der  Draht  yoUfOlirt  somit  jedesmal  in  der  Zeit  T  eine  Schwingung,  und 
ie  at&f  einander  folgenden  äuTsersten  Abstände,  oder  die  Amplituden  sind, 
falle  RUeksicht  anf  das  Vorzeichen,  zur  Zeit 

O,      1\  2T,  ST «r, 

<Poi     90^''»     Vo^'*^     <Po^-''''  •  •  •  •  90^-*''' 
>der    die  Amplituden  gehören  einer  geometrischen  Reihe  an,  der  Quotient 
Ler  auf  einander  folgenden  Amplituden  ist 

Die  Differenz  der  Logarithmen  der  Amplituden  ist,  wenn  M  der  Modulus 
des  Lo^arithmensjstems  ist,  in  welchem  wir  die  Logarithmen  nehmen 

Jog  (pn-^i  —  log  (p^  =  M'  sT. 

Hieraus  erkennen  wir  auch  sofort,  dafs  die  Beobachtung  des  logarithmi- 
pehen  Dekrementes  uns  ein  Mafs  für  die  Gröfse  des  der  Bewegung  entgegen- 
irtefaenden  Widerstandes  liefert,  denn  die  Gleichung  nach  f  aufgelöst  liefert 

log  9^1  -  log  <p,  yi 


€  = 


MT  MT 


Der  Widerstand,  welcher  der  Bewegung  entgegensteht,  ist  somit  gleich 
in   natürlichen  Logarithmen    gegebenen    logarithmischen    Dekrement 
jeiS?idiert  durch  die  Dauer  der  Schwingungen. 

Die    Beobachtnng    der    logarithmischen    Dekremente    der    Torsions- 

liwingungen  ist  somit  ein  vortreffliches  Mittel,  um  die  Gesetze  des  den- 

elben  entgegenstehenden  Widerstandes  zu  untersuchen.     In  dieser  Weise 

€n  Warburg*),  Streintz*)  und  besonders  Schmidt^)  den  Widerstand  der 

em  Reibung  zu  bestimmen  versucht. 

Der  so  direkt  bei  den  Schwingimgen  beobachtete  Widerstand  ist  die 

mime  zweier  Widei'stände,  welche  beide  der  augenblicklichen  Gescliwindig- 

it  der  Bewegung  proportional  sind,  und  von  denen  dt>r  eine  daher  rührt, 

die  schwingenden  Körper"  eine  Reibmig  an  der  umgebenden  Luft  er- 

en.    Wie  man  diesen  bestimmen  und  in  Rechnung  ziehen  kann,  werden 

bei  Besprechung  der  Luftreibung  (§  117)  kennen  lernen. 

Es  ergibt  sich  nun  besonders  aus  den  Versuchen  von  Schmidt,  dafs 

ei  den  elastischen  Schwingungen  den  Bewerbungen  ein  Reibungs widerstand 

ansteht,  welcher  von  dem  in  der  elastischen  Nachwirkung  sich  zeigen- 

Widerstande  verschieden  ist.  Wie  Schmidt  nämlich  gezeigt  hat,  ist  bei 

em  neu  aufgehängten  und  unten  mit  einer  Kugel  belasteten  Drahte  das 

der  Luftreibung  befreite,  also  lediglich  den  innem  Widerstand  messende 

ithmische  Dekrement  anfänglich  viel  gröfser  als  später,  dasselbe  nähert 

eil  bei   längerm  Hängen  einem  kleinsten  Wei*te,   den  es  dann  beibehält, 

der  Draht  inzwischen  keine  Veränderung  erfährt,  welche  eine  neue 

'astische    Nachwirkung    bedingt,    und    wenn    man    sich    auf    s()    kleine 

«hwin^ongen  beschränkt,  dafs  diese  selbst  keine  elastische  Na<-h Wirkung 


*)   Iforfttirj^jMonaiBberiehte  der  Berliner  Akad.  für  1860. 
•)  StremU,  Wiener  Berichte  Bd.  LXIX.    Poggend.  Ann.  CLL 
*)  Sdkwudt,  Annalen  der  Phys.  d.  F.   Bd.  IL 
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hervorrufen-  Jede  Beeinflussung  des  Drahtes,  die  elastische  Nachwirke 
bedingt^  TergrÖlsert  wieder  das  logarithmische  Dekrement,  also  den  Wid« 
stand.  Entlastet  man  also  den  Draht  oder  nimmt  die  Kngel  ab,  wodnr 
bewirkt  wird^  dafs  der  Draht  mit  Nachwirknng  sich  eine  Zeit  lang 
samiiienzieht  ^  so  wird  bei  ei*neutem  Anbringen  der  Kugel  nnd  herva 
gerufenen  Schwingungen  das  Dekrement  wieder  gröfser,  um  dann 
dauenider  gleicher  Belastung  wieder  auf  den  frühem  kleinsten  Wert  abx 
nehmen. 

Auf  diesen  Einflufs   der  elastischen  Nachwirkung   filhrt  Schmidt 
auch  zurtlck,  dafs  wenn  die  Amplituden  über  eine  gewisse,  aber  für  jede 
Draht  durch  den  Versuch  zu  bestimmende  Grenze  vergröfsert  werden^  di| 
Amplituden  nicht  mehr  einer  geometrischen  Reihe  angehören.    Es  ändeH 
sich   dann   der  Widerstand   in  komplicierterem  Yerhältnisse   mit  der 
Lfich windigkeit  resp.  dem  Abstände  des  schwingenden  Drahtes  von  der  Gleich 
f ge wich ts läge,  eben  weü  infolge   der  elastischen  Nachwirkung   die  Gleich 
gewichtslage   wÄhrend   der   Schwingungen  nicht   die   ursprüngliche  bleib 
Wegen  des  versehiedenen  Verhaltens  der  verschiedenen  Substanzen  in 
auf  die   elastische   Nachwirkung   ist   deshalb   die  Grenze,   bis   zu    der 
Amplituden  genommen  werden  dürfen,  so  dafs  die  logarithmischen  Dek 
mentjp   konstant   sind,   für  die   verschiedenen  Substanzen   verschieden, 
Grenze    liegt   im   allgemeinen  um   so  weiter ^  je   grSfser  die    Elaatieit^h 
koeOicienten  der  betreffenden  Substanzen  sind. 

In  welcher  Weise  der  innere  Widerstand  sich  mit  den  Dimensionfl 
der  DrÄht«'  lindert^  läfst  sich  aus  den  Versuchen  von  Streintz  nnd  Schmiß 
noch  nicht  mit  Sicherheit  erkennen.  Man  wird  filr  jeden  Drabt^  für  welchä 
man  den  Widerst^oid  etwa  bestimmen  wül,  durch  direkte  Versuche  ü^ 
logiurith mische  r>ekrement  der  Schwingungen  messen  müssen. 


Zweites  Kapitel. 
Vi»n  den  tropftiar  f  fi$$i«:eii  Kr>rperi]. 


§  r»i 


ntion  der  Flüsstg^oliteik    Wir  haben  in   §  40   aufser 
\i  flüssige  Korper  Ireawf^  geletnt  und  sie  dahin  definiert,  i 
sie  t*iu  festes  VotoiMll  bMls6%  aber  Mae  laale  Gestalt,  sondern  die  Oe 
des  iietmWs  aniiehmegi^  in  welebem  sie  skk  befinden.    Die  einzelnen 
der  Fhliisigkeitou  «^ad  nicht,  wke  i»  dar  faslaa  Korper.  fest  mit  euiaiid(!i| 
\  u  ^i«  kiäUMii  sieb  vialnAr  uular  dem  Einflufs   der  genngsU 

V  iul\  gafen  eiaaader  vanebiabai  uad  CoTtwlkrend  ihren  Ort  vfi 
m,  ittdem  jedes  TaiMven  ttaab  ud  saeb  encnm  bestimmten  V\vlU  eii^ 
ml  uml  wieder  Tedftl^t^  um  Tvm  ainem  and^^ct  «sw^l  lu  werden. 
All*  dieeer,  Sitweit  wir  beortttlaa  k^aen       ^iÄVtoromi^  freien  Bewcj 

^^  mikbitiiiaL^.-^^^'Mnv,  wenn  *^e  1 
. ,  uden  V^      ^^  sä  das  tU^kUg^^vJ 
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L*ögf setzten  Richtimgen  genau  glewh.  sind  und  dt^shüll)  sirli  aufbeben. 

wikre  der  Druck  auf  das  Molekül  nach  der  einen  Uiehtung  starker  als 

ch  der  gerade  entgegengesetzten,  so  mtlfate  das  Molekül,  da  es  iimdi  dem 

ieinst^n  Dnieko  folgt,  sich  nach  der  Richtung  der  gröfsern  Kraft  bewegen. 

Es    folgt    weiter,  dafs,    wenn   wir   mn    ringsgeseblossenes   Gefal's    mit 

[Fltoigkeit    haben,    welche    unter    der    Wirkung 

[LCgeod  welcher  Kräfte  im  Gleicbgcmeht  ist  (Fig.  68) 

[and  nxm  durch  einen  Stem|jel  Ä  einen  Druuk  auf 

fdi*'  Flllssigkeit  austlben,    dafs   dann    dieser  Dmck 

gan2   onge ändert   durch   die   Flüssigkeit  aus- 

m  mufs,      l^ei    der   Druck   auf   den   Stempel 

iur   Berührungaebene    des    Stempels    imd 

Flüssigkeit  gleich  P,  so  dafs  die  Flüchenein- 

\\mi  der   Berührungsebeno,   welche    die   tlrüfse  S 

\  i* 

ikbe^  d<»tt  Druck  -^  erhalt,  so  wirkt  auf  jede  im 

lem  oder  in  der  Grenxtläche  der  Flüssigkeit  ge- 

Ebene,  deren  Flllcbe  gleich  ^  ist,  der  Druck 

p 
\ik  Fläeheueinheit  der  Druck  -=- . 


•i.  also  tiberall  auf 


Fig.  09, 


um  dieses  nachzuweisen,  nehmen  wir  an,  die  Fltlssigkeit  in  dem  Ge- 

j  Fig.  %ii  sei  unter  der  Wirkung  der  Schwere  im  Gleichgewicht,  imd 

«6  wirke  nun  auf  den  Stempel  li  eine  Kraft,  so  dafs  clie  Flächeneinheit  der 

B«?nllirungs ebene  einen  normalen  Druck  p^  erfahre.     Denken  wir  uns  mm 

\^m  ilem  Mittelpunkte  des  Stempels  B  eine  Linie  in  das  Innere  der  Flüssig- 

kit  Fon  der  Länge  /,  etwa  in  der  Richtung  nach  dem   Mittelpunkte  des 

J  Kumpels  .4,  und  um  diese  Linie  einen  Kreiscylinder  gelegt,  dessen  Radius 

Xp^xL  ilie  Länge  nur  sehr  klein   sei.      Die   an  B  sm liegende  Grenzdiiche 

l&ses  Cylinders  steht   dann  schief  zur  Axe,    ihre 

[Jiiinnale  bildet  mit   der  Axe  denselben  Winkel  a, 

^ehen   die   Normale   der   Stempel  däche    mit   der 

ing  Ä  B  bildet.    An  der  andern  Seite  denken 

'tuiü  den  Cylinder  ebenfalls  durch  eine  schiefe 

rfikdfläche    begrenzt   ah'   (Fig.    69),   welche   etwa 

llnallel  sei  mit  der  Fläche  des  Stempel  vi,  deren 

Je  mit   der  Axe   den  Winkel  f/  bilde.     Die 

blimg   der  Axe    bilde    mit   der  Vertikalen    den 

^bkel   ß.      Wenn    die    Flüssigkeit   vor    der   Jier- 

Fi^llung  des '  Druckes  im   Gleichgewicht   war ,    so 

sie  eH  auch  nach  derselben,  die  Flüssigkeit 

et  sich   also  im  Lnnem  des  gedachten  (Jyliu- 

Gleichgewicht.     Da  mm  aber  infolge  des 

auf  ab  und  der  Schwere  der  im  Innera  des  Cylinders  vorhaudenen 

IllBttgkeit  eine  bewegende  Kraft  vorhanden  ist,  so  kann  die  Flüssigkeit 

fcgen  der  vollkommen  freien  Beweglichkeit   der  Teile  nur  dann   in   dem 

hnder  eingeachloasen  und  in  Ruhe  bleiben,  wenn  die  auf  die  äufsere  Be- 

»aziing  des  Cylinders  wirkenden,  durch   die  umgebende  Flüssigkeit  aus- 

tften  Drucke  gleich  den  bewegenden  Kräften  sind,  oder  wenn  die  über* 
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haupt  auf  die  Grenzfläche  des  Cylinders  wirkenden  Krftfte  sich  das  C 
gewicht  halten.  Denken  wir  uns  die  überhaupt  auf  die  Flüssigke 
Cylinders  durch  die  Umgebung  ausgeübten  Drucke  jeden  in  zwei 
ponenten  zerlegt,  deren  eine  normal  zur  Grenzfläche  des  Cylinders 
der  Stelle,  wo  die  Kraft  wirkt,  deren  andere  parallel  der  Grenzfläcl 
so  müssen  die  letztem  für  sich  schon  im  Gleichgewicht  sein,  da  soi 
Flüssigkeit  im  Innern  des  Cylinders  sich  gegen  einander  verschieben  ^ 
Die  zur  Oberfläche  normalen  Drucke  und  die  Schwere  der  Fltisi 
stehen  dann  für  sich  wieder  im  Gleichgewicht,  weil  sonst  der  Cylint 
solcher  sich  in  der  umgebenden  Flüssigkeit  bewegen  würde. 

Wenn  diese  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  haben  si< 
keiner  Richtung  eine  Eesultierende;  bilden  wir  also  die  Summe  de 
jektionen  nach  irgend  einer  beliebigen  Richtung,  so  mufs,  welche  Ri( 
wir  auch  wählen,  diese  Summe  stets  gleich  Null  sein.  Projicieren  w 
die  Kräfte,  welche,  wie  wir  eben  sahen,  den  Cylinder  als  solchen  bc 
können,  auf  die  Axe  des  Cylinders,  so  sieht  man  zunächst,  dafs  die  ^ 
aller  Projektionen  der  auf  die  Seitenfläche  des  Cylinders  wirkenden  1 
auf  die  Axe  für  sich  Null  ist,  da  diese  Kräfte  zur  Axe  senkrecht  si 
müssen  also  ebenfalls  für  sich  Null  sein  die  Summe  der  auf  die  A 
Cylinders  projicierten  Komponenten  der  auf  die  schiefen  Endflächen  wir 
Drucke  und  der  Schwere  der  im  Cylinder  enthaltenen  Flüssigkeit 
wir  nun  den  Druck  auf  die  Fläche  ah  gleich  p,  den  auf  die  Endfläc 
wirkenden  gleich  p'^  .und  bezeichnen  wir  das  Gewicht  der  Flüssigk» 
Cylinders  mit  5,  so  ist  diese  Gleichgewichtsbedingung 

i?  •  cos  «  +  i>'  •  cos  «'  -}-  5  •  cos  jS  =  0. 

Bezeichnen  wir  den  Querschnitt  unseres  Cylinders  mit  <y,  so  ii 
bekannten  Sätzen  der  Stereometrie  die  Gröfse  der  schiefen  Endfläc 
welche  wir  mit  s  bezeichnen  wollen. 


s  = 
somit 


cos  a  =  —  • 


Ebenso  erhalten  wir  für  cos  «',  wenn  wir  die  Gröfse  der  schiefi 
fläche  ah'  mit  5'  bezeichnen. 


a 
cos  a  =  «-7- 
s 


Das  Volumen  des  schief  abgeschnittenen  Cylinders  ist  nun,  nac 
falls  bekannten  Sätzen  der  Stereometrie,  gleich  dem  Volumen  des  j 
Cylinders,  dessen  Axe  gleich  ist  der  Länge  der  Axe  des  schief  abg 
tenen  Cylinders,  den  wir  also  erhalten,  wenn  wir  durch  die  Mitte 
der  schiefen  Endflächen  die  geraden  Endflächen  a^b^  und  a\b\ 
Bezeichnen  wir  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeiten,  das  Gewic 
Volumeinheit  mit  d^  so  ist  das  Gewicht  q  der  im  Cylinder  enti 
Flüssigkeit 

qss»  a  'l*  d. 
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Setzen  wir  die  so  erhaltenen  Werte  für  cos  a,  cos  «',  q  in  die  sich  aus 
dfiffl  Gleichgewicht  des  Cjlinders  ergebende  Gleichung  ein,  so  wird 

y  •  <y  +  -y-  •  <y  +  <yZd  •  cos  /S  =  0 
oder 

—  ^  .  <j  =  -'^  '  c  -{-  6  -  Id  '  QO^  ß. 

Da  ß  der  Winkel  ist,  welchen  die  Axe  des  Cy linders  mit  der  Verti- 
kalen bildet ,  so  ist 

l  •  cos  ß  =  h 

gleich  dem  lotrechten  Abstände  der  Mittelpunkte  der  beiden  Endflächen  des 
Cflinders,  nnd  wir  erhalten  dann  schliefslich 

Die  Quotienten  ~  und  ^  liefern  uns  die  auf  die  Flilcheneinbeit  wirk- 
amen Drucke,  vorausgesetzt,  dafs  die  Drucke  auf  derselben  gleichmäfsig 
iwrteilt  und  überall  so  grofs  sind  als  auf  den  sehr  kleinen  Flächen  s  und  s\ 
Dum  sagt  also  die  letztere  Gleichung,  dafs  auf  der  untern  Fläche  ah'  des 
Cjlinders  ein  gegen  das  Innere  des  Cy  linders  gerichteter  normaler  Dnick 
wirkt,  welcher  für  die  Flächeneinheit  gleich  ist  dem  auf  die  Flächeneinheit 
der  obem  Endfläche  des  Cylinders  wirkenden  Drucke,  vermehrt  um  das 
Gewicht  eines  Flüssigkeitscy linders,  dessen  Querschnitt  der  Flächeneinheit 
und  dessen  Höhe  gleich  ist  dem  vertikalen  Abstände  der  Mittelpunkte  der 
Fliehen,  welche  den  Cy  linder  oben  und  unten  begrenzen. 

Da  wir  nun  vorher  sahen,  dafs  in  einer  Flüssigkeit  nur  Gleichgewicht 
wn  kann,  wenn  .die  auf  die  Moleküle  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
wirkenden  Kräfte  einander  gleich  sind,  so  folgt,  dafs  eine  ebensolche  Kraft 
auf  die  Flächeneinheit  der  untern  Grenzfläche  von  innen  nach  aufsen  wirkt, 
und  daraus  weiter,  da  wir  über  die  Lage  unseres  Cylinders,  also  über  den 
Wmkel  ß  und  ebenso  über  die  Winkel  cc  und  a  gar  keine  specielle  Voraus- 
setzmig  gemacht  haben,  dafs  sich  der  auf  irgend  eine  Fläche  im  Innern 
oder  an  der  Grenze  der  Flüssigkeit  wirkende  Druck  nach  einer  beliebigen 
Bichtnng  ganz  ungeändert  fortpflanzt,  so  dafs  auf  die  Flächeneinheit  immer 
derselbe  Druck  wirkt.  Setzen  wir  z.  B.  in  Fig.  68  etwa  voraus,  dafs  die 
Stempel  A^  B^C  sich  in  derselben  Horizontalebene  befinden,  so  ist  h  gleich 
Null,  und  wir  erhalten  dann,  wenn  die  Querschnitte  der  Stempel  iS',  S^  S^ 
sind,  für  die  auf  dieselben  wirkenden  Drucke  P,  P^  Pg 

^=  ^1  =  ^« 

oder  mit  der  vorhin  gewählten  Bezeichnung 

P 

-^  =  Po 

Liegen  die  Stempelflächen  nicht  in  derselben  Horizontalebene,  so  gilt 
filr  den  fortgepflanzten  Druck  ganz  dasselbe;  der  auf  die  im  tiefem  Niveau 
liegenden  Stempelflächen  wirkende  Druck  wird  dann  nur  vermehrt  durch 
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das  Gewicht  des  Flüssigkeitsey linders,  dessen  Querschnitt  gleich  ist  des 
der  tiefer  liegenden  Stempel  fluchen,  nnd  dessen  Höhe  gleich  ist  derNhmi- 
difl'eronz  der  Stempel  flächen. 

Aus  der  Gleich milfsigkoit  dor  Fortpflanzung  des  Druckes  ergibt  sidi 
nun  weiter,  dafs,  wenn  wir  luis  im  Innern  der  Flüssigkeit  eine  kleine  ebc» 
Fläche  denken,  welche  durch  die  vorhandenen  Kräfte  irgend  einen  Dnuk 
erfahrt,  dafs  der  Druck  dann  unabhängig  ist  von  der  Richtung,  welche  & 
kleine  Fläche  hat.  Wir  mögen  die  Ebene  drehen  wie  vrir  wollen,  der  DroA 
ist  immer  derselbe.  Die  vorhin  aus  der  Beweglichkeit  der  Moleküle  g^ 
/.ogeno  Folgenmg,  dafs  die  auf  ein  Molekül  nach  gerade  entgegengesetztes 
Uichtungen  wirkenden  Kräfte  gleich  sein  müssen,  können  wir  daher  daka 
crvveitom,  dafs  die  im  Tunern  einer  Flüssigkeit  auf  ein  Molekül  wirkend« 
Kräfte  nach  allen  Dichtungen  des  Raumes  dieselben  sind. 

8  62. 

Kompressibilität  der  Flüssigkeiten.  Wir  haben  im  vorigen  Fan- 
graphen die  gleichmäfsige  Fortpflanzung  des  Dnickes,  den  wir  an  einer 
Stolle  einer  Flüssigkeit  ausüben,  lediglich  als  eine  Folgerung  aus  der  voll- 
kommen leichten  Beweglichkeit  der  Flüssigkeitsteilchen  abgeleitet:  wir 
können  aber  leicht  auch  den  physikalischen  Vorgang  erkennen,  wodnrA 
diese  Ausbreitung  des  Druckes  zustande  kommt. 

Wenn  eine  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  ist,  so  beflnden  sich  die  Mob- 
külo  derselben  in  bestimmten  durch  die  gegenseitigen  Anziehungen  und 
Al)stofsungen  bedingten  Entfernungen.  Wenn  wir  nun  auf  eine  rings 
geschlossene  Flüssigkeit  in  einer  Richtung  einen  Druck  ausüben,  so  mnft 
zunächst  in  dieser  Richtung,  gerade  wie  bei  den  festen  Körpern,  eine  Ai- 
näherung  der  Moleküle  stattünden,  bis  die  infolge  der  Annäherung  te» 
selben  vergröfserte  Abstofsuug  der  Moleküle  gleich  ist  der  durch  d« 
äufsem  Druck  vermehrten  Anziehimg  dor  Moleküle.  Gerade  so  ab«, 
wie  die  Moleküle  sich  in  dvv  Richtung  des  Druckes  einander  nähen,  w 
nähern  sie  sich  auch  in  den  auf  die  Druck  rieh  tung  senkrechten  DimensiOBMi 
und  zwar,  wie  aus  der  glcichmäfsigen  Fortpflanzung  des  Druckes  folgt, 
gtmau  die  gleiche  Gröfso.  Darin  imterscheiden  sich  also  die  Flüssigkeift« 
von  den  festen  Kör[)orn;  drücktm  wir  einen  festen  Körper  in  der 
Richtung  zusammen,  so  ist  die  Quordilatation  nur  ein  Bruchteil  der  in  ersieiw 
Richtimg  eintretenden  Kompression;  soll  die  Ausdehnung  nach  der  QdAir 
verhindert  werden,  so  l)r;darf  es  deshalb  auch  nur  eines  ebenso  grote 
1  Bruchteils  der  in  der  ersten  Richtung  thätigen  Kraft,  welche  in  der  Ricfc^ 
tung  der  (^uerdimensionen  der  Ausdehnung  entgegenwirken  mufs.  We3 
aber  bei  einer  in  einem  unausdehnsamen  Gefufse  eingeschlossenen  FlÜSBg--! 
koit  die  Moleküle  nach  allen  Richtungen  sich  gleichmäfsig  nähern,  deshaib^' 
nmfs,  wenn  keine  Ausdehnung  eintreten  soll,  von  allen  Seiten  der  gleiehr' 
Gegendruck  Avirken. 

Die  gleich  in  ?lfsige  Fortpflanzung  des  Dnu'kes  in  Flüssigkeiten  kÖinuK 
wir  somit  als  eine  Folge  davon  ansehen,  dafs  die  Flüssigkeiten  in  einer 
Beziehung  ebenso  wie  die  feston  Körper  elastisch  sind;  es  treten  in  iluMB 
Elasticitätskräfte  immer  dann  auf,  aber  auch  nur  dann,  wenn  die  HoleklÜ^ 
aus  ihrer  Gleichgewichtslage  so  verschoben  werden,  dafs  sie  sich 
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hffnr  ftn«?  VrT*?chiebiing  der  Moleküle  obno  Ändenmg  der  Dichtigkeit 
•'  Krai't  hervor. 
..  ..  A^viiweis  7M  lioförn,  daft»  die  gleichuiilfs^ige  Fortpllan/iing  des 
ekes  in  der  That  eine  Folge  der  durch  eine  Annilhening  der  Moleküle 
■   -fisidien  Kraft  ist,  haben  wir  zu  zeigen,  dafs  die  Flüssigkeiten 
ivh  üufsore  Drucke  eine  Vohiinverminderung  eiiahren.  Indem 
itig   die    durch   einen  gagebenen  Dmck   hervorgebrachte 

. .  ,^i^   messen,   können   wir    die   Abhängigkeit    der   Volum- 

adening  von   dem   äufsern  Drucke  und   besonders   die  Frage  unter- 
teil, ob  auch  hier,  wie  bei  festen  Kr»r]3em,  die  Volum  Verminderung  der 
IjCs«  des  Drucke»  proptu^tiomil  ist,     Ist  das  der  Fall,  so  mul's  die  durch 
en  auf  die  Fläcbeneiuheü  wirkenden  Druck  P  liorvorge brachte  Volam- 
Brmiiid«  niniT  r 

i^  =  X  •  P  ^ 

i,  wuriu  X  i^ine  Konstante  ist,   welche  man  als  den  Kompressionskoefti- 
Uxi  (b  r  riusst'jVi  if  fit^/rii'limt,     Der  ret.'ipndi<i  Wort  dieses  Koefßcienten 


i 


=  £ 


\  äasm  der  ElAsticitütskoefticient  der  Flüssigkeiten,  jener  Koefticient,  mit 
ftm  wir  die  in  Bruchteilen  des  ursprllnglichen  Volumens  angegebene 
(^Verminderung    mnltiplicieren   mdssen,   mu   die    durch   diese    Volum- 

ierung  geweckte  elatfitiscbe  Kraft  zu  erhalten. 

Der  erste  Versuch,  um  die  KompressibilitUt  der  Flüssigkeiten  nachzu- 

wnrde  von  der  Acadeinia  del  Cimento  zu  Florenz'^  geiuaclit,  jedoch 

ttn^lnsügem  Erfolge.     Man   nahm  unter  andern  Versuchen   eine   mit 

gefüllte,  mit   einer  ÖfiFnung  versehene  Ht)hlkugel  von  BLlber.     In 

aung  wurde  ein  8lenipel  mit  grofser  Gewalt  biueingetrieben;  aber 

ji  einer  Zusamrnendrlickung  des  Wassers  beobachtete  mau^  dafs  das- 

Jmrh  die  Puren  deii  Silbers  hindurch  gepresst  wurde. 

Mit    günstigt^rem  Erfolge   wurde    der   Versuch   im   Jiilire    17<il    von 

BiofS^t  wiederholt,   dem  es   gelaJig.   den  Nachweis  zu  linfera,    flafs    das 

»r  durch  einen  {lufboni  Druck  eine  Veruiindenmg  des  Volumens  orfufir. 

I^r  zu  seinen  Versuchen  eine  mit  einer  langen  und  engen  Glas- 

M  Kugel  an.    Dieselbe  wurde  mit  Wasser  getlilll,  erhitzt»  und 

ila8   Wasser  im  Kochen  war,  die  8pitzen  der  Röhre  znge schmolzen, 
diu  Abkühlung  zog  sich  dann  das  Wasser  zusammen  und  reichte  hei 
H«*Htimniten  Temperatur   bis  zu  einem    gewissen   Punkte    der  Rrdxre. 
das    Zusammenziehen    des    Wassers    entstand    Über    demselben    in 
iifB  ein  lultleerer  Raum.     Wurde  die  Spitze  abgebrochen^  so  drang 
'  TinA  raßidi  in  die  Kühie,  imd  unter  ihrem  Drucke  sah  man  die  Flüssig- 
ili   der   R^Jhre   sinken.     Dieses   Sinken   hatte  jedoch   zwei   Ursachen, 
die  Zasamniendrückung  des  Wassers,  dann  aber  die  Vergröfsemng 
Vtdmnens  des  Gefufses  dadurch,   dafs  plutzlicb    der  Druck  im  Innern 
imü   um  den  Druck  einer  Atmosphäre  i^rhuht  wurde.     Um  die  Ver* 


^)  n^chrf. 


^. 


G«*«chicht*.'  der  Physik.    Bd.  II.    p,  207. 

>j,   Expenmcnt^  to  prove  that  water  in  not  incompreesible, 
actiona  of  Londou  Royfd  Society.    Vol.  Xü,     Poggend,  Ann. 
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Versuche  von  Ooreted. 


Fi  (f.  7n, 


grftfsenmg  des  innem  Raiinaes  des  Gef^fses  zu  messen,  genügt^ 
Htüsern  Druck  auf  die  OotUfswände  gerade  so  viel  tn  vermindern,  als  i 
der  innere  Druck  vennehrt  war^  brachte  man  also  die  Kugel  in  dei 
leerf^n  Raiiiu,  so  niursto  sich  ihr  Volumen  gerade  so  vermehren  wie  ij 
vorigen  Falle.  Die  Verniehrmig  >*iird©  dui'cli  das  Sinken  des  Wass« 
der  engen  Köhre  gemessen  und  die  90  erhaltene  Gröfse  von  der  bei 
ersten  Versuche  erhaltenen  abgezogen;  der  Unterschied  gab  die  Kompn 
des  Wassers,  Anf  diese  Weise  war  also  die  Kompressibilitltt  des  W; 
bewiesen.  Ähnliche  Versuche  stellte  1820  Perkins*)  an  mit  gleichem  E 
Die  ersten  genauer  messenden  Versuche  rühren  jedoch  von  Oersted^) 
Oersted  konstniierte  einen  Apparat,  den  man  PitV^ometer  oder 
pit^zometer  nennt.  Das  Piifzometer  besteht  ans  einem  weiten  Gef^fse  (Fi| 
an  dem  sich  ein  sehr  enges  Glasrohr  0  betindet,  welches  in  einem  kl 
Trichter  endigt  u^d  unverschlossen  bleibt 

Das  Rohr  ist  genau  c  vi  indrisch  und  in  gleiche  Teile  geteilt.  Zm 
mufs  nun  der  Apparat  graduiert,  d.  h.  die  KapaciUit  des  ganzen  Ge 
mit  der  des  zwischen  zwei  Teilstrichen  befindlichen  liauines  vergi 
werden.  Wir  wollen  das  Verfahren  etwas  nilher  beschreiben^  da  wir 
hllufig  derselben  Aufgabe  begegnen. 

Man  wiegt  zimEtchst  das  leere  GefUfs  nn< 
es  dann  mit  Quecksilber;  wegen  der  Enge  der 
lllfst  sich  das  nicht  durch  einfaches  Eing 
füllen,  weil  die  im  Gefafse  enthalt^^ne  Luft 
entweichen  und  deshalb  das  Quecksilber  nicli 
dringen  kann.  Man  erwärmt  daher  das  GefÄl 
hilli  den  Trichter,  in  welchem  das  Rohr  0  « 
unter  Quecksilber.  Beim  Erkalten  steigt 
durch  den  Druck  der  äufsom  Lnft  das  Quecl 
in  die  Röhre  und  das  Gefafs  auf.  Hört  das  < 
Silber  auf  7A\  steigen,  so  erwitrmt  man  neue 
und  so  fort,  bis  das  GeMs  ganz  mit  Quecl 
gefüllt  ist.  Um  keine  Spur  Luft  in  dem  Gel 
lassen,  erwärmt  man  dann  das  GetUfs  «10c 
tancht  währenddes  seine  Spitze  in  Quecksilbi 
llifst  es  dann  auf  <f  erkalten,  indem  man  c 
sichtig  mit  schmelzendem  Eise  umgibt 
einiger  Zeit,  vielleicht  nach  einer  Viertel 
oder  bei  grolsen  GelUfsen  noch  liVnger,  nimm 
den  mit  Quecksilber  von  der  Tempemttur  ( 
füllten  Apparat  a.us  dem  Eise  heraus,  trocku 
rasch  und  vorsichtig  ab  und  bestimmt  raöj 
rasch  sein  Gewicht,     Von  dem   erhaltenen  Totalgewicht    F  zieht  mi 

Gewicht  p  des  leeren  Geftifses  ah   und  erhillt  aus  dem  Quotienten 

das  VoluDien  des  GetUfses  in  Kiibikcentimelem,  wenn  P  und  p  in 
gegeben  nnd  D  das  specifische  Gewicht  des  Quecksilbers  ist. 


Gg 


^)  PerÄ;tt^,  PhiloHophicalTrcinaactions.  VeiLX XI  [,  1820.  Popgcnd,  Ann.^ 
*)  Öerattd,  Denkschriften  der  K  openhagener  Akademie  IX.  Bd.  1822. 
^Dnd,  Bd.  IX.  p.  603. 
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Paranf  erwärmt  man  das  GefUfs  sehr  wenig,  bowirki  iladixri'h^  dafs 
ka   Quecksilber   austritt,    und    lilfst   es   wieder   wie   vorljtu   auf  0**  er- 

len*  Dabei  zieht  sich  das  Quecksilb*^r  zusammen,  und  gdilioröUeh  wird 
Ende  des  in  die  Kr»hi'e  hineinragenden  Que^ksilltertadens  konstant  einom 

llstriühf  der  Rohre  gegenüber  stehen,  der  um  >/  Teilstriche  tiefer  sei  als 
der  vorigen  Wllgung.     Jetzt  %viegt  man  wieder;   und  ist  das  jetzt  ge- 

kdene  (tewicht  gleich  P\  so  gibt  die  Verminderung  des  Gewichtes  P — P' 

k  irievii»!  Gramme  Quecksilber  den  Raum  zwischen  Jenen  n  Teilsti'ichen 

P  —  P' 
iflUlen;  der  Quotient  — j^ — -  gibt  dann  diesen  Raum  in  Kubikcentimetem 


P-P 
nD 


B 


den   Raum    zwischen  zwei    Teilstrichen   in  der- 


i.  der  Quotient 

heit  an. 
geschehener  Kalibriening  wird  das  Gefäfs  in  ganz  gleicher 
mit  der  xu  untersuchenden  Flüssigkeit  gefüllt  und  in  den  kleinen 
iekier  ein  Tropfen  Quei-ksilber  gebracht.  Dieser  dient  einmal  als 
Dpfen,  um  das  Kindringen  von  Flüssigkeit  in  das  Oefafs  zu  verhüten, 
in  liher  auch  als  Index  ^  da  er  wilhrend  der  Kompression  in  die  Kr»hre 
abgedrückt  wird  und  somit  angibt,  um  wieviel  das  Volumen  der  Flüssig- 
it  kleiner  geworden  ist.  Das  (JetUfs  wird  auf  einer  Messingplatte  be- 
%t,  daneben  ein  Thermometer  L  und  eine  geteilte,  luiten  offene,  oben 
ichlossene,  uiit  Luft  gettilltit  Röhre  A',  welche  als  Druckmesser  dient, 
V  und  dann  die  ganze  Vorrichtung  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Ge- 

I  -*^laesen,  das  als  Kompressionsapparat  dient. 

Das  GefUfs  E  besteht  aus  einem  Cy linder  von  starkem  Glase,  der 
m  einen  Fuls  /•''  eingelassen  und  oben  mit  einer  Fassimg  versehen  ist^ 
deren  Röhre  Ä  sich  ein  beweglicher  Kolben  D  behndet.  Mau  füllt 
I  Geföfs,  während  der  Kolben  sich  über  Ä  befindet^  durch  den  Hahn  B 
\  Wasser  so  weit,  dals  dasselbe  aus  einer  Öffnung  bei  A  ausfliefst.  Man 
iliefät  dann  den  Hahn  und  schraubt  den  Kolben  herab.  Sobald  derselbe 
- '  ^  '"rabgesch raubt  ist,  kann  kein  Wasser  mehr  entweichen,  und  das 
\  >  wird  zusammengedrückt. 

I  I  'ruck,   den  man   auf  diese  Wt^ise  ausübt,   trifft  nach  den  Ent- 

iK-r.-^,..*;  u  des  vorigen  Paragraphen  in  ganz  gleicher  Weise  die  äufsere 
lud  des  Piifzometers  luid  die  in  seinem  Timern  enthaltene  Flüssigkeit, 
In  sieht  mm  den  Index  um  eine  gttwisse  Anzahl  Teilstriche  sinken  und  inirst 
durch  die  Vidumvermindenrng  der  im  Pi^'zometer  enthaltenen  Flüssigkeit, 
iglaich  wird  auidi  die  Luft  in  der  Röhre  K  komprimiert,  und  in  der 
»liiro VC r Und enmg  derselben  erhalten  wir,  wie  wir  spät-er  sehen  werdeu, 
H  Hafs  lUr  den  ausgeübten  Dmck. 

Man  hat  auf  diese  Weise  die  Volumverminderung  gemessen  und  anderer- 
iu  ♦ien  Druck,  wcdcher  dieselbe  hervorgebracht  hat.     Dividiert  man  die 
^  nderung  durch  das  ursprüngliche  Volumen  und  diesen  tjuotienten 

t     ,       :i   auf  die  Flücheneinheit   wirkenden   Druck,    so  erhält  mau  den 
btinharen  Kompressionskoefficienten  der  Flüssigkeit,  d.  h.  die  Kompi-essioa 
f-  ^^        rkeit  ohne  Rücksicht  auf  diejenige  des  freftifses. 
I  iä  fand  diesen  Koefhi-ienten  filr  Wasser   gleich  46  Millionteile, 

f  als  Einheit  des  Dtnickes  den  einer  AtmosphUre  annimmt,  d.  h. 

•^•nii  !M  ai  in  einem  rings  geschlossenen  GeftUae  auf  jedes  Quadratcentimeter 
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Oberfläche  einen  Dnick  von  1,0333  Kilogramm  ausübt,  so  wird  die  Piflnig- 
keit  mu  46  Millionteile  ihres  ursprünglichen  Volumens  komprimieri  OtnM 
hielt  dies  ftir  die  wahre  Kompressibilität  des  Wassers;  denn  er  gkoU^ 
weil  der  Druck  in  ganz  gleicher  AVeise  auf  die  äufsere  und  innere  Wai 
ausgeübt  wird,  so  könne  sich  die  Kapacität  dos  Gefäfses  nicht  ändern  ante 
ganz  immerkliöh  dadurch,  dal's  die  Wanddicke  des  GrefäfBes  etwas  geandst 
wird.  Oersted  hatte  jedoch  Unrecht.  Denn  setzen  wir  voraus,  dafo  da 
PiCzometer,  anstatt  mit  Wasser  gefüllt  zu  sein,  ganz  und  gar  von  Glas  «, 
so  ist  klar,  dafs ,  wenn  man  dasselbe  von  aufsen  drückt,  der  Druck  sich  anf 
den  innem  Kern  fortpflanzt  imd  dessen  Volumen  nach  den  Gesetzen  der 
kubischen  Kompression  vermindert.  Die  Kapacität  der  Hülle  mufs  sich  dem- 
nach um  die  gleiche  Gröl'se  ändern.  Ganz  dasselbe  mufs  aber  auch  der 
Fall  sein,  wenn  das  Gcflifs  mit  Wasser  gefüllt  ist;  denn  so  wie  in  den 
eben  betrachteten  Falle  der  Korn  von  der  Hülle  einen  Druck  erfiLhrt  nnd 
nach  seiner  Zusammenpressimg  einen  ganz  gleichen  Gegendruck  ausübt,  £e 
Hülle  also  ganz  genau  so  stark  nach  ii^nen  wie  nach  aufsen  gedrückt  vizd, 
so  auch  hier,  wo  der  feste  Kein  durch  Wasser  ersetzt  ist;  die  Hülle  erfthit 
gleiche  Drucke;  sowie  also  in  dem  Falle  des  festen  Kernes  eine  VohunYW- 
änderung  einträte,  so  mufs  sie  es  in  diesem  Falle  auch. 

Nennen  wir  demnach  die  Kapacität  des  Pitfzometers  F,  P  den 
geübten  Druck,  x  den  Kompressionskoefficienten  des  Wassers,  so  wllrd 
ganz  imverändertem  Gefäfse  die  Volumverminderung,  welche  man  beobadiii^ 
X  F«  P  sein.  Da  aber  das  Gefäfs  komprimiert  wird,  so  beobachtet  mn 
kleinere.  Ist  nämlich  C  der  kubische  Kompressionskoefßcient  des  Geftta^ 
so  vermindert  sich  dessen  Volum  um  C  •  P  -  F,  und  dadurch  mufs  d» 
Flüfsigkeit  im  GefUfse  steigen.  Die  beobachtete  Kontraktion  ir  ist  & 
Differenz  beider: 

w  =  y,'P'V—C'P'V, 
oder 

=  X  —  G. 


P.  F 

Man  beobachtet  also  die  Differenz  zwischen  dem  Kompressionsk 
cienten  des  Wassers  und  dem  kubischen  Kompressionskoefficienten  de«  I 
fäfses. 

Colladon  imd  Sturm  wiesen  diesen  Irrtum  in  Oersteds  Versuchen] 
und  untemahmou  es,  ilm  zu  korrigieren^).   Sie  stellten  eine  grofse  Beihei 
Versuchen  mit  einem  dem  Oorstedschen  sehr  ähnlichen  Apparate 
an.    P]in  Pit^'zometer  A  wurde  wie  das  Oerstedsche  hergestellt  und  j 
und  dann  in  ein  weites  Gefäfs  G  mit  starken  Wänden,  welches  mit  Wai 
gefüllt  war,  eingeschlossen.   Letzteres  diente  als  Kompressionsapparai 
einzige  Unterschied  besteht  darin,  dafs  sie  das  PiOzometer  horizontal  ] 
imd  den  ausgeübten  Druck  mit  einem  fein  geteilten,  langen  und 
sehr  empfindlichen  Quecksilbermanometer  KJ  mafsen.   Dieser  Druck 
mit  liülfo  eines  Kolbens  ausgeübt,  dessen  Stiel  I  durch  ein  Seil  geiof 
wurde,  welches  um  eine,  durch  eine  Schraube  ohne  Ehide  H^  beweglid 
Walze  gerollt  war. 

*)  Colladon  und  Sturm,  Annales  de  chim.  et  de  phya.  T.  XZXYL  p.  1 
Auch  Poggend,  Annalen  XII,  39. 


Venmche  von  Coiladon  und  ßtanxi. 


2C9 


Colbdoti  und  Btunn  beraerkten  nun  bald  auch  einige  Fehlerquellen, 

(slwi  OD  «ich  »war  sehr  klein,  auf  das  endliche  Resultat  wegen  der  Klein- 

der  2U  measenden  Gröfsen  jedoch  von   bedeutendem  EinfliiTs  wurden, 

Index  von  Quei-ksilber  in  der  Röhre  des  Pit?zometers  bot  manche  ün- 

"    '"     '.    er  adhilnert-*>  am  Glase,    bewegte  sich  nicht   regelmäfsig, 

I  LT  weise  bei  Vermehi-ung  des   Druckes.     Sie  wandten  deshalb 

Tropfen  Schwelwlkohlenstoff  oder  auch  eine  kleine  Lul'tsiLule  an  und 

en  s<i  regeimälsig  verlaufende  Versuche. 

Fig.  71- 


Andererseits  ist  das  Pit^zometer  ein  wahres  Tbernioineter  und  wegen 
jt^en  GeHiCsos  und  der  engten  Köhro  sogar  ein  sehr  empfindliches, 
remperaturuiidernng  veranlafst  daher  eine  Bewegung  des  Index;  mul 
3e  Zusammend rückung  das  Wasser  erwärmt,  jede  Ausdehnung  wieder 
ahU,  »o  waren  die  beoha^^hteten  Variationen  Resultate  sehr  verwickelter 
nr»  Man  sehaÖ't/ü  diese  Störung  fort,  indem  man  das  Kompressions- 
llh  in  ein  grofses  Gefilfs  mit  Wasser  einschlofs,  welches  dazu  diente,  die 
Eijw*rntur  kontitant  zu  halten.  Die  Versuche  waren  daher  sehr  genau. 
}  Messungen  niufsten  indes  wegen  der  Kompressibilität  des  Glases  korrigiert 
«u;  dazu  verfuhren  die  Physiker  folgendermarsen.  Sie  nahmen  einen 
i^b  von  1  Meter  Länge  und  13,3  Quadratmillimeter  Querschnitt, 
wurdn  durch  ein  Gewicht  von  H  Kilogramm  gezogen  und  eine  Ver- 
ing  von  O^'^^fid  beohjichtet.  Er  würde  tiurch  das  gleiche  Gewicht  um 
riel  kom[)rimieri  worden  sinn.  Dor  Dmck  der  Atmos|ilrdre  ist  nun 
iQuadr»trenti Mieter  1,0333  Kilograiiim^  auf  jode  EndHüche  des  Stabes, 
iratmillimoter,  somit  138^\3i  tind  da  die  Verktlrzung  des  Stabes  dem 
ii*jt  iJewirhte  {»roportional  ist^  so  folgt,  dafs  sich  der  Stab  durch 
nk  einer  Atniosjdiilre  um  0*""*,U01i  verkürzt.  Difs  ist  jdie  lineare 
(gibilitüt  Itlr  ein  Meter  LUnge  und  den  Druck  einer  Atmcns^Tci^ix^. 
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Colladon  und  Sturm  nahmen  nun  an,  dafs  ein  Druck  auf  die  End- 
flüchen nur  eine  Verküi-zung  des  Stabes  und  keine  andere  Vertindermg 
der  Gestalt  oder  des  Querschnittes  bewirke.  Wenn  nach  dieser  HjpoÜMN 
ein  Druck  auf  die  ganze  Oborfläclie  ausgeübt  wird,  so  mufs  sich  der  Stib 
nach  allen  Richtungon  hin  gleichmlUsig  verkürzen.  Die  L&nge  l  wirf 
l  (^1—0,0000011),  der  Radius  der  Basis  vnrd  r  (1 — 0,0000011),  und  du 
ursprüngliche  Volumen  nr^l  geht  sonach  über  in  Trr*^  (1 — 0,OOOOOU)* 
oder  annähernd  mit  Vernachlässigung  der  zweiten  und  dritten  Potenzen  ii 
nr^l  (1 — 0,0000033).  Die  kubische  Kompression  wäre  sonach  die  dni- 
fache  von  der  linearen. 

Wir  salien  jedoch  vorhin,  dafs  ein  Stab,  der  in  seiner  einen  SichtoBg' 
zusammengedrückt  wird,  zugleich  eine  Vergröfserung  des  Querschnittes  er* 
hält;  deshalb  ist  die  vorstehende  Entwicklung  nicht  exakt  und  die  Korrektiflo 
sowie  die  von  Colladon  und  Sturm  gegebenen  Zahlen  für  die  Kompressi- 
bilität der  Flüssigkeiten  zu  grofs. 

Versnche  von  Begnault^).  R«gnault  wurde  durch  andere  Frag« 
daraufgeführt,  sich  eingehend  mit  diesem  Gegenstände  zu  beschäftigen,  und, 
seine  nach  einer  neuen  Methode  unternommenen  Versuche  gestatten  ei, 
beide  Kompressibilitäten,  die  der  Flüssigkeit  und  die  des  Gefäfses  zugleiek 
zu  messen.  VaV  gibt  dem  Piezometer  A  eine  genau  bestimmbare  geome- 
trische Gestalt,  einer  Metallkugel  von  bekanntem  innem  und  äufsem  Radial 

oder  eines  Cylindei-s  mit  ebenen  oder  halb- 
kugelfc5rmigen  Endflächen,  wie  in  Fig.  TU 
An  das  GefUfs  ist  eine  gut  kalibrierte  Glil^ 
röhre  CD  angesetzt,  die  ihrer  ganzen  LSi 
nach  geteilt  ist,  und  deren  VolumverhAltniMf 
in  der  vorhin  beschriebenen  Weise  bestimmt 
sind. 

Man  schliefst  nun  das  Gefäfs  des  Pift<h 
meters  in  einen  mit  Wasser  angefüllten  Knpftr^ 
cylinder  2^,  der  durch  einen  mittels  Schranbei 
befestigten  Deckel  verschlossen  ist  Daitk 
eine  (iffnung  des  Deckels  reicht  der  Stid 
des  Piezoiueters  aus  dem  GefUfse  hervor,  der 
mit  Kitt  in  der  Ofinung  befestigt  ist  Du 
Innere  der  Röhre  kann  an  ihrem  obemEnde 
durch  einen  Hahn  D  mit  der  freien  Luft  n 
Verbindung  gebracht  und  dem  Dmcke  der 
Atmosphäre  ausgesetzt  werden.  Don^h  d« 
Hahn  E  und  die  R^ihre  EF  kann  das  Innert 
der  Rölire  CD  aber  auch  mit  einem  mit  kompri* 
micrter  Luft  geitülten  Gefdlse  in  Verbindoig 
gebracht  und  so  beliebig  einem  starfcni 
Drucke  ausgesetzt  werden  oder  nicht  likxA 
die  Röhre  FG  kann  dasselbe  Gefäfs  mit  komprimierter  Luft,  wenn  d«f 
Halm  6r  geöifnet  und  Jl  geschlossen  ist,  auch  einen  Druck  auf  dal 
Wasser  des  GeiVifses  BB  ausüben. 


J  ^ 


^)    lietjnnuli^    Relation   des    experieucea    etc. 
Tome  XXI.  p.  429.  Paria  1847. 
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MuL  kann  somit  l)  auf  das  Pi&zometer  einen  äofsem  Druck  ausüben, 
man  E  schliefst,  G  und  D  öf&iet  und  H  schliefst;  2)  einen  innem 
id  ftnOsem  Druck  ausüben,  wenn  man  H  und  D  schliefst,  G  und  E  öfihet; 
)  man  kann  einen  innem  Druck  allein  üben,  wenn  man  D  und  G  schliefst, 
fund  E  öfbet. 

Man  Yollftlhrt  nach  und  nach  alle  drei  Kompressionen. 

I.  Man  komprimiei*t  das  Wasser  im  Gefäfs  BB,  Diesen  Versuch  haben 
ir  schon  §  50  beschrieben  bei  Betrachtung  der  kubischen  Kompressibilität. 
ie  Flüssigkeit  im  Pi(fzometer  unterliegt  keiner  Einwirkung;  nur  das  Ge- 
is ist  komprimiert,  sein  Volumen  verkleinert,  die  Flüssigkeit  steigt  auf. 
neichnen  wir  die  eingetretene  Volumverminderung  mit  ^V,  so  ist  nach 

60  ftr  den  Fall  der  Kugel 

^y   _o   1-ft  ig/  p 

Die  Beobachtung  liefert  ims  den  Wert  von  fi  und  daraus  auch  den  des 
sbischen  Kompressionskoeffieienten  des  GefUfses 

^1  —  ^        E~~  ' 

II.  Man  übt  innen  und  aufsen  den  gleichen  Druck  P  aus;  dabei  be- 
lachtet man  die  Volumverminderung  der  Flüssigkeit,  weniger  der  des 
i^Uses.  Bezeichnen  wir  den  Kompressionskoefficienten  der  Flüssigkeit 
ii  s,  so  erhalten  wir  fftr  die  Volumverminderung  der  Flüssigkeit  aus  den 
kiehnngen  des  §  50 

z/«;,  =xP.  F; 

nn  die  Flüssigkeit  ist  eine  massive  Kugel,  somit  der  Radius  Rq  des  §  50 
eich  Null.  Damach  ist  auch  die  Konstante  i^  =  0,  und  der  Wert  von 
»1  rednciert  sich  auf  das  oben  hingeschriebene  Glied. 

Um  die  Volumverminderung  des  Gefäfses  zu  erhalten,  haben  wir  in 
n  Gleichungen  des  §  50  P^  =  Pq  zu  setzen.    Damit  wird 

mit  die  Volumverminderung 

Jv^  =  3  —J"  '  P'  V=CiP'  V. 

Die  in  diesem  Falle  überhaupt  beobachtete  Verminderung  des  Volumens 
y  ist  die  Differenz  zwischen  der  Verminderung  des  Volumens  der 
IBssigkeit  und  jener  des  GeiUfses, 

^V"  =  Jvi  -  JiK^  =  xPF—  CjPy, 

^^"  =^  -r  .  x-A^4-r 

p.  y        ^  '      1 '    *  —  p.  7    I    ^1- 

Da  der  erste  Versuch  C^  geliefert  hat,  können  wir  aus  diesem  den 
ert  von  »  berechnen. 


Jv 
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III.  Der  dritte  Versuch  liefert  eine  Kontrole  der  beiden  erstem; 
übt  den  Druck  P  nur  im  Innern  aus.  Die  beobachtete  VolamSnderimg 
rührt  her  von  der  Kompression  der  Flüssigkeit  und  der  Ausdebnun| 
GeMses,  erstere  ist  wie  oben 

Jv^  =xPV. 

Die  Ausdehnung  des  GefUfses  erhalten  wir  aus  den  Gleichungei 
§  50,  indem  wir  P,  gleich  Null  setzen;  damit  wird  dieselbe 

somit 

oder  auch,  wenn  wir  K  und  Je  durch  [a  und  E  ausdrücken, 

Da  nun  die  bei  dem  ersten  Versuch  beobachtete  Volumändenmg 

da  femer  bei  dem  zweiten  Versuche  die  Volumänderung  sich  ergab 

AY"  =  {x-3^^-^  JP-  F, 
SO  folgt 

.rF'  +  zrF"={x  +  3   ''-'''iit-l^^^=^y. 

Es  mufs  somit  die  Volumänderung  bei  dem  dritten  Versuch  g 
der  Summe  der  Volumändemngen  bei  dem  ersten  und  zweiten  Vers 
sein,  eine  Relation,  welche  Begnault  bei  allen  seinen  Versuchen  ad 
genaueste  bestätigt  fand.  Für  die  Kompressibilität  des  Wassers  erhält 
aus  den  Versuchen  Regnaults  mit  der  Kupferkugel 

x  =  0,000047  7, 

aus  den  Versuchen  mit  der  Messingkugel 

x  =  0,000047  9, 

wobei  als  Einheit  des  Druckes  derjenige  einer  Atmosphäre  vorausgeseta 
Nehmen  wir  auch  hier  als  Einheit  des  Druckes  den  eines  Eilogn 
auf  das  Quadratraillimeter,   so   haben  wir  diese  Zahl  durch  0,010  32 
dividieren,  dann  wird 

X  =  0,004  G24  ;    -E  =  --  =  216,2. 

Später  hat  Grassi^)  mit  den  Regnaultschen  Apparaten  eine  Anzah 
Flüssigkeiten  untersucht;  in  der  folgenden  Tabelle  sind  die  von  ihn 
fundenen  Werte  zusammengestellt.  Die  Werte  von  %  beziehen  sich  au 
Druck  einer  Atmosphäre. 


')  Grassi,  Annales  de  chim.  et  do  phys.  III.  S^r.  T.  XXXI. 
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tfame  der  Fiaikigkeii 

Temperatur 

Zusammen- 
drückbarkeit 

Drut^  fai  AtiDfP- 

%  für  Atm. 

kiilber 

0^0 

0,000  00395 



ler 

0,0 

0,0000503 

516^ 

— 

* 

4,8 
10,1 

499 

480 

z 

« 

13,4 

477 



* 

18,0 

4i3 



« 

— 

460 

^^ 

_ 

26,0 

456 

^ 

* 

34,5 

453 

_ 

* 

43,0 

442 

— 

^ 

&3,0 

441 

^ 

rmthet    .  ,  . 

0,0 

0,000111 

3,408 

id.           .    .    . 

0,0 

131 

7,S20 

id.           ... 

14,0 

140 

1,580 

id.           ... 

13.8         ^ 

153 

8,362 

flälkobol .    .   . 

7,3 

0,0000828 

2,302 

id.          ,    .    . 

7,3 

853 

9,495 

id.           .    .   , 

13,1 

004 

1,670 

id.           .    .    . 

13,1 

991 

ß»97 

bjlalkohol  .    . 

13,5 

0,0000913 

— 

>roform    .    .    . 

g,5 

0,000  0625 

^^ 

^rcalciam  Lösong  1 

17,ö 

0,000  0306 

^ 

id,                 id-         2 

1G,B 

2Ü6 



id.               id,        2 

41,25 

229 

^_ 

bsak             id,        1 

18,5 

321 

" 

d.                   id.       2 

16,1 

257 



J,                  id.       2 

39,6 

263 

^-^ 

jEftliom          id. 

lö,5 

260 



ronsalpeter  id. 

18,1 

296 

— 

%                   id. 

16,0 

297 



i7,ri 

436 

_ 

+  2H0 .   .   . 

13,G 

242 



+  aHO .  ,  . 

i4,ri 

250 

+  4H0 .    .    . 

tG,fi 
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+  5H0  .    .   , 

* 

14,7 

S7S* 

—              1 

«-6H0  ,   .    . 

14,2 

28ä 



--  l 

Ol 

10    .  - 

U,G 

315 

— 

Is  Elasticitätskoefficienten,  bezogen  wie  bei  den  festen  Körpern  auf 
imm  und  Quadratmillimeter, 


E  = 


0,010  333 


sieb  hieraus  ergeben 


(Hr 

Quecksilber 

bei 

0» 

c. 

E- 

=  3503 

n 

Wasser 

11 

0» 

11 

.    205 

V 

« 

11 

laV 

11 

.    217 

T» 

»? 

11 

53" 

11 

.    234 

w 

Ithyl&ther 

11 

0« 

11 

.      93 

n 

n 

'  11 

14" 

11 

.       74 

^  Plqrsik.  I-  4.  Aufl. 
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Hoste ^  als  er  in  der  Bohre  vordrang.    Nach  Beendigumg 
ite   dann  die  während  der  Wirkimg  des  Druckes  ein- 
deruug  dadurch  erhalten  werden,  dafa  man  das  Piözo- 
Ht  einmal  bis  zu  der  Btelle  fttUte,   bis  zq  welcher  die 
waTj  das  Gewicht  dieser  Flüssigkeit  bestimmte^  dann 
Ihide  der  Röhre  Mite  und  nun  das  Gewicht  der  so 
füllenden  Flüssigkeit  bestimmte.     Der  Quotient  ans 
mäBn  und  dem  znletat  gefiindenen  Gewichte  gibt  dann, 
in  von  Oersted,  die  scheinbare  Kompression.    Um  aus 
mpressionskaeflicienten  zu  erhalten,  hat  man  zu  dem 
ifimdenen  Kompression  und  dem  Dmcke,  der  sie  her- 
ben KompressionskoeflBcienten  des  Glases  zu  addleFen. 
m  mit  einem  Druckmesser  bestimmt,  den  wir  im  §  64 
CaiUetet  begnügt  sieb  damit,   die  scheinbaren  Kom- 
"br  1  Atmosphäre  anzngeben;  dieselben  sind  in  folgen- 
zn  sammenge  stellt;    die   in  der  letzten   Kolumne  der 
vYerte  des  wahren  Eorapressionskoefficienten  x  habe 
indem  ich  den  ans  Regnaults  Beobacbtungen  (§  50) 
Kijmpressionskoefficienten  des  Glases 

0  =  0,00000185 

ek  zu  %i  hinznaddiert  habe. 


t 

1 

Tempe- 
ratur 

»L 

Druck  in  At- 
moipbäreiiL,  ao« 

% 

8«a 

8    n 

10  „ 

0,000  045  1 
0,000098  0 
0,000  067  B 
0,000  070  1 
0,000  072  7 
0,0001440 

705 

607 
174 
•  306 
6S0 
630 

0,000  046  95 
0,000099  85 
0,000  069  45 
0,000  07195 
0,000  074  55, 
0,000  145  »5 

Äthy Isther  erhaltene  Wert  stimmt  sehr  gut  mit 

m;  der  fftr  Alkohol  gefimdene  ist  beträchtlich 
^1  darin  seinen  Grund  hat,  dafs  der  von  Cailletet 
.sserhaltig  gewesen  ist*  er  gibt  dessen  specifisches 

einem  ziemlich  wasserhaltigen  Alkohol  entspricht, 
1  gefiindenen  Werte,  von   denen  der  letzte  noch 

Temperatur  entspricht,  wodurch  die  ganze  Zu- 
gegen den  zweiten  erklärt  wird,  zeigen  keines- 
sen  der  Kompression  mit  steigendem  Druok,  wie 
■en  von  Grass i  si^hliBfsan  mtirsto. 
len  vorhin  schon  erwähnten  Versuchen  den  Schlufs, 
mcke  bei  den  Flüssigkeiten  die  Kompressibilität 

welche  in  höheren  Temperaturen  noch  sehr  viel 
en  Temperaturen.  Die  Abnahme  tritt  am  deut- 
1  nicht  die  Kompressionskoefticienten  als  mittlere 
mten  hohen  Drucke  beobachteten  Komptemoxifön. 

IS* 
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ableitet,  sondern  wenn  man  sie  au8  den  mit  wachsendem  Drucke  beobacil 
ten  Yolumvermindeningen  für  engere  Grenzen  der  Dnickzimalmie  ableii 
Bo  fand  Amagat  t^ir  Äthylätlier  bei   13^.7  C.  folgende  Koinpressionfiko 
cienten  flii*  die  Dmckziinabme  von  einer  Atiiiospbäi-e,  wenn  sie  ab 
wurden  aus  den  Volumvermindenmgen,  die  eintraten,  als  der  Druck  \ 

von     8,5a  bis  13,70  Atm.  x  =  0,000168 

„    13,70    „    19,47      „  „    0,00016^ 

,,    19,47    ,,    25,40      „  „    0,000169 

„    25,40    „    30,56      „  „    0,000162 


30,56    „    36,45 


0,000  152. 


Bis  zu  19,47  Atmosphären  waren  also  entsprechend  den  Beobacbti 
von  Araaury  und  Bescampa  die  Koefficienten  konstant,  bei  weiterer 
zunähme  tritt  die  Verminderung  deutlich  hervor. 

Bei  der  Temperatur  100'*  erhielt  Amagat  folgende  Werte 
von  8,50  bis  13,90  Atm.  x  =  0,000  560 
„  13,90  „  19,55  „  ,,  0,000540 
„  19,55  „  25,60  „  „  0,000  525 
„  25,60  „  30,55  „  „  0,000  489 
„    30,55    „    36,65      „         „     0,000  474, 

Hier  zeigt  sich  schon  bei  der  zweiten  Reihe  eine  erhebliche  Abnah 
Hiernach  zeigen  die  Flüssigkeiten  das  eigenthtLmlieh<?  von  (inii;si  vermnti 
Verhalten  nicht^  sie  verhalten  sich  ivie  alle  übrigen  Körper.  b»*i  denen  ua 
groisen  Drucken  die  Kompressibilitäten  schliefslieh  abnehmen, 

§  63, 

Hydroötatiaüher  Druck.     Die  im  §  61   abgeleitete   Glpichnng  ttl 
die  im  Innern  einer  Flüssigkeit  vurhandenen  Drucke  setzt  uns  in  den  8tJ 
das  Verb  alten  einer  Müssigkeit  in  einem  ofi'enen  Gefllfse  und  die  m  itt 
selben  vorbandene  Verteilung  der  Drucke  zu  bestimmen, 

Nehmen  wir  zmilichst  an,  dafs  die  Flüssigkeit  nur  der  Schwere  untl 
worfen  sei,  so  ergibt  sich  als  erste  Folge  jener  Gleichung,  dafs  die  Ob 
fläche  der  Flüssigkeit  eben  imd  horizontal  sein  mufs.    Als  Bedingimg. 
die  Oberfiäche  einer  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  ist,   ergibt  sich  nän 
unmittelbar,  idafs  die  auf  irgend  einen  Pimkt  der  Oberfläche   wirka 
der  Oberfläche  parallelen  Kräfte,  sieb  gegenseitig  aufheben  müssen* 
wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  so  wird  die  Flüssigkeit  sich  nach  der  RicbtH 
der  gröfsem  Kraft  bewegen  müssen.    Dieses  Aufheben  der  der  Flüsaigkei! 
tttleke  parallelen  Drucke  Endet  aber  nur  dann  statt,  wenn  die  .vorharifl« 
Drucke  normal  sind  zur  Oberflilcke  und   an  allen  Stellen  derselben  gla 
Gröfse  haben.     Denn,  sind  die  Drucke  niebt  normal,  so  haben  sie  eine  ^ 
Flüche  parallele   Komponente,   welche   demnach    das  Gleichgewicht  stöd 
würde;  sind  die  Drucke  aber  an  verschiedenen  Stellen  verschieden,  so 
ebenfallB,  wegen  der  nach  allen  Riebtungen  gleicbmäfsigen  Fortpfla 
des  Druckes,   eine  der  Obertliiche  parallele  Kraft  auf,    welche  nicht  da 
einen   Gegendi^uck   aufgehoben  wird.     Diese  zwei  Bedingungen  fallen 
streng  genommen  in  eine  zusammen,  da  bei  Flüssigkeiten  immer  ^  wenn  1 
"^acke  an  allen  Ötelbn  einer  Fläche  dieselben  sind,  diö  Drucke  normal 
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oYxG  sind.     Derartige  Flächen,  in  welchen  der  normale  Druck  an  allen 
derselbe  ist,  nennt  man  Niveauflächen.     Damit  können  wir  also  als 
^icligeiwichtsbedingung   einer  freien  Flüssigkeitsoberfläcte   den   Satz 
Leu,   dafs  dieselbe  eine  Niveaufläche  sein  muTs.  * 

rir  erliielten  nun  §  61  ganz  allgemein  für  den  auf  die  Flächeneinheit 
lem  einer  Flüssigkeit  wirkenden  Druck,  wenn  in  derselben  irgend 
idere  IFläche  einen  Druck  erhält,  der  für  die  Flächeneinheit  p^  ist, 

P=Po  +  d'h, 

d  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  \md  /*  den  vertikalen  Abstand  des 
Mielementes,  auf  welchem  der  Druck  für  die  Flächeneinheit^  ist,  von 

bedeutet,  auf  welchem  der  Druck  Pq  ist. 
äs  geboren  nun  alle  diejenigen  Flächenelemente  zu  einer  Niveaufläche, 
elcbe  p  einen  und  denselben  Wert  hat,  für  welche  also 

p  =  Pq-^-  d  '  h  '^  const. 

In  einer  gegebenen  Flüssigkeitsmasse  ist  demnach  für  alle  Elemente 
istant,  für  welche 

•  h  =  const., 

1  vertikale  Abstände  ^  von  einem  gegebenen  Punkte  alle  gleich  sind; 
ist  aber  eine  horizontale  Ebene.  Da  somit  die  Niveauflächen  die  hori- 
ilen  Ebenen  sind,  so  mufs  auch  die  freie  Oberfläche  einer  Flüssigkeit 
borizontale  Ebene  sein. 

Ganz  dasselbe,  was  von  der  freien  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  gilt, 
gilt  auch  für  die  Grenzfläche  zweier  nicht  mischbaren  Flüssigkeiten  ver- 
^denen  specifischen  Gewichtes,  welche  über  einander  geschichtet  sind; 
i  diese  mufs  eine  horizontale  Ebene  sein.  Es  ergibt  sich  das  so  un- 
elbar  aus  dem  eben  abgeleiteten  Satze,  dafs  die  Niveauflächen  in  einer 
sigkeit  horizontale  Ebenen  sein  müssen,  dafs  es  überflüssig  seiii  wird 
Beweis  besonders  zu  führen. 

Den  letztem  Fall  finden  wir  in  der  Regel  in  der  Natur  realisiert,  in- 

auf  den  in  unseren  Geföfsen  vorhandenen  Flüssigkeiten  die  Luft  liegt 
,  wie  wir  im  nächsten  Kapitel  nachweisen  werden,  auf  die  Oberfläche 
Q  leicht  mefsbaren,  in  jedem  Flächenelement  gleichen  Dnick  ausübt. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze,  dafs  die  Niveauflächen  im  Innern 
r  Flüssigkeit  horizontale  Ebenen  sind,  ergibt  sich  femer,  dafs  in  einer 
Kontalen,  durch  die  Flüssigkeit  gelegten  Ebene  der  Druck  auf  jedes 
henelement  derselbe  und  zwar  gleich  dem  Drucke  der  Flüssigkeits- 
e  sein  mufs,  welche  sich  über  diesem  Flächenelement  befindet.  Sehen 
nändich  von  dem  Drucke  der  Luft  ab,  so  gibt  uns  unsere  Gleichung, 

der  auf  die  Flächeneinheit  einer  Ebene,  welche  in  dem  vertikalen  Ab- 
ie  h  unter  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  sich  befindet,  wirksame 
rk  p  gegeben  ist  durch  den  Ausdruck 

p  =  d  '  h. 

Hat  die  Fläche  im  Innern  der  Flüssigkeit  die  Gröfse  5,  so  hat  der  auf 
istende  Druck  den  Wert 

j)  •  5  =  s  •  d  •  Ä ; 
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Fig.  78. 


er  ist  also  gleich  dem  Drucke  einer  Flüssigkeitssäule,  deren  Qnen 
in  ihrer  ganzen  Höhe  gleich  s  ist,  und  deren  Höhe  gleich  h  ist. 

Hieraus  folgt  ein  merkwürdiger  unter  dem  Namen  des  hjdrostal 
Paradoxons  schon  von  Pascal  ausgesprochener  Satz,  der  Satz  n&mlicl 
der  Druck,  welcher  auf  dem  Boden  eines  GefWfses  wirkt,  nur  ab! 
ist  von  der  Gröfse  der  Bodenfläche  und  von  der  Höhe  der  Flüssigk 
Gefäfse,  nicht  aber  von  der  Menge  der  im  GefUfse  enthaltenen  Flfiss 
Dieser  Satz  ist  in  der  zuletzt  aufgestellten  Gleichung  unmittelbar  er! 
welche  zeigt,  dafs  der  Druck  auf  eine  Fläche  5,  in  einer  gegebenen  F 
keit  nur  abhängig  ist  von  der  Gröfse  der  Fläche  und  der  Höhe 
Flüssigkeit  über  der  Fläche.  Haben  wir  demnach  Geftfse  verschi 
Form,  wie  etwa  Fig.  73,  aber  stets  gleicher  Bodenflfiche,  so  ist  der 
auf   die   Bodenfläche   immer   derselbe,  wenn  die  GefUfse  bis  zur  gl 

Höhe  h  mit  dei 
Flüssigkeit 
sind,  einerlei 
Ge^se  sieh  ol 
weitem  odei 
engem,  ob  sie 
rechte  oder  g< 
Wände    habei 

Druck  ist  immer  gleich  dem  Gewichte  der  Flüssigkeitssäule,  welche  ^ 
den  Querschnitt  s  der  Bodenfläche  und  die  Höhe  h  hat. 

Man  kann  diesen  Satz  leicht  mit  dem  Apparate  Fig.  74  nach 
und  so  gleichzeitig  den  experimentellen  Beweis  des  allgemeinen 
liefern,  dafs  auf  die  Flächeneinheit  einer  in  der  Tiefe  /*  unter  der 
fläche  liegenden  Ebene  ein  vertikal  abwärts  gerichteter  Druck  wirk 
gleich  ist  dem  Gewichte  eines  Flüssigkeitscylinders,  dessen  Quer 
gleich  der  Flächeneinheit  und  dessen  Höhe  gleich  h  ist. 

Auf  einen  hohlen  metallischen  Cylinder  Ä  (Fig.  74)  können  i 
verschiedener  Form  Q,  Q\  §"  wasserdicht  aufgeschraubt  werden.    I 
föfse  sind  unten  offnen;   in  dem  Cylinder  Ä  befindet  sich  aber  eine 
auf  welcher  die  Messingfassungen  der  Gefilfse  unten  aufgepafst  sind 
Boden   der  GefUfse  bildet  dann  ein  in  diese  Platte  genau  eingeschJ 
konisches  Ventil  Ä,  welches  sich  von  unten  nach  oben  ö&en  kann, 
in   das   Geföfs   Q    Flüssigkeit    bis    zu   einer  bestimmten   Marke   ein 
ist,  so  wird  das  Ventil  durch  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  fest  in  die 
eingedrückt  und  wasserdicht  geschlossen.     Das  Ventil  kann  dann  g» 
werden  durch  einen  an  dem  gleicharmigen  Hebel  H  befestigten  Stift 
das  Ventil  berührt.    Wird  in  die  Wagschale  ein  Gewicht  p  gelegt,  so 
der   Stift  das  Ventil  mit  einem  dem  Gewichte  p  gleichen  Drucke 
Höhe ;  ist  nun  dieser  Druck  etwas  gröfser  als  der  von  oben  nach  unt« 
richtete  Druck  der  Flüssigkeit  aaf  das  Ventil,  so  öffiiet  sich  dasselbe 
die  Flüssigkeit  fliefst  in  das  den  hohlen  Cylinder  Ä  umgebende  GeftI 

Es  bedarf  nun,  welches  der  Geföfse  §,  Q\  Qf'  man  auch  anw 
st>ts  desselben  Gewichtes  p^  um  das  Ventil  zu  heben,  wenn  mani 
a!  \  dreien  dieselbe  Flüssigkeit  bis  zu  der  in  gleicher  Höhe  über  dem  1 
bf      Hieben  Marke  einftlllt,  und  zwar  ist  immer  das  Gewicht  jp  jem 
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lettdseyimders  vom  Quersclmitte  der  BodenflUche  tind  der  Höhe  der 

:e  Gber  dem  Boden. 

Wie  wir  schon  im  §  61  zeigten»  mtlssen  im  Gleichgewich tsaustande 

auf  eix3  Flächenelement  im  Innern  einer  Flüssigkeit  wirkenden  Drucke 

ülben  sein,  welche   liiehtimg  anch   die  Normale   des  Flilehenelementes 

Eh<?n8o  wie  demnach  anl'  ein«  horizontale  Flö^ihe  von  der  Gröfse  s 


Fig.  74. 


ng.  75. 


vertikal  abwärts  gerichteter  Dnick  von  der  Gröfse  sdh  wirkt,  ebenso 
iiuch  ein  vertikal  anfwäxts  gerichteter  Druck  von  derselben  Grtirise 
diese  FlJirhe  wirken.  Es  läfst  sich  aucb  dieser  Druck  leicht  durch  den 
iticb  nacbweisen.  Wenn  man  nätmlicli  gegen  das 
tm  gut  abgeschlitfene  Ende  einer  Glasröhre 
.  75)  t'ina  Messingplatte  mittels  eines  durch  die 
indnrchgebenden  Fad>ms  fest  anlegt  mid 
ses  Rohr  mit  der  Platte  nach  unten  in  ein 
asser  geHlütes  Glas  taucht,  so  sieht  man,  dais 
Ijitte  fest  an  das  Glas  gedrückt  wird^  es  dringt 
Fltls^igkeit  in  die  Röhre,  und  die  Platte  Mit 
^.  wenn  man  den  Faden  loslälst;  ein  Be- 
im Inneni  der  Flüssigkeit  ein  von  unten 
gerichteter  Druck  vorhanden  ist.  Man 
a  Druck  durch  einen  gleichen  in  ent- 
tzWr  Richtung  angebrachten  messen,  indeju 
die  R^>hre  so  lange  Wasser  scbüttet,  bis  die  Platte  herabtallt.  Das 
t^  wi*un  die  Flüssigkeit  in  der  Röhre  fast  genau  die  Eöhe  hat,  welche 


«t  im  Gefilfse  hat,  um  so  genauer,  je  leicbter  die  PlaU»  \st. 
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nr  iKi   also  pflc^ich   d^im  Drucke  einer  Flüssigkeitssäule,   deren 
in  Ihwr  f^an/eti  Hü  ho  gleich  s  ist,  und  deren  Höhe  gleich  h  ist« 

lliiiraus  folgt  ein  merkwürdiger  unter  dem  Namen  des  hydrostatisch) 
TariMloxiin»  srlion  von  Pascal  ausgesprochener  Satz,  der  Satz  nämlich,  dj 
iii>r  Dniek,  welcher  auf  dem  Boden  eines  GefMses  wirkt,  nur  abbäng 
int  wtm  der  (Irilfse  der  Bodenflüche  und  von  der  Höhe  der  Flüssigkeit  i 
(JlntUrsa,  nicht  aber  von  der  Menge  der  im  GefUfse  enthaltenen  Flüssigke 
Dieser  Satst  ist  in  der  zuletzt  aufgestellten  Gleichimg  unmittelbar  erhalt« 
wnleho  Ktngt,  diLfs  der  Druck  auf  eine  Fläche  ä,  in  einer  gegebenen  Flüssig 
keit  nur  abhitngig  ist  von  der  Gröfse  der  Fläche  und  der  Höhe  h  i 
Müsi^igkoit  Über  der  Fläche.  Haben  wii-  dt^umach  GefEfse  verschieden 
Fi>rni,  wie  etwa  Fig.  73,  aber  stets  gleicher  Bodenflüche,  so  ist  der  Prn 
auf  die   Bodentlilehe   immer  derselbe,   wenn  die  Gef^fse  bis  zur  gleich 

Hdhe  h  mit  derselb 
Flüssigkeit  geSA 
sind,  einerlei  ob  i 
GefUfse  sich  oben  i 
weitem  oder  t 
engem,  ob  sie  9« 
rechte  oder  genei^ 
Wände    haben;    ( 

I>raek  ist  inuu^^r  gleich  dem  Gewichte  der  Flüssigkeitssaale,  welche  übet 
den  Quer»chmtt  .«  der  BodenflSche  und  die  H5h6  k  hat 

Man  kmikü  diesen  Bau  leicht  mit  dem  Apparat«  Fig.  74  na^hweil 
und  «o  gbichMitjg  dMH  experimentellen  Beweis  des  allgemeinen  Sat 
lyhm,  dafo  auf  dt^  FlidMMnlwtl  tuuat  im  der  Tiefe  h  unter  der  0% 
rttfW  li«f«iiden  SIMM  «in  Twtikal  «Imirts  gmehteter  Droek  wirkt, 
irWi<;h  is4  d«iii  ötwtolil»  füm  FlB3»gk«li«7tnid0rs,  dessen  Quersehi 
,  BMdi'dir  PliQtaMiBMl  wi  iamm  Hike  gMeh  k  ist. 

A«r  «faMü  hAim  airtilHadMn  C?lind«>  A  i^Fig.  74>  können  Q^l 

,  KwAirfwig  Form  q,  tf,  ^  wass^^i^lit  Mi%e«hratibt  werden.    1>^ 

mm  iM  wlM  offm;  in  imt  C^li»hr  A  bctedet  sieh  aber  eme  ri] 

«nr  w«MMt  dit  XiMrii«fbsMiisw  dir  CMkte  unten  *^*^«*='P^_.  la 

IMw  dw  OtfU^  biM«l  ^M  »»  dM»  Plntt»  K«»  emg^»äiK| 


1 

■ 

1 

A 

>>4    t,.: 


^^  Stit^  db»  VmMU  «i» 
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iders  vom  Qnersclinitte  der  BodenÜllchti  imd  der  Höhe  der 
öTia  Boden, 

'    Ti   im   §  61  zeigten,  mllssen    im  Gleichgewichtszustände 
iielement  im  Innera  einer  Flüssigkeit  wirkenden  Brücke 
welche   Richtung  auch   die  Normale   des  Fltlclienelementes 
SO  wie  dHmnach  auf  eine  horizontale  Fläche  von  der  öröfse  n 

Fig.  74, 


Flg.  76. 


I 

^Pvrirtd  gerichteter  Pmck  von  der  Gröi'sö  sah  wirkt  ^  ehensa ' 
in  vertikal  aufwärts  gerichteter  Druck  von  derselben  ÜnHIse 
lebe  wirkea.  E&  llU'st  sich  am.-h  dieser  Druck  leicht  dureli  den 
li  weisen.  Wenn  man  n lim  lieh  gegen  das 
ahgescbliffene  Ende  einer  Glasröhre 
fta  H<pssingphitte  mittels  eines  durch  die 
iTüfa gehend (^n  Fadens  fest  anlegt  und 
Bohr  mit  der  Platte  na<?h  unten  in  ein 
g«jf!lUt^8  Glas  taucht,  so  sieht  nuin,  dals 
das  Glas  gedrückt  wii'd,  es  dringt 
m  die  Röhre,  und  die  Platte  fUUt 
n  miin  den  Fadtm  loslälst;  ein  Be* 
crn  der  Flüssigkeit  ein  von  unten 
[lat^t€*r  Druck  vorbanden  ist.  Man 
ick  durch  einen  gleichen  in  ent- 
ehtung  angebrachten  messen,  indem 

i>  '  Wasser  schüttet,  bis  die  Platte  herabfallt.    Das 

1  it  in  der  Bohre  faat  genau  die  Hohe  hat,  welche 

Getaid«  hat,  am  so  genauer,  je  leichter  die  Platte  ist 
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Es  folgt  weiter,  dais  anch  ein  Flächenelement  der  Seitenwand  tarn 
Gefäfses,  sei  sie  vertikal  oder  geneigt,  einen  Druck  erfahren  mofs,  der  ^iaA 
dem  Gewichte  des  Flüssigkeitscylinders  ist,  der  das  Flächenelement  nr 
Basis  und  den  vertikalen  Abstand  des  Elementes  von  der  freien  Oberfllcb 
zur  Höhe  hat.  Diesem  Drucke  hält  der  durch  die  Festigkeit  der  Waai 
bewirkte  Gegendruck  das  Gleichgewicht.  Dafs  ein  solcher  Seitendmck  T0^ 
banden  ist,  kann  man  leicht  durch  den  Versuch  nachweisen,  indem  man  n 
der  einen  Seitenwand  den  Gegendruck  durch  eine  Durchbohrang  der  Wand 
fortnimmt.  Dann  tritt  nicht  nur  eine  dem  innem  Dmcke  folgende  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  ein,  sondern,  wenn  das  Geftlfs  wie  in  Fig.  76  be- 
weglich aufgestellt  ist,  tritt  eine  dem  noch  übrigen  Seitendmck  folgende 
Bewegung  ein.  Man  stellt  auf  einen  hinlänglich  starken  Schwimmer  Ton 
Kork  ein  mit  Wasser  gefälltes  Geftlfs,  das  an  einer  Stelle  seiner  Seite»- 
Avand  eine  verschliefsbare  Öffnung  hat.  Ist  die  öfinnng  geschlossen,  ee 
drückt  das  Wasser  gegen  Ä  ebenso  stark  wie  gegen  A',  Wird  nim  aber 
die  Ausflufsöffnung  bei  Ä  geöffnet,  so  kann  das  Wasser  an  dieser  SteUs 
dem  Druck  folgen  und  ausfliefsen;  an  der  gegenüberliegenden  Stelle  bei  / 
dauert  aber  der  Dmck  foi-t,  und  diesem  Drucke  folgend  bewegt  sich  der 
Schwimmer  mit  dem  Gefäfse  in  der  Richtung  ÄÄ\ 

ilg.  77. 


Flg.  76. 


Die  sogenannten  Reaktionsräder  beruhen  auf  dieser  Wirkung  dal- 
Seitendrucks;  sie  bestehen  (Fig.  77)  aus  einer  weitem  mit  Wasser  geftHtA. 
Röhre  Ä,  welche  um  eine  mit  ihrer  Axe  zusammenfiLUende  vertikale  Aia: 
sich  drehen  kann.  An  dem  untern  Ende  befinden  sich  zwei  oder  mehiert' 
horizontale  Ausflulsröhrcn ,  welche  in  demselben  Sinne  gekrümmt  alt. 
Beim  Ausfliefsen  des  Wassers  aus  den  öfinungen  dieser  Röhren  treibt  d*: 
gegen  die  den  Ausflufsötfnun'gen  gegentiberliegendenWände  gerichtete  DruÄ 
das  Rad  herum. 

Es  ist  nach  Besprechung  der  einzelnen  Drucke  nicht  schwielig,  dtf^ 
Druck  zu  bestimmen,  welcher  auf  irgend  ein  Flächenstück,  sei  es  im  Inner 
sei  es  an  der  Wand  einer  Flüssigkeit,  ausgeübt  wird;  es  ist  das  nur  A 
Aufgabe  der  Rechnung.  Haben  wir,  um  das  an  einem  ein£EU)hen  Bei^ 
zu  zeigen,  eine  ebene  Wandfläche  von  rechteckigem  Qaerschnitt,  die  vi 
uns  vertikal  von  der  Höhe  h  und  der  Breite  b  denken  wollen,  so  eilnU^ 
wir  den  Dmck,  den  die  ganze  Wandfläche  er^lhrt,  in  fidgender  Weil 
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Denken  wir  nns  in  der  Tiefe  x  unter  der  Flüssigkeit  einen  horizontalen 
Streifen  der  Wandflache,  dessen  Höhe  dx  eine  so  kleine  ist,  dafs  wir  ihn 
als  ganz  in  der  in  der  Tiefe  x  durch  die  Flüssigkeit  gelegten  Niveaufläche 
Uegend  ansehen  können,  so  ist  der  Druck,  welcher  auf  diesen  Streifen  wirkt, 
gleich  dem  Produkte  des  auf  die  Flächeneinheit  der  Niveaufläche  wirkenden 
l  Bmckes  und  des  Flächeninhaltes  des  St^ifens.  Ersterer  ist,  wenn  wir 
l  umelunen,  dafs  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  kein  Di-uck  lastet, 
gifiich  s  •  x^  wenn  $  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  ist;  letzterer 
'y^h'dx. 

Der  auf  den  Flächenstreifen  wirkende  Druck  ist  somit 

s  '  b  *  X  '  dx. 

Der  auf  die  ganze  Fläche  wirkende  Dnick  ist  die  Summe  der  auf  alle 
anzelnen  Streifen  wirkenden,  welche  die  ganze  Fläche  zusammensetzen. 
Wir  erhalten  alle  diese  einzelnen  Drucke ,  wenn  wir  x  nach  und  nach  alle 
Werte  annehmen  lassen,  von  rc  =  0  bis  a;  =  /?,  so  dafs  der  ganze  Druck 
wird  H 


-f 


sh  •  xdx  =  ^sbh^  =  ihfs^ 


wenn  wh-  mit  f  die  Gröfse  der  Fläche  f  =h  -  li  bezeichnen.  Der  Druck  ist 
ilso  gleich  dem  Gewichte  einer  Flüssigkeitssäule ,  deren  Querschnitt  gleich 
der  Fläche  f  ist,  und  deren  Höhe  gleich  ist  der  halben  Höhe  der  Flüssigkeit. 
Zu  ganz  demselben  Satze  gelangt  man,  wenn  man  eine  Fläche  be- 
trachtet, welche  gegen  ^e  Vertikale  geneigt  ist;  es  ist  immer  der  Druck 
gleich  einer  Flüssigkeitssäule,  deren  Querschnitt  gleich  ist  der  Wandfläche, 
md  deren  Höhe  gleibh  ist  der  halben  vertikalen  Entfernung  des  untern 
Bandes  der  Wandfläche  von  dem  Niveau  der  Flüssigkeit. 

Ebenso  wie  den  resultierenden  normal  gegen  die  Wandfläche  gerichteten 
Draek  können  wir  auch  leicht  den  Angriflspunkt  dieser  Resultierenden  be- 
wchnen.  Die  auf  die  einzelnen  Flächenelemente  wirkenden  Drucke  sind 
ämtlich  parallel,  wir  haben  also  nur  den  Mittelpunkt  dieser  parallelen 
Kräfte  aufzusuchen.  Zunächst  ist  klar,  dafs  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  in 
tr  Halbierungslinie  der  rechteckigen  Fläche  liegt,  welche  wir  erhalten, 
fenn  wir  die  Fläche  durch  einen  vertikalen  Schnitt  in  zwei  gleiche  Teile 
^aksL  Es  liege  der  Angriffspunkt  in  dieser  Linie  im  Abstand  X  von  der 
obem  Grenzfläche  der  Flüssigkeit;  bringen  wir  dann  dort  eine  der  Resul- 
I  lierenden  gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  an,  so  ist  die  Fläche, 
[  dieselbe  als  frei  beweglich  gedacht,  im  Gleichgewicht,  sie  nimmt  weder 
eine  fortschreitende  noch  um  irgend  eine  Axe  eine  drehende  Bewegimg  an. 
Denken  wir  uns  deshalb  etwa  durch  die  obere  Grenze  der  Flüssigkeit  eine 
in  der  Fläche  liegende  horizontale  Drehungsaxe  gelegt,  so  nuifs  in  Bezug 
Inf  diese  die  Summe  der  Drehungsmomente  gleich  Null  sein.  Die  der 
tesoltierenden  gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  liefert  nun  das 
Drehnngsmoment 

-P-X, 

worin  das  negative  Vorzeichen  bedeutet,  dafs  das  von  dieser  Kraft  her- 
lührende  Moment  die  Fläche  entgegengesetzt  dreht  als  die  vorhandenen 
Krtfte. 
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Der  in  der  Tiefe  x  auf  ein  FlILchenelement  von  der  Höhe  dx  mrkm 
Druck  ist 

5  •  6  •  xdx'^ 

das  von  diesem  herrührende  Drehungsmoment  ist  somit 

X  -  s  'b  '^dx  =  s  .  6  .  si?dx. 

Die  Sunune  aller  Drehungsmomente  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dies 

Ausdrucke  nach  und  nach  ftir  x  alle  Werte  von  0  bis  h  einsetzen  und  di 

alle  die  flir  die  einzelnen  Elemente  erhaltenen  Werte  summieren,  also 

der  Summe 

h 

rsbh^ 


I  shx^dx  =  ^i 

0 

Somit  wird  die  Gleichung  für  X 


p.X=^sb'h^ 

oder,  wenn  wir  nach  X  auflösen  und  gleichzeitig  ftlr  P  seinen  Wert  < 
setzen, 

Der  Angriffspunkt  liegt  also  um  f  der  Höhe  der  Flüssigkeit  ui 
dem  obern  Niveau  derselben. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  ^r  alle  Flächen,  ebene  oder  gekrümi 
den  resultierenden  Druck  und  dessen  Angriffispunlit  berechnen,  wenn  a 
die  Rechnungen  zuweilen  nicht  so  einfach  sind. 


§  64. 

Kommunioierende  Röhren.  Unsere  Ausführungen  über  das  Glei 
gewicht  der  Flüssigkeiten  waren  durchaus  unabhängig  von  der  Gestalt 
GefUfse,   in  denen  die  Flüssigkeit   enthalten  ist.     Sie  haben   daher  a 


Flg.  78. 


Fig.  79. 
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Gültigkeit,  wenn  wir  dieselbe  in  zwei  Geföfse  verteilen  und  diese  Q«fl 
so  durch  eine  Röhre  mit  einander  verbinden,  dafs  die  Flüssigkeit  in  hw 
gleichsam  nur  eine  Masse  bildet.  Man  nennt  solche  G^Mise,  weil  sie  n« 
in  Röhrenform  angewandt. werden,  kommimicierende  Röhren.  Wenn  dl 
nach  in  beiden  Röhren  AB^CB  (Fig.  78)  dieselbe  Flüssigkeit  enttnl 
ist,  so  mufs,  da  die  Gefäfse  kommunicieren,  die  Flüssigkeiten  also  eine  Ifa 
bilden,  die  Oberfläche  derselben  horizontal  oder  in  beiden  BShxen  gai 
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gleicher  Höhe  sein,  wenn  nicht  auf  eine  derselben  etwa  noch  ein  be- 
Qderer  äuiserer  Druck  ausgeübt  wird. 

Enthält  jedoch  die  eine  Rohre,  z.  B.  ÄB^  eine  andere  Flüssigkeit  von 

Dichtigkeit  «/^  während  tlie  Flüssigkeit  in  der  Rohre  ÜB  die  Üiehtig- 

dt  d  hat,  so  müssen  die  Obertiüchen  verschiedene  Höhen  haben.    Sei  z.  B. 

AB  (Fig.  79)  zuerst  Quecksilber  gegossen  und  dann  in  die  Köhre  CDE 

ITftEser,  so  muls  das  Wasser  höher  stehen  als  das  Quecksilber  und  zwar 

hoher,  als  es  specifisch  leichter  ist  wie  letzteres. 

Denken  wir  uns  eine  Bcheidewand  in  mn  und  in  derselben  ein  Ele- 

IlMUt,  dessen  Gröfse  wir  mit  o  bezeichnen  wollen.    Von  B  erhillt  dasselbe 

lauen  Druck,  der  gleich  ist  dem  Gewichte  einer  Quecksilbergüule  von  der 

ö  und  der  Höhe  H',  die  gleich  ist   dem  senkn^tliten  Abstände   der 

0  gelegten  Horizontalebene   von  der  durch  N  gelogten  Ebene,  also 

l^ich  0  '  H'  '  ff,   wenn   wir   mit   tX   die  Dichtigkeit   des  Quecksilbers   be- 

«bnen.    Von   der   andern  Seite   her   erhält   das  Fliichenelement  o  einen 

ick  zunächst  von  einer  Quecksilbersüule  von  der  H5he  A,  welche  vom 

m  des  Flächenstückes  o  bis  CD  reicht,  und  von  einer  Wassersäule  von 

derselben  Basis  und  der  Höhe  CE,    Nennen  wir  mm  die  Dichtigkeit 

I Walsers  d  imd  die  Hube  CEJJ^  so  ist  der  Druck,  den  das  FlilchtmstiU-k 

idiWr  Seite  her  «jrfUbrt,  gleich  ohtt  -\-  oHd    Im  Zustande  des  Gleich- 

[gwrichtes  mttssen  diese  Drucke  gleich  sein,  oder  es  muTs 


r^ 


wir  nun  die  Differenz 


jr  ^h  =  NB  =  ir\ 


d^ 
~d 


'  die  beiden  Höhen  H'*  und  H  der  Flüssigkeiten  über  ihrer  Trennungs- 
I«   sich  verhalten  umgekehrt  wie  die  Dichtigkeiten  der  beiden 


in  Fig.  78  häJt,  wie  wir  sehen,  die  kleine  WasserraaiBe  in  der  Rohre 

li'D  der  grofsen  Wassermenge  in  AB  das  Gleichgewicht.    Wflrde  daher  die 

pVassermenge  AB  fortgenommen  und  anstatt  deren  ein  Kolben  bei  B  auf 

'in    entstehende  Flüssigkeitsobertiache   gelegt,   so    raüfj^te   dieser  ein 

-ersäule  AB  gleiches  Gewicht   haben,   um   den  in   der  Fläche  B 

oben  gerichteten  Druck  zu  fujuilibneren.    Das  Gewicht  dieses  Kolbens 

dem  Gewichte  der  Flüssigkeit  in  CD  verhalt  sich  wie  die  Quer&chnitte 

Rttbren,  da  sich  so  das  Gewicht  der  Flüssigkeitssilule  J.^  zu  dem  der 

jr  das  Gleichgewicht  haltenden  Flüssigkeitssöule  CD  verhält    Wenn  wir 

m  Auf  die  Flüssigkeit  in  der  engen  Röhre  einen  Druck  /)  ausüben,   so 

wir,   wenn   der  Kolben   in    der   weiten  Rr>bre   diesetn   Drucke   das 

gewicht  halten  soll,  diesen  mit  eineui  Gewichte  P  belasten,  welches 

DTi<»Imal   gi'ßfser  ist  wie  j?,   als  der  Querschnitt  von  AB  gröfser  ist 

<ter  Ton  C'B. 
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In  Bramahs  hydraulischer  Presse  (Fig.  80)  ist  dieser  umstand  bc 
um  mit  kleinen  Kräften  gi'ofse  mechanische  Effekte  zu  erzielen.  Di 
besteht  im  wesentlichen  aus  einer  kleinen  Druckpumpe  ÄB^  durch  ^ 
man  Wasser  durch  die  Röhre  EF  in  die  weite,  durch  EF  mit  AB  k( 
nicierende  Röhre  C  pumpt.  In  diese  passt  wasserdicht  der  Kolbei 
Das  in  die  Röhre  C  gepumpte  Wasser  hebt  mm  den  Kolben,  der 
komprimierenden  Gegenstände  gegen  einen  festen  Widerhalt  drückt 
kann  mit  einem  Drucke  von  1  Kilogramm  einem  Gewichte  von  lOOC 
grammen,  wenn  der  Querschnitt  der  Röhre  C  zu  dem  der  Pumpenröh 
im  Verhältnis  von  1000  :  1  steht,  das  Gleichgewicht  halten.  Dadure 
zugleich  unser  Satz  bewiesen,  den  wir  anftlnglich  ableiteten,  dafs  bei 
äufsem  Drucke  auf  die  Flüssigkeit  eines  Gefäfses  der  Druck  auf  irg< 
Flächenstück  der  Wandfläche  der  Gröfse  desselben  proportional  sei. 


Fig.  80. 


Bemerken  wollen  wir  hier,  dafs  bei  diesen  äufserst  grofsen  Wirl 
mit  kleinen  Kräften  doch  auch  nur  eine  Übertragimg  der  Arbeit,  kc 
Avinnst  an  solcher  eintritt;  denn  auch  hier  gilt  der  Satz  wieder,  i 
Kraft  gewonnen  wird,  geht  an  Zeit  verloren.  Denn  soll  der  Kolben 
ein  Centimeter  gehoben  werden,  so  ist  eine  tausendmal  gröfsere  Be« 
des  Kolbens  der  Pumpe  nötig,  da  aus  dem  engen  Pumpenrohr  die  ^ 
menge  in  das  Weite  Rohr  geschafft;  werden  mufs.  Auch  hier  beste 
Gleichung,  dafs  das  Produkt  der  Kraft  in  den  Weg,  durch  welchen  i 
wirkt  hat,  gleich  ist  dem  Produkte  der  Last  in  den  Weg,  um  welcl 
gehoben  ist. 

Das  Princip  der  hydraulischen  Presse  ist  in  sehr  sinnreicher 
von  Desgoffe  angewandt,  um  gi'ofse  Dmcke,  etwa  die  in  der  hydranl 
Presse  direkt  zu  messen;  das  Manometer  ist  gewissermafsen  die  ü 
der  hydraulischen  Presse.  Dasselbe  besteht,  wie  Fig.  81  in  perspekti^ 
Ansicht,  Fig.  82  im  Durchschnitt  des  untern  Teiles  zeigt,  aus  einem  s 
eisernen  Gef&fse  V  von  kreisförmigem  Querschnitt,  in  welchem  ein  1 
Stempel  D  sich  auf  und  nieder  bewegen  kann.  Das  Oef&fs  enth&lt  < 
Silber  und  auf  demselben  eine  dünne  Wasserschicht.  Zwischen  der  ^ 
Schicht  und  dem  Stempel  ist  eine  feine  Kautschukmembran  aiisg« 
welche  durch  den  aufgeschraubten  Kreisring  festgehalten  irird,  di 


Seegoffe, 
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Bntfe  der  Schrauben  so  fest  angezogen  ist,  dals  die  Membran  das  GefUfs  F 

I  fticli  übtiii  bin  vollkomnien  wasstirdiclji  absperrt.    Auf  der  Mitte  des  Stern- 

fthD  sl«bt  ein  Stablcjlinder  7\  welcher  diircb  eine   StopfbUcbso  m  den 


Fig.  81. 


,*^i 


\A 


-^S" 


Fi«.  8«. 


Holilranm  des  ^lessingcyltnders   C  eintritt,   der   mit   dem    die   Kaiitscbuk- 

awmbran  befestigenden,  auf  das  Getlfs  aufgeschraubten  Ringe  aus  einem 

ke  gearbeitet  ist.      Der  Hohlraum  des  Cy linders  C  sieht  andererseits 

die  Röhre  /,  welche,  wie  Fig,  82  zeigt,  durch  die  den  Hohlraum  des 

öders    C    üben    ab- 

efstinde  Platte  hin- 

brt    ist ,     mit 

Eaume  in  Verbin - 

in   welchem   der 

öck    ausgeübt    wird, 

lako  etwa  mit  dem  Hohl- 

C  der    hydrauli- 

Fresse    Fig.  80; 

Imul  gibt  zu  dem  Ende, 

man    den   liriick 

der     hydraulischen 

bsse  messen  wilj,  der  Wand  derselben  eine  zweite  Durch  hob  rtmg,  an  der  num 

I  finde  der  fiöhre  t  gerade  so  ansetzt,  wie  bei  IC  die  zur  Fiimpe  führende 

mee  angeseixt  ist    Das  GetUfs  V  kommuniciert  mit  seinem  untern  Teile 

der  seitlich  angebrachten  Olasr/ihre  ÄBj  welche  vor  einer  Toihing  an 

an  dem  GefUl^e  V  befestigten  vertikaleE  Ständer  fest  angebracht  ist. 
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kutan  Torausgesetzt,  dafs  nur  die  Schwere  auf  dieselben  einwirke;  die  im 
%  61  dnrchgeftlhrten  Betrachtungen  lassen  sich  aber  auch  sofort  anwenden, 
wm  die  Bedingongen  des  Gleichgewichts  zu  erhalten,  wenn  noch  andere 
Kiifte  auf  die  Flüssigkeiten  einwirken,  wenn  z.  B.  die  Flüssigkeit  sich  in 
ijbnii  rotierenden  Cylinder  befindet,  dessen  Rotationsaxe  die  Axe  des  Cj- 
laders  ist.  Wir  denken  uns,  um  die  an  den  verschiedenen  Stellen  der 
üfissigkeit  wirksamen  Drucke  zu  berechnen,  gerade  wie  §  61  einen  kleinen 
Bflinder  mit  schiefen  Endflächen  s  und  /  von  so  kleinem  Querschnitte  a 
ttd  80  kleiner  Länge  Z,  dafs  wir  überall  in  diesem  Cylinder  die  auf  die 
fofauneinheit  wirkenden  Kräfte  als  gleich  und  gleich  gerichtet  ansehen 
Utanen.  Nennen  wir  die  auf  die  Volumeinheit  wirkenden  Kräfte  Ä,  so  treten 
Bese  jetzt  ganz  einfach  an  die  Stelle  des  Gewichtes  d  der  Yolumeinheit, 
reiches  wir  §  61  als  allein  wirksam  voraussetzen.  Ganz  dieselben  Be- 
nu^htnngen,  welche  wir  §  61  anstellten,  liefern  uns  dann  für  den  Druck 
'  auf  der  Fläche  /  des  Cylinders 

^  =  ^  +  Ä:.?.cosi3, 

renn  ß  den  Winkel  bedeutet,  welcher  die  Axe  unseres  Cylinders  mit  der 
üehtung  der  resultierenden  Kraft,  und  p  den  Druck  auf  die  schiefe  End- 
liche s  bedeutet. 

Die  Bedingung  der  Niveauflächen  ist  auch  jetzt  wieder,  dafs  in  ihnen 
Iberall  der  Druck  ftir  die  Flächeneinheit  derselbe  sein  mufs;  somit  mufs, 
vom  die  beiden  Endflächen  des  kleinen  Cylinders  ein  und  derselben  Niveau- 
kdie  angehören  sollen, 

8  8 

Mm,  eine  Bedingung,  welche  erfüllt  wird,  wenn 

k  *  l '  cos  ß  =^  0. 

Letztere  Bedingung  wird  aber,  da  k  und  l  von  0  verschieden  sind,  nur 
«ftllt,  wenn 

cos/3  =  0,         /3  =  90^. 

Ist  also  die  Axe  unseres  kleinen  Cylinders  senkrecht  zur  Richtung  der 
»Mtierenden  Kräfte,  so  liegt  derselbe  ganz  in  einer  Niveaufläche,  oder  die 
Kreaufiächen  sind  solche,  welche  an  allen  Stellen  normal  zu  den  resul- 
Slrenden  Kräften  sind. 

Können  wir  die  Richtung  der  resultierenden  Kräfte  bestimmen,  so 
Amen  wir  hieraus  die  Gleichung  der  Niveaufläehen  ableiten;  wir  wollen 
Sese  Ableitung  für  den  vorhin  schon  erwähnten  Fall  einer  Flüssigkeit  in 
iftem  rotierenden  Cylinder  durchführen.  Die  Kräfte,  welche  dort  auf  die 
Rfissigkeit  einwirken,  sind  die  Schwere  imd  die  Centrifagalkraft;  da  letztere 
illr  abhängig  ist  von  dem  Abstand  der  betrachteten  Flüssigkeitsmasse  von 
Mr  Rotationsaxe  und  in  gleichen  Abständen  von  der  Axe  dieselbe  ist,  so 
Ngt,  dafs  die  Niveauflächen  Rotationsflächen  sind,  deren  Axe  die  Rotations- 
hfi  des  Cylinders  ist.  Wir  erhalten  demnach  die  Flächen  schon  vollständig 
Munmt,  wenn  wir  einen  Schnitt  derselben,  der  durch  die  Rotationsaxe 

L 
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gelegt  ist,  untersuchen.    Sei  A  CB  Fig,  83  ein  solcher  Schnitt  und  xwar, 
wir  wissen^  dafs  die  OberUllche  eine  NiveauÜilehe  ist,  durch  die  Oberfiäeh 
der  Fltlsslgkeit,   mid   00  die  Rot^itionsaxe.     St^i  ferner  DU  die  Richta 
der  aus  der  Wirkung  der  Schwere  und  der  Centrifugalkraft  im  Punkte 

resultierenden  Kraft,  welche  mit  der  Vertikale 
den  Winkel   «   bilde.     An  dem   Punkte  D 
Schnittes  der  Nivoaufiäche  legen  wir  dann 
Tangente  DF^  welche  bekanntlich  in  dem  ] 
2)    die    Richtung    der    Kurve    angibt;    dieJ 
si        Schneide    die  Vertikale    unter    dem    Winkel 
\B  Da  FD  senkrecht   zu   ED   sein   mufs,  so  fol 
weiter,   dafs  die  Winkel  y  und  a  sich  zu  i 
Rechten  ergänzen  müssen,  oder  dafs 

tang  a  ^  cot  y 

sein  muTs. 

Wir  bezieben  nun  unsere  Kurve  auf  ein  rechtwinkliges  KoordinftteaJ 
System ,  dessen  Axb  der  A^  horizontal ,  und  dessen  i\jce  der   1'  vertikal  i 
und  mit  dt  r  Rotationsaxe  zusammenfalle.  Der  Anfangspunkt  der  KoordiiiÄtl 
sei  der  Punkt  0^   in  wek'hem  die  Rotationsase  den   Boden  des   Cyü 
schneidet.    Die  Koordinaten  des  Pimktes  D  seien  ac  und  ^.    Da  die  Ta 
J>F  mit  der  Kurve  auf  ein  unendlich  kleines  Stück  zusammeniUllt^  so 
bindet  sie  zwei  unendlich  nahe  Punkte  D  und  d^  der  Kurve,  deren  letzt* 
die  Koordinaten  x  -\~  dx  und  y  +  dp  hat-     Ziehen   wir  deshalb  die 
Punkte   d^    entsprechende   Ordinate   d^o^   und  verlüngem  die  x  Koor 
(tD^   bis   sie   erstere   in    d   schneidet,   so   erhalten   wir  das   recbtwiu 
Dreieck  Ddd^ ,  dessen  Winkel  Dd^d  =  y  ist.    Demnach  ist 


tang  &  =  cot  y 


dd, 
Dd 


dy 
dx 


Um  den  Winkel  «  zu  erhaltenj  sei  p  das  Gewicht,  somit  —  die 


der  im  Punkte  D  vorhandenen  Flüssigkeit     Auf  diöse  Masse  wirkt 
gleichzeitig  die  Centrifugalkraft,  welche,  wenn  wir  die  Rotati onsge seh win^^ 

keit  mit  v  bezeichnen,  gleich  —      ist.     Bezeichnen  wir  die  RutationsdaneB 

des  Cjlinders  mit  /,  so  ist 


demnach  die  Centrifugalkraft 


2  so; 


— li —  *  


Da  die  Schwere  vertikal  abwürts,  die  Centrifugalkraft  horizontal  tö 
der  Drohungsaxe  fort   wirkt,   so  erhalten  wir  die  Tan^^ent^  des  Winkeli 
welchen  die  Resultierende  mit  der  Vertikalen  bildet,  wenn  wir  die  Centri^ 
fugaJkraft,  die  horizontale  Komp^mente  der  Resultierenden  durch  die  ScliWeP 
also  das  Gewicht  p  der  Flüssigkeit  dividieren.    Damit  wird 


US.     Gldchgewicbt  einer  Flüssigkeit  unter  Wirkung  beliebiger  Kräfte.      289 

Zur  Bestimmung  der  Niveaufiäcbe  erhalten  wir  somit  die  Gleichung 
dy  4»> 

Die  Gleichung  liefert  uns  also  direkt  den  Quotienten  aus  den  beiden 
nahmen  der  Koordinaten,  wenn  wir  von  einem  Punkte  der  Kurve  zum 
ilistfolgenden  übergehen,  oder  den  Zuwachs 

dy  =  -^  'X'dx, 

ehea  die  Ordinate  y  erf^rt,  wenn  die  Abscisse  x  um  dx  zunimmt. 
jh  der  in  der  mathematischen  Einleitung  dargelegten  Bedeutimg  des 
dgrals  und  mit  Beachtung  von  E  1  wird  daraus 

y  =  I  -j^  .  x^  +  const. 

Der  Wert  der  Konstanten  ergibt  sich,  wenn  wir  x  gleich  Null  setzen, 
fit  jener  Wert  von  y,  in  welchem  die  Kurve  die  Rotationsaxe  schneidet, 
ist  das  der  tiefste  Punkt  der  Flüssigkeitsoberfläche.  Nennen  wir  die 
ie  der  Flüssigkeit  dort  A,  so  erhalten  wir 

Diese  Gleichung  ist  die  bekannte  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe 

Rotationsaxe  des  Cjlinders  ist.     Es  folgt  somit,   dafs  die  Oberfläche 

ir  rotierenden  Flüssigkeit  ein  Botationsparaboloid  ist,  dessen  Botations- 

die  Rotationsaxe  des  Cylinders  ist.     Die  ^  Flüssigkeit  steht  am  höchsten 

t,  wo  X  seinen  gröfsten  Wert  hat,  also  an  der  Wand  des  GefUfses;  die 

le  H  ist  dort,  wenn  wir  mit  r  den  Radius  des  GefUfses  bezeichnen, 

^=^--^  +  ^, 

Die  Erhebung  der  Flüssigkeit  an  der  Wand  über  dem  tiefsten  Punkt 
also  um  so  gröfser,  je  kleiner  die  Umlaufszeit  t  ist,  je  gröfser  somit 
Rotationsgeschwindigkeit  ist,  eine  Folgerung,  die  man  leicht  mit  der 
itrifogalmaschine  bestätigen  kann. 

Da  die  Niveauflächen  einander  parallele  Flächen  sind,  so  folgt,  dafs 
sh  im  Lmem  der  Flüssigkeiten  dieselben  Paraboloide  sind,  welche  der 
orfläche  parallel  sind;  der  auf  den  verschiedenen  Niveauflächen  wirkende 
nek  nimmt  zu,  je  tiefer  dieselben  unter  der  Oberfläche  liegen.  Da  auf 
ler  Niveaufläche  der  Druck  an  allen  Stellen  derselbe  ist,  so  haben  wir, 
I  ihn  zn  bestimmen,  nur  den  Druck  aufzusuchen,  welchen  dieselben  dort 
Mlten,  wo  die  Niveauflächen  die  Rotationsaxe  schneiden;  man  erkennt 
■B,  dafs  der  Druck  dort  gleich  ist  dem  Gewichte  der  Flüssigkeitssäule, 
mn  Höhe  gleich  ist  dem  Abstände^  der  betrachteten  Niveaufläche  von  der 
«rflftehe  der  Flüssigkeit. 

WSiAJiSB«  Pbgnik  L  4,  Anil.  \^ 
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Arcbimedisehog  Princip. 


§  66. 


ArcIiimediBchea  Frincip.  Wenn  ein  Köi"per  in  eine  Flüssigkefl 
taucht  wird,  so  wird  die  Oberfläche  desselben  von  der  Flüssigkeit  rj 
UQiher  einen  Druck  erfahren,  welcher  an  allen  Punkten  senkrecht  ff 
jedes  Element  der  Oberfläche  gerichtet  ist,  und  dessen  Gr5f86  gleich  ist 
Gewicdite  der  Flüssigkeitssäule,  deren  Quer^jicbnitt  gleich  ist  dem  Klein 
der  Oberflilcho  des  Klirpcrs,  und  deren  Hohe  gleich  ist  der  Hohe  der  FlCU 
keit  über  diesem  Elemente.  Wenn  wir  nun  diese  rings  auf  alle  Ponkt^ 
Kßrperobertläehe  senkrecht  wirkenden  Dnickkräfte  in  zwei  auf  ein«! 
senkrechte  Komponenten  verlegen,  eine  horizontale  und  eine  vertikale, 
ist  klar,  dafs  erstere  als  von  FJüssigkeitsschichten  berrührend,  w^elche  gl 
tief  imter  der  Oberfllicbe  der  Flüssigkeit  liegen,  an  den  entgegengesdi 
Seiten  des  Korpers  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind;  sie  W8( 
daher  den  Körper  nur  nu^hr  oder  weniger  zusammendrücken.  Anders  jd 
mit  den  vertikiilen  Komponenten,  auch  diese  werden  zwar  auf  den  nach  i 
deu  Keirper  begrenzenden  Elementen  der  Oberfläche  vertikal  na«b  ni 
auf  den  untern  nach  oben,  also  gerade  entgegengesetzt  gerichtet  sein;  I 
sie  sind  sich  nicht  gleich,  weil  die  obem  Elemente  den  Druck  einer  wei( 
hohen  Flüssigkeitssäule  erfahren  als  die  unteren.  Mit  der  Differenz  dl 
Drucke  wird  deshalb  der  Körper  in  der  Flüssigkeit  nach  oben  getrieben  weil 

um  die  Gröfse  dieser  Differenz  zu  erhalten,  denken  wir  ans  den  K8 
durch  eine  Bch«ir  sehr  naher  vertikaler  Ebenen  in  eine  Reihe  sehr  schni 
Scheiben  zerlegt,  und  diese  nochmals  duixh  eine  Schar  paralleler,  0I 
fa.lls  vertikaler,  aber  zu  den  erstem  senkrechter  Ebenen  zerschnitten, 
durch  haben  wnr  den  ganzen  Körper  in  ein  Aggregat  elementarer  Ptia 
/.erlegt,  deren  Endflächen  ebenfalls  sehr  kleine  Flächenstücke  sind,  dia^ 
überdies  als  einander  gleich  betracbten  können.  Der  Druck  nun,  den 
obere  End flache  dieses  Prismas  vertikal  abwärts  erfahrt,  ist  gleich  1 
Dracke  eines  Flüssigkeitsprismas,  dessen  Basis  gleich  ist  einem  Flftd 
element,  und  dessen  Höhe  der  senkrechte  Abstand  desselben  von  der  Ö 
flliche  der  Flüssigkeit  ist.  Auf  die  imtere  Endflüche  \Firkt  ein  nach  < 
gerichteter  Druck,  dessen  Gröfse  gleich  ist  dem  Gewichte  einer  Flüsaigto 
Säule  mit  einer  der  Grufse  des  Elementes  gleichen  Basis,  und  mit  6 
Höhe  gleich  dem  senkrechten  Abstände  dieses  Elementes  von  der  0 
fläche.  Die  Diflerenz  beider  Drucke  ist  also  das  Gewicht  eines  FlÜssigk 
prismas  mit  einer  jenen  beiden  gleichen  Grundfläche  und  einer  der  Diffia 
jener  beiden  Abstände  gleichen  Höhe  oder,  w^as  dasselbe  ist,  das  Gen 
eines  jenem  betrachteten  Prisma  an  Gröfse  gleichen  Prismas.  Es  wird 
ein  solches  Prisma  mit  einem  Drucke  aufwärts  getrieben,  welcher  dem 
wichte  einer  ihm  an  Gröfse  gleichen  Flüssigkeitsmenge  gleich  ist  Waa 
dem  einzelnen  Prisma  gilt,  gilt  in  gleicher  Weise  auch  von  allen  zusaml 
wir  gelangen  daher  zu  dem  Resultate,  dafs  jeder  in  eine  Flüssigkeit 
tauchte  Körper  einen  von  unten  nach  oben  gerichtetefi  Druck,  einen  , 
trieb,  erfuhrt,  der  dem  Ge^vichte  einer  ihm  an  Volumen -gleichen  Fltt 
keitsmenge  gleich  ist.  , 

Mim  spricht  diesen  Satz  auch  wohl  so  aus:   Jeder  in  eine  Flüssil 
getauchte  Körper  verliert  ein  Gewicht^  welches  gleich  ist  dem  Ge^ 
aus  der  Stelle  gedrängten  Flüssigkeit. 
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i?ii  vd  >  &(f  wird,  herabfallen  und  so  erst  naeh  einigen  Oscilla- 

r«ur  Ruhe  kommen,    Körper,  welche  leichter  sind  als  die  Fl(l3sigk6it>, 

*  *        '    eingotaaeht  sind^  sind  also  im  Gleichgewicht ,  wenn  sie  zum 

r  «o  weit  eingetaticht  sind,  dafs  das  aus  der  Stelle  gedi'üngte 

ito  gleich  ist. 

jieii  dann  zwar  keine  fortschreitende,  wohl  aber  noch 
Irehi^ndi*  Bewegung  inach^^n,  Soll  auch  diese  nicht  stattfinden,  so 
a  die  beiden  auf  den  Körper  einwirkenden  Kdlfte  sich  auch  gerade 
jeJigesetzt  sein.  Das  Gewicht  des  Körpers  greilt  an  seinem  Schw^er- 
,  der  Auttrieh  am  Schwerpunkte  des  aus  der  Stelle  gedrängten 
Es  riitlssen  demnach  diese  beiden  Punkte  in  einer  Vertikalebeno 
der  Körper  im  Gleichgewicht  sein  solL  Eine  schwimmende 
Kugel  ist  demnach  in  jeder  Lage  im  Gleichgewicht,  ein  Ellipsoid, 
seiner  Axen  vertikal  ist,  ein  Parallelepiped,  wemi  seine  Kanten 
d. 

diesen  Bedingungen  braucht  aber  das  Gleichgewicht  noch  kein 
sein;  damit  das  der  Fall  ist/d.  h.  damit  der  Korper  bei  kleinen 
gen  seiner  Lage  immer  wieder  in  seine  frühere  Stollang  zarück- 
u  mufs  noch  eine  dritte  Bedingung  crftillt  i^iein.    Es  muis  nilniüch 
nimm  des  schwimmen-  «.,    „^ 

rs  Ober  dem  Schwerpunkte  i^     i  s 

lldeni  dann  die  auf  den 
Boden  Körper  wirkenden 
>  immer,  bei  Schwankungen, 
ben  in  seine  frühere  Lage 
tdrehen.  Um  die  Bedeutung 
BS  zu  erkennen,  sei  in 
er  schwimmende  Körper 
er  Lage  gebracht,  so  dafs 
Vertikale  PG^  welche 

Schwerpunkt  des  Köiiiers  und  den  Mittelpunkt  des  Auftriebs  P 
Lage  P^G'  erhalten  habe. 

Bchwerpunkt  des  Köqjera  liegt  dann  in  G\  der  Mittelpunkt  des 
10  ist  aber  nicht  mehr  P\  sondern  P",  weil  die  Gestalt  des  ein- 
)iit<!>ii  Körpers  sich  geädert  hat.  Bei  P"  gi-eift  der  Auftrieb  an, 
misn  nach  oben  gerichtet, 
Hb  Schwere,  von  oben  nach 
^^Beide  Kräfte  suchen  also 
Srrpor  eine  Drehung  zu  geben, 
»  ihn  von  seiner  frühem  Lage 
nt;  er  kehrt  also  nicht  dahin 
c,  er  war   im  labilen  Gleich- 

hDie  Vertikttlliniej  die  wir 
legen,  schneidet  die  Linie 
jfl  dnrchdie  beidenSchwor- 
B  in  der  ersten  Lage  ging»  in  dem  unterhalb  G'  liegenden  Punkte  3L 
■'        i   heilst  das  Metat-eutrum.    Wäre  dagegen  die  Lage  des  K5i*pers 
j  ,         7,  und  liegt  nach  der  Drehung  der  Mittelpunkt  des  Auftriebs 

Kjst  das  Metacentnim'  31  über  dem  Schwerpunkte  G ,  beide  Ky^CU 
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bringen  an  dem  Körper  eine  Drehung  hervor,  welche  ihn  seiner  fir 
Lage  nähert;  der  Körper  schwimmt  im  stabilen  Gleichgewicht.  Die 
P"  gelegte  Vertikale  schneidet  die  Linie  G'P'  um  so  leichter  obeiha 
das  Metacentrum  liegt  um  so  eher  über  dem  Schwerpunkt,  je  tiefer 
liegt.  Es  ist  daher  für  einen  Körper,  der  im  stabilen  Qleiehgt 
schwimmen  soll,  z.  B.  Schiffe,  das  Beste,  wenn  ihr  Schwerptinkt  möj 
tief  liegt. 

§  68, 

Bestimmung   des   speeifischen  Gewichtes  fester  Körper. 

sahen  in  §  66,  dafs,  wenn  die  Dichtigkeit  d  des  eingetauchten  K 
gröfser  ist  als  die  Dichtigkeit  ((  der  Flüssigkeit,  der  Körper  dann 
sinkt,  dafs  er  aber  soviel  an  Gewicht  verliert,  als  die  Flüssigkeit 
welche  er  aus  der  Stelle  drängt.  Wir  haben  nun  in  §  23  das  spet 
Gewicht  eines  Körpers  dahin  definiert,  dafs  es  das  Gewicht  der  Volunw 
sei,  wobei  als  Einheit  das  Gewicht  der  Volumeinheit  Wasser  zu  Grün- 
legt  wird.  Nennen  wir  das  Voluinen  eines  Körpers  F,  sein  speci 
Gewichte,  so  ist  sein  Gewicht  P  =  V '  s.  Das  Gewicht  eines  gl 
Volumens  Wasser  ist  dann  in  der  obigen  Einheit  ausgedrückt  7, 
demnach 

jp  _  _r.«  _ 

y  —      y     —  s. 

Kennen  wir  demnach  das  Gewicht  eines  Körpers  und  das  Gewich^ 

p 
gleichen  Volumens  Wasser,  so  ist  der  Quotient  beider  -y    das   spec 

Gewicht  des  Körpers.  Da  ein  in  Wasser  untergetauchter  Körper  i 
soviel  an  Gewicht  verliert,  als  das  Volumen  Wasser  wiegt,  welches 
der  Stelle  drilngt,  so  haben  wir  hier  ein  v( 
liebes  Mittel,  um  das  Gewicht  eines  dem  1 
gleichen  Volumens  Wasser  zu  bestimmen  und 
sein  specifisches  Gewicht  zu  erhalten. 

Das  einfachste  Verfahren,  um  das  spec 
Gewicht  fester  Körper  zu  bestimmen,  ist  di 
Wendung  der  hydrostatischen  Wage,  welch< 
von  der  gewöhnlichen  Wage  nur  darin  imterscl 
dafs  die  eine  Wagschale  nicht  so  tief  heral 
und  in  der  Mitte  ihrer  untern  Fläche  mit 
Häkchen  versehen  ist.  Man  hängt  an  dasselbe  (Fi 
mittels  eines  sehr  feinen  Drahtes  den  zu  untersi 
den  Körper,  bestimmt  sein  Gewicht  in  der  Luft 
ihji  dann  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Geföfs 
imd  bestinunt  sein  Gewicht  neuerdings.  De 
wichtsverlust  ist  genau  das  Gewicht  eines  den 
per  gleichen  Wasservolumens,  der  Quotient 
das  specifischo  Gewicht  des  Körpers. 

Es  sind  hierbei  jedoch  einige  Vorsicht 
regeln  zu  beachten.  Zunächst  haben  wir  seh 
merkt,  dafs  der  Draht  möglichst  fein  sein  mufs,  da  sonst  auch  di 
diesem  aus  der  Stelle  gedrängte  Wasser  auf  den  (Jewichtsyerlast  von 


Mg.  88. 


Nicliokons  AräoTiiotor. 
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Fig.  80. 


(tisse  ist,  wir  also  nicht  das  Gewicbt  einer  dem  K^itper  aUein  aa 
uichen  Wassermonge  erhalten, 

ist  notwendig,  dafs  man  reines  destilliertes  Wasser  anwende, 

eöes  die  Temperatur  4^C.  habe.     Wir  werden  später  sehen,  dah 

Sr  hei   dieser  Temperatur  seine  gx'öfste  Dichtigkeit  besitzt,   und 

cht  der  Voluineinheit  Wasser  bei  dieser  Teinpei-ainr  die  gewlihlttt 

Hinh*>it  ist.    Hat  das  Wasser  eine  andere  Temperatur,  so  bedarf  es 

rrektur,  welche  ans  der  gemessenen  Ausdehnung  des  Wassers  he- 

rerden   kann.     Einer   ahnlichen   KoiTektur  bedarf  es  wegen   der 

r  der  Körper,  da  auch  diese  beim  ErwUrmen 

unen.     Man  ist  nun   Überein  gekommen,  das 

verschiedene  Temperaturen  verschiedene  speci- 

icht  der  Kurper  stets  auf  die  Temperatur  des 

en  Eises,  auf  0**  zu  reducieren.    In  der  Lehro 

usdebnung  durch  die  Wilrme  werden  wir  die 

.en  lernen,  diese  Reduktionen  vorzunehmen  \). 

«weite  auf  demselben  Princip  beruhende  Me- 

estinimung  des  speciüschen  Gewichtes  ist  die 

des   Nieholsonschen   Äräomet-ers.     Dasselbe 

einem  hohlen  unten  und  oben  konisch  zuge- 

linder  von  Messingblech  Ä  (Fig.  89).    Von  der 

obem  Kegels  steigt  als  Verlängerung  der  Axe 

»rs  ein  feines  StUbchen  B  auf,  an  dessen  oberm 

Schale  C  angebracht  ist,  aixf  welche  man,  wie 

agschale,  den  zu  untersuchenden  Köi-per  und 

gen  kium.    An  dem  Stäbchen  ist  dui'ch  einen 

e  feine  Marke  bei  B  angebracht. 

Spitze   des  untern   Kegels  hängt,   mittels 

innigen  Drahtes?  daran  befestigt,  ein  Gewicht 

hin  eine  horizontale  FlLU-he  hat, 

untersuchenden  Korper  legen  kann. 

das  Gewicht  D  der  Schweri)unkt  des  Apparates   möglichst  tief 

schwimmt  derselbe  aufrecht  und  zwar  im  stabilen  Gleichgewicht. 

icht  des  Apparates  ist  so  bestmamt,  dafs  ein  Teil  desselbi^n,  wenn 

T  getaucht  wird,  aus  dem  Wasser  hervorragt,  und  dafs  er  nur 

g   von   Gewichten   auf  die  Bchale  C  bis  zu  der  Marke  B 


mittels  dieses  Apparates  das  specitische  Gewicht  eines  Kör- 
Btimmen,  verlUhrt  man  folgendermafsen.  Zunächst  legt  man  den 
(Uchenden  Körper  auf  die  obere  Schale  C  und  bewirkt  durch  aulser- 
fe legte  Gewichte,  dal's  das  Ai'üometer  genau  bis  zur  Marke  ein- 
Darauf  mninii  man  den  Körper  fort  und  bewirkt  durch  zugelegte 
,  dafs  der  Apparat  wieder  bis  B  eintaucht.  Da  derselbe  in  hMBi- 
genau  dasselbe  Volumen  Wasser  aus  seiner  Stelle  drängt,  so 
FüJlen  daß  Gewicht  dassellie;  die  statt  des  Körpers  aufgelegten 
uns  also  das  absolutt*  (Jewicht  des  Ktiqiers  P.    Darauf  legt 


'^hc  im  Ul.  liazid  §  U  luid  §  17. 
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man  dann  den  Körper  in  die  nntere  Schale  D  nnd  nimmt  die  TOifain 
gelegten  Gewichte  wieder  fort.  Da  jetzt  der  Körper  aber  in  Wasser  tia 
so  verliert  er  an  Gewicht,  und  deshalb  sinkt  der  Apparat  nicht  wied« 
B  ein.  Um  das  zu  bewirken,  müssen  wir  ein  Gewicht  P'  auf  die  d 
Schale  legen,  welches  uns  den  Gewichtsverlust  des  Körpers  im  Wasser, 
das  Gewicht  einer  ihm  an  Volumen  gleichen  Wassermenge  gibt.    Der  < 

P 

tient  ~p~  gibt  uns   also  nach  dem  Vorigen  das  specifische  Gewicht 

Körpers. 

Dafs  wir  hier  dieselben  Korrektionen  anbringen  müssen  wie  bei 
voi-igen  Verfahren,  ist  klar;  aber  selbst  dann  ist  es  äufserst  schwierig 
genau  richtiges  Resultat  zu  erhalten,  besonders  weif  es  wegen  der  Wir! 
der  demnächst  zu  betrachtenden  Kapillarität  schwer  ist  zu  bestimmen,  i 
der  Apparat  genau  bis  zur  Marke  B  eintaucht.  Um  genaue  Besnltai 
erhalten,  ist  daher  die  vorige  Methode  vorzuziehen. 

Die  beiden  bisherigen  Methoden  beruhen  auf  der  Erfahrung,  da( 
eingetauchter  Körper  im  Wasser  an  Gewicht  verliert.    Man  kann  als  ( 
Methode  noch  die  Umkehr  der  ersten  hinzufügen,  den  Satz  benutzend, 
das  Gewicht  des  mit  Wasser  gefüllten  GefUfses  durch  das  Eintauchen 
Körpers  gerade  soviel  an  Gewicht  zunimmt,  als  der  Körper  verliert 

Man  wiegt  ein  Gefäfs  mit  Wasser  ab  und  bestimmt  dann  die  Gewi 
zunähme,  welche  es  erhält,  wenn  der  neben  der  Wage  aufgehängte  K 
von  bekanntem  Gewichte  in  das  Wasser  hinabgesenkt  wird.  Der  Quc 
des  bekannten  Gewichtes  des  Körpers  und  dieser  Gewichtszunahme  ist 
das  gesuchte  specifische  Gewicht  des  Körpers.  Dieses  Verfahren  ist  b 
ders  bei  der  Untersuchimg  grofser  und  schwerer  Körper  anzuwenden,  i 
es  keine  besondem,  an  grofsen  Wagen  schwer  anzubringenden  Vorrichtii 
erfordert. 

Alle  diese  Methoden  können  jedoch  nur  benutzt  werden,  wenn  es 
darum  handelt,  das  specifische  Gewicht  von  Körpern  zu  bestimmen,  w 
nicht  porös,  nicht  in  Wasser  löslich  und  schwerer  als  Wasser  sind, 
die  Körper  porös,  so  mufs  man  sie  mit  einem  sehr  feinen  Lack  überstrei 
so  dafs  sowohl  das  Gewicht  als  auch  das  Volumen  der  Körper  mög] 
wenig  geändert  wird,  und  da  man  dadurch  das  Eindringen  des  Wasse 
den  Körper  gehindert  hat,  verfahren  wie  vorhin;  sind  die  Körper  in  W 
löslich  oder  leichter  als  Wasser,  so  wendet  man  statt  des  Wassers  Fll 
keiten  an,  in  denen  sich  der  Körper  nicht  löst,  oder  die  ein  geringeres  f 
fisches  Gewicht  haben.  Das  Verfahren  bleibt  dann  ungeändert  diasselbi 
das  Gewicht  des  Köri)ers  P,  sein  Gewichtsverlust  in  der  betreffenden  Fll 
keit  gleich  P",  sein  specifisches  Gewicht  gleich  5,  das  der  Flüssigkeit  gle: 
und  das  Volumen  des  Körpers  gleich  t;,  so  ist 

P=vs,     P"=vs\ 

P  8  „      P 

p^  =  T'    '  =  '  '-p^' 

Kennt  man  also  s\  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  sc 
sich  8  berechnen. 


Pjluio  Bieter. 
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Idie  zn  nntersncheadän  Köi^ier  pulYerftirmig,  so  lassen  sioli  die 
f^mi  Methoden  zur  Beßtimmung  ihres  specitischen  Gewichtes  nicht 
K-^  m  einem  solchen  Falle  veriUbrt  man  am  hesten  so»  dats  man 
iie  von  einer  gewogenen  Qnantitilt  des  Pulvers  auß  einem  Gefafs 
^  Menge  Wassers,  oder  iin  Falle  das  Pulver  in  Waaser  löslich 
pter  als  Wasser  ist,  einer  andern  FltlBsigkeii  bestimmt.  Man  be- 
an  sogenannte  Pyknometer,  wie  Fig.  90  ein  solches  darstellt.  Es 
me  FliUä^hchen,   welche  einen 

weiten  Hals  haben,  in  welchen  ^^'  ^' 

|lupdel  einge&chHffen  ist^  so 
pii  er  eingesetzt  ist,  ein  ganz 
ier  immer  gleicher  Raum  im 
ibgeschloösen  int.  Da  mau»  wie 
»rwübnt,  bei  diesen  Yersucben 
Temperatiir  der  Flüssigkeit 
so  wendet  man  als  Glas- 
Fig.  90  zeigt.,  sehr  betjueni 
roeter  an.  An  dem  OetUls 
eine  kapillai*e  Bohre  c  an- 
welche  oben  ausgeweitet  ist 
ibenfalls  mit  einem  eingerie- 
Stöpsel  verschlossen  werden 
der  kapillaren  Rubre  ist  hei 
iTarke. 
fallt  das  Getiils  zunächst  mit 
hlieföt  es,  während  das  ka- 
hr  offen  ist,  durch  Einsetzen 
isals  bei  /*  und  tupft  dann, 
lan  es  auf  konstanter  Tem- 
it,  das  Wasser  bis  7Air  Marke 
schliefst  die  kapillare  Eöhre 
das  Gefilfs  ab.  Es  habe  das 
Darauf  uö'net  man  das 
Bchllttet  eine  gewogene 
p  des  zu  untersuchenden 
ein*  Man  schliefst  wieder, 
asser  biß  m  ab  und  wiegt 
findet  jetzt  das  Gewicht  P\ 
rtcht  P'  ist  dann  gleich   dorn 

Pjewicht  P,  vermehrt  um  das  Gewicht  p  des  eingeschütteten 
mindert  um  das  Gewicht  rc  des   von   dem  Pulver  ver- 
oder 
n^P  +  p-F". 
j^t  dfta  specifische  Gewicht  des  Pulvers 


m 


.1  'I 


mn 


n 


P-\-p-V' 


d^ 
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Bei  diesem  Verfahren  muTs  man  daMr  sorgen,  dafs  das  PnlTerkeiie 
Luft  eingeschlossen  hält;  am  besten  ist  es,  dafs  man  vor  dem  letzten  Wig« 
das  Wasser  bis  nahe  zum  Sieden  erhitzt  und  dann  erst,  nach  eingetreteMi 
Abkühlung,  schliefst  und  nach  dem  Abtupfen  wägt 

§  69. 

Bestimmung  des  speeifisohen  Gewichtes  der  Flüssigkeiten.  Zv 

Bestimmung  des  speeiüschen  Gewichtes  von  Flüssigkeiten  kann  man  eben&lli 
eine  Reihe  von  Methoden  anwenden,  von  denen  mehrere  auf  der  Bestimmiiog 
des  Gewichtsverlustes  eingetauchter  Körper  beruhen,  andere  nicht. 

Von  letzteren  machen  wir  zwei  namhaft.  Die  genaueste  ist  die,  dali 
man  die  im  vorigen  Paragraphen  beschriebenen  Pyknometer  bis  zur  Marke 
einmal  mit  Wasser  fUllt,  abwiegt  und  durch  Abziehen  des  vorher  bestimm- 
ten Gewichtes  des  Gläschens  das  Gewicht  des  im  GeflÜse  enthaltoun 
Wassers  bestimmt.  Darauf  füllt  man  dasselbe  GefHfs  wieder  bis  zur  Mark« 
mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  und  bestimmt  auf  gleiche  Weise  dtt 
(xcwicht  derselben.  Man  hat  auf  diese  Weise  direkt  das  Qewicht  gleich« 
Volumina  Wasser  und  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit,  der  Quotient  bd- 
der  gibt  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit 

Eine  zweite  Methode  beruht  auf  dem  Satze,  dafs  in  SEwei  kommmii- 
cierenden  Röhren  die  Höhen  verschiedener  Flüssigkeiten  sich  umgekehrt 
wie  ihre  specifischen  Gewichte  verhalten.  Vor  einem  Mafsstabe  (Fig.  91) 
sind  zwei  Glasröhren  befestigt,  welche  vertikal  herabsteigen  nnd  unten  so 
umgebogen  sind,  dafs  zwei  kürzere  aufsteigende  Arme  entstehen,  welche  bei 
A  So  vereinigt  sind,  dafs  die  beiden  Bohren  gleichsam  nur  eine  mehrfach 
gekrümmte  Röhre  bilden.  Man  giefst  nun  in  die  eine  Wasser  mid  zugleich 
in  die  andere  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit.  Auf  diese  Art  erh&lt  ma 
zwei  diu*ch  eine  Luftschicht  getreimte  Flüssigkeitssäulen.  Wenn  mannin 
die  Fltissigkcitsmengen  so  reguliert,  dal's  das  Niveau  derselben  in  den  um- 
gebogenen R^'ihrenschenkeln  gleich  hoch  und  das  des  Nullpunktes  der  Tei- 
lung ist,  so  sind  die  Höhen  der  Flüssigkeiten  in  den  senkrechten  Bohren 
ihrem  specifischen  Gewichte  umgekehrt  proportional.  Ist  die  Höhe  der 
Wassersäule  /*,  die  der  Flüssigkeit  gleich  //,  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit 
gleich  (f,  die  des  Wassers  gleich  1,  so  ist 

A  :  /e'  =  (T  :  1 , 

Eine  etwas  andere  Anordnung  des  Apparates  zeigt  Fig.  92.  Die  verti- 
kalen Röhren  tauchen  unten  in  zwei  abgesonderte  GefUfse,  welche  mit  d* 
zu  vergleichenden  Flüssigkeiten  gefüllt  sind.  Oben  kommunicieren  oe 
mittels  eines  gebogenen  Rohres  mit  einander  und  durch  einen  verschlieft- 
baren  Hahn  mit  einer  kleinen  Luftpumpe.  Pumpt  man  bei  geöffiietem  Haha 
durch  Heraufziehen  des  Kolbens  etwas  Luft  aus,  so  steigen  die  Flüssigkeit** 
durch  den  äufsem  Luftdruck  zu  Höhen,  welche  ihren  specifischen  Gewicht* 
umgekehrt  proportional  sind.  Schliefst  man  also  den  Hahn  oben  und  miM 
die  Höhen,  so  erhält  man  daraus  gerade  wie  vorhin  das  specifische  GewicU 
der  einen  Flüssigkeit,  wenn  das  der  andern  bekannt  ist. 


I 
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antlern  Methf^den   zur  Bestimmimg   der  Dicbtigkeit  von  Flllssig- 
bpniFien  auf  dem  Gewiehtsverlnst  «^ingetaueliter  Körper.     Die  ein- 
^  und  genanest«  dieser  Mothnden  ißt-  die,  dafs  man  einen  passend  ge- 
rn Kfh'per,  €*twa  ein  kleines  (Uasr^hrL-lien,  welches  unten  und  oben 
fhmohen  ist,  nachdem  man  etwas  Quecksilber  hineingebracht  hat,  an 
ir  feinen  Drahte,  wie  in  Fig,  03,  befestigt.    Man  wiegt  denselben 
bestimmt  dann  seinen  Gewichtsverlust  einmal,  wenn  er  in  Wasser 


Fig-  0«, 


P,  umä  dann,  wenn  er  sich  in  der  zu  imtersuchenden  Flüssigkeit 
gt  I)i*?ße  Gewichtsverluste  geben  dann  die  Gewichte  von  Flüssigkeits- 
^  deren  Volumen  gleich  ist  dem  des  eingetauchten  Körpers,  die 
PBln  der  Gewichtsverluste  also  das  speuifiscbe  Gewicht  der  zu  unter- 
ii3on  Flüssigkeit, 

\iich  das  Kieholsonscbe  Aritometer  kann  man,  wde   leicht  ersichtlich 

ti  deni  Zwecke  anwenden.    Man  bestimmt  zunächst  das  Gewicht  des 

Ibe  sei  A;  man  taucht  es  dann  in  Wasser  ^  imd  damit  es 

r  aüinke,  »ei  ein  Gewicht//  erforderlich.     Da  das  Ärllometer 

K,  so  ist  das  Gewicht  des  dem  eingetauchten  Teile  an  NciVocaifiTv 


300  Volumeter.  im, 

gleichen  Wassers  gleich  Ä  -\-  p.  Darauf  taucht  man  es  in  die  za  unter- 
suchende Flüssigkeit,  und  ist  p'  das  jetzt  aufzulegende  Qewicht,  damit« 
bis  zur  Marke  einsinkt,  so  ist  Ä  -{-  p'  das  Gewicht  einer  der  vorigen  Wasiw- 
menge  an  Volumen  gleichen  Flüssigkeitsmenge.    Der  Quotient  beider  oder 


A+p 

ist  gleich  dem  specifischen  Gewichte  der  Flüssigkeit. 

Da  OS  im  praktischen  Leben  sehr  häufig  notwendig  ist,  du 
Fig.  93.  specifische  Gewicht  von  Flüssigkeiten  zu  bestimmen,  ohne  dilk 
eine  möglichst  grofse  Genauigkeit  erfordert  wird,  so  hat  man  noch 
ein  anderes  Verfahren  ersonnen,  um  leicht  und  schnell  das  Ge- 
forderte zu  leisten;  man  bestimmt  nämlich  die  Dichtigkeit  tob 
Flüssigkeiten  mittels  Aräometer  von  veränderlichem  VolninA 
Während  man  mittels  des  Nicholsonschen  Aräometers  die  Dichtig" 
keit  der  Flüssigkeiten  aus  den  verschiedenen  Gewichten  gleiehär 
Volumen  ableitet  imd  dann,  wenn  P  das  Gewicht  der  Flüssigkeit 
von  der  Dichtigkeit  2),  p  das  der  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  <i 
ist,  die  gesuchte  Dichtigkeit  aus  der  Proportion  erhält, 

I):d  =  P:p,  • 

verfllhrt  man  bei  den  jetzt  zu  betrachtenden  Apparaten  so,  dib 
man  ein  konstantes  Gewicht  P  in  verschiedene  Flüssigkeiten  eii- 
taucht  und  das  Volumen  beobachtet,  welches  dieses  aus  der  Stelle  drtogt 
Der  Körper  sinkt  stets  so  tief  ein,  dafs  die  verdrängte  Flüssigkeit  seinen 
Gewichte  P  gleich  ist.  Sinkt  er  nun  in  die  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkdt  B 
so  tief  ein,  dafs  er  ein  Volumen  V  aus  der  Stelle  drängt,  so  ist 

P=  V'  D. 

Drängt  er  in  einer  andern  Flüssigkeit  das  Volumen  v  aus  der  Stelk, 
so  ist 

P=0'(l 

und  daher 

V'd=  V'D-,     d:D=V:v. 

Nehmen  wir  also  z.  B.  eine  cylindrische  Glasröhre,  welche  unten  und 
oben,  nachdem  etwas  Quecksilber  hineingebracht,  zugeschmolzen  ist,  um  zt 
bewirken,  dafs  sie  stets  aufrecht  schwimmt,  imd  dafs  sie  bis  zu  einem  be- 
stimmten, etwa  in  der  Mitte  der  Röhre  liegenden  Punkte  in  Wasser  eil- 
sinkt, so  ist  es  leicht,  aus  dieser  ein  Aräometer  zu  machen,  bei  welche* 
eine  einfache  Ablesung  gentigt,  um  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  in  die 
CS  getaucht  ist,  zu  erhalten.  Man  bezeichnet  die  Stelle,  bis  zu  welcher  die 
llöhre  (Fig.  94)  in  Wasser  einsinkt,  durch  eine  Marke,  setzt  daneben  die 
Zahl  100  und  teilt  mm  die  Länge  der  Röhre  von  diesem  Teilstriche  itf 
nach  imten  hin  in  100  gleiche  Teile,  und  trägt  ebenso  die  Teilung  wA 
noch  nach  oben  hin  fort.  Der  Rauminhalt  zwischen  zwei  Teilstriehen  ent- 
spricht dann,  da  wir  die  Röhre  als  cylindrisch  voraussetzten,  7,qo  des  Baom- 
inhaltes  der  Röhre  von  unten  bis  zum  Teilstriche  100.  Tauchen  wir  nm 
diese.  Röhre  in  eine  Flüssigkeit,  in  welche  sie  bis  zum  Teilstriche  80  ein- 
sinkt, so  Bchliefsen  wir  daraus,  da  sie  eine  ihrem  Gewichte  gleiche  FUffig- 
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um 


aus  ihrer  Stolle  drangt,   dafg  80  Volumteile  dieser  ebensoviel 
100  Volatnteile  Wasßor,  Wir  baben  demnach  f^  das  speciüsche 

Dser  Fllisäigkeit  s 

s  :  1  -^  100  :  80, 

Bohre  dagegen  bis  zum  Teilstriche  120  a!n^  so  ist 
s  =  nm  =  0.833; 
^i^rhaopt  die  Röhre  in  irgend  eine  Flüssigkeit  bis  ziun  Teilstrich  n 
fcben  wir  ftir  ihr  epecifiscLes  Gevricht  — -  * 

Artlometer  bestimmen   demnach    das  speci-         *'**•  ^*'      *''^*'  '*•'•' 
rieht  einer  Flüssigkeit  axu  der  Vergleichung 
nens  derselben  mit  dem  Volumen  einer  gleichen 
nenge  Wasser.    Sie  lilhren  daher  den  Namen 

gibt  ihnen  meist  eine  andere  Form  (Fig,  95). 
ir,  dal's  die  Apparate  eine  nm  so  gröfsere  Ge- 
.  liefern,  je  weiter  zwei  Teilstriche  von  einander 
sind-  Zu  dem  Ende  wö.hlt  man  sehr  dünne 
Lnnd  daitiit  sie  dann  nicht  zu  laug  und  somit 
olfen  werden^  setzt  man  unten  ein  Stück  einer 
Uhre  daran.  Die  Teilung  kann  dann  nm* 
aufgetragen  werden;  man  verftlhri  folgender- 
fan  bringt  in  die  Rohre  etwas  Quecksilber^  so 
Gewicht  des  Apparates  gleich  p  wird^  taiicbt 
fasser  und  bezeichnet  die  SteDe,  bis  zu  welcher 
Itt,  mit  50.  Darauf  vermehrt  man  durch  Hinzu- 
Quecksilber  sein  Gewicht  auf  2p,  l^p  und 
wieder  in  Wasser.  Das  doppelte  und  drei- 
rieht  verdrängt  die  doppelte  und  dreifache 
menge,  der  Apparat  sinkt  also  tiefer  ein.  Die 
Ihb  zu  der  er  bei  doppeltem  Gewichte  einsinkt, 
rat  man  mit  100,  die  bei  dreifachem  Gewichte 
^0  und  teilt  nun  den  Raum  zwischen  50  und  100, 
als  zwischen  100  und  150,  in  50  gleiche  Teile, 
Mim  zwischen  50  und  100  ist  die  Hälfte  von  dem 

Fl  das  Instniment  ausfüllt^  wenn  es  bis  zu  100 
der  Kaum  zwischen  zwei  Teilstrichen  also 
8  Räume«.  Man  gibt  nun  schliefslich  dem 
das  Gewicht  2p  und  schliefst  ihn  dann  oben.  Im  Wasser  taucht 
Ibe  bis  Äum  Teilstriche  100  ein;  wir  kiilnneu  ihn  daher  ietzt 
benutzen  wie  das  einfachere  Aräometer;  taucht  er  in  eine  Flüssig- 

Teilstriche  w,  so  ist ihr  speeifisches  Gewicht. 

;h  so  erhUlt  der  Apparat  immer  noch  eine  bedeutende  Länge 

iurch  zum  praktischen  Gebrauche  imbequeuL    Man  verfertigt 

A|iparate^  welche  zugleicli  dazu  dienen,  das  speeifisch«  Ge^WHi 
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von  Flüssigkeiten  zu  bestimmen,  welche  schwerer  oder  leichter  sindib 
Wasser,  sondern  meist  solche,  welche  nur  fUr  die  eine  oder  andere  Art  wt 
Flüssigkeiten  bestimmt  sind. 

Ist  das  Instrument  tUr  schwerere  Flüssigkeiten  bestimmt,  so  bezeichiHi 
man  den  Punkt  oben  an  der  Röhrß,  bis  zu  welchem  sie  beim  Gewichte  2| 
in  Wasser  einsinkt,  mit  100,  und  ganz  unten  über  der  weitem  Röhre  beim 
Gewicht  j)  mit  50,  gibt  dem  Apparate  das  Gewicht  2p  und  graduiert  wie 
vorhin.  Ist  es  für  die  Bestimmung  des  specifischen  Gewichtes  leichterer 
Flüssigkeiten  bestimmt,  so  richtet  man  das  Gewicht  p  des  Apparates  » 
ein,  dafs  er  in  Wasser  getaucht  bis  gerade  über  die  weite  Röhre  eintaucht, 
und  bei  dem  Gewichte  2p  bis  oben.  Der  Apparat  erhält  dann  das  Ge- 
wicht p^  und  der  untere  Punkt  wird  mit  100,  der  obere  mit  200  bezeich- 
net; das  specifische  Gewicht  ergibt  sich  dann  wie  vorhin. 

Häufig  findet  man  auch  auf  den  Aräometerskalen  anstatt  oder  nebei 
der  der  Teilung  entsprechenden  Zahl  die  Angabe  des  specifischen  Gewich- 
tes verzeichnet,  welche  dem  nebenstehenden  Teilstriche  entspricht;  als« 
neben  dem  Teilstriche  100—1,  neben  dem  120  dann  0,833,  150— 0,66(i, 
200  —  0,5;  eine  einfache  Ablesung  ergibt  dann  das  gesuchte  specifische 
Gewicht. 

Aräometer  für  besondere  Flüssigkeiten.  Wenn  zwei  Flüssigkeiten 
verschiedenen  specifischen  Gewichtes,  die  sich  mit  einander  mischen,  zu- 
sammengegossen werden,  so  hangt  das  specifische  Gewicht  des  Gemisches 
von  den  Mengenverhältnissen  der  einzelnen  Flüssigkeiten  ab.  Kennt  mu 
daher  für  alle  Mischungen  ihre  specifischen  Gewichte,  so  kann  man  mittel« 
der  Aräometer  die  Bestandteile  des  Gemisches  kennen  lernen.  Für  eil* 
zelne  Flüssigkeiten  sind  diese  Untersuchimgen  durchgeführt  und  am  g^ 
naueston  für  Alkohol,  da  es  im  praktischen  Leben  vielfach  von  Wichtig- 
keit ist,  den  Procentgehalt  eines  Weingeistgemisches  mit  SchnelligW 
bestimmen  zu  können.  Auf  den  ersten  Blick  sollte  man  glauben,  dafs  nichti 
einfacher  sei,  als  aus  dem  specifischen  Gewichte  eines  Flüssigkeitsgemisch« 
den  Gehalt  desselben  an  der  einen  oder  andern  zu  bestimmen,  indem  m« 
das  specifische  Gewicht  aus  den  Mengenverhältnissen  berechnet.  Darwui 
würde  z.  B.  ein  Gemisch  von  50  Volumen  Wasser  und  50  Volumen  Alkohol 
ein  Gemisch  von  100  Volumen  geben,  dessen  specifisches  Gewicht  gerade 
in  der  Mitte  dessen  des  Alkohols  oder  des  Wassers -läge ,  also,  da  das  d« 
Alkohols  gleich  0,794,  das  des  Wassers  bei  15®  C.  gleich  0,9991  ist,  gleich 
0,8866  sein  würde. 

Dem  ist  jedoch  nicht  so,  und  zwar  deshalb  nicht,  weil  bei  der  Mischung 
zweier  Flüssigkeiten  meist  eine  Änderung  des  Volumens  eintritt. 

Gieiät  man  z.  B.  Alkohol  und  Wasser  zu  gleichen  Teilen  zusammtfi 
so  ist  das  Volumen  des  Gemisches  nicht  gleich  der  Summe  der  Volumini» 
sondern  kleiner.  Es  tritt  eine  Kontraktion  der  Flüssigkeiten  ein;  das  speci- 
fiscne  Gewicht  ist  demnach  grofser  als  das  vorhin  berechnete. 

Nach  den  neuesten  Versuchen  von  Baumhauer ^)  geben: 

*)  von  Baumhauer  t  Memoire  aar  la  density  etc.  desm^langea  d'alcool  et  d'eea- 
Amsterdam,  1860.  Etwas  von  diesen  verschiedene  Werte  ergeben  rieh  ans  da 
Versuchen  von  MendeLejeffy  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXVIII. 
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B  Wauer. 

Weingeiai 

Hiachung. 

Volume  Wasser. 

Weingeist. 

Mischung. 

100 

0 

100 

40 

60 

94,8 

90 

10 

99,4 

30 

70 

96,2 

80 

20 

98,2 

20 

80 

96,7 

70 

30 

97,2 

10 

90 

97,7 

60 

40 

96,4 

0 

100 

100 

50 

50 

96,0 

Daraus  ergibt  sich  das  specifische  Gewicht  s  bei  15®  C. 
Mischung  ans  Volumen. 


Wasser. 

Weingeist. 

s 

100 

0 

0,9991 

90 

10 

0,9857 

80 

20 

0,9750 

70 
60 

30 
40 

0,9645 
0,9511 

50 
40 
30 
20 

50 
60 
70 
80 

0,9338 
0,9131 
0,8897 
0,8635 

10 

90 

0,8338 

0 

100 

0,7941 

Wenn  man  nun  ein  Volumeter  so  einrichtet,  dafs  es  in  Wasser  ge- 
it  bis  zu  einem  mit  0  bezeichneten  Punkte  eintaucht,  so  wird  es  in 
ischen  aus  Alkohol  und  Wasser  tiefer  eintauchen.  Bezeichnet  man 
Punkte,  bis  zu  denen  es  in  Flüssigkeiten  vom  specifischen  Gewichte 
57,  0,9750  etc.  einsinkt,  mit  10,  20  •  •,  so  erhält  man  ein  Alkoholometer, 
hes  in  ein  Weingeistgemisch  eingetaucht  durch  eine  einfache  Ablesung 
bt,  wieviel  Volumprocente  das  Gemisch  an  reinem  Alkohol  enthält. 

So  sind  die  Alkoholometer  von  Tralles  *)  eingerichtet,  welche  in  Deutsch- 

meist  gebraucht  werden,  um  den  Alkoholgehalt  des  käuflichen  Spiritus 
estimmen. 

Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  daCs  die  Zahlen  fUr  das  specifische  Gewicht 
Alkohols,  wie  schon  erwähnt,  und  so  auch  die  der  Gemische  nur  für 

bestimmte  Temperatur  gelten,  nämlich  fttr  15®  C.  Deshalb  gelten  auch 
Angaben  der  Alkoholometer  nur  für  diese  oder  eine  andere  Temperatur, 
der  sie  graduiert  sind.  Um  jedoch  den  Apparat  auch  für  andere  Tem- 
turen  brauchbar  zu  machen,  hat  Tralles  eine  Tabelle  aufgestellt*),  aus 
;her  man  für  jede  Temperatur  den  Alkoholgehalt  eines  Gemisches  ent- 
nen  kann,  wenn  man  beobachtet  hat,  bis  zu  welchem  Punkte  bei  dieser 
iperatur  der  Apparat  in  das  Gemische  eintaucht.  Deshalb  ist  an  den 
iten  Alkoholometern  auch  ein  Thermometer  angebracht. 

Vielfach  ist  auch  an  den  Alkoholometern  selbst  die  Korrektion  bemerkt, 
he  man  filr  die  verschiedenen  Temperaturen  anzubringen  hat.  In  df^r 
em  Bohre  am  untern  Teile  des  Apparates  ist  neben  dem  Thermometer 


')  Traüe$,  Gflbert  Annalen  XXXVIIL  349-431. 
^  TräOes  a.  a.  0. 
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«ine  Skala  befestigt,  auf  der  dann  neben  dem  normalen  Thermometentnli 
für  welchen  das  Instrument  graduiert  ist,  0  verzeichnet  ist  und  darlihr 
oder  darunter,  wieviel  Procente  man  von  der  Angabe  des  Alkoholometm 
abziehen  oder  derselben  hinzufügen  mufs,  wenn  das  Thermometer  eiiM 
hohem  oder  tiefem  Stand  hat. 

Aufser  den  Alkoholometern  müssen  wir  noch  die  Aräometer  von  Besnmfc 
erwähnen,  welche  vielfach  in  Gebrauch  sind,  obwohl  sie  direkt  weder  etfii 
über  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeiten,  noch  über  ihre  Zosammensetimg 
aussagen.  Beaum6  konstruierte  zwei  Aräometer,  das  erste  graduierte  er  80^ 
dafs  er  den  Punkt,  bis  zu  dem  es  in  Wasser  eintauchte,  mit  0,  und  da, 
bis  zu  welchem  es  in  einer  Lösung  von  16  Teilen  Kochsalz  auf  85  WaaMr 
eintauchte,  mit  15  bezeichnete.  Die  Teilung  wurde  dann  weiter  nach  imtA 
fortgesetzt.  Der  Apparat  gibt  in  Schwefelsäure-Hydrat  66  Grade  an  mi 
in  konzentrierter  Salpetersäure  36. 

Für  Flüssigkeiten,  welche  leichter  sind  als  Wasser,  wurde  der  PnnH 
bis  zu  welchem  der  Apparat  in  eine  Lösung  von  10  Teilen  Eoehsak  dl 
90  Wasser  taucht,  mit  0,  in  Wasser  mit  10  bezeichnet  und  die  Teihng 
nach  oben  hin  fortgesetzt.  In  käuflichem,  meist  80 — 90procentigem  Spirit« 
zeigt  der  Apparat  34 — 38  Grade ^). 

§  70. 

Moleknlarwirkungen  zwischen   flÜBsigen  nnd   festen  XSzpea 

In  unseren  bisherigen  Entwicklungen  über  die  Gesetze  des  GleichgewidiM 
der  flüssigen  Körper  haben  wir  keine  Bücksicht  genommen  auf  die  Wixfau| 
von  Kräften,  welche  an  den  Gefäfswänden  zwischen  den  Molekülen  der  MM 
Wand  und  denen  des  flüssigen  Körpers  thätig  sind,  also  gem&fs  unsert 
Benennung  in  §  58  und  46  auf  die  Wirkung  der  Adhäsion  der  flflssigA 
an  die  festen  Körper  und  die  Kohäsion  der  Flüssigkeiten. 

Von  dem  Dasein  beider  Kräfte  kann  man  sich  leicht  überzeugen.  Tmd 
man  ein  reines  Glasstäbchen  in  Wasser  und  zieht  es  dann  heraus,  so  sM 
man,  dafs  eine  Wasserschicht  an  demselben  haftet.  Hält  man  es  vertikd^ 
so  sammelt  sich  an  seinem  untern  Ende  ein  Tropfen  an,  der  nicht  herabfttti 
sondern  der  Wirkimg  der  Schwere  entgegen  an  dem  Stäbchen  haften  bleiü 
Diese  einzige  /Thatsache  beweist  das  Dasein  der  Adhäsion  des  flüssigrti 
Körpers  an  den  festen  sowohl  als  auch  das  der  Kohäsion  der  einii 
Teile  der  Flüssigkeit.  Denn  die  zimächst  am  Glase  anhängende  Waoo^' 
Schicht  wird  durch  die  Adhäsion  des  Wassers  am  Glase  getragen  und  iä 
übrige  Teil  des  Tropfens  durch  die  Kraft,  mit  welcher  die  einzelnen  WiM«^ 
teilchen  an  einander  haften. 

Aus  diesem  Versuche  geht  zugleich  hervor,  dafs  in  diesem  Falle  eo*; 
wohl  die  Kohäsion  der  Flüssigkeit  als  auch  die  Adhäsion  derselboi  la^ 
Glase  groiser  ist  als  die  Wirkung  der  Schwere;  denn  nur  dann  ist  es  inBf: 
lieh,  dafs  der  Tropfen,  der  Schwere  entgegen,  getragen  wird.  Der  Venocfc 
zeigt  aber  weiter,  daÜB  hier  auch  die  Adhäsion  des  Wassers  am  Glase  grtft* 
ist  als  die  Kohäsion  der  Wasserteile  unter  einander;  denn  beim  HeitB^ 

')  Weiteres  Meissner ^  Die  AriU>metrie  in  ihrer  Anwendimg  «nf  Chemie 
Technik.     Wien,  1816. 
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des  Stabes  wurden   die   aa  dem  Stabe   haftenden  Wasserteile   von 
Umgebung  losgerissen^  mit  welcher  sie  durch  die  KohJl?^ion  znsaramen- 

Nicht  immer  ist  das  jedoclf  der  Fall;  denn  wenn  wir  dtm  (ilasstab  in 
Kt!?ilber  tauchen^  so  bleibt  kein  Quecksilber  daran  haften^  er  wird  von 
mselben  nicht  benetzt.  Dat's  aber  auch  hier  eine  Adhüsion  des  Queck- 
Iwrs  am  Glase  vorhanden  ist,  läfst  sich  durch  einen  andern  Versuch 
HHagt  man  nämlich  eine  Platt»?  mittels  dreier  Fäden  an  dem  einen 
rm  einer  Wage  horizontal  auf  und  Ik^uilibriert  sie  durcrh  Gewichte,  welche 
if  die  andere  Wagschale  gelegt  werden,  so  bringt  das  geringste  Über- 
lebt^ auf  die  Wagschale*  gelegt,  eine  Erhebung  der  Glasplatte  hervor. 
Üiert  man  aber  der  Platte  von  unten  ein  weites,  mit  Quecksilber  gefülltes 
Wb  so  weit,  data  die  untere  Flüche  der  Glasplatte  die  Oberfläche  des 
aecksilbers  gerade  berührt,  so  bedarf  es  auf  der  andern  Wagschale  he- 
lUtftnder  Zulage,  um  die  Platte  von  dem  Quecksilber  losznreifsen,  ein  Be- 
s  sie  mit  einer  gewissen  Kraft  am  (Juecksilber  haftet,  dals  also 
Quecksilber  am  Glase  adhilriert. 
Die  Kobllsion  der  verschiedenen  Flllssigkeiten  sowohl  als  die  Adhäsion 
Iben  Flüssigkeit  an  verschiedene  feste  K5rper  ist  verschieden.  Wlibrend 
;ksilber  Glas  nicht  benetzt^  also  an  Glas  nicht  so  stark  adhüriert,  dafs 
hilsion  der  Quecksilberteile  überwouden  werden  kam»,  wird  Gold 
ecksilber  benetsit.  Während  reines  Glas  vom  Wasser  lienetsit  wird, 
eine  fettigö  Glasscheibe  die  Kohtlsion  der  Wasserteile  nicht  »u 
inden. 

Rei  denjenigen  Huhstanzen,  bei  welchen  die  Adhiision  an  feste  Kürper 

ifspr  ist    als    die  Kohäsion    der  flüssigen  Teile,   kaim  obiges  Verfahren, 

s  wir  anwandten,  um  die  Adhäsion  des  Quecksilbers  am  Glase  nachzu- 

da^u  dienen,  die  Kohäsiou  der  Flüssigkeit  zu  messen.    Gaj-Lussac*) 

flir  einige  Fllissigkeiten,  welche  am  Glase  adhärieren,  dieses  Verfahren 

idt  und  mit  einer  Rcheibe  von  118,3ö0  Millim.  Durchmesser  folgende 

täte  erhalten: 


Flüssigkeit 


Gewicht 


iif'wiciite 


er    . 
fihol 

Alkohol  . 
.^kohol  .     . 
Terpentin  -  Ol 


hei  8^5  C. 

'1      II?      ^1 

„8     ., 


1 

0,8  U>  6 

0,851#5 

0,9415 

o,sni*i 


59,40  «^ 
31,08  „ 
32,87  ,. 
37,15   „ 

34,10   ,. 


J)Ui  angegebenen  Gewichte  sind  di^jenigen^  welche  bei  langsamem  Auf- 

iüer  Gewichte  gerade  die  benetzti^  Platte  loszureifsen  imstande  waren. 

dieselben  Resultate  erhielt  Gay-Lussac,   als  er   die  Glasseheibe   der 

eja  Versuche  durch  eine  Kupferscheibe  ersetzte,  was  einen  neuen  Be- 


€rap'Lus8a€9  Versuche  in  La  f*lace  Supph-ment  ä  la  Tht-orie  de  raction 
e.    IL  Soppleroent  zum  lo.  Buche  der  Mecaniqae  c^l^ste.    Daraus  Oil(mt, 
Ba,  XXXIIJ,  p,  320  ff. 
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weis  dafür  liefert,    dafs  durch  diese  Versuche  wirklidi  die  Kohisioa  ia 
Flüssigkeiten  gemessen  wird. 

Bei  Flüssigkeiten,  welche  nicht  benetzen,  kann  man  dieses  VeT&fani 
benutzen,  um  die  Adhäsion  zu  messen.  G^j-Lussac  stellte  derartige  Ye^ 
suche  an,  um  die  Adhäsion  des  Quecksilbers  am  Glase  zn  erhalten;  & 
Zahlen  jedoch,  welche  er  erhielt,  schwankten  um  ein  Bedeutendes,  zwifldui 
158^«  und  296^«,  je  nachdem  er  die  Übergewichte  rasch  oder  langstn 
auflegte.  Der  Gnmd  dieser  Schwankung  liegt  zum  Teil  in  der  Reibog 
dos  Quecksilbers  am  Glase,  wie  wir  später  nachweisen  werden. 

§  71. 

Normaldruck  in  der  Oberfläche  der  Flüssigkeiten.  Aus  den  10 
vorigen  Paragi-aphen  mitgeteilten  Thatsachen  folgt  erstens,  dalÜB  die  be- 
nachbarten Moleküle  einer  Flüssigkeit  sich  anziehen,  und  zweitens,  dib 
die  Moleküle  eines  in  eine  Flüssigkeit  getauchten  festen  Körpers  ebenfdk 
die  benachbarten  Teile  der  Flüssigkeit  anziehen.  Bei  der  Bestimmung  du 
Gleichgewichtszustandes  einer  Flüssigkeit  müssen  wir  daher  auf  diese  ba- 
den Kräfte  Rücksicht  nehmen;  es  wird  daher  zunächst  unsere  Aufgabe  seil, 
zu  untersuchen ,  in  welcher  Weise  sie  Änderungen  des  von  uns  bisher  be-. 
trachteten  Zustandes  hervorbringen  können.  Beginnen  wir  mit  der  Ai- 
Ziehung  der  Flüssigkeitsteile  auf  einander,  und  setzen  wir  bei  dieser  wie 
bei  der  zweiten  Art  von  Kräften  voraus,  dafs  die  Kräfte  sich  nur  auf  u- 
mefsbare  Entfernungen  erstrecken,  dafs  sie  umnerklich  werden,  sobald  dil 
Entfernungen  mefsbar  sind^). 

Betrachten  wir  zu  dem  Ende  eine  flüssige  Masse,  welche  durch  irgenii 
eine  Oberfläche  31 N  (Fig.  96)  begrenzt  ist,  und  untersuchen  die  Resul- 
tierende aller  auf  die  Moleküle  w,  w',  m"  von  den  benachbarten  MolekttUf 
ausgeübten  Anziehungen.  Seien  zu  dem  Ende  die  mit  den  Radien  r,  welcbe 
als  unendlich  klein  vorausgesetzt  werden,  um  die  betreffenden  Moleküle  be- 
schriebenen Kugeln  die  Anziehungssphären  derselben,  so  dafs  also  auch  vß 
die  in  dieser  Kugel  befindlichen  Moleküle  anziehend  auf  m,  w»',  tw"  wirkei 

Fig.  96. 


Auf  das  Molekül  m  wirken  die  ringsum  ganz  gleichmäüsig  verteilbi 
Moleküle  der  Flüssigkeit  anziehend  ein;  dasselbe  wird  also  nach  allen  Bieh- 
tungen  des  llaumes  mit  gleicher  Stärke  angezogen,  die  auf  m  wirkente 
Kräfte  halten  sich  daher  das  Gleichgewicht,  das  Molekül  verhält  sich  geiftde 


*)  La  Place,  Theorie  capillaire  im  Supplement  zum  10.  Buche  der  M^caniq«] 
celeet«,  daraus  Gilbert,  Annalen  XXXIU. 
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UoIekHl  m",  welches  gerade  in  der  Oberflache  der  Flüssigkeit 
r<i  jfdocli  nicht  nach   allen  Kichhmgen  mit  gleicher  Starke  an- 
Nur  die  untere  Hälfte  seiner  Anzieh ungssphllre  ist  mit  Fltissigkeits- 
eti  iin^oft\]lt,  die  obere  nicht.    Die  anziehenden  Kräfte  der  die  un- 
nlen  Moleküle  haben  min^  wie  unmittelbar  klar  ist, 
;   N   senkrechte  Resultierende  22,  da  in  den  der  Ober- 
elen  Schichten   die  Moleküle  rings  um  m"  ganz   gleiclimäfsig 
Das  Molekül  m"  und   somit  alle  in   der  Oberfläche  befind- 
ligkeitsmoleküle  werden  durch  eine  gegen  die  Oherflilehe  senk- 
fr  Kraft  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  gedrückt, 

Alinlicheji  gilt  für  das  Molekül  m\  welches  um  weniger  als  r  unter 
iOWrflitche  der  Flüssigkeit  liegt.  Auch  dessen  Anziehungssi>häre  ist 
mit  Flüssigkeit  srngefilllt,  und  unterhalb  sf  wirkt  eine  Quantität 
;iftit  auf  dasselbe  ein,  deren  Anziehung  nicht  durch  eine  nach  oben 
ete  Anziehung  das  Gleichgewicht  gehalten  wird;  auch  an  m  greift 
r  ein*^  zur  Oberfl&che  der  Flüssigkeit  senkrechte^  gegen  das  Innere  der- 

biete  Kraft  K  an,  die  jedoch  kleiner  ist  als  R, 
i.« -.H-ibe  ist  der  Fall  mit  allen  Molekülen,  welche  um  weniger  als 
iter  der  Oberfläche  liegen,  deren  AnziehungssphSren  also  zum  Teil 
it  mit  Flüssigkeit  angefüllt  sind.  Legen  wir  daher  parallel  der  Ober- 
im  Innern  der  Flüssigkeit  eine  Flflche,  welche  von  der  Oberfläche 
steht,  so  werden  alle  in  dieser  Schicht  liegenden  Moleküle  nach 
zogen.  Biese  Schicht  wird  also  z.  B.  auf  eine  Flüssigkeitskugel 
wie  ein  elastisches  Hüutchen,  welches  sich  zusammenzuziehen  sucht, 
auf  jede  Flüssigkeit,  die  in  einem  Gefäfse  steht,  einen  rings  gegen 
lere  der  Flüssigkeit  gerichteten  Druck  ausüben,  da  sie  auch  an  den 
Wttnden  begrenzten  Flüchen  vorhanden  sein  mufs.  Man  nennt  daher 
iikicht  das  Flüssigkeitsh?iutcheB  und  diesen  Druck  den  Normaldruck. 
Dieser  Kormaldimck  der  Flüssigkeiten  mufs  verschieden  sein  je  nach 
i^lt  der  Oberfläche.  Während  nilmlich  in  ebenen  Oberflächen  die 
eit  nur  durch  die  hetrach- 
folekularwirkimgen  nach 
ezogen  wird,  tritt  in  ge- 
en  Oberflächen  durch  die 
Oberfläche  vorhandenen 
tili«  noch  eine  eigentümliche 
Bg  himm,  welche  den  Nor* 
tk  verraelirt  oder  verinin- 
Eine  Vermehrung  tritt  dann 

wenn    die    <JberHäche    nach  q  ^t^^^^_  \        Ix^-^-B^ 

konvex,  eine  Vermindermig 
renn    die  Oberfläche   nach 

Konkav  ist.     Denn  ist  AB  (Fig.  97)  ein  Durchschnitt  durch  eine 

^j  Bx  ein  solcher  durch  eine  konkave  Oberfläche,  so  erkennt  man 

^daf»   die   gegenseitigen  Anziehungen  der  in  der  Oberflächen  schiebt 

aden  Plttssigkeitsteilchen  eine  der  Normale  parallele  Komponente  liefern, 

den  konka^ßu  Flächen  nach  auXsen,  bei  den  konvexen  Flüchen 

gerichtet  ist.     Man  nennt  diese  von  der  Fonn  der  Oberfläche 

^e  Kctn{irmente  die  Oberflächenspannung* 


%\'' 


'"■''^    -^-^      ^ 
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weis  dafür  liefert,    dafs  durch  diese  Versuche  wirklich  die  Eohhnon  dar 
Flüssigkeiten  gemessen  wird. 

Bei  Flüssigkeiten,  welche  nicht  benetzen,  kann  man  dieses  Verfiümi 
benutzen,  um  die  Adhäsion  zu  messen.  Qaj-Lnssae  stellte  derartige  Y«- 
suche  an,  um  die  Adhäsion  des  Quecksilbers  am  Glase  zu  erhalten;  dk 
Zahlen  jedoch,  welche  er  erhielt,  schwankten  um  ein  Bedeutendes,  zwisehn 
158^«  und  296^«,  je  nachdem  er  die  Übergewichte  rasch  oder  langBiH 
auflegte.  Der  Grund  dieser  Schwankung  liegt  zum  Teil  in  der  Reilnnig 
des  Quecksilbers  am  Glase,  wie  wir  später  nachweisen  werden. 

§  71. 

Normaldruck  in  der  Oberfläche  der  Flüssigkeiten.  Aus  den  ia 
vorigen  Paragraphen  mitgeteilten  Thatsachen  folgt  erstens,  dafs  die  be- 
nachbarten Moleküle  einer  Flüssigkeit  sich  anziehen,  und  zweitens,  dib 
die  Moleküle  eines  in  eine  Flüssigkeit  getauchten  festen  Körpers  ebenfiUi 
die  benachbarten  Teile  der  Flüssigkeit  anziehen.  Bei  der  Bestimmung  du 
Gleichgewichtszustandes  einer  Flüssigkeit  müssen  wir  daher  auf  diese  bei- 
den Kräfte  Rücksiebt  nehmen;  es  wird  daher  zunächst  unsere  Aufgabe  seä, 
zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  sie  Änderungen  des  von  uns  bisherbe-, 
trachteten  Zustandes  hervorbringen  können.  Beginnen  wir  mit  der  Ai-i 
Ziehung  der  Flüssigkeitsteile  auf  einander,  und  setzen  wir  bei  dieser  irii: 
bei  der  zweiten  Art  von  Kräften  voraus,  dafs  die  Kräfte  sich  nur  mdJO' 
mefsbare  Entfernungen  erstrecken,  dafs  sie  unmerklich  werden,  sobald  di^ 
Entfernungen  mefsbar  sind^). 

Betrachten  wir  zu  dem  Ende  eine  flüssige  Masse,  welche  durch  iigei4 
eine  Oberfläche  3fN  (Fig.  96)  begrenzt  ist,  imd  untersuchen  die  Besal-; 
tierende  aller  auf  die  Moleküle  tn,  m\  m  von  den  benachbarten  MdekOk» 
ausgeübten  Anziehungen.  Seien  zu  dem  Ende  die  mit  den  Radien  r,  iwldü 
als  unendlich  klein  vorausgesetzt  werden,  um  die  betreffenden  Moleküle  be^ 
schriebenen  Kugeln  die  Anziehungssphären  derselben,  so  dafs  also  auch  uff 
die  in  dieser  Kugel  befindlichen  Moleküle  anziehend  auf  m,  m',  vii'  nirkot. 


Fig.  96. 


Auf  das  Molekül  m  wirken  die  ringsum  ganz  gleichmäfsig  verteiMttj 
Moleküle  der  Flüssigkeit  anziehend  ein;  dasselbe  wird  also  nach  allen  Bkh-^ 
tungen  des  Raumes  mit  gleicher  Stärke  angezogen,  die  auf  m  widieiidi^ 
Kräfte  halten  sich  daher  das  Gleichgewicht,  das  Molekül  verhält  sich  geiadi 
so,  als  wenn  keine  Kräfte  auf  dasselbe  einwirkten. 

*)  La  Place,  Theorie  capillaire  im  Supplement  zum  10.  Buche  der  Mtaniqi 
Celeste,  daraus  Gilbert,  Annalen  XXX III. 


Normaldruck  der  FlÜBsigkeiisoberfl&cben. 


307 


McilpldU  m",   welches   gerade   In   der  Oberfläche   der   Flüssigkeit 
rd  jedoch  nicht   nach   allen  Richtungen  mit   gleicher  Stärke  an- 
Ntir  die  untere  Hillfte  seiner  Anziehungssphlire  ist  mit  Flttssigkeits- 
,eTT  angefllllt,  die  obere  nicht.    Die  anziehenden  Kräfte  der  die  nn* 
bkiigel  ausfüllenden  Moleküle  haben  nun,  wie  unmittelbar  klar  ist, 
Oberfläche  MN  senkrechte  Resultierende  iZ,  da  in  den  der  Ober- 
elen  Schichten   die  Moleküle  rings  nm  m"  ganz   gleichraafsig 
Das  Molekül  m*  und   sonüt  alle  in   der  Oberfläche  befind- 
gkeitsmoleküie  werden  durch  eine  gegen  die  OberfliLche  senk- 
ft  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  gedrückt, 
liebes  gilt  für  das  Molekül  m\  welches  nm  weniger  als  r  unter 
Uche   der  Flüssigkeit  liegt.     Auch   dessen  Anziehungssphäre   ist 
mit  Flüssigkeit  angefüllt,  und  unterhalb  sf  wirkt  eine  Quantität 
B%keit  auf  dasselbe  ein,  deren  Anziehxing  nicht  durch  eine  nach  oben 
sbtete  Anziehung  das  Gleichgewicht  gehalten  wird;  auch  an  7n    greift. 
e  zxw  Oberfläche  der  Flüssigkeit  senkrechte,  gegen  das  Innere  der- 
?htete  Kraft  iT  an,  die  jedoch  kleiner  ist  als  R. 
be  ist  der  Fall    mit  allen    Molekülen,    welche  um  weniger  als 
Oberfläche  liegen,  deren   Anziehimgs Sphären    also   zum   Teil 
Flüssigkeit  angefüllt  sind.    Legen  ^vir  daher  parallel  der  Ober- 
im  Innern  der  Flüssigkeit  eine  Flüche,   welche  von  der  Oberfläche 
steht,  so  werden  alle  in  dieser  Schicht  liegenden  Moleküle  nach 
zogen.      Diese  Öchicht  wird  also  z.  B.  auf  eine  Flüssigkeitskugol 
Iß  wie  ein  elastisches  Huutchen,  welches  sich  zusammenzuziehen  sucht, 
f  jede  Flüssigkeit^  die  in  einem  Gefllfse  steht,   einen  rings  gegen 
ire  der  Flüssigkeit  gerichteten  Druck  ausüben,  da  sie  auch  an  den 
Witaden  begrenzten  Flächen  vorhanden  sein  «luls.    Man  nennt  daher 
icht  das  Flllssigkeitshäutcben  und  dieseu  Diiick  den  Normaldruck. 
T  Normaldruck  der  Flüssigkeiten  mufs  verschieden  sein  je  nach 
der  Oberfläche.     Wfihrend  nämlich  in  ebenen  Oberflächen  die 
nur  durch  die  betracb- 
roleknxlarwirkungen     nach 
ezogen  wird,   tritt   in  ge- 
ilten  Oberflächen   durch  die 
Oberfläche    vorhandenen 
noch  eine  eigentümliche 
dg  hinzu,  welche  den  Kor- 
pk  vermehrt  oder  vermin- 
!  Yermehrung  tritt  dann 
die    Obertiäche    nach 
Iconvex^  eine  Verminderung 
renn   die  OberflUche   nach 
'konkav  ist.     Deim  ist  AB  (Fig,  97)  ein  Durchschnitt  durch  eine 
öxe,  A^  Bi  ein  solcher  durch  eine  konkave  Oberfläche ,  so  erkennt  man 
die   gegenseitigen  Anziehungen  der  in   der  Obedlächenschicht 
tPUlsaigkeitsteilchen  eine  der  Normale  parallele  Komponente  Heforn, 
bden  konkaven  Flächen  nach  auTseu,  bei  den  konvexen  Fliichen 
gerichtet  ist.    Man  nennt  diese  von  der  Form  der  Oberfläche 
Komponente  die  Oberflächensj)annang. 

20* 
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Um  die  Gröfse  dieser  Oberflächenspannung  und  ihre  Abhängigkeit  yod 
der  Gestalt  der  Oberfläche  zu  bestimmen^),  sei  Fig.  97  P  ein  Ponkt  d« 
Oberflächenschicht,  welche  in  dem  Schnitt  AB  derselben  liege,  und  wis 
das  im  Punkte  P  vorhandene  Massenteilchen  der  Flüssigkeit.  Ein  m 
Punkte  p  vorhandenes  Massenteilchen  m\  welches  von  m  die  ftolflent 
kleine  Strecke  r  entfernt  ist,  wird  dann  auf  das  Massenteilchen  m  mit  ein« 
Kraft  wirken,  welche  wir  dem  Produkte  der  Massen  m  •  m  und  irgend  einer 
Funktion  der  Entfernung  f{r)  proportional,  also  gleich  m-  m  '  f(r)  setai 
können;  von  der  Funktion  f(r)  wissen  wir  nur,  dafs  sie  verschwindet,  w- 
bald  r  grofser  als  der  Radius  der  Wirkungssphäre  wird.  Ein  in  demselbee 
Schnitt  in  derselben  Entfernung  r  bei  ]/'  gelegenes  Massenteilchen  m  wird 
dann  auf  das  Massenteilchen  m  genau  dieselbe  Wirkung  mm  fif)  ansübeä 
Diese  Wirkungen  sind  nach  den  Verbindungslinien  Pp  resp.  Pp"  gerichtHi 

Zerlegen  wir  diese  Wirkungen  jede  in  zwei  Komponenten,  die  er» 
senkrecht,  die  andere  parallel  der  im  Punkte  P  errichteten  Normale  im 
Oberfläche,  So  heben  sich  die  senkrecht  zur  Normale  wirkenden  Konpo- 
nenten  als  einander  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  auf.  Die  der  lf(fr 
male  parallel  gerichteten  Komponenten  dagegen  summieren  sich,  sie  geb« 
also  eine  auf  das  bei  P  liegende  Massenteilchen  m  wirkende  Ki-aft 

2  •  m  •  m'  •  /'(r)  •  cos  pPC, 

In  der  Nähe  des  Punktes  P,  und  soweit  die  Wirkungssphäre  4« 
Moleküle  reicht,  fällt,  welches  auch  die  Gestalt  der  Oberfläche  ist,  to 
Schnitt  A  B  mit  einem  Kreisbogen  zusammen,  dessen  Mittelpunkt  in  C  lieg^ 
dessen  Radius  q  der  Krümmungsradius  des  Schnittes  AB  im  Punkte  T'xk 
Daraus  folgt,  da  das  über  dem  Durchmesser  eines  Kreises  beschriebet 
Dreieck,  dessen  dritte  Ecke  in  der  Peripherie  liegt,  an  dieser  dritten  E4e 
rechtwinklig  ist,  dafs 

cosi>P(7=2p^=— , 

somit  dafs  die  aus   der  Wirkung  von  p    und  p'  auf  P  resultierende  d« 
Normale  parallele  Komponente  gleich  ist 

Die  Wirkung  aller  Flüssigkeitsteilchen  in  dem  Normalsclmitt  AB  i 
das  Massenteilchen  m  bei  P  erhalten  wir,  wenn  wir  für  alle  je  iwei 
gleicher  Entfernung  liegenden  Massenteilchen,  deren  Abstand  von  P  zwiacks 
0  und  dem  Radius  der  Wirkungssphäre  enthalten  ist,  denselben  Ansdrod 
bilden  und  alle  diese  Ausdrucke  summieren,  also  in  der  Summe 

Umm  f{r)  •  —  • 

Da  jedes  Glied  dieser  Summe  den  Faktor  -    hat,  so  können  wir  diesei 
Faktor  herausschreiben  und  erhalten  dann 

-  2mm' f(r) .  r  =  — , 
wenn  wir  die  Summe  mit  dem  Zeichen  h  bezeichnen. 

V  Man  sehe  Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  GXXXY.  p.  «SS. 
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Denken  wir  uns  jetzt  einen  zweiten  Normalschnitt  durch  den  Punkt  P 
(ier Oberfläche  gelegt,  welcher  senkrecht  zu  dem  Normalschnitt  AB  ist  und 
den  Krümmungsradius  q!  hat,  so  gilt  flir  diesen  ganz  dieselbe  Entwicklung. 
Wir  erhalten  deshalb  flir  die  Wirkung  der  in  diesem  Schnitt  der  Oberfläche 
liegenden  Flüssigkeitsteilchen  auf  das  Teilchen  bei  P 

h 
Q 
nnd  tiir  die  Wii'kung  beider  Schnitte 


h 


(7+;-) 


Denken  wir  uns  jetzt  die  ganze  Oberfläche  um  den  Punkt  P  durch 
nnzähhg  viele  Paare  von  je  zwei  zu  einander  senkrechten  durch  den  Punkt  P 
gelegter  Normalschnitte  gegeben,  so  wird  die  gesamte  durch  die  Gestalt  der 
Oberfläche  bewirkte  Spannung  gleich  sein  der  Summe  aller  der  Spannungen, 
die  wir  für  jedes  Schnittpaar  erhalten.  Für  irgend  ein  beliebiges  Schnitt- 
piar,  deren  Krümmungsradien  ^„  und  q'^  sind ,  wird  die  Spannung  sein 

nnd  die  ganze  Summe  können  wir  dann  bezeichnen  mit 

Bezeichüen  wir  nun  mit  B  den  Radius  der  stärksten  Krümmung,  also 
defl  kleinsten  KrÜnmiungsradius,  mit  B^  den  Radius  der  schwächsten  Krüm- 
nnmg,  also  den  gröfsten  bei  den  Schnitten  vorkommenden  Krümmungs- 
radius, so  ist  nach  einem  von  Euler  bewiesenen  Satze  immer 

?»  ^  o\        H^  Kr 

oder  die  Summe  der  reciproken  Werte  der  KrUmmimgsradien  zweier  zu 
einander  senkrechter  Schnitte  hat  bei  einer  gegebenen  Oberfläche  immer 
denselben  Wert  und  ist  gleich  der  Summe  der  reciproken  Werte  des  gröfsten 
nnd  kleinsten  Krümmungsradius.  Wir  können  demnach  aus  obiger  die  Ober- 
flächenspannung darstellenden  Summe  den  konstanten  Fakjbor  herausschreiben 
ud  erhalten  dann  für  dieselbe 


a + i) 


Zh. 


Die  in  diesem  Ausdrucke  vorkommende  Sunuue  Zh  können  wir  noch 
in  folgender  Weise  näher  definieren.  Wir  bezeichnen  den  auf  die  Flächen- 
einheit einer  Kugeloberfläche  vom  Radius  1  infolge  der  Oberflächenspannung 
resultierenden  Druck  mit  H.  Indem  wir  dann  den  eben  abgeleiteten  Aus- 
Imck  für  die  Oberflächenspannung  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  beziehen 
nnter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Fläche  überall  dieselbe  Krümmung  hat 
»Is  im  Punkte  P,  erhalten  wir  aus  demselben  die  Oberflächenspannung  der 
Kugel  vom  Radius  1 ,  indem  wir  B  =  B^=  1  setzen ,  somit 

2  'Zh  =  H;     Zh=  Y' 
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Damit  wird  dann  die  Oberfläclienspaimung  für  eine  irgendwie  gekrflm] 
Flache 


2    [b  +  Ej 


In  einer  Ebene  ist  eine  solche  Oberflächenspannmig  nicht  vorhan 
da  dort  die  zur  Normale  parallelen  Komponenten  gleich  Null  werden, 
gibt  auch  unser  Ausdruck  zu  erkennen;  denn  bei  einer  Ebene  werden  soi 
R  als  Ri  unendlich  grofs,  ihre  reciproken  Werte  also  gleich  Null. 

Bei  einer  nach   auTsen  konvexen  Oberfläche  tritt  diese  Oberfl&c 
Spannung  zu  dem  in  einer  ebenen  Oberfläche  derselben  Flüssigkeit 
handenen  Normaldruck  hinzu,  indem  der  aus  dieser  Oberflächenspam 
resultierende  Druck,  der  in  jedem  Normalschnitt  gegen  den  Mittelpunkt 
KrÜDunung  gerichtet  ist,  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  wirkt. 

Bei  einer  nach  aufsen  konkaven  Fläche  Ä^B^  Fig.  97  ist  der  Nor 
druck  um  diese  Gröfse  kleiner  als  in  der  Ebene,  da  die  auch  hier  gege 
gerichtete  Oberflächenspannung  nach  aufsen  wirkt.  Nennen  wir  den 
die  Flächeneinheit  bezogenen  Normaldruck  in  einer  ebenen  Oberfläche 
selben  Flüssigkeit  ÜT,  so  erhalten  wir  für  den  in  einer  gekrümmten  ( 
fläche  vorhandenen  Normaldruck*) 


^  =  ^±T(i  +  i)' 


worin  das  positive  Vorzeichen  für  konvexe,  das  negative  Vorzeichei 
konkave  Flächen  gilt.  Unterscheiden  wir  die  Krümmung  der  Oberfläch 
konvex  oder  konkav,  dadurch,  dafs  wir  die  Vorzeichen  der  Radien  p( 
fttr  konvexe,  negativ  für  konkave  Radien  wählen,  so  können  wir  in  nn 
Ausdrucke  dem  zweiten  Gliede  allgemein  das  positive  Vorzeichen  g 
also  setzen 


'-^+f(4r  +  i)- 


Dafs  ein  solcher  Unterschied  des  Normaldruckes  in  nach  aufsen 
vexen  und  nach  aufsen  konkaven  Flächen  in  der  That  vorhanden  ist, 
eine  bekannte  Erscheinung  an  Seifenblasen.  Die  Wände  einer  kugelföm 
mit  Luft  gefüllten  Seifenblase  sind  auf  der  äufsem  Seite  konvex,  ani 
innem  konkav  gekrümmt.  Auf  der  äufsem  Seite  ist  dalier,  wenn  wii 
Radius  der  Seifenblase  mit  R  bezeichnen,  der  gegen  den  Mittelpunki 
Kugel  gerichtete  Druck 

auf  der  innem  Seite  der  von  dem  Mittelpunkt  fortgerichtete  Druck 

*)  Der  Satz  wurde  zuerst  abgeleitet  von  Thomas  Yowng^  Philoaophical  1 
actions  of  London  Royal  Society  for  1806  p.  66;  von  La  PZoce:  ßnr  1  aciion  • 
laire.  Supplement  au  X  livre  du  traitä  de  m^canique  c^l^gte;  Toa  IbiMOfi: 
velle  throne  de  Taction  capillaire.  Paria  1831;  von  Qomsbi  PrinoipiA  gen 
theoriae  figurae  fluidornm  in  statu  aequilibrii.  Commentat  sodei.  reg.  Wtt 
T.  Yll.  1832  p.  43  E,  Man  sehe  auch  Mou99on  Poggend.  Ann.  Bd.  CmL  p.^ 
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wir  ilen   iladius  der  innern  Kugeltläche   wogen  der   selir  geringen 
der  liüdßigen  HttUe  gleich  dein  dar  üufsern  KugelÜiiche  setzen.    Bie 
i  Drucke  liefern  al»  Eesultitsrende  eineii  gegon  den  Mittelpunkt  ge- 
bieten Druck 

Maji  kiuin  diesen  Druck  leicht  wahmelinien.     Denn  schliefst  man  das 

br,  durch  welches  man  dit*  Blasen   diirgesiellt  hat,  mit  dt?m  Pinger,  so 

bllt  die  Blase  ihre  nrspriinglirhe  Grolse;  wenn  man  das  Rohr  aber  öffnet, 

«ieht  man.  wie  die  Kugel  allmäWich  kleiner  wird,  indem  jetzt   die   in 

Blase  vorhandene  Luft  jenem  Drucke  folgen  und  aus  dem  Rohr  ent- 

dciien  kann. 

§  72. 

^BinfluTs  der  WÄude,  Auch  die  festen  Körper  Üben,  wie  wir  sahen, 
die  Flüssigkeitsteilchen  eine  anziehende  Wirkung  ans,  es  mufs  also  an 
Wjüiden  eines  mit  Flüssigkeit  gettLllten  GefUfses  zwischen  den  Teilen 
festen  Wand  und  den  Flüssigkeitsteilchen  eine  Wechselwirkung  statt- 
ifu.     Diese  Einwirkung  mufs  sich  in  doppelter  Weise  geltend  machen. 

Zunächst  muTs,  w^orauf  Poisson\)  zuerst  aufmerksam  machte,  in  der 
le  einer  in  eine  Flüssigkeit  eingetauchten  Wand  eine  Änderung  in  der 
keit  der  Flüssigkeiten  bewirkt  werden.  Wenn  die  Lage  der  einzelnen 
e  im  Innern  der  Flüssigkeit  von  den  Anziehimgen  der  umgebenden 
iküle  abhängt,  so  mufs,  wenn  die  Anziehung  der  Wandschicht  eine 
ist  aJa  die  Anziehung  einer  an  derselben  Stelle  gedachten  Flüssig- 
bicht,  die  Yerteilung  der  MolektÜe  in  derselben  eine  andere  werden, 
iiten  der  Flüssigkeit  Ist  die  Anziehung  der  Wand  auf  die  Fliösig- 
^ktlle  eine  stärkere,  ßo  müssen  in  der  der  Wand  uUchsten  Flüssig- 
Lhicht  mehr  Moleküle  sich  ansammeln  als  in  anderen  parallel  dieser 
em  der  Flüssigkeit  liegenden  Hchichten.  Die  der  Wand  zunächst 
0  Flüßßigkeitsschicht  mula  denmach  eine  grßfsere  Dichtigkeit  er- 
aU  die  übrige  Flüssigkeit.  Diese  Verdichtung  nmfs  sich  bis  auf 
wisse  Entfernung  von  der  Wandfliiche  erstrecke  n^  denn  die  im  mitte  1- 
der  Wand  anliegende  verdichtete  Schicht  mul's  eine  ilhnliche  Wirkung 
folgende  Schicht  ausüben,  als  die  Wand  auf  die  erste  Schicht,  welche 
nicht  ganz  so  stark  sein  kann  als  die  Anziehung  der  Wand  selbst. 
!  dieser  Weise  erkennt  man,  dafs  dit^  Verdichtung  an  der  Wand  am 
Ufsten  sein  mufs,  und  dafs  mit  Entfei-nung  von  der  Wand  die  Dichtigkeit 
hnähJich  abnehmen  mufs,  bis  i^ie  in  eioem  gewissen  Abstände  von  der- 
Iben  die  normale  der  Flüssigkeit  wird. 

Das  Entgegengesetzte  mufs  eintreten ,  w^enn  die  Anziohimg  der  Wand 
ll  die  Flüssigkeit  eine  kleinere  ist  als  jene  einer  an  der  Stello  der  Wand 
sbchten  Schicht  derselben  Flüssigkeit. 

I>ie  in  der  Nilhe  der  Wand  beÜndlichen  Moleküle  erhalten  dami  gegen 
I  Flüssigkeit  hin  einen  stärkeren  Antrieb  als  gegen  die  Wand,  es  können 
khalb  in  der  NÄhe  der  Wand  nicht  so  viele  MolektUe  vorhanden  sein,  als 
entsprechenden  Schichten  im  Innern  der  Fltlssigkeit. 


*)  B:>mon,  NouveUe  theorie  de  Taction  capillaire.  Paris  183L    Im  Aaazoge 
a  lJ9d,  Faggend.  Ann.  XXV  und  XXVIT. 
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Zweitens  aber  iimfs  in  der  Nahe  der  Wand  eine  EjümmiiDg  der  Obor- 
Üilche  der  Flüssigkeit  eintreten,  es  kann  die  Flüssigkeit,  wenn  wir  etwa 
eine  solche,  deren  Oberfläche  horizontal  ist,  eine  vertikale  Wand  eintauclM^ 
nicht  bis  an  die  Wand  hin  eine  horizontale  ebene  Oberfläche  erhalten,  wekke 
die  Wand  unter  einem  rechten  Winkel  schneidet,  sie  mufs  vielmehr  di« 
Wand  unter  einem  andern  Winkel  schneiden,  welcher  von  den  Anziehnngn 
der  Wand  zur  Flüssigkeit  und  von  der  Kohäsion  der  Flüssigkeit  th- 
hängig  ist. 

Um  das  zu  erkennen,  und  zugleich  zu  bestimmen,  von  welchen  Um- 
htänden  die  Grülse  dieses  Winkels  abhängt,  sei  Fig.  98  ^^  eine  feste  rer- 
tikale  Wand,  welche  in    eine  Flüssigkeit   eintaucht,  deren    Oberfläche 

hinreichendem  Abstände  von  der  Wttl 

^'  horizontal   sei.      Die   Oberfläche  dar 

^  Flüssigkeit  sei  in  der  Nähe  der  Wand 

y  nach  auTsen  konkav  gekrümmt,  nai 

^        ,^  das  letzte  an  der  Wand  anliegenlB 

,       "^  Flüssigkeitselement      schneide     d» 

^ 5 '^  Wandfläche  unter  dem  Winkel  BCr 

\r F     =&,    Es  sei  also  CD  Tangente  i 

^  \  der  Flüssigkeitsoberflache  im  Schmttr 

'  punkte. 

Y  ^^  .  Auf  das  letzte  Flüssigkeitselemoi 

^  in  der  Oberfläche  wirken  dann  ein» 

Reihe  von  Kräften,  welche  bei 
Beweglichkeit  der  Flüäsigkeitsteilehfll 
1  sich  sämtlich  aufheben  müssen,  ' 

das  Teilchen   im  Gleichgewicht 
soll.     Diese   Krät'to  sind  «Ostens  (mr  gewisser  Zug  in  der  Richtung  C^i! 
.  normal  zur  Oberliächo  in  C,  herrührend  von  der  Oberflächenspannong  dff 
gegen  die  Wand  gekrümmten  Flüssigkeit,  zweitens  ein  Zug  nach  der  KA^ 
tung  der  Tangente  CD,  welche  die  Tangentialkomponente  der  in  derObi^. 
fläche  wirksamen  Kräfte  ist.     Bei  der  Betrachtung  der  in  der  OberfllAi 
thätigen  Kräfte  im  vorigen  Paragraphen  fiel  diese  Kraft  heraus,   weil 
der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  diese  Kräfte  rings  um  den  betrachte^ 
ten  Punkt  dieselben  waren,  somit  sich  gegenseitig  aufhoben.     Hier  thOf 
wo  das  in  C  befindliche  Flüssigkeitselement  nur  nach  der  Seite  der  FUtalif:^ 
keit   hin   eine  Anziehung  von  in  der  Oberfläche  befindlichen  Flflssigkät^ 
molekülen  erfährt,  ist  diese  Tangentialkomponente  der  oberflächlichen 
Ziehungen  sehr  erheblich.    Drittftis  üben  die  in  dem  Winkel  d  vorhandeMV 
Moleküle  der  Flüssigkeit  einen  Zug  aus,   dessen  Richtung  innerhalb  dir. 
AVinkels  -Ö*  liegt,  imd  dessen  Stärke  wesentlich  abhängt  von  der  Verdid-^ 
tung  der  Flüssigkeit  an  der  Oberfläche  der  Wand.    Dasni  kommt  viertai 
die  Anziehung  der  festen  W^and,  also  aller  Moleküle,  welche  in  einer  Wi' 
C  aus  mit  dem  Radius  der  Wirkungssphäre  in  das  Innere  des  festen  E8r 
pers   beschriebenen   Halbkugel  liegen,   auf  das   Flttssigkeitselement     ß 
Richtung  des  sich  hieraus  ergebenden  resultierenden  Zug^s  würde  eintai 
die  zur  Wand  normale  Richtung  C  W  sein .  wenn  wir  die  Wand  als  gsvfl 
homogen  betrachten  dürfen.     Das  wird  indes  nicht  der  Fall  sein,  vielmelirl 
wird  die  in  die  Flüssigkeit  tauchende  Wandschiebt  dnroh  die  Ansiehmg] 
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ssigkeit  eine  liockerung  erfahren  haben,  infolge  deren  die  Anziehung 
«m  Hälfte  der  Halbkugel  ohne  Zweifel  eine  etwas  andere  geworden 
diejenige  der  obem  Hälfte.  Die  Richtung  der  Resultierenden  wird 
.  in  den  Winkel  WCÄ  fallen. 

1  diesen  molekularen  Anziehungen  würde  dann  noch  die  Wirkung 
hwere  kommen,  welche  wir  indes  gegenüber  den  molekularen  An- 
^en  nach  den  Bemerkungen  des  §  70  als  verschwindend  klein  aulser 
issen  dürfen, 

rir  bilden  nun  von  allen  diesen  Kräften  ihre  Komponenten  erstens 
1  C2>,  sei  diese  Komponente  gleich  i^j,  zweitens  parallel  AB,  sei 
gleich  2^2?  ^°^  2w*r  positiv,  wenn  dieselbe  nach  Ä  hin,  also  von  der 
jkeit  nach  aufsen  gerichtet  ist  und  drittens  parallel  CTF,  sei  diese 

^»- 

ie  Resultierende  F^  hängt  nur  von  der  Anziehung  der  Flüssigkeit 
3  betrachtete  Element  ab,  dieselbe  wird  deshalb  einfach  proportional 
i  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Oberflächenspannung  respektive 
nstanten  H  gesetzt  werden  dürfen,  da  der  hauptsächlichste  Teil  dieser 
ierenden  die  tangentiale  Komponente  der  in  der  Oberfläche  liegenden 
jkeitsteilchen  ist,  welche  nach  der  Bezeichnung  des  vorigen  Para- 
n  proportional  Zmmf{r)  ist.  Die  Kräfte  F^  und  F^  dagegen  hängen 
lieh  von  der  Anziehung  des  Festen  und  des  Flüssigen  ab,  also  von 
Ihäsion  des  Flüssigen  zum  Festen. 

ie  Bedingung  des  Gleichgewiehtes  ist  nun,  dafs  diese  an  dem  Flüssig- 
amente  wirkenden  Kräfte  sich  aufheben.  Stellen  JP, ,  Fj,  F^  (Fig.  99) 
öfse  und  Richtung  nach  die  drei  resultierenden  Kräfte  dar,  so  er- 
man  sofort  aus  der  Bedingung 
Eichgewichtes ,  dafs  je  zwei  der- 
eine Mittelkraft  geben  müssen, 
der  dritten  an  Gröfse  gleich, 
1er  Richtung  nach  entgegen - 
,  sein  mufs,  dafs  die  drei  Kräfte 
erhalten  müssen  wie  die  Seiten 
Dreiecks,  welches  aus  den  Kräf- 

t  den  Nebenwinkeln  der  Winkel,   ^ -^-~  — 

mit  einander  bilden,  konstruiert 
Denn  bilden  wir  mit  den  Kräften 
i  F^  das  Kräfteparallelogramm, 
Ts,  wenn  Gleichgewicht  vorhan- 
n  soll,  die  Diagonale  C  W^  =CW 
id  W  Wi  muis  eine  gerade  Linie 
Demnach  ist  in  dem  Dreieck 
i  der  Winkel  AC  W^  der  Neben- 
des Winkels  coj,  welchen  Fj,  . 
I  mit  einander  bÜden,  der  Winkel  A  WyC  =  DC  W^  ist  Nebenwinkel 
inkels  co^i  den  F^  und  F^  einschliefsen,  und  schliefslich  CAW^  ist 
irinkel  von  w^.  Da  nun  in  einem  Dreiecke  sich  die  Seiten  verhalten 
»  Sinus  der  Gegenwinkel,  so  können  wir  die  Gleichgewichtsbedingung 

^  F,  F, F, 


am  (»2 


sin  CO3 
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wo  wir  an  Stelle  der  Sinus  der  Dreieckswinkel  die  Sinus  der  NebenwiBUi 
welche  die  Kräfte  mit  einander  einschliefsen,  geschrieben  haben. 

Nennen  wir  den  Nebenwinkel  von  03,  den  Winkel,  welchen  das 
Oberllächenelement  mit  der  Wandiläche  bildet,  d,  so  ist  nach  dem  1«* 
allgemeinerten  pythagorüischen  Lehrsatz 

CTTi*  =  F3«  =  1\^  +  I\^  —  2FiF,  cos  d , 

somit  dio  Bedingung  des  Gleichgewichtes  für  den  Winkel  0" 

In  unserem  specielleren  Falle  ist  der  der  Seite  i\  gegenüberüegenll 
Winkel,  da  wir  F^  parallel  der  Wandfläche  F^  senkrecht  zu  derselben  gl; 
nommen  haben,  ein  Rechter,  somit 

imd  demnach 

F. 

cos  ^  «»=  -^  • 

Es  folgt  somit,  dafs  der  Winkel  O,  unter  welchem  die  Oberfläche 
Flüssigkeit  die  Wandfläche  schneidet,  nur  von  dem  Verhältnis  der 
Kräfte  F^  und  F^  abhängig  ist,  von  denen  die  zweite  nur  von  der  KohiMi 
der  Flüssigkeit,  welche  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung  der 
stauten  in  dem  Ausdrucke  für  die  Oberflächenspannung  gleich  gesetit 
den  kann,  und  F^  wesentlich  von  der  Adhäsion  des  Flüssigen  zum  F( 
abhängt.  Es  folgt  somit,  dafs  ein  und  dieselbe  Flüssigkeit  WandfiSdl 
eines  und  desselben  festen  Körpers  immer  unter  demselben  Winkel, 
man  als  den  Randwinkel  bezeichnet,  schneiden  mufs. 

Die  Krümmung  der  Oberfläche  gegen  den  festen  Körper  hin  kam  1 
nicht  auf  das  letzte  Flüssigkeitselement  beschränken,  sie  mufs  vielmehri 
bis  zu  einem  gewissen  Abstände  von  der  Wandfläche  erstrecken,  der 
heblich  gröfser  ist  als  der  Radius  der  Wirkungssphäre.    Je  weiter  wir 
aber  von  der  Wand  entfernen,  um  so  mehr  mufs  der  Winkel  ^0"  sich  en 
Rechten  nähern,  die   Oberfläche   mui's  allmählich  in  die  ebene  flbeigeki 
Zunächst  erkennt  man,  dafs  mit  einer  Entfernung  von  der  Wand 
des  Radius  der  Wirkungssphäre  des  festen  Körpers  F^  kleiner  werden 
er  wird  aber  noch  nicht  in  einem  dem  Radius  der  Wirkungssphäre 
Abstände  zur  Null,  da,  wie  wir  sahen,  in  der  Nähe  der  festen  Wand 
Ändeinmg  in  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeiten  eintritt.    Die  in  der  DieUJi 
keit  geänderten  Flüssigkeitsschichten  wirken  aber  auf  die  in  der  Richl 
gegen  die  Flüssigkeiten  weiter  folgenden  in  demselben  Sinne  nur  schwicU 
ein  als  die  feste  Wand  auf  die  nächstliegenden,  deshalb  nimmt  der  ZiUI 
des  Ausdruckes  für  cos  ^  mit  Entfernung  von  der  Wand  stetig  ab.  V< 
da  ab,  wo  derselbe  gleich  Null  geworden  ist,  treten  wieder  die 
liehen  Gleichgewichtsbedingungen  der  Flüssigkeit  ein,  es  bleibt  nur  der 
der  Ebene  vorhandene  Normaldruck  übrig,   dem  die  elastische 
der  unter  der  Oberfläche  liegenden  Flüssigkeit  das  Gleichgewicht  hStt, 
Oberfläche  stellt  sich  wieder  normal  zu  den  wirksamen  Kräften. 

Der  Winkel  O  ist  ein  spitzer,  wenn  F^  positiv  ist,  wenn  also 
s'dmi]ichen  parallel  der  Wand  gerichteten  Kräfte  von  der  OberiUche 


Rand  Winkel. 


315 


l'iff.  100. 


it  nach  aafsen  gmclitot  sind^  es  ist  daö  stf?ts  der  Fall,  wenn  die 
{fceit  die  Wand  benetsst,  wie  wir  schon  darans  schliefsen  können,  dala 
i  dem  Falle  au  einer  vertikal  ans  der  Fllissigkeit  gezogenen  Wand 
^keit  mit  emporhoben  können.  Deshalb  sieht  man  auch  stets,  dafs 
ie  Wand  benetzende  Flüssigkeit  sich  an  der  Wand  emporzieht.  Die 
lebe  nimmt  die  Fig,  98  dargestellte  Gestalt  an. 
)er  Winkel  ^  ist  ein  stumpfer,  wenn  F^  negativ  ist,,  dm  heilst  wenn 
buchen  der  Wand  parallelen  Komponenten  der  Kräfte,  welche  wir 
fcongen  Zerlegung  erhalten^  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit,  in 
^^^^^■ko  nach  unten  gerichtet  sind.  Es  ist  das  dann  der  Fall, 
iJIHIIJHnicbt  von  der  Flüssigkeit  benf^tzt 
wenn  also  eine  in  die  Flüssigkeit  einge- 
e  vertikale  Wand  keine  Flüssigkeit  mit 
izuheben  imstande  ist.  In  dem  Falle,  z.  B, 
wir  Äne  Glaswand  in  Quecksilber  tauchen, 
wir  auch,  dafs  die  Oberfläche  in  der  Nähe 
'and  herabgedrückt  wird,  sie  nimmt  die  in 
lOO  dargestellte  Form  an,  sie  ist  in  der 
der  Wand  nach  aufsen  konvex  gekrümmt, 
e  hier  durchgeführten  Betrachtungen  zeigen, 
i  Äwei  Filllen  an  einer  festen  Wand  über- 
kein  Gleichgewichtszustand  eintreten  kann, 
ifa  erstens  wenn  i*"^  >  Fj ,  denn  in  dem  Falle 
in  wir  für  den  cos  d  einen  Wert,  der  gröfser 
k^  und  zweitens,  wenn  di*^  Summe  der  zur 
^fcmialen  Komponenten  negativ  ist,  die  "" 
Hpnde  Fy^  also  von  der  Wand  gegen  die  Flüssigkeit  gerichtet  ist*  Welche 
IRngen  dann  eintreten  mtisi^en,  werden  wir  später  kurz  besprechen. 
Venn  wir  der  einen  festen  Wand  in  einer  Flüssigkeit  eine  andere  in 
^hend  kleiner  Entfernung  gegenüberstellen,  oder  wenn  wir  in  die 
gkeit  eine  enge,  sogenannte  kapillare 
eintauchen,  so  muls  die  ganze  Ober- 
iai  Ixmem  gekrümmt  werden.  Wenn 
itlssigkeit  die  Wand  benetzt,  so  nrnfs 
da  in  der  Bohre  rings  an  der  Wand 
idehen  und  ein  Durchschnitt  durch  die 

tmuTs  die  Gestalt  MON  Fig,  101 
m.  Wird  die  Wand  von  der  Flüssig- 
benetzt, so  mufa  diese  rings  an  der 
bgedrückt  werden,  ©in  Durchschnitt 
,  die  Gestalt  Mi  O^N^  Fig.  101  B  im, 
^^^Hnen  von  kreisformigi?iii  Querschnitt  miifs  diese  Flüche  cinu  Ho- 
PmVwerdenj  da  dann  jeder  Durchschnitt  durch  die  Oberfläch©  der 
;lc«it  diedtflbe  Gestalt  haben  mufs,  Ist  der  Durchmesser  der  Röhre 
m  grofs,  so  ist  die  Fläche  sehr  nahe  eine  Kugelfläche,  wir  wollen  sie 
Segment  einer  solchen  betrachten  ^V 


Flg.  10  L. 
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Annahme  ist  strenge  genommen  nur  ffir  sehr  enge  K obren  gültig, 
lilarüber  auüer  Poüson  a»  a.  0.  Hagcn^  Poggcnd.  Ann.  Bd.  \A\\V  ^.  \. 
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Flg.  103, 


Wir  haben  bei  rler  Bi'stiramung  de^  Winkel»  %*>  erwühnt,  äüt 
Wirkimg  der  Öehwere  bei  Bt^trachtong  der  an  der  Wand  wirksaiiieü  h 
aaisev  Acht  gelassen  werden  kann.  Es  folgt  daraus,  dafs  der  als  ] 
Winkel  bezeichnete  Winkel  ^  bei  derselben  Flüssigkeit  und  derselben 
stanz  der  WandÜäche  auch  immer  derselbe  sein  miifs.  Wir  werden  a 
dafs  die  Erfiibnmg  diese  Folgerung^  bestätigt  M.  i^ 

Wir  wollen  den  konstunten  Kandwinkc4  stets  mit  ^,  seinenW 
Winkel,  wenn  wir  denselben  in  unsere  Gleichungen  einfuhren^  />uin  B 
schiede  mit  dem  grot'sen  griechischen  Buchstaben  S  bezeichnen,      ^m 

§  73.  ' 

Kiveauveränderuugen  in  kapillaren  E-öhren.  Da,  wie  w 
§  71  sahen ^  d^r  molekidare  Druek^  den  eine  Flüssigkeitsoberdache  ( 
die  Wirkung  der  FlttssigkeitsmolekUle  auf  öich  selbst  erfahrt»  vergeh 
ist  je  nach  der  Gestalt  der  Oberfläche,  so  folgt,  dai's  durch  die  Verfindi 
der  Oberfläiehe  das  Niveau  einer  Flüssigkeit  in  engen  Röhren  ein  andere: 
mul's  als  in  damit  kommunicierenden  weiten  Koliren  oder  tils  in  einem  i« 
mit  Flüssigkeit  gettlllten  GetÜfs,  in  welches  die  i:nge  Röhre  eingetaucl 
Beginnen  wir  mit  dem  Falle,  wo  die  Röhro  benetzt  wird,  die  Fli 
keitaobertläche  also  konkav  ist. 

Wenn  die  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  konkav  ist,  so  ist,  wi« 
sahen,   der  Druck,  den  die  Flüssigkeitshaut  nach  dem  Inneni  der  Fh 

keit  ausübt ,  kleiner  als 
ebenen  Flächen.  Wird  i 
in  eine  Flüssigkeitsmasse 
ebener  Oberfläche  J/^^(Fig. 
z.  B.  W^ asser,  eine  enge  Roh] 
stellt,  deren  Wände  benetzt 
den,  SU  ist  aiüserhalb  der  I 
der  vertikal  herabgebende  D 
der  aus  der  Schwere  der  Fit 
keit  und  dem  Normaldrud 
sammengesetztist,  gröfser  Q 
Innern  der  Röhre,  Ausw^n 
wenn  wir  mit  g  den  aas  der 
kling  der  Schwere  hervorg 
den  Druck  bezeichnen,  der 
tikal  abwärts  gehende  Druck  in  jedem  der  Einheit  gleichen  Stücke  der  < 
fläche  gleich  (j  -j-  K^  im  Innern  der  Röhre  aber  gleich  4j  -\-  K  —  q,  wen 

E,  Dtaains,  Ännalea  de  chim.  et  de  phys.  S.  S^rie.  T.  LL     Weriheim,  M 

de  chim,  et  de  phys.  3,  Serie.    T.  LXllL 

*)  Der  Sat«  voq  der  Konstanz  dea  Randwinkeb  wurde  zuerst  von  jH 
Young  lecturee  on  natural  philosophy  II  p»  685.  1807,  Young  works  I  p.  - 
fEncycL  Dritt.  1S16)  abgeleitet.  Man  sehe  Quincke ,  Annaleö  der  Physil 
Chemie,  neue  Folge,  Bd.  11,  p,  ui  ff.  Ähnlich  leitet  ihn  ab  MoiUier  C,  fi. 
p.  612.  In  anderer  Weise  gelangen  La  Place,  Theorie  capülaire  im  Sappl< 
»nm  10.  Buche  der  Mecanique  Celeste^  daraus  Gilbert,  Annalen  Bd.  X: 
/\jf*r*o»,  NoQTelle  throne  de  FAction  capillaire,  Paris  1831,  Gauss,  prii 
Kcnerftha  theonai?  figurae  ftuidorum  in  statu  aequilibrii.  Com.  aoc.  reg.  GOtl 
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nb**r?!äche'ttÄi>amiung  mit  q  bezeichnen.    Legen  wir  durch  die  Flüssigkeit 

i  Obflrtlflcho  pttrallelif*  Elienp  M' N'^  so  mufs  über  dieser  in  der  RÖhrc 

.  —  .gk^at  soviel  liöbor  Ät**h*^n   als  aiifserbHlb.   dafs  das  Gewicht  dör 

r  dem  Jlofsoren  Niveau  gehobenen  Flüssigkeit  gleich  ht  der  Difterenz 

leni    veHikal    abwHils   gerichteten   Drucke    in  einem  dein  Quer- 

Röhre  gleichen  Flfichenstiicke  des  äiiXöeren  ebenen  Niveaus  und 

m  der  Obertiüche  der  Flüssigkeit  im  Innern  der  Rühre.    Denn 

,  dafs  eine  d<^r  Schwere  unterworfene  Flüssigkeit  nur  danii  im 

-'ht  sein  kann,  wenn  der  Brack  in  allen  Punklen  einer  horizou- 

hl  derselbe  ist.     Denken  wir  uns  nun   in  r  ein  dem  Querschnül. 

»  gleiches  Flöchenstück,  so  ist  der  dr^rt  wirksame  Druck  ^  wenu 

git?tetadtig  mit  .»^  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  bezeichnen, 

hti  Punkte  h  senkrecht  unter  der  Röhre  wirkt  das  Gewicht  der  FlQssig- 
iHsÄule  hn  vom  Querschnitt  /',  das  Gewicht  des  Meniskus,  welcher  über 
'  durch  a  gelegten  Ebene  gehoben  ist,  dm  mit  m  bezeichnet  werde,  und 
Vf*rt.ikalkomponente  der  in  der  gekrOmraten  Fläche  wirkenden  Ober- 
rmnng.  Um  zuniiehst  die  letztere  zu  bestimmen,  denken  wir  ims 
Delement  df  in  der  Oberfläche,  welches  mit  der  Horizontalebene 
1  gi  bildet  Der  Normaldruck  in  diesem  Elemente  (K —  fj)t^f 
.  itu  nut  der  Vertikalen  denselben  Winkel  95,  und  die  vertikale  Kom- 
bi somit  I 
ct»^  qp  (K  —  fj)  df. 

C'Oft  9?  '  <lf  ist  nun  aber  die  horizontale  Projektion  des  Fluchenelemen- 
4f;  somit  ist  die  vertikale  Komponente  der  in  dem  Flächeuelement 
itendeu  Oberfläcbenspanaung  gleich  dem  Produkte  aus  dieser  Spannung 
die  horizontale  Projektion  des  Flächeueleiiients.  Was  für  dieses  Element 
,  gilt  für  alle;  somit  ist  die  vertikale  Komponente  der  OberMchen- 
imnng  einfach  gleich  {K  —  q)  -  f\  da  der  Querschnitt  der  Rölim  die 
ixontale  Projektion  der  Oberüäche  in  der  Rohre  ist 
Dpr  in  h  wirksame  Druck  ist  somit 

Ä^/'-a?;  +  m  +  (A' —  fj)^  f, 
dts  Bedingung  des  Gleichgewichtes  wird 

s  -  f  •  ah  -\-  m  ~\-  (K  ^  q)  ^  f  ^  s  -  f  -  cd  -j-  f  -  K 

a  *  f(ab  —  cd)  +  m  =^  q  *  /* 
Wird  die  Röhre  von  der  Flüssigkeit  nicht  benetzt,  tauchen  ^vir  2.  B. 
GliwrfShre  in  Quecksilber,  so  ist  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  der 
vptj.  I  Fig<   103),     Dadurch  ist  nach  dem  Frühem  der  vertikal  ab- 
^^'Ude  Druck  im  Innern  der  Röhre  gröfger  als  aufserhiilb^  und  es 
lelur^  dafs  deshalb  die  Höhe  der  Flüssigkeit  in  der  Röhre  kleiner  sein 
ftla  aufserhulb. 

In  ganz  gleicher  Wefso  wie  vorhin  folgt  dann  wieder,  dafs  der  Ge* 
itennterschied   der  Flüssigkeitssüulen  cd  -  s  -  f  imd  ab  *  s  -  f  -\-  m  der 
der  vertikalen  Dmcke  bei  a  und  d  gleich  sei;  es  raufs 

V »  f(ah  —  cd)  -f  m  =  —  qf.  1 
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Diese  Folge  rangen  lassen  sich   leicht   durch    clnn  Versuch 
Tanclien  wir  eine  enge  Glasröhre  in  eine  Flüssigkeit,  w 
wände  benetzt^  so  wird  im  Innern  derselben  die  Oberflärli  iil« 

konkav, ♦und  die  Fla«sigkfl 
hebt   sich    bedeutend    tlb- 
Niveau  der  S^nfsem  FlfJi 
ümgekehH    zeigt    - 
jiression  bei  konve:. 
beim  Eintauchen  einer  H^lbffl 
das  sie  nicht  benetzend«?  Qf 
Silber.  Man  kann  diese  Tb, 
>t^br  anschaulich  machen  hvii 
^v«'ndung    U' förmig     gelx»] 
Glasröhren  (Fig,  1 04 ),  deren 
Schenkel  sehr  weit,   der 
aber  sehr  eng  ist.    FUllt 
solches  Rohr  mit  Wasser,  so 
man,  wie  in  Fig.  104,  da(^  i 
Wasser  in  di?ni  engen  Schenkel  um  vieles  huher  steht  als  im  weiten,  wS 
die  Oberfläche   der  Flüssigkeit   in   dem  weiten  Bohre   eino   viel 
Krümmung  besitzt  als  in  dem  engen  Rohre.     Das  Umgekehrte  zeigt] 
wc^jm  man  in  dasselbe  Glasrohr  Quecksilber  giefst.     Bas  Quecksilber ' 
ibnin,  wie  Fig.  105,  im  engen  Rohre  viel  lieter  als  im  weiten  Rohr«». 

Durch  einen  andern  Versuch  kann  man  es  sehr   deutlich  bestilti 
dafs,  wie  wir  soeben  nachwiesen,  die  Erhebimg  der  Fll'i- 
^     ^^^       netzenden,  die  Depression  bei  u 
^H  ■       n    '^^^  ^^^  ^^^  Krümmung  der  Obertiüche  abh 
^■'1      11    int.    Versieht  man  ein  anderes  ÜefUfs  (Fig. 
^Il      1    ^^^^  '^i^^i'  engen  Röhre  a^  und  taucht  die 
^■fl      H    weit  in  Wasser,  dafs  das  untere  Ende  der  i 
^^H      I    Rubre  imter   die  Oberfläche   des  Wassers 
^^H      I    so  steigt  das  Wasser  bis  zu  einer  gewiss«>n 
^^H      I    über  dem  äuTäei-n  Niveau ;  zieht  man  nun  das  i 
^^H      I    aus  der  Flüssigkeit  allmählich  heraus,  so  moh] 
^^V      I    der  engen  Röhre  das  Wasser  Lmmei-fort  dio 
W^        M    über  dem  Niveau  des  Uursern  Wassers 
^^^^     weil,  wie  wir  sa^^en,   die  Höhe,    bis  zu   dfl»r 
Flüssigkeit  ansteigt,  proportional   ist   der 
die  Krümmung  der  Oberfläche  entstehenden  DruckditFerenz*     Und  duB  : 
selbst  der  Fall  sein,  wenn  ein  Teil  des  weiten  Gefafsee  aus  der  FlCI 
hei-vorragt.    Denn  der  Druck  in  b  hangt,  wie  wir  früher  sahen ^  nv 
von  der  Form  des  GefUfaes,  sondera  nur  von  der  Hube  ha  ^i^ 
über  b.    Wie  der  Versuch  zeigt,  kaim  man  aul"  diese  Weise  zi 
Flüssigkeitssäulen  heben.  • 

Taucht  man  dieses  GetVifs  umgekehrt,  wie  in  Fig.  107,  in  «^»u*  cki 
80  ist  die  Depression  ab  des  Quecksilbers  dieselbe,  als  wenn  man  tint- < 
röhre  von  der  Weit«  der  engen  angesetzten  Rubre  in  Queckiu)h«r  cintaud 
würde j  wie  es  nach  dem  Vo:"igen  djt»  Theorie  verlangt. 


Fig.  104, 


seiner  „Theorie 


Einen  nooh  evidenteren  Versuch   fUhrt  La  Place   in 
miilkire'^  an. 

Tantiht  man  ein  heberförmiges  Glasröhrclien,  wie  ABC  {Fig.  108), 
nkrecht  so  tief  in  Wasser,  dafs  der  kürzere  Schenkel  ganz  untergetancht 
,,  3<>  steigt  flas  Wasser  in  flem  lungern  Schenkel  bi.s  zn  biner  gewissen 
"ift  «  Ober  das  Niveau  der  liursem  Flüssigkeit  ÄJ.    Zieht  iiuin  nun  ilos 
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l'iK    108. 


Fig.   I«l, 


eben  herans,  so  bildet  sich  bei  Ä  ein  konvexer  Tropfen,  nnd  sofort 
man.  wie  die  Flüssigkeit  in  dem  längera  Schenkel  huher  steigt  bis  &, 
I  jetzt  in  der  konvexen  über  fläche  bei  A  der  vertikal  abwtlrts  gerichtete 
grufser   ist   als   vorher   in   der  ebenen 
iie    der    äufsem    Flüssigkeit.     Nimmt 
den  Tropfen  vorsichtig  fort,  so  wird 
vexität  bei  A  kleiner,  und  man  sieht 
ft,  dafs  dem  entsprechend  die  Flüssigkeit  in 
'Bakt;  hat  man  schliefslich  die  Begrenzungs- 
der  Flüssigkeit  in  A  durtrh  fortgesetzte 
ae  des  Tropfens  eben  gemacht,  so  ist 
der  Flüssigkeit  in  BC  wieder  ebenso, 
(war,  als  das  Röhrchen  in  das  Wasser 
ancht  war.    Wenn  man  dann  durch  v or- 
tiges Zulegen  von  Tröpfeben  in  A  die  frühere 
feiitÄt  wieder  herstellt,  so  steigt  auch  das  Wasser  in  ^C  wieder  zu 
BT  frühem  Höhe  an. 
Einen  jthnlichen  Versuch  gibt  La  Place  an,  um  zu  zeigen,  dafs  die 
cssion  und  Erhebung  der  Flüssigkeit  der  gleichen  Ursache  angehören, 
Giefst  man   in   eine   Glasröhre   (Fig.  109)|   bei   welcher   der   weitere 
kel  länger  ist  als  der  enge,  Alkohol,  so  wird  tunlichst  der  Alkohol  in 
gen  Schenkel  höhei'  stehen  als  im  weiten.    Durch  langsames  und  vor- 
Nachtröpfeln  von  Alkohol  bewirkt  man  nun,  dafs  die  Flüssigkeit 
engen  Schenkel  gerade  das  Ende  erreicht;  zunitehst  bleibt  die  Ober- 
konkav,  und  der  Alkohol  steht  im  weitem  Schenkel  gerade   soviel 
als  vorher.    Durch  weiteres  vorsichtiges  Nachtröpfeln  kann  man  dann 
rken,  dafs  die  Oberflllche  der  Flüssigkeit  bei  b  erst  eben,  dami  wie  bei 
vorigen  Versuche  ein  konvexer  Tropfen  wird.     Man  beobachtet  dann 
b,  dafs  bei  ebener  Begrenzung  in  h  die  Flüssigkeit  im  weiten  Schenkel 
die   gleiche  Höhe  hat  als  im  engen,   und   bei  konvexer,   dafs   die 
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fT 


Flüssigkeit  In  dem  weiten  viel  liöher  steht;   ein  Beweis,  dafs  die  Erhebmi 
oder  Depression  in  eiut^r  Rohre   nur   von    der  Gestalt  der  Oberflürbc 
somit  von  der  Überflik'hnnßpannung  abhüngt. 

§  74. 

Steighöhen  in  verscliiedeiien  Käumen.  Wir  gelangten  vorliiii 
dem  Resultat,  dals  in  <nner  kapillaren  Rölire  das  Ge^Wt-ht  der  gehobeM 
oder  deprimierten  Flüssigkeit  gleich  sein  mufs  der  Druckdifferem  in  «I 
gr^kiümmten  ObeHlticlit-  der  Flnssigkeü  im  Innfirn  der  Röhre  und  in  dna 
*leiii  Quersdiiiitt  der  Jirdire  gleiinht^n   FlärhenstÜcke  der  ebenen  überB3eli 

Helmlten  wir  die  vorhin  g^brantdite  Bezeichnung  bei  und   setzen  d 
Diliennu  ah  —  cd^  die  Steighohe  der  Flüssigkeit  gleich  hy  so  erhalten 
zwr  Bestimmung  derselben 

.^fh  -\-  m  =  +  qf^ 

wobei  zu  beachten  ist,  dats  q  die  mittlere  OberflJlchenspannung  der  flüssig 
Oberfläche  in  der  Rühre  ist,  das  heilst  die  OberHachenspannimg  ffer 
Einheit  der  Fläche,  vorausgesetzt,  dafs  dieselbe  an  allen  Punkten  der  Obe 
Üiicbe  die  glei«ihe  ist.  Wenn  wir  das  Vorzeichen  v«in  q  wie  im  §  71 
stimmen,  also  positiv  setzen,  wenn  die  Fläche  konvex  nach  anl'sen,  dageg 
negativ,  wenn  die  Flildie  nach  aufsen  konkav  ist,  können  wir  das  doppe 
Yorz-eielien  auf  der  rechten  Seite  fortlassen  und  scbreiben 

$fh  -j-  m  =  —  qf. 

Nehmen  wir  Rohren  von  kreisHtrungem  Querschnitt  und  solchem  Dnrt 
messer,  dilfB  die  DberfliU-he  im  Innern  derselben  ein  Kugel segment  ist, 
erhalten  wir  aus  der  allgemeinen  Gleichung  der  t,>berflächenspannung 


2  \M  ^  ii,h 


da  in  einer  Kugel  alle  Kr ümmnngsr adieu  und  an  allen  Stellen  gleich 
gleich  dem  Radius  q  der  Kugel  sind  , 

Jl 


.•fh  -f  ni  =  —         f 


(1) 


somit  filr  das  Gewicht  der  in  einer  solcben  Rohre  gehobenen  Flüssigkeit 

U 
9 

Das  Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit  hängt  somit  ab  von  d« 
Krümmungsradius  der  Fl II ssigkeits aberfläche  und  dem  Querschnitt  der  Rök 
Dieser  Krilmmangsradius  der  Flüssigkeitsoberfläche  Mst  sich  direkt  H 
dem  Radius  der  Röhre  bestimmen.  Ist  ab  (Fig.  1101  die  Röhre  und  tf 
die  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  o  der  Mittelpunkt  der  kugelförmigen  OU 
fläch f*  und  der  Radius  der  Röhre  gleich  r,  so  ist 


OK  ^  Q  ^ 


UV 

cos  OH V 


COB  ouv 


Legen  wir  nun  im  Punkte  u  an  die  Oberfläche   der  Flüssigkeit  eä 
ttte,  so  bildet  diese  mit  der  Röhrenwand  nach  der  Seite  der  Flttsa 
den  Winkel  ^,  welcher  für  dieselbe  Flüssigkeit  und  f^t  ddasä 
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il  der  Röhrenwand  konstant  ist,  'da  ^  der,  wie  wir  sahen,  unter  dieser 
setznng  konstante  Winkel  ist,  unter  welchem  die  Oberfläche  der 
keit  die  Wand  der  Röhre  sehneidet.  Da  nun  ou  senkrecht  zur 
ite  und  UV  senkrecht  zur  Röhrenwand  ua  in  u  ist,  so  folgt,  dafs  der 
viio  das  Supplement  von  0,  also  gleich  S  ist,  somit 


OM  =  9  = 


cos  S 


)tzen  wir  diesen  Ausdruck  in  die  oben  erhaltene  Gleichung  fllr  das 
t  der  gehobenen  Flüssigkeit  ein,  so  wird 


sfh  +  w  =  —  //•  cos  6  •     •  =H'Cos& 


(2). 


e  Gleichung  zeigt  umiiittelbar,  dafs,  wenn  der  Randwinkel  &  <  90°, 
ssigkeit  in  der  engen  S'öhre  höher  steht,  da  dann  cos  &  und  damit 
positiven  Wei*t  hat,  dafs  dagegen,  wenn  0  >  90°  eine  Depression 
.ssigkeit  stattfindet, 
i  der  Querschnitt  der  Röhre 


uch 


3  fh  -\-  m  =  H '  COS  &  "jt '  r , 


8  fh  -^  m 
2nr 


2 


cos  & 


(3). 


3r  Nenner  auf  der  linken  Seite  ist  der  innere  Um- 
>r  Röhre;  den  Quotienten  aus  dem  Gewichte  der 
len  Flüssigkeit  und  dem  Röhrenumfange  können 
nit  bezeichnen  als  das  von  der  Längeneinheit  der 
imgslinie  zwischen  Flüssigkeit  und  fester  Wand 
le  Flüssigkeitsgewicht,  und  gelangen  dann  zu  dem 
lafs  dieses  Gewicht  unabhängig  ist  von  der  Weite 
lire  und  nur  abhängt  von  der  Beschafl'enheit  der 
keit  und  derjenigen  der  festen  Wand,  da  die  Kon- 
//  und  ^  nur  von  dieser  abhängen, 
[vidieren  wir  die  Gleichung  (2)  durch  /*,  so  wird 

sh  -}-  -j-  =  II '  coüd^  ^   ; 

i   vorausgesetzten  engen  Röhren  können  wir   nun 
as  vernachlässigen  und  (abhalten- dann 


Fig.  110. 


das  Gewicht  des 


sh  =  II 


cos  &  — 
r 


h 


H 

8 


cos  d^ 


1  2  a     1 

-  -  =  ar  cos  d^  — 


H 


=  a^  setzen. 


rir,  nach  der  von  Poisson  eingeführten  Bezeichnung, 

3  folgt  also,  dafs  bei  hinreichend  engen  cylindrischen  Röhren  des- 
Materials die  Steighöhen  oder  Depressionen  einer  Flüssigkeit  dem 
)Bser  der  Röhren  umgekehrt  proportional  sind. 

unm,  Pbjdk.  X   4.  Aaß.  %1 
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Dieser  Satz,  den  schon  ältere  Physiker  aus  ihren  Beobachtnngea  ab* 
leiteten,  so  der  Jesuit  Honoratius  Fabrj^)uin  die  Mitte  des  17.  Jahrhnndoti, 
ist  in  neuerer  Zeit  durch  sehr  genaue  Beobachtungen  bestätigt  wordoi, 
zunächst  von  Gay-Lussac,  welcher  auf  Anregung  von  La  Place  VexsuitH 
zur  Prllfung  der  Theorie  anstellte^).  Die  Röhren,  welche  Gaj-Lussae  ai- 
wandte,  waren  sorgfältig  kalibriert  und  ihr  Durchmesser  aus  dem  Oewiekta 
eines  Quecksilberfadens  von  gemessener  Länge  folgendermafsen  bestimnl 
Ist  die  Länge  des  Quecksilberfadens  in  der  Röhre  gemessen  gleich  7,  du  • 
Gewicht  desselben  gleich  g^  das  specifische  Gewicht  des  Quecksilbers  gleich  i 
und  der  Radius  dor  Röhre  gleich  r,  so  ist 

g  =  r^nls 

r     n  1 8    ^ 

Die  Röhren,  in  welchen  die  Steighöhen  verglichen  wurden,  war« 
zugleich  in  einer  durchbohrten  Metallplatte  befestigt,  welche  auf  den  eben 
abgeschliffenen  Rand  eines  grofsen  Glasgefäfses  gelegt  vnirde.  Das  Geftfc 
konnte  durch  Stellschrauben  so  gerichtet  werden,  dafs  die  Ebene,  auf  der 
die  Metallplatte  lag,  genau  horizontal  und  somit  die  Röhren  genau  vertibl 
waren.  Niin  wurde  das  GefUfs  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  ge- 
füllt, die  Röhren  im  Innern  durch  mehrmaliges  Aufsaugen  der  Flüssigk^ 
vorsichtig  benetzt  und  dann  die  Höhe  der  Flüssigkeitssäulen  in  den  RnbreB 
gemessen. 

Die  von  Gay-Lussac  erhaltenen  Resultate  sind  folgende: 


Flüssigkeit 

Durchmesser  der 
Röhre  2-r 

Steighöhe  h 

2rh 

Wasser 

Alkohol  vom  specif. 
Gew.  0,8 190 

(1,294  Millim. 
11,903      „ 
(1,294      „ 
\  1,903      ,, 

23,379  Millim. 

15,903  „ 
9,398  „ 
6,389      „ 

30,262 
30,26^, 
12,164 
12,i:)8 

Man  sieht,  dafs  die  Werte  für  2rJi  bei  den  verschiedenen  Beobach- 
tungen fast  genau  dieselben  sind,  dafs  also  wirklieh  die  Steighöhen  dei 
Flüssigkeit  in  verschiedenen  Röhren  desselben  Materials  dem  Dnrchmessei 
der  Röhren  umgekehrt  proportional  sind. 

Dasselbe  Resultat  bestätigen  die  Versuche  von  Brunner *)^  Desains*), 
Bede  '*),  Simon  ^)  u.  a.  flir  Röhren,  deren  Querschnitte  hinreichend  klein  sind, 
so  dafs  die  Voraussetzung  einer  kugelförmigen  Oberfläche  erfüllt  ist. 

Die  für  das  Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit  erhaltene  Gleiehong 

shf-{'m  =  —  qf 

^)  Gehlers  physikalisches  Wörterbuch.    AHikcl  Eapillarität. 
*)  Gay-Lussac^  Versuche  in  La  Flace  Theorie  capiUaire.    Supplem.  au« 
10.  Buche  der  Mecanique  Celeste.     Gilberts  Annalen  Bd.  XXXIII.  p.  SIC  ff. 
^)  Brunner,  Poggendorffs  Annalen  Bd.  LXX. 
*)  E.  Desains,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  llf.  S^r.   T.  LI. 
'^)  Bede,  Memoires  couronnes  de  TAcademie  de  Bruzellea.   T.  XXX.  IMI. 
•*)  Simon  j  Ann.  de  chim.  et  de  phys.   III.  S^r.   T.  XXXII. 
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[Snnen  wir  immer  umnittelbar  anweüden,  wemi  in  kapillaren  Räumen  die 
Crfimmimg  der  Oberfläche  und  damit  die  Oberflächenspannung  an  allen 
Itellen  dieselbe  ist;  es  ist  das  z.  B.  auch  der  Fall  zwischen  zwei  einander 
»br  nahe  gegenüber  gestellten  parallelen  Platten.  Dort  ist  die  Flüssigkeits- 
berfläche  ein  Teil  einer  Cy linderfläche,  indem  nach  der  einen  Richtung 
in  die  Flüssigkeit  gar  keine  Begrenzung  hat.  Ein  durch  die  Flüssigkeits- 
)erfläche  parallel  den  Platten  gelegter  Schnitt  schneidet  die  Oberfläche 
»nnach  in  einer  geraden  Linie,  der  Krümmungsradius  dieses  Schnittes  ist 
lendlich  grofs.  Ein  senkrecht  zu  den  Platten  gelegter  Schnitt  schneidet 
B  Oberfläche  dagegen  in  einem  Kreisbogen,  dessen  Radius  q  sei.  Die 
eichung  für  die  Oberflächenspannung 


«=?(-i  +  ir) 


it  daher  in  diesen  Fällen  über  in 


3  = 


H 


2    *  7' 

Ist  nun  (Fig.  111)  aZ»  ein  Durchschnitt  senkrecht  zur  Ebene  der  Platten, 
=  ou  =  ^  der  Krümmtmgsradius  des  Schnittes,  d  der  Abstand  der 
ktten,  so  erhalten  wir  auch  hier  wieder 

UV  d 

9- 


cos  ouv 


<?  =  —  If  •  cos  ö 


2  .  cos  O 
d  d 


\  das  Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit  wird 


shf  -^^  m 


H  cos  ^  -^ 


Nehmen   wir  ein   Stück   von   der   Länge   ?,   so   ist   l 
n    Querschnitt    des    auf   dieser  Länge    zwischen    den 
Ltten  eingeschlossenen  Raumes,  und  es  wird 


=  f  gleich 

Fig.  111. 


21 


—  •  cos  9. 


Da  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  jede  der  beiden 
ltten  in  der  Länge  l  berührt,  bedeutet  die  linke  Seite 
r  Gleichung  wieder  das  Gewicht  der  an  der  Längen- 
iheit  der  Berührungslinie  gehobenen  Flüssigkeit;  es 
fibt  sich  fllr  diese  somit  derselbe  Wert  wie  in  kapil- 
«n  Röhren,  der  nur  von  der  Beschafl'enheit  der  Flüssig- 
st und  der  festen  Wand  abhängt. 

Für  die  Steighöhe  h  erhalten  wir 

Ä  +  J?L  =  ^ 

■       8  8 

üin   ftr  hinreichend  kleine  Werte  von  d  das  Gewicht  m  des  Meniskus 
foer  Acht  gelassen  werden  kann. 

Die  Steighöhe  zwischen  zwei  parallelen  Platten  ist  sonach  umgekehrt. 
Dportional  dem  Abstände  der  beiden  Platten;  oder  die  Ste\gV<S\\e  7.'N\^e\ienLV 


cos  0 


1  8  *v     1 

,  =  ar  cosO  -j- 
d  d 


324 


Steigliöhen  in  veracliledenen  lläumaiL 


iT4 


liarallHlnn  Flutlen  ist  lialb  su  gn^ls  als  in  Rohren  gkaclien  DiirclimeBsers. 
l)er  Yersech  bestätiget  rlies;  denn  Gay-Lnssac  fand  bei  den  srbon  voi'hiii 
erwUlintt^n  Messungen  ftir  fin^n  Abstund  der  Platten  von  l,0ri9  Millimeter 
die  Steigbohe  des  Wassers  gleich  13,574  Milliintfter,  woran»  das  Prodokl 
(Jk  ^  14,^)124  Rieb  ergibt,  welcbes  mir  wenig  von  der  Hälfte  des  Wertes 
von  2rh  =  30,262  abweicbt. 

Ist  die  Krümmung  der  ObertlUcbe  in  einem  Räume  nicbt  an  alleu  Stellen 
dieselbe,  so  Ulfst  sieb  das  Gewiebt  der  ganzen . gehobenen  Flüssigkeit  iiicht 
so  oinfat*h  bereelmen,  wohl  aber  die  Steighöhe  an  irgend  einer  Stelle  dieses 
Rammes,  iJenn  ist  für  irgend  ein  Fliicbeneleuient  r//'der  grrdste  Krüminniig^- 
radins  /?,  der  kleinste  li^^  90  gilt  filr  dieses  mimittelbar  die  §  73  abgeleitete 
Gleichung 

Ja,  wenn  wir  das  Flitehenelement  uns  unendlich  klein  denken,  dtis  O^wiclt  ] 
des  Meniskus  gleich  NuU  ist;  es  ergibt  sich  daraus 


sh 


-  f  (ä  +  ir)      ''  =  -  "a- (i  +  i;)- 


Man  kann  hiernach  z.  B.  sehr  leicht  die  Steigh^Uien  an   den  vei-st-hic* 
denen  Htellen  des  Zwischenraumes  zwischen  zwei  Platten  erhalten,  welcli* 
(wie  Fig*  112)  so  aufgestellt  sind,  dafs  sie  sich  in  einer  vertikalen  LiniP  ' 
srbneiden,   so   dats  also   ihre  einander  zugewsuidten  Flilchen  mit  einandet 

einen    sehr    kleinen    Winkel    bildim. 
^^^'  "*'  Bezeichnen  wir  den  Al>stand  a  eines 

Funkios  in  der  Halbierung  sehen«*  des 
Winkels  von  dem  Scheitel  des  Win- 
kels mit  .r,  so  ist  der  Abstand  /  der  | 
Platten  in  diesem  Punkte 

wenn  e  eine  Konstante  bedeutet^  den*fl  ^ 
Wert  von  der  Neigimg  der  Plutkn 
gegen  einander  abbilngt.  Da  wir  dea 
Winkel,  den  die  Platten  bilden,  als 
klein  voraussetzen,  so  ist  der  Abstand  der  Platten  überall  so  klein,  dafs  | 
wir  den  senkrecht  zur  Halbierungsebene  des  Winkels  durch  die  liberHö^^li* 
geführten  8chnitt  als  einen  Kreisbogen  ansehen  dürfen,  dessen  Radius  daüUj 
gerade  wie  bei  parallel  gestellten  Platten  gegeben  ist  durch 
d  cm  ex 


Ilij:  -     :l__^i;.^ 


Q  = 


2  cos  0 


2  coa  0 


2  coa  4^ 


Dieser  Krümmimgsradius  ist  überall  der  kleinste;  die  HalbierungsebfliM  1 
d<*s  Winkels  schneidet  die  Oberrtäche  nach  der  schwächsten  KrllnTmüi^tl 
deren  Radius  ein  überall  so  grofser  ist,  dafs  wir  seinen  reciin^oken  Worlj 
gegenüber  dem  reci|)iv>ken  Wert  des  eben  bestimmten  kleinsten  Knimnnmgs-j 
radiuH  venuichlassigen  <lürfen.  Dami  ergibt  sich  für  die  Hrdie  h  in  einert 
Abstiinde  x  von  der  Schnittlinie  der  Platten 
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Fig.  113. 


Es  ergibt  sich  somit,  dafs  die  Steighöhen  der  Entfernung  des  betrach- 
ten Punktes  a  von  dem  Scheitel  des  Winkels  umgekehrt  proportional  sind, 
ier  dafs  die  Halbierungsebene  des  Winkels  die  Oberfläche  in  einer  gleich- 
itigen  Hyperbel  schneidet,  deren  Asymptoten  die  Vertikale,  in  welcher 
e  Innenseiten  der  Platten  sich  schneiden,  und  die  Horizontale  sind,  welche 
.  der  Halbierungsebene  der  Winkel  liegt.    Denn  es  werden 

für  X  =  0         h  =  oo         und  für  Ä  =  0         a;  =  cx) . 

Eine  Messung  der  zusammengehörigen  Werte  von  h  und  x  bei  der 
ig.  112  darffestellten  Zusammenstellung  bestätigt  diese  Folgerung. 

In  ähnlicner  Weise  können  wir  die  Steighöhe  an  einer  vertikalen  ebenen 
^and,  die  Gestalt  der  Oberfläche  der  an  der  Wand  emporgehobenen  Flüssig- 
jit  und  das  Gewicht  dieser  Flüssigkeit  er- 
klten.  Sei  Fig.  113  AB  ein  Durchschnitt 
T  vertikalen  ebenen  Wand,  und  CB  ein 
ctrchschnitt  durch  die  Oberfläche  der  an 
r  Wand  emporgezogenen  Flüssigkeit.  Die 
eighöhe  h  der  Flüssigkeit  in  einem  Punkte  ß 
ist  dann  «s 

Ist  die  Wand  eben,  so  schneidet  ein 
r  Wand  parallel  geführter  Schnitt  die 
»erfläche  in  einer  geraden  Linie,  der  Krüm- 
tngsradius  dieses  Schnittes  ist  also  im- 
dlich  gi'ofs,  sein  reciproker  Wert  somit 
?ich  Null.  Wir  erhalten  daher  für  die 
jighöhe  im  Punkte  P,  wenn  wir  den  Krümmungsradius  des  Schnittes  CB 
Punkte  P  mit  q  bezeichnen. 

Beziehen  wir  die  Schnittkurve  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
stem,  dessen  Anfangspunkt  im  Punkte  0  liegt,  wo  die  passend  verlängerte 
rizontale  Flüssigkeitsfläche  die  Wand  schneiden  würde,  und  dessen  Axen 
e  horizontale  OB  und  die  vertikale  OA  sind,  so  würden  wir  die  Gestalt 
s  Schnittes  CB  und  damit  die  der  flüssigen  Oberfläche  erhalten,  wenn 
ir  den  Krümmungsradius  der  Schnittkurve  im  Punkte  P  durch  die  Ko- 
^inaten  dieses  Punktes  Pp  =  h  und  pO  =  x  ausdrücken  würden.  Die 
urehführung  dieser  Rechnung  ist  aber  ohne  ausgedehnte  Anwendung  der 
Jhem  Analysis  nicht  möglich;  wir  begnügen  uns  deshalb  damit,  die  Steig- 
Hhe  in  einer  etwas  andern  Weise  auszudrücken,  welche  ims- gestattet,  die 
ieighöhe  im  Punkte  C,  wo  die  Sehnittkurve  die  Wand  schneidet,  imd  das 
ewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit  zu  berechnen. 

Wir  drücken  zu  dem  Ende  den  Krümmungsradius  q  aus  durch  den 
^inkel  %,  welchen  die  im  Pimkte  P  an  die  Schnittkurve  gelegte  Tangente 
tmit  der  Axe  OA  bildet,  also  durch  den  Winkel  TSO,  Für  ein  un- 
dlich  kleines  zwischen  den  Punkten  P  und  P^  gelegenes  Stück  ds  de? 
hnittkurve  fällt  dieselbe  mit  dem  an  P  gelegten  Krümmungskreise  zu 
mmen.    Ist  also  M  der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises,  und  beiibv^Votf 


B 
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wir  den  Winkel  PMP^^  den  die  beiden  von  M  nach  P  und  P^  gezogenen 
Radien  mit  einander  bilden,  mit  (ir,  so  ist 

ds  =  Q  •  dt 
ds 

Legen  wir  nun  in  dem  Punkte  Pj  die  Tangente  S^T^  an  die  Schnitt- 
kurve,  so  ist,  da  die  Tangenten  eines  Kreises  zu  den  Radien  senkrecht  sinl, 
der  Winkel  dr,  den  die  beiden  Radien  mit  einander  bilden,  gleich  dea, 
welchen  die  beiden  Tangenten  mit  einander  bilden.  Dieser  Wiiücel  ist  aber 
gleich  der  Zunahme,  welche  der  Winkel  %  erf&hrt,  welchen  die  Tangeda 
ST  mit  OÄ  bildet,  wenn  dieselbe  anstatt  an  den  Punkt  P  an  den  folgoitai 
Punkt  Pj  gelegt  wird.  Denn  der  Winkel  TiS^O  =^  %  -{-  dx  ist  Anta- 
winkel  des  von  den  beiden  Tangenten  gebildeten  Dreiecks;  der  eine  Gtgar 
Winkel  ist  2' SO  =  %,  der  andere  der  Winkel  rfr,  welchen  die  beiden  Tango- 
ten  mit  einander  bilden.    Damach  ist 

dz  =  dx, 
somit 

ds 
'^   dx   • 

Ziehen  wir  nun  von  dem  Pimkte  P^  die  Senkrechte  P^q  auf  die  Ordinate 
Pp^  so  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  PP^q  der  Winkel  qPP^  =x, 
somit 

Pq 
"PP,   =cosx. 

Pq  ist  die  Änderung  der  Steighöhe  Ä,  wenn  wir  in  der  Scbnittkorve 
von  einem  Punkte  zu  dem  nächstfolgenden  übergehen.  Setzen  wir  diese 
Ändei-ung  gleich  d/*,  so  wird,  da  PPy^  =  ds^ 

dh  ,  dh 

-5—  =  cos  y :  ((5  = • 

ds  ^ '  C08  ;f 

Damit  wird  dann 


und 
oder 


^ dh 

^         cosxdi 

__  tt«        coBjdx 


2//  •  dh  =  —  a^  cos  x  ^Z-  • 

Da  sich  nun  h  um  dh  ändert,  wenn  sich  x  ^^  ^%  ändert,  so  folgt  am  1 
dieser  Gleichung  nach  schon  mehrfach  benutzten  Sätzen  der  Einleitui^  und  \ 
den  Regeln  E  1  und  E  4  ■ 

h^  =  C  —  a^  '  sin  x- 

Die  Konstante  C  bestimmt  sich,  wenn  wir  beachten,  dafs  dort,  wo  dit] 
Flüssigkeit  horizontal,  somit  x  '^  ^^^  ist,  die  Steighöhe  ft  »>  0  ist,  soflötj 

0  =  0- a«;       C=a*  1 

Damit  wird  ! 

7*^  =  a^  (1  —  sin  x\ 
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Fn  dem  Punkte  (7,  in  welchem  die  Schnittkurve  die  Wand  schneidet, 
ii  der  Winkel  %  gleich  dem  Winkel  ^;  dort  wird  somit  die  Steighöhe  h^^ 


Ay  =  a  .  yi  —  sin  0  =  ]/^^  (1  —  sin^). 

Die  Steighöhe  hängt  also  nur  ab  von  der  Beschaifenheit  der  Flüssig- 
eit  und  der  festen  Wand. 

Das  Volumen  der  an  einer  Wandstrecke  von  der  Länge  l  gehobenen 
Ifissigkeit  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Fläche  CBO  mit  der  Länge  l  mul- 
plicieren.  Die  Fläche  CBO  ist  gleich  der  Summe  aller  der  unendlich 
leinen  Vierecke  PpPiP^  in  welche  wir  die  Fläche  zerlegen,  wenn  wir 
38  Ton  allen  Punkten  P  der  Kurve  die  Ordinaten  Pp  gezogen  denken, 
ennen  wir  die  Abstände  dieser  Ordinaten  dx^  so  ist  h  -  dx  der  Flächen- 
halt eines  jeden  solchen  Vierecks,  und  die  Summe  aller  Produkte  hdx^ 
?im  h  von  Jiq  dem  Werte  an  der  Wand  bis  zu  Null  abnimmt,  liefert  uns 
nn  die  ganze  Fläche.  Ersetzen  wir  in  dem  Produkte  hdx^  h  durch  den 
s  der  Gleichung 

,  «*  dz 

h  =  —     ,    •  cos  Y    .-- 

2  ^  dh 

h  ergebenden  Wert,  so  wird 

_      ,  a*  j        dx 

h'dx  =  —  ^    'cosx'ch'    ^j- 

In  diesem  Ausdrucke  ist  unter  Beachtung,  dafs  mit  wachsendem  x  die 
he  h  kleiner  wird,  ftlr  ein  positives  dx  also  dh  negativ  ist, 

dx         qP^ 

lit  wird 

hdx  =  -^-  '  cos  ;^  •  tang  %  -  dj  =  "g-  ^inxdx, 

\  die  Fläche  CI)0  wird 

n 


CTDO  =y  "J   sin  zrfz. 


dem  Werte  x  =  0  oder  h  =  h^  der  Wert  %=  ^  und  dem  Werte  h  =  0 
Wert  X  ==  -Q-  =  00^  entspricht.    Die  Summe  wird  nach  E  VIIl  und  E3 

CDO  =  —  -^  (cos  90^  —  cos  o|  ==  "^'  •  cos  ^. 

Das  für  die  Länge  /  gehobene  Volumen  (.'rhalten  wir,  wenn  wir  diesig 
4:he  mit  l  multiplicieren,  und  das  Gewicht,  wenn  wir  das  Volumen  mit 
Dichtigkeit  s  der  Flüssigkeit  multiplicieren.    Das  lUr  die  Längeneinheit 
lobene  Flüssigkeitsgewicht  wird  demnach 

G  =  — ^  •  cos  ^  =  — -  •  cos  9. 


3^8 


Tropfen  uuf  horizontaler  Ebene. 


§T5J 


Wir  gelungen  lüm  auch  hier  zu  demselben  Resultat,  tlaüs  das  (t^^wioh 
der  an  der  Längeneinheit  gehiibenen  Flüssigkeit  nur  von  den  beiden  Koa-! 
sttmien  //  und  &  abhängig  ist,  ein  ÖatZj  der  ganz  allgemein  gilt^   welch(?i| 
auch  die  Gestalt  des  Raumes  ist,  in  weleliem  die  Fltlssigkeit  emporsteigt 


S  75. 

Bildmig   von   Tropfen  auf  horizontaler  Ebene.      Wenn  man  an 
eine  horizontale  Ebene  eine  PlÜÄsigkeit  raögUehst  langsam  auffliefsen  l&^l 
«o  sammelt  sich   dieselbe  auf  der  Ebene  in   Form   von  Tropfen  an,  den 
Oestcilt  ebenfalls  dnreh  die  Kolillsion  der  Fldssigkeit  und  ihre  Adhäsion  ; 
der  Substanz  der  Unterlage  bedingt  i^^t.    Znnitchsi  erkennt  man  leicht, 
ein   solcher  Trc^pfen   durch    der    Ebene  parallele   Bchnitte   in   Kreis^^n 
schnitten  werden  muls,  dals  also  seine  Oberfläche  eine  Rotationsfläche  seil 
nuiCs;  denn  auch  bei  dein  Tropfen  ist  die  Bedingung  des  nieichgewicbtesj 
j,.     jjj  dafs  in  allen  Pimkt/'al 

der  Oberfläche  die  nor- 
mal zu  derselben  m 
innen  und  nach  aufseii 
gerichteten  Kräfte  ejn-l 
ander    das    Gleich 
wicht   halten  mft 
Denken  wir  uns 
durch    einen   Tm 
I^Fig,    114)    eine 
der  Unterlage  Ä  B  \ 
^  i  j  rallele  Ebene  WHl 

__  _^^    /     ■ .i     -^  _,    J      ,  legt,     so    ist    in 

^        ^\  ^  »    Punkten     der    Obei 

fllkdie^  welche  von  dem  Schnitte  getroffen  werden,  der  von  innen  nach  anlk'B 
gerichtete    Druck    überall    derselbe   und  zwar   gleich    dem    Gewicht^e  eiiit'f 
FlUssigkeitssiiule,  deren  Höhe  gleich  ist  dem  Abstände  des  höchsten  Pn 
C  des  Tropfens  von  der  Ebene  MJs,    Es  mufs  deshalb  auch  in  allen  Pa 
des  Schnittes  der  normal  nach  innen  gehende  Druck  derselbe,  oder  es  ] 
die  Oberflilcho  in  allen  Punkten  des  Schnittes  3/^V  gleich  gekrtimmt 
Das  ist  aber  nur  der  Fall,  wenn  die  Flüche  eine  Rotationsflüehe  ist,  den 
Axa  durch  den  Scheitel  C  des  Tropfens  geht. 

Zur  Untersuchung  der  Gestalt  des  Tropfens  genügt   es   deshalb, 
Gestalt  einer  durch  die  Axo  CÜ  des  Tropfens  gelegten  Sehnittkurve  zu  1 
stimmen. 

Wir  gelangen  dazu  in  folgender  Weise.  Der  im  Punkte  M  gegen  dl 
Innere  des  Tropfens  gerichtete  Normaldruck  ist  bezogen  auf  die  Fiäehefl 
tjinheit 


^-^•+?a+i.)- 


Diesem  Drucke  hlllt  der   an  derselben  Steüe  von  innen  nach  aufs( 
■  irenchtete  Druck  das  Gleichgewicht,  der  sich  zusammensetzt  aus  dem  Noi 
'"k  in  dem  höchsten  Punkte  des  Tropfens  und  dum  Gewichte  ein 
'ilssftttle,   deren   Querschnitt    der    Flächeneinheit  gleich    ist, 
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ireii  Höhe  gleich  ist  dem  vertikalen  Abstände  h  des  höchsten  Punktes  des 
ropfens  von  dem  Punkte  M, 

Ist  der  Tropfen  nicht  zu  klein,  so  ist  im  Punkte  C  die  Oberflache  des 
ropfens,  eine  horizontale  Ebene ;  der  Normaldruck  ist  somit  gleich  K,  Ist 
e  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  gleich  5,  so  ist  der  von  innen  nach  aufsen 
»richtete  Druck 

Damit  wird  die  die  Gestalt  der  Oberfläche  liefenide  Gleichgewichts- 
dingung 

^**  =  4-(i  +  Ä.)- 

Ist  die  Tropfengröfse  ziemlich  beträchtlich,  so  kann  man  den  reci- 
oken  Wert  des  Krümmungsradius  jenes  Schnittes,  den  wir  in  M  senkrecht 
.  dem  Schnitte  MC  NB  legen,  vernachlässigen;  bezeichnen  wir  dann  den 
rflmmnngsradius  des  Schnittes  MCND  im  Punkte  M  mit  ^,  so  wird  dio 
ieichgewichtsbedingung 

Ä  •  .9  =  -        • 

2  Q 

Wir  können  nun,  gei'ade  so  wie  im  vorigen  Paragraphen,  den  Wert 
n  Q  durch  ä,  den  Winkel  9,  welchen  die  in  M  sji  den  Schnitt  gelegte 
ingente  mit  der  Horizontalen  bildet,  und  den  Zuwachs,  welchen  dieser 
mkel  9  erfährt,  wenn  wir  vom  Punkte  M  zu  dem  nachfolgenden  Punkte 
des  Schnitts  übergehen,  dessen  Tiefe  unterhalb  der  an  C  gelegten  Tan- 
nte  h  -f-  f^''  ist,  ausdrücken.  Ist  nämlich  die  Länge  des  Elementes  Mm 
sich  (Is^  und  der  Winkel,  den  die  beiden  nach  M  und  m  gezogenen  Krüm- 
mgsradien  im  Krümmungsmittelpunkte  mit  einander  bilden,  rfr,  so  ist 
nächst  wieder 

ds  =  Q  dz. 

Nun  ist  dt  gleich  dem  Winkel,  den  die  beiden  Tangenten  A  T  und  A^  7\ 
t  einander  bilden,  von  denen  die  erste  im  Punkte  üf,  die  zweite  im 
nkte  m  an  den  Schnitt  gelegt  ist.  Dieser  AVinkel  ist  aber  gleich  dorn 
wachs  dg>  des  Winkels  9,  den  die  Tangente  mit  der  Horizontalen  bildet. 
mnach  ist 

ds  =  Qd(p, 

Andererseits  ist  aber 

nit  ist 
d 


dh 

ds 

=  sin  g?; 

1 

sin  cp  d^) 

Q    ~ 

dh 

2h  dh  =  —  •  sin  9  dtp. 


Daraus  ergibt  sich  aber 


Ä*  =  —  —  •  CO8  9 
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Zur  Bestimmung  der  Konstanten  erhalten  wir,  da  fUr  den  ob 
Punkt  des  Tropfens,  für  welchen  h  =  0  ist,  auch  der  Winkel  9  gl< 
wird,  da  die  in  0  an  den  Schnitt  gelegte  Tangente  horizontal  ist, 

0  = 1-  const. 

8      ' 

=  const. , 
8  ' 

somit 

Ji^  =  —  (1  —  cos  (p). 

Um  die  Höhe  des  ganzen  Tropfens  zu  erhalten,  müssen  wir  für 
Winkel  einsetzen,  unter  welchem  der  Schnitt  des  Tropfens  die  horiz 
Fläche  schneidet.     Nach  §  72  ist  der  Winkel,  unter  welchem  eine  FI 
keit  die  feste  Wand  schneidet,  immer  derselbe  Bandwinkel  O,  dort  ? 
Tropfen  die  Ebene  schneidet  ist  demnach 

somit  wird  die  Höhe  T  des  Tropfens  gegeben  durch 

T«  =  -^  (1  -  cos  ^). 

Für  Flüssigkeiten,  welche  die  Wand  benetzen,  ist  der  Winkel  0 
kleiner  als  90®,  da  diese  Flüssigkeiten  an  einer  vertikalen  Wand  ein 
kave  Oberfläche  bilden;  es  ist  deshalb  cos  0  positiv,  somit 


.<V|. 


Bei  Flüssigkeiten,  welche  die  Unterlage  nicht  benetzen,  die  a 
einer  vei-tikalen  Wand  eine  nach  oben  konvexe  Oberfläche  bilden, 
gröi'ser  als  90®,  somit  cos  &  negativ  und 

Da  nun  bei  solchen  Tropfen  der  Winkel  9,  welcher  an  der  Kup 
Tropfens  gleich  Null  ist,  stetig,  wenn  man  auf  die  Schnittkurve  1 
Basis  des  Tropfens  fortschreitet,  bis  zu  dem  Werte  9  =  ^  >  90®  1 
so  mufs  an  einer  Stelle  der  Schnittkurve  q)  =  90®  werden,  also  die  Ta 
senkrecht  stehen.  An  dieser  Stelle  hat  somit  der  Tropfen  seinen  g 
Durchmesser.  Nennen  wir  den  vertikalen  Abstand  dieser  Stelle  v 
Tropfenkuppe  #,  so  ist  dort 


/ 


Aus  den  Werten  von  T  und  t  erhält  man  somit 
T^  =  /*  (1  -  cos  &) 

cos  ^  =  1 TT  ' 


Tropfen  und  Blasen. 
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Die  Beobachtung  der  Höhen  T  des  ganzen  Tropfens  und  t  des  Abstandes 
:  Stelle,  an  welcher  der  Tropfen  den  gröfsten  Durchmesser  hat,  von  der 
ippe  des  Tropfens,  liefert  also  direkt  und  getrennt  von  einander  die 
srte  der  Gröfse  a  und  des  Winkels  ^,  wenn  die  Flüssigkeiten  die  Wand 
^t  benetzen. 

Dasselbe,  was  Tropfen  fttr  ^'*«-  "5. 

:ht  benetzende  Flüssigkeiten 
ben,  liefern  uns  Luftblasen, 
liehe  wir  unter  einer  ebenen 
rizontalen  Fläche  in  einer  be- 
tenden Flüssigkeit  bilden.  Ist 
9  (Fig.  115)  etwa  eine  Glas- 
^Im,  welche  auf  Wasser  sich  be- 
jjbi,  und  bringen  wir  eine  Luft- 
He  unter  die  Fläche,  so  mufs 
Me  Luftblase  dieselbe  Gestalt 
nehmen,  welche  ein  die  ünter- 
(B  nicht  benetzender  Tropfen 
nimmt,  wie  eine  der  im  Beginne 
I0es  Paragraphen  gemachten  ganz  gleiche  Überlegung  ergibt.  Die  Gleich- 
irichtsbedingung  ftir  die  Oberfläche  ergibt  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise, 
i  Punkte  M  ist  der  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  gerichtete  Normaldruck 


'-^-?(i+i)' 


In  dem  tiefsten  Punkte  C  der  Blase  ist  der  Normaldruck,  wenn  die 
ise  nicht  zu  klein  ist,  gleich  K\  bezeichnen  wir  die  vertikale  Erhebung 
I  Punktes  M  über  C  mit  h  und  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  mit  5,  so 
uien  wir  diesen  Druck  K  gleich  setzen 

der  Druck  in  V  um  das  Gewicht  der  Fltissigkeitssäule  von  der  Höhe  U 
Ifser  sein  mufs  als  in  dem  um  h  höher  liegenden  Punkte  M,  Diese  bei- 
1  Gleichungen  liefern  dann,  genau  wie  bei  dem  Tropfen, 


'••*  =  -f  (1+i.) 


Drücken    wir    den   Krümmungsradius    q    wieder    durch    den    Winkel 
ID  =  q>  aus,  so  wird  ganz  in  derselben  W^eise  wie  vorhin 


Ä^ 


H 


-  •  cos  (p  +  const. 


Dort  wo  die  Grenzfläche  der  Blase  die  Platte  AB  schneidet,  wird  cp 
ich  dem  Winkel  6,  also  in  diesem  Falle  gleich  dem  Supplement  des 
idwinkels  ^.  Für  den  tiefsten  Punkt  C  der  Blase  wird  h  =  i)  und 
idizeitig  q>  =^  0  cos  9=1. 

Demnach  ist  auch  jetzt 
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Daran ä  ergibt  sich 

Da  iVw  Wan*l  «1fr  Ülas*^  ilit^  PUlclie  A  H  unter  dem  Winkel 
so  wirtl  die  Hühtj  T  der  Blase 

'I^  =  ~[\  —  cos  (^)  =  ^  (1  +  cos  %\ 

Aji  der  8ttdle  düs  ^Tnist-i^n  DurclimeHsers  wird  <]p  =  S>1>";  eo 
Nennen  wk  den  vertikalen  Abstand  dieser  Stelle  von  der  Kuppe  de] 
so  ist 

somit 

-^  =  1  -f  COS  {^  =  2  cos*— 

cos  "-  =  — i--—  • 


Wie    den  mach    aus   der    Jteobaclitiwg  von  Tropfen  der  FliisHiglC' 
welelie  die  Unterlage  nicht  benetzen,  kann  aus  der  Beobachtung  von 
blasen  zwischen   einer   Ebene   und   einer  dieselbe   benetzenden    Flttssi 
jede  der  t?rofseu  //  und  -ö"  gesondert  bestimmt  werden. 


8  70, 


4 


Kapillaritätskonstanteu.  Die  in  den  letzten  Paragraphen  dargi 
l'heorie  der  Käpillarerscheiunngen  zeigt,  dals  dieselben  wesentlich  voi 
Grofsen  «^  und  %  abhängig  sind,  von  denen  die  erstere,  oder  genau« 
Produkt   derselben  in  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,    die  Grofse  Q 

,ilals  tl^r  die  Kollusion  dieser  Flüssigkeit  ist,   da  sie  ims  die  Oberflä 
pannimg  in  der  Flächeneinheit  einer  KugelHäche  gibt,  deren  Kadiii 

'Einheit  gleieb  ist;  wührend  die  andere  Grölse,  der  Winkel  9^,  von  dem 
hältnisse  der  Adhilsion  der  FlHssigkeit  an  die  feste  Wand  und  der  Koh 
der  P'lftssigkeiten  abhilngig  ist.  Die  Bestimmung  dieser  Konstanten  ai) 
verschiedenen  kapillaren  Erscheinungen  ist  deshalb  gleichzeitig  eine  e| 
mentelle  Bestätigung  dieser  Theorie ,  da  die  verschiedenen  Erscheini 
zu  denselben  Werten  von  a^  oder  H  und  S-  fllhren  mtlssen. 

Für  solche  Flüssigkeiten,  welche  die  Korper  vollkommen  benetsiai 
<ler  Winkel  -&  sofort  gegeben,  er  ist  gleich  0".  Denn  bei  einer  Fltlssij 
w^elehe  einen  festen  K<'>rper  vollkonimen  benetzt,  haftet  die  letzte  F!l 
keit  einfach  an  der  Wand  wie  eine  Hant^  das  letzte  Flüssigkeitselemei 
somit  der  Wand  parallel.  Da  wir  den  Winkel  ■9-  von  der  innem  i 
Flüssigkeit  tauchenden  Seite  der  Wand  gerechnet  haben,  so  wird  den 

Für  Flüssigkeiten,   welche    eine    feste   Wand    vollkommen    ben» 

können  wir  deshalb  zunächst  ans  den  Steighöben  in  Rohren  oder  an 

Wand  die  Konstante  fl*  oder  Z/,  welche  die   Kohäsion  der^ 

Ist,  ableitMn, 
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In  §   74  erhielten  wir  für  das  Gewicht  der  in  einer  Röhre  vom  Radius 

bobenen  Flüssigkeit  den  Ausdruck 

f 
Ä  •  5  •  /*  +  w  =  If  •  cos  ^  •       , 

in  tn  das  Gewicht  des  Flüssigkeitsmeniskus  ist,  welcher  über  dem  tiefsten 
ikte  der  nach  aufsen  konkaven  Flüssigkeitsoberfläche  erhoben  ist.    Für 

Fall,  dafs  der  Randwinkel  0®  ist,  läfst  sich  das  Gewicht  dieses  Menis- 
.  in  solchen  cylindrischen  Röhren,  in  welchen  die  Oberfläche  ein  Kugel- 
ment  ist,  leicht  bestimmen.    Wenn  nämlich  die  kugelförmige  Oberfläche 

Bohrenwand  unter  einem  Winkel  von  0°  schneidet,  so  ist  dieselbe  eine 
Ibkugel,  deren  Radius  gleich  dem  Radius  der  Röhre  ist.  Das  Volumen 
t  Meniskns  ist  somit  gleich  demjenigen  eines  Cylinders,  dessen  Querschnitt 
Ach  ist  dem  Querschnitt  f  der  Röhre,  dessen  Höhe  gleich  ist  dem  Radius  r 
r  Röhre  weniger  dem  Volumen  der  Halbkugel  vom  Radius  r.    Es  ist  somit 

tn  =  (/•.  r  -  ir»7r)  5  =  /-(r  -  |r)  •  5  =  i/*r  •  s. 

Damit  wird*  die  Gleichung  für  das  gehobene  Gewicht 

h  '  s  '  f  +  ^r  '  s  .  f  =^  H '  (io^  9  '  — , 

kr,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  durch  s  •  f  dividieren,  0  =  0^  setzen, 

'    ^  8       r  r 

or  die  Kapillaritätskonstante  a^  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  um  ein 
ittel  des  Radius  vermehrten  Steighöhe  in  den  Radius  der  Röhre,  wenn 
I  Röhre  so  enge  ist,  dafs  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  Kugelfläche 
^  Darin,  dafs  die  Konstante  hier  als  das  Produkt  zweier  Dimensionen 
pkritt,  liegt  auch  der  Grund,  dafs  sie  als  a^  bezeichnet  ist.  Wird  der 
Idius  r  =  1"""*,  so  wird 

«'  =  (/'  +  !), 
hr  die  Konstante  a*  kann  auch  als  die  um   J^™™  vermehrte  Steighöhe  in 
lern  Rohre  von  2™™  Durchmesser  definiert  werden,   vorausgesetzt,   dafs 
H  die  kapillare  Oberfläche  eine  Kugelfläche  wäre. 

Für  die  Steighöhe  an  einer  vertikalen  Wand  erhielten  wir  in  §  74 
^  Ausdruck 

''o  =  V —  (1  —  sin  '^)  =  a  •  ■)/!  —  sin  ^. 

I     Ist  der  Winkel  O  =,0®,  so  ist  sin  0  =  0;  somit  wird  fllr  vollkommen 

IHtaende  Flüssigkeiten 

■  Äo  =  a;     V  =  «^ 

llr  die   Kapillaritätskonstante  o*  ist   ebenfalls  gleich  dem  Quadrate  der 

UghÖhe  der  Flüssigkeit  an  einer  vertikalen  ebenen  Wand. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  a^  genügt  es  deshalb,  die  Steighöhe 
hitar  Flüssigkeit  in  einem  cylindrischen  Rohr  von  bekanntem,  aber  sehr 
ifiiem  Radius  r  oder  an  einer  ebenen  Wand,  welche  vollkommen  von  der 
ibrigkeit  benetzt  werden,  zu  messen,  und  in  dieser  Weise  ist  dieselbe  ftlr 
»  nicht  unbeträchtliche  Anzahl  von  Flüssigkeiten  unter  Benutzung  von 
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Glasröhren  und  Glaswänden  von  Frankenheim*),  MendM^ff^,  ! 
Quincke*)  u.  a.  bestimmt  worden. 

Für  das  Gewicht  der  von  der  Längeneinheit  der  Berührui 
zwischen  Flüssigkeit  und  fester  Wand  getragenen  Flüssigkeit  erhielt 
im  §  74  ganz  allgemein 

G^  =  —  •  COS  ^  =  a  •  COS  0. 

Ist  &  gleich  0®,  so  wird 

G=    -  =  a  =  ia*s, 

oder  die  Hälfte  der  die  Oberflächenspannung  messenden  Konstante 
bei  vollkommen  die  Wand  benetzenden  Flüssigkeiten  gleich  dem  Qe 
der  von  der  Längeneinheit  der  Beruh nmgslinie  über  das  Niveau  der  F 
keiten  erhobenen  Flüssigkeit. 

TT 

Man  kann  die  Konstante  a  =   -    ebenso  als  die  Konstante  der 

larität  einer  Flüssigkeit  bezeichnen,  wie  es  in  neuerer  Zeit  besonde 
Wilhelmy  und  Quincke  geschehen  ist. 

Wilhelmy  ^)  hat  diese  Konstante  nach  einer  sehr  einfachen  Meth» 
bestimmen  und  gleichzeitig  die  nach  der  Poissonschen  Theorie  an  den 
den  der  eingetauchten  Körper  eintretende  Verdichtung  zu  messen  vei 
Wilhelmy  hing  feste   Körper,   planparallele  Platten  oder   Cylinder, 
Dimensionen  vorher  genau  gemessen  waren,  an  den  einen  Arm  einer 
Wage  und  bestimmte  ihr  Gewicht.    Er  liefs  diese  Körper  dann  bis  zu 
bestimmten   Tiefe,   so   dafs   ein   genau   bekanntes  Volumen  derselbe 
tauchte,  in  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  hinab.    Wegen  der  M« 
durch  die  Wilhelmy  dieses  Volumen  bestimmte,  müssen  wir  auf  di 
handluiig  selbst  verweisen.    Es  wurde  dann  das  Gewicht  des  eingetai 
Körpers  beobachtet.    Dieses  Gewicht  ist  gleich  dem  Gewichte  des  K 
in  der  Luft,   weniger  dem  Gewicht  der  verdrängten  Flüssigkeit  plu 
Gewichte   der  kapillar  gehobenen  und  der  an  der  Oberfläche  verdic 
Flüssigkeit.    Denn  diese  beiden  Flüssigkeitsmengen  werden  von  dem  1 
getragen.    Ist  demnach  17  das  Gewicht  des  eingetauchten  Körpers, 
Gewicht  in  der  Luft,  G  das  Gewicht  der  verdrängten  Flüssigkeit,  fe 
<ler  Umfang  des  festen  Körpers  im  Niveau  der  Flüssigkeit,   taucht 
die  Fläche  0  des  festen  Körpers  ein  und  nennen  wir  ß  das  Gewicht 
der  Einheit  der  Oberfläche  verdichteten  Flüssigkeit,  so  ist 
n=P—  G  +  ccl  +  ßO. 

Um   in   dieser  Weise   die   beiden   gesuchten   Gröfsen  a  und  ß 
stimmen,    wird    bei    weiteren   Versuchen    der   Körper    tiefer    einget 
Nennen   wir   die   bei  einem  zweiten  Versuche  eingetauchte  Oberfläc 
das  Gewicht  der  vordrängten  Flüssigkeit  G^^,  so  wird 

J7i  =  P-ö, +  «A  +  /JO,. 

^)  Frankenheim,  Kohäsionslehre.  Breslau  1885.  p.  79  ff. 
*)  Mendüieff,  Comptea  rendus.  T.  L.  p.  62.  T.  LI.  p.  97. 
^)  Bkde^  Memoires  couronnes  de  Bruxelles.  T.  XXX. 
*)  Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXV.  Bd.  CXXXIX. 
^)  Wühelmy,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXIX,  CXXI,  CXXIL 
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IS  diesen  beiden  Beobachtungen  ergibt  sich 

G,  —  G  +  n,  —  n 


ß  = 


o^  —  o 


t  dem  so  bestimmten  ß  erhalten  wir  dann  a 
n  +  G—P—ßO 

rilhelmy  schlofs  ans  seinen  Versuchen,  dafs  in  der  That  an  der  Ober- 
der  festen  Körper  eine  sehr  wohl  mefsbare  Verdichtung  stattfinde, 
ifs  dieselbe  je  nach  der  Natur  des  festen  Körpers  und  der  Flüssigkeit 
ieden  seL  Wilhelmy  gibt  folgende  Werte  von  ß  in  Milligrammen  auf 
ladratmillimeter. 


Werte  von  ß  an 

sigkeiten 

II 

Glas 

Platin    ;     Süber 

1 
Messing  :      Zink     'Aluminiam 

rlalkohol 

0,01269 

0,00641    0,01512 

0,02326 

0,00709    0,00716 

lalkohol 

0,01242 

0,00449:0,01160 

0,00497 

0,00786  !  0,00657 

jr 

0,01186 

0,01180        —             — 

—              — 

»n  .  .  .  .    0,01290 

0,00220 

—       1       _ 

—              — 

gsäure    .    0,00875 

0,00169 

—              — 

gäther    . 

0,00051 

0,00521 

— 

i 

1 

Ss  zeigt  sich  hier  keineswegs,  was  man  zunächst  hätte  vermuten 
,  dafs  die  Verdichtung  mit  der  Dichtigkeit  des  festen  Körpers  zu- 
b,  im  Gegenteil  sind  die  Verdichtungskoefftcienten  für  den  dichtesten 
r,  das  Platin,  im  allgemeinen  am  kleinsten. 

?ür  die  Konstante  a  ergab  sich  nach  diesen  Versuchen  ein  verschie- 
Wert  je  nach  dem  festen  Körper,  der  in  die  Flüssigkeit  eingetaucht 
trotzdem  alle  Körper  von  den  untersuchten  Flüssigkeiten  benetzt  wur- 
Weiter  schlofs  Wilhelmy,  dafs,  der  Theorie  entgegen,  selbst  die  Form 
örper,  ob  Platte,  ob  Cy linder,  auf  den  Wert  von  a  von  Einflufs  sei. 
ade  Tabelle  enthält  einige  von  Wilhelmy  für  Äthylalkohol  und  Amyl- 
)1  erhaltene  Werte  von  a  und  ß  für  verschiedene  Platten  und  Cylinder. 


e  der  festen  Körper 


srplatte 

ferplatte.  ...... 

inplatte 

platte  ........ 

dngplatte 

dngcylinder    mm 
irchmesser  14,945 
„  5,009 

1,529 


:  Äthylalkohol  Amylalkohol 


ß 


Äthylalkohol  Amylalkohol 


2,444 
2,410 
2,395 
2,325 

2,448 

.2,983 
2,358 
2,301 


2,542 
2,396 
2,401 
2,407 
2,551 

3,098 
2,477 
2,299 


0,015  12 
0,004  67 
0,006  41 
0,012  59 
0,023  26 

0,024  95 
0,020  05 
0,009  00 


0,011  60 
0,004  05 
0,004  49 
0,012  42 
0,004  97 

0,028  27 
0,015  23 
0,006  75 
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Getuen  die  von  Wilhelmy  aus  seinen  Versuchen  gezogenen  Sehlfisse, 
dal'ö  an  den  Oberfiächon  der  festen  Körper  eine  so  erhebliche  Verdicbtoiig 
der  Flüssigkeiten  stattfände,  und  dals  der  Wert  der  Konstante  a  von  dsj 
Gestalt  der  Oberflächen  abhängig  sei,  sind  später  sehr  erhebliche  Einwinde : 
gemacht  worden.  Röntgen  ^)  bestimmte  zunächst  den  Gevrichtsverlnst 
sehr  leicht  spaltbaren  Gypsstüekes  von  3600  Quadratmillimeter  Oberfli^i 
bei  dem  Eintauchen  in  Weingeist.  Dieselbe  Gypsplatte  wurde  dann  a, 
11  einzelne  Platten  zerteilt,  so  dafs  jetzt  die  Obe^ftche  dos  eingetauehtfli^ 
Gypses  um  30000^°*"  zunahm.  Nimmt  man  nun  auch  den  kleinsten,  vit 
Wilhelmy  für  Äthylalkohol  gegebenen  Verdichtungskoefficienten,  n&mlidi 
0,005  an,  so  müfste  in  dem  letzten  Falle  der  Gewichtsverlust  0,18(^ 
weniger  betragen  haben.  Röntgen  fand  aber  den  Gewichtsverlust  im  letet« 
Falle  genau  gleich  demjenigen  im  ersten  Falle,  so  dals  er  gar  keine  mefs- 
bare  Verdichtung  beobachten  konnte.  Dasselbe  ergab  ein  Versuch  mit  Glai 
An  der  Gebläselampe  wurde  Glas  zu  äufserst  feinen  Häutclien  ausgeblaso. 
Von  diesen  Häutchen  hatte  eine  Gewichtsmenge  von  0,7  30^^  nach  einer 
Schätzung  mindestens  80000*i°"^  Oberfläche.  Mit  dem  von  Wilhelmy  ge- 
gebenen Verdichtungskoefßcienten  0,012  59  hätte  diese  Glasoberfläche  et«! 
1000"^  Alkohol  auf  sich  verdichten  müssen.  Setzt  man  das  specifische  (k- 
wicht  des  Glases  gleich  2,5,  das  des  Alkohols  gleich  0,8,  so  verdrangt 
dieses  Glas  beim  Eintauchen  in  Alkohol  etwa  250"*'  Alkohol.  Die  w 
dichtete  Flüssigkeit  hätte  also  etwa  das  Vierfache  der  verdrängten  Flflsii^ 
keit  gewogen,  oder  dieses  Glas  hätte  bei  dem  Eintauchen  in  Alkok 
750"«'  mehr  wiegen  müssen  als  in  der  Luft.  Es  ergab  sich  indes  eine  Gl 
Wichtsabnahme  von  231"*^,  aus  der  sich  das  specifische  Gewicht  des  61i 
gleich  2,53  berechnet,  während  sich  für  ein  massives  Stück  desselben  Gl 
das  specifische  Gewicht  2,51  ergab.  Es  liefs  sich  also  überhaupt 
merkliche  Verdichtung  beobachten. 

Zu  gleichen  Resultaten  gelangte  Schleiermacher*)  bei  einer  Unt* 
suchung  über  die  auf  benetzton  Körpern  verdichtete  Flüssigkeitsmeflgi| 
welche,  wenn  sie  so  grofs  ist  wie  Wilhelmy  sie  annahm,  auf  specifiMM 
Gewichtsbestimmungen  von  beträchtlichem  Einflüsse  sein  kann.  Sohl«* 
macher  findet,  dafs  die  Verdichtung  der  Flüssigkeiten  höchstens  0,0(»<H^ 
auf  das  Quadratmillimeter  betragen  könne,  und  dafs  sich  ebenso 
Unterschiede  derselben  ftlr  die  verschiedenen  Substanzen  erkennen  lassei. '^ 

Volkmann  ^)  hat  dann  die  Folgerung  Wilhelmys  geprüft,  dafs  die 
stalt  des  eingetauchten  Köq)ers  auf  den  Wert  der  Konstanten  von  EI 
sei.    Zunächst  weist  derselbe  nach,  dafs  die  Verdichtung  der  Flüssig] 
an  den  Oberflächen,  welche  Wilhelmys  Versuche  zu  ergeben  schienen, 
vollständig  erklären  lassen,  wenn  man  annehme,  dafs  Wilhelmys 
mung  des  specifischen  Gewichtes  des  Alkohol  mit  einem  kleinen  Fehler 
haftet  sei,  und  dafs  dieselbe  Annahme  auch  die  an  verschiedenen  Poi 
derselben  Substanz  gefundenen  Werte  von  a  sich  sehr  viel  näher  bi 
weiter,  dafs  die  Annahme  eines  kleinen  konstanten  Einstellnngsfehlers 
Bestimmung  der  Grenze,  bis  zu  welcher  die  Körper  eingetaucht  seien, 
Unterschiede  der  gefundenen  Werte  von  a  fast  zum  Verschwinden  brii 

')  Böntgen,  Wiedem.  Ann.  Bd.  III.  p.  321. 

»)  Schleiermacfier ,  Wiedem.  Ann.  Bd.  VIII.  p.  62. 

»)  Volkmann,  Wiedem.  Ann.  Bd.  XI.  p.  177. 
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emen  nlwaigen  Emüiifs  der  Krtlnimung  der  Oberfläche  zu  ant«r- 
l»e«limmt^  Volkmuiin  dann  mit  der  gri»lsten  Sorgfalt  die  Steighöhen 
rißi>sigkeiteii  zwischen  parallelen  Platten,  die  in  verschiedenen  Ab- 
leinander  gegenüber  standen,  tlnd  in  Rtjhren  verschiedenen  Bureh- 
IHe  ans  diesen  Beobachtungen  sich  ergebenden  Kapillaritäts- 
en  ö^  fanden  sich  durchaus  gleich,  so  dafs  ein  Eintlufs  derKmmmung 
bau  sieh  gar  nicht  erkennen  liefs,  Bo  fand  Yolkmann  unter  andern 
bol  folgende  Werte  von  «*,  dieselben  berechnet  unter  der  Annahme, 
Bandwinkel  ^  =  0  war. 


Platten 

Eöhren 

Abstand 

mtn 

a- 

Durckmesser 

mük 

a' 

1,W€ 
1,519 

1,13« 
0,4  H8 

5,78 
5,81 
ö,75 

ö,7H 

9,931 

2,349 
1,006 
0,714 

5,80 

5,79 
5,80 
5,80 

Ton  Wilhelmy  ans  seinen  Versuchen  gefolgerte  EinHufs  der  8ub- 
Bsten  K/irpers  auf  das  von  der  Llingeneinheii  der  BerÜhrnngs- 
ene  Gewicht  der  kapillar  gehobenen  Flüssigkeit  ist  dagegen 
ädere  Beobachtungen  bestätigt  worden.  Ho  lälst  sich  znaiächst  ein 
'EinÜui*8,  wie  Quincke^)  gezeigt  hat,  aus  Versuchen  von  Guthrie^) 
die  Bildung  von  Tropfen  folgern.  Läl'st  mkn  ntlmlich  von  einem  festen 
er  Tropfen  einer  Flüssigkeit,  die  denselben  vollkommen  benetzt,  ab- 
so  liefert  das  Ue wicht  des  abfallenden  TropfHns  das  Gewicht, 
an  emer  dem  Umfange  des  Tropfens  an  der  Beiühnmgs stelle 
Kontaktlinie  zwischen  festem  und  flüssigem  Korper  getragen 
IkamL  Der  Quotient  aus  dem  Tiopten gewichte  und  dem  erwilhnten 
Bge  mufs  deshalb  der  von  uns  mit  a  bezeichneten  Grufse  .sehr  nahe 
sein.  Kennt  man  den  Umfang,  so  kann  jTian  aus  dem  Tropfen- 
den Wert  üf  berechnen.  Man  kami  das  erreichen,  indem  man  von 
[vollkoüinien  benetzten  Scheiben  Tropfen  abfallen  läfst;  der  Umfang 
Biben  ist  dann  gleich  dem  obern  Umfange  des  Tropfens,  Handelt 
fuiLT  um  eine  Vergleich nng  der  Kapillaritätskoeffifienten,  so  braucht 
Tropfenumfang  nitrht  zu  kennen,  wenn  man  die  Tropfen  verschie- 
Issigkeiten  von  einem  und  demselben  festen  Orpor  abfliefsen  lüfst, 
lein  man  bei  Benutzung  verschiedener  fester  Körper  dieselben  in 
ön  Kugeln  gleicher  Itadien  benutzt.  Da  die  UmÜlnge  der  Tropfen 
atmenden  Flüssigkeiten  dann  gleich  sind,  so  sind  die  Gewn^chte  der 
den  KapiUaritätskoefficienten  proportional. 
;  dieser  Weise  hat  Guthrie  das  Gewicht  von  Wasser  tropfen  bestimmt, 
^i#n  Kugeln  verschiedener  Substanzen  abhelen,  deren  Radien  gleich  7"^ 


Jttincke,    Berliner  Berichte  über  die   Fortachritte   der  Physik   für  daa 
Bd    XXL  p.  99  ff. 
fcrK »  Ou  drop«.  Prooeedings  of  Royal  Society  of  London  T.  KUl. 
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wareB.    Die  von  Guthrie  erhaltenen  Zahlen  enthält  folgende  kleine  Taböllfi,^ 
das  (ie wicht  der  Tropfen  ist  Lii  Milligi*ammen  gegeben. 

Antimon     .     .      119,8  Blei  .     .     ,     .     122,6 

Schwefel     .     .     120,2  Phosphor    .     .     122,7 

Kadmiiiiü   .     .     121,8  Wismuth     .     .     122,8 

Zink,     .     .     .     122,5  Zinn.     ,     .     .     124,2. 

Von  einer  Glaskugel,  deren  Radius  T"^"",!  betrug,  fielen  die  Tropft 
im  Gewicht  129,7  und  von  einer  gleichen  Messingkiigol  132,2. 

Die  Unterschiede  sind  ähnlich  wie  bei  den  Versuchen  von  Willielni; 
auch  hier  zeigt  sich  wie   dort   der  Wert  von  «  bei  Messing   gröfser 
bei  Olas. 

Dieser   Einflufs   der  Körpersubstanz   auf  das   getragene   Fltissigkeil 
gewicht  lüfst  sich,  wie  Willielmy\)  hervorhebt,  mit  der  Theorie  vereini] 
wenn  man  die  Voraussetzung  fallen  liLfst,  dafs  hei  allen  benetzenden  Plüi 
keiten  der  Randwinkel  #  =  0  ist    Wilhelmy  glaubt,  wie  es  schon  Poi 
annahm,   dafs  man  als  die  Kapillarrühre,   in  welcher  die  Flüssigkeit 
steigt,  die  letzte  an  der  Wand  haft-ende  Flüssigkeitsschicht  ansehen  m' 
welche  je  nach  der  Natur  des  festen  Körpers  mehr  oder  weniger  verdii 
sei.    Der  Winkt  1  ^,  der  dann  malsgebend  ist,  ist  jener,  unter  welchem 
die  kapillare  OberHüche  der  Wandschicht  anschliefst,  und  dieser  ist 
je  nach  der  Verdichtung  der  Wandschicht  verschieden.    Damit  mufs 
auch  der  heohachtete  Wert  von  a  versehioden  sein,  da  wir  aus  der 
höhe  oder   dem   gehobenen  Gewicht   die  wahre  Kapillaritätskonstante 
Erhalten,  wenn  O  =--  0^  ist. 

Diese  Ansicht  von  Wilhelmy  ist  durch  die  Beobachtungen  von  Qi 
bestätigt,  indem  er  zunüchst  xeigte*),  dafs  die  8teighohe  des  Wassers  ijj 
einer  Glaswand  verschieden  ist,  je  nachdem  man  dieselbe  gleich  nach 
Stellung  des  Meniskus  oder  längere   Zeit  nachher  untersucht.    Ans  5  V« 
Suchsreihen,  hei  denen  er  die  Höhe,  bis  zu  welcher  das  Wasser  an  der  vei 
kalen  Wand  eiiier  vorher  luftfrei  gemachten  Flasche  emporstieg,  hestimml 
fand  er  im  Mittel 

A^  =  «  =  4,161» 

hei    einer   Temperatur   von   17^     Rei  Wiederholung  desselben  V< 
nachdem  das  Wasser  mehrere  Wochen  mit  Abschlufs  der  Luft 
hatt.e,  ergab  sicli  bei  derselben  Temperatur 

/^^  =  a  =  3,867, 
also  ein  merklich  kleinerer  Wert,  der  beweist,  dafs  der  Winkel  ^  gröCs^ 
als  0''  geworden  war. 

Später  hat  Quincke^)  dann  direkt  die  Steighohen  in  kapillaren  E^hfa 
mit  den  aus  der  Messung  von  Luftblasen  sich  ergebenden  Werten  der  Köfl 
stauten  verglichen,  und  nach  den  im  vorigen  Paragraph  abgeleiteten  Gl< 
chungen  die  Weiie  von  H  und  0  direkt  bestimuit.  Nach  diesen  Gleichung« 
ist  die  Hohe  T  der  ganzen  Luftblase 


T  =  \/-   (1  +  cos  {>)--«.  ]/l  + 

—     . f      s 


cos# 


*)   Wilhehrnj,  Poggend,  Ann.  Bd.  CXK. 

*»  Quincke,  Poggend.  Ann,  Bd.  CXXXV.    Man  sehe  auch  Volckmann  tk.  iL 
IVuincke,  Poggend.  Ana.  Bd.  CXXXIX, 
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ler  Abstand  der  Blasenkuppe  von  dem  Schnitte,  in  welchem  die  Blase 
[Töfsten  Dnrchmesser  hat, 

.-Vf-a. 
Für  den  Winkel  ^  ergab  sich  schliefslich 

Folgende  kleine  Tabelle  enthält  die  von  Quincke  aus  den  Steighöhen 
pillaren  Röhren  abgeleiteten  Konstanten  a,  sowie  die  aus  Beobachtungen 
ropfen  sich  ergebenden  Werte  von  a  und  ^. 

Die  Beobachtung  der  Steighöhen  geschah  bei  einer  Temperatur  von  20®, 
m  Tropfen  bei  etwa  25®  C. 


Kapillaritätskonstanten  a  und  <&  aus 


Substanzen 


ang  von  unterschwflgs. 
[atron  in  Wasser     . 

iser 

wrefelkohlenstoflF  .     . 
enöl     .     .     .     .     .     . 

pentinöl 

Droform 

nöl 

ohol      .     .      .     .     .     . 


Steighöhen  ' 


Beobachtungen  an  Blasen 


a-^t 


3,684 
3,804 
2,296 
2,675 
2,497 
1,916 
2,536 
2,379 


3,748 
3,062 
4,270 
2,868 
2,615 

2,850 
2,564 


3,670 
3,834 
2,185 
2,817 
2,475 

2,705 
2,503 


23®  20' 
25®  32' 
32®  16' 
21®  50' 
37®  44' 

36®  20' 
25®  12' 


Für  die  Kapillaritätskonstanten  «  = 
e: 


:  ^  a^  •  ,<?  ergeben  sich  daraus  folgende 


Substanzen. 


»rschwefligs.  Natron 

sser 

wefelkohlenstoflF .     . 

renöl 

pentinöl     .... 
oroform     .... 

inöl 

ohol 


1,1248 

1 

1,2678 

0,9136 

0,8867 

1,4878 

0,7977. 

0,7906 


.  aus 
Steighöhen 
ofj  Milligr. 


7,636 
7,235 
3,343 
3,271 
2,765 
2,733 
2,566 
2,273 


aus  Blasen 
a  Milligr. 


7,903 
8,253 
3,274 
3,760 
3,033 

3,233 
2,599 


a  cos  ^ 


7,256 
7,449 
2,768 
3,490 
2,398 

2,604 
2,352 


Wie  man  sieht,  stimmen  aufser  für  Schwefelkohlenstoff  und  Terpentinöl 
jahlen  der  zweiten  und  letzten  Kolumne  ziemlich  gut  überein,  ein 
daJGs  man  aus  der  Beobachtung  kapillarer  Steighöhen  \m.d  \x\i^^x 


18 


340  EapiUaritätskonstaiiteD. 

Voraussetzung  ^  =  0®  im  allgemeinen  zu  kleine  Werte  der  Konstai 
oder  a  erhält. 

Die  Abweichungen  bei  Schwefelkohlenstoff  und  Terpentinöl  j 
Quincke  einer  chemischen  Verändening  dieser  Flüssigkeiten  währen 
Verlaufs  .der  Versuche  zuschreiben  zu  müssen. 

In  einer  ausführlichen  Untersuchung  über  den  Bandwinkel  hat 
Quincke^)  später  denselben  für  eine  Anzahl  Flüssigkeiten  und  feste  K 
direkt  an  Tropfen,  welche  er  auf  Flächen  derselben  auffallen  liefs,  gern 
Bei  ganz  reinen  Flächen,  die  indes  nur  schwierig  und  auf  ganz  kurze 
herzustellen  sind,  glaubt  er  aus  seinen  Versuchen  schliefsen  zu  können 
der  Randwinkel  benetzender  Flüssigkeiten  gleich  Null  sei.  Für  gewöl 
hat  der  Randwinkel  indes  gröfsere,  bei  derselben  Flüssigkeit  und  ven 
denen  festen  Körpern  sowohl  als  bei  demselben  festen  Körper  und 
schiedenen  Flüssigkeiten  verschiedene,  von  0  verschiedene  Werte.  Qu 
nimmt  an,  dafs  die  feste  Oberfläche  mit  einer  unmerklich  dünnen  S( 
einer  andern  Substanz,  etwa  adhärierenden  Gases,  überzogen  sei, 
Dicke  kleiner  als  der  Radius  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle  sei. 
Dicke  dieser  Schicht  hat  auf  die  Gröfse  des  Randwinkels  Einflufs.  -JDi 
findet  man  bei  derselben  Flüssigkeit,  wie  Wasser,  Alkohol  auf  denu 
festen  Körper  verschiedene  Randwinkel.  So  erhielt  er  mit  Wasse 
reinen  Oberflächen,  je  nachdem  er  2  Minuten  oder  10  Minuten  nacli 
Stellung  der  reinen  Oberfläche  wartete,  ehe  er  die  Tropfen  aufbr 
folgende  Werte  von  &: 

nach  nach 

2  Minuten        10  Minuten 
Platin       10^43'  18^13' 

Gold  4M  6'  8^8' 

Silber        11^^32'  17' 68' 

In  folgender  Tabelle  sind  eine  Anzahl  von  Kapillaritätskonstai 
oder  vielmehr  a  •  cos  &  zusammengestellt;  die  Beobachtungen  von  Br 
Hagen,  Frankenheim,  Mend616eff  und  B^de  sind  mit  Kapillarröhr« 
gestellt  und  in  der  vorhin  angegebenen  Weise  aus  der  Steighöhe  bere 
Die  angegebenen  Konstanten  gelten  nur  für  die  neben  jeder  angege 
Temperaturen,  indem  dieselben  mit  steigender  Temperatur  beti^htlii 
nehmen.  Die  Abhängigkeit  der  Kapillaritätskonstanten  von  der  Temp 
ist  besonders  von  Brunner ^)  imtersucht  und  für  Wasser,  Äther  und  Ol 
bestimmt  worden.  Für  die  Steighöhen  in  einer  Röhre  von  1™™  I 
findet  Brunner 

Wasser  15,332  15  —  0,028  639  6  u 
Äther  5,353  6  —0,028102  u 
Olivenöl     7,464  0     —0,010  486     u, 

worin  u  die  Temperatur  in  Graden  des  hundertteiligen  Thermomete 
deutet. 


0  Quincke,  Wiedem.  Ann.  Bd.  II. 
^  Brunner,  Poggend.  Ann.  Bd.  LXX. 
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TaMIe  von  KapiUaritätskonstanten  cc. 

Flüssigkeit 

Specif.Gew. 

a  inMUligr. 

Temp. 

Beobachter 

ser 

1,000 

7,666 

0» 

Brunner 

. 

11 

7,558 

— 

Hagen  ^) 

«refelsäure 

, 

1,849 

6,333 

14»,5 

Frankenheim 

( 

. 

1,522 

7,610 

17»,5 

11 

j 

1,127 

7,556 

n 

11 

säure 

1,153 

7,149 

11 

11 

etersaure 

1,500 

4,275 

16^0 

11 

> 

1,271 

6,768 

19^0 

11 

> 

1,117 

7,098 

11 

11 

mg  V.  Kochsalz     . 

1,200 

8,400 

11 

11 

„  Kalisalpeter 

1,137 

7,276 

11 

11 

•  „  Natronsalp. 

1,373 

8,512 

11 

11 

rlalkohol    .     .     . 

0,7933 

2,325 

18"—  24» 

Wilhelmy 

srig.  Weingeist 

0,810 

2,361 

I70 

Frankenheim 

n                 1?          •       • 

0,895 

2,775 

11 

11 

'1                 « 

0,967 

3,727 

11 

11 

■lalkohol     . 

0,8181 

2,427 

18»—  24» 

Wühelmy 

n 

tl 

2,445 

11 

Mend616eff 

11 

^"i 

2,426 

1» 

Bede 

T.       .       .       . 

0,725 

1,816 

11 

Wilhelmy 

fj 

1,737 

20^ 

Bninner 

11 

1,796 

— 

Mend616eff 

n 

1,892 

— 

Böde 

on    .     .     . 

0,8124 

2,581 

180_  240 

Wilhelmy 

^säure   .     . 

1,0511 

2,973 

71 

11 

js.  Äthyl    . 

0,8814 

2,564 

11 

11 

Jnincke  hat  femer  durch  Messung  von  Tropfen  die  Kapillaritäts- 
inten  des  Quecksilbers  untersucht^).  Dabei  ergab  sich,  wie  schon  aus 
iihem  schwankenden  Angaben  zu  schliefsen  war,  dafs  der  Winkel  6, 
aecksilber  mit  einer  reinen  Glasfläche  bildet,  mit  der  Zeit  sehr  variabel 
n  einem  und  demselben  Tropfen  erhielt  er  gleich  nach  dem  Aul- 
37^  17',  nach  8,5  Stunden  42^22'  und  nach  21  Stunden  47^.  Später 
i  er*)  für  flache  Quecksilbertropfen  auf  reinen  Spiegelglasplatten  mög- 
rasch nach  dem  Auflegen  im  Mittel  aus  8  Beobachtungen  bei  20^  C. 

T  =  3°^"*,629      t  =  2"^"»,850 

araus,  die  Dichte  s  des  Quecksilbers  gleich  13,6432  gesetzt, 

0  =  51^8'      a  =  55"«',03. 

n  sehr  ausgedehnter  Weise  hat  Quincke  die  Kapillaritätskonstanten 
nolzener  Substanzen,  geschmolzener  Salze  und  Metalle  untersucht'*). 


I  Hagen f  Abhandl.  der  Beil.  Akademie  1845. 

)  Qttmcke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CV. 

I  Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXIX. 

I  Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXIV.  Bd.  CXXXV.  Bd.  CXXXNVYY. 
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Er  bestimmte  zu  dem  Zwecke  entweder  das  Gewicht  von  Tropfen,  weldiB 
von  den-Dräliten  der  betreffenden  Metalle,  deren  Enden  in  der  Fkmmi 
eines  Lötrohrs  geschmolzen  wurden ,  oder  welche  aus  engen  Glasröhren,  k ; 
denen  die  Substanzen  geschmolzen  wurden,  herabfielen,  oder  er  goä  & 
geschmolzenen  Substanzen  auf  horizontalen  Unterlagen  aus,  welche  Yon  im 
Substanzen  nicht  benetzt  wurden.  In  letzterem  Falle  bildeten  die  Snbstum 
Tropfen,  welche  auch  nach  dem  Erstarren  dieselbe  Grestalt  behielten,  & 
sie  flüssig  im  Momente  des  Erstan-ens  besessen  hatten.  Die  Grestalt  diew 
Tropfen  war  somit  bedingt  durch  die  Oberflächenspannung  bei  der  Schnidi- 
temperatur,  und  der  Abstand  der  Tropfenkuppe  von  dem  Schnitte,  wo  d« 
Tropfen  seinen  gröfsten  Durchmesser  hatte,  lieferte  bei  grofsen  Tropfti 
sofort  die  Konstante  a. 

Für  das  Quadrat  dieser  Konstanten  a*  =  — ,  also  den  Quotienten  ans 

dor  Oberflächenspannung  und  der  Dichte  der  betreffenden  Substanz,  welchem 
Quincke  den  Namen  der  speeifischen  Kohäsion  beilegt,  ergibt  sich  aus  diea« 
Vorsuchen  das  interessante  Resultat,  dafs  dieselbe  für  alle  ontersachtA 
Körper  sich  als  ein  einfaches  Vielfaches  der  Zahl  4,3  darstellen  liefs,  not 
Abweichungen  nur,  welche  innerhalb  der  Grenze  der  bei  diesen  Versuchei 
unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  liegen.  Die  specitische  Kohäsion  dM 
Wassers  bei  0'*  ist  17,58  =  4  •  4,3  +  0,38;  entsprechende  Werte  haben  t« 
den  Metallen  Platin,  Gold,  Silber,  Kadmium,  Zinn,  Kupfer.  Die  specifisdMi 
Kohäsion  des  (Quecksilbers  gibt  Quincke  zu  8,65  =  2-4,3  an;  fast  gaiiB: 
gleiche  Werte  zeigen  Blei,  Wismuth  und  Antimon;  eine  dreimal  so  grofti 
speciflsche  Kohäsion  zeigen  Zink  und  wahrscheinlich  auch  Eisen  und  Palllr 
dium;  für  Zink  ergab  sich  der  Wert  a*  =  25,41,  für  Palladium  25,26,  flr 
einen  Gufseisentropfen  25,81,  für  einen  zweiten  GuTseisentropfen  27,14 
Für  Natrium  fand  sich  der  Wert  sechsmal  so  grofs  als  ftlr  Quecksilbei^ 
nämlich  (r  =  52,97. 

Für  geschmolzene  chemische  Verbindungen  ergab  sich  der  Satz:  Gfr 
schmolzene  Substanzen  von  ähnlicher  chemischer  Zusammensetzung  habei 
dieselbe  specitische  Kohäsion  bei  einer  Temperatur,  die  ihrem  Schmelzpunkt« 
möglichst  nahe  liegt. 

Kohlensaure  und  schwefelsaure  (wahrscheinlich  auch  phosphorsan«) 
Salze  zeigen  im  geschmolzenen  Zustande  dieselbe  specitische  Kohäsion  wM 
das  Wasser. 

Salpetersaure  Salze,  Chlormetalle,  Zuckerarten  und  Fette  zeigen  die- 
selbe speciflsche  Kohäsion  wie  das  Quecksilber. 

Brom-  und  Jod -Metalle,  sowie  Selen,  Brom,  Schwefel  und  Phospbor 
zeigen  eine  halb  so  grofse  specitische  Kohäsion  wie  das  Quecksilber. 

In  wie  weit  die  von  Quincke  direkt  beobachteten  Zahlen  mit  dies« 
Sätzen  übereinstimmen,  möge  an  folgender  Reihe  angedeutet  werden,  welcltf 
die  Werte  rt'  iWr  die  untersuchten  Nitrate  und  Chloride  angibt. 
Natriumnitrat  a*  =  8,55  Kalciumchlorid  a*=»  9,49 


Kaliumnitrat 

8,35 

Strontiumchlorid 

8,18 

— 

Bariumchlorid 

8,29 

Lithiumchlorid 

8,53 

Silberchlorid 

8,18. 

Natriumchlorid 

8,41 

Kaliumchlorid 

8,76 
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sieht,  weichen  diüse  Zahlen  nur  wenig  von  dem  ttlr  Qiieck- 

E^gisfunclenen  Werto  8^6  ab. 

I  Aurh  in  Losungen  tand  Quinfke ')  fllr  manche  Salze  eine  einfache  Bo- 

pag    zwischen    den   Kapillaritütskonstanten    und    den    gelüsten   Balzen. 

^^brs  tur  Lüsungen  von  Chloriden  in  Wasser  und  Alkohol  ergab  sich, 
|j(aivaJente  Mengen  zu  derselben  Menge  Lösungsmittel  gebracht,  nahezu 
mgen  von  gleichen  Kapillaritätskonstanten  Hefera.  Ebenso  erhielt 
Aux^  fllr  Losungen  verschiedener  Alkohole  und  Slinren  der  Fettsiluren- 
I*  interessante  Beziehungen  für  die  Oberrtüchenspannung,  durch  welche 
nnahemd  den  Gehalt  an  Bäure  in  einer  Lösung  bestimmen  zu  können 

^^vdfHe   der  Wirkungsspliäre   der  Molekiilarkräfte*     Wir   haben 

^fk  Versuchen  von  Wilhelmy  im  vorigen  Paragraph  das  Resultat  er- 

nt,  dafs  die  gefundenen  Worte  von  et  nicht  nm-  von  der  Substanz  des 

[etanchten  festen  Körpers,  sondern  auch  bei  einer  und  derselben  8ub- 

von    der  Form  des  eingetauchten   festen  Körpers  abhtingig  sei;   di& 

rtt?  waren  för  eingetauchte  Platten  andere  als  fdr  eingetauchti*  Cylinder 

fUr  dieai*  verschieden  je  nach  dem  Purchmesser  des  Cylinders. 

I>tes43  allerdings  später  bestrittene  Erfahning  mui's  an  der  ersten  Grund- 

Rme  von  La  Place  über  die  Wirkung  der  Molekularkräfte  eine  Modifika- 
pbringen,  an  der  Amaahme  niimlicb,  dafs  die  molekularen  Krlifte  mir 
r  uns  unmefsbare  Entferaungen  hin  wirken,  sie  müssen  in  endlichen  Ent- 
[ungen  wirken.  Würden  nümlich  die  Molekolarkrllfte  nur  auf  immelsbar 
ne  Entfernungen  wirken,  so  wUrde  eine  gekrümmte  Oberfliiche  eines  ein- 
uicht^'n  festen  Körpers  an  jedem  Punkte  so  wirken,  wie  die  an  dieselbe  ge* 
c  tangierende  Ebene,  mit  welcher  sie  auf  unendlich  kleinem  Abstaude  zu- 
r  It..  die  Wirkung  einer  gekrümmten  Oberfläche  mülste  also  jener 

^  ]  ganz  gleich  sein.    Es  fragt  sich  daher ^  ob  sich  füe  Entfernung, 

■Bjr  welche  die  Molekiilarkrilfto  wirken,  oder  der*  Radius  der  Wirkungs- 
Pr»  der  Moleküle  nicht  messen  Uifst. 

Der  erste,  der  eine  solche  Messung  versuchte,  war  Plateau*)*  Er  be- 
ste zu  diesem  Zwecke  Seifenblasen,  welche  aus  der  von  ihm  angegebenen 
chting  dargestellt  eine  sehr  gi'ol'se  Dau&r  haben.  Zur  Darstellung  liieser 
cbung  lost  man  1  Gewichtsteil  Marseiller  Seife,  die  vorher  in  dünne 
ekchen  geschnitten  ist,  bei  gelinder  Wärme  in  40  Teilen  destillierten 
ßsers  und  filtriert  die  Lrisung,  wenn  sie  erkaltet  ist.  Hierauf  mischt 
[t  "        in  einer  Flasche  durch  starkes  und  anhaltendes  Bchütteln 

^  *  rin  mit  3  Volumen  der  Lösung  und  lafst  stehen.    Das  im 

mente  der  Bildung  klare  Gemenge  trübt  sich  nach  einigen  Stunden;  es 
Bteht  ein  leichter  weifüer  Niederschlag,  welcher  mit  ungemeiner  Lang- 
kk^t  steigt  lind  nach  mehreren  Tagen  eine  im  obem  Teil  der  Flüssig- 
t  sw^harf  '  'iiittone  Bchicht  bildet.  Man  zifbt  dann  mit  eineni  Heber 
klare  l  s  ab,  die  man  zu  den  Versuchen  benutzt. 

uckf,  Poggead.  Ann.  Bd,  CLX.   Man  sehe  atu'h  ßuligiuiky  Poggend, 

,  Ann.  de  chim.  et  de  phys.    5.  Serie.    T.  Xlll. 
M^hnoirc«  de  TAcad,  de  ßnixelles  T.  XXX IIL    Poggend.  Ann. 


■^■^*^"- 


344  WirkuDgSBphäre  der  Molekularkräffce.  (77. 

Blasen  aus  dieser  Flüssigkeit  gebildet  halten  sich  in  freier  Luft  stondn- 
lang,  und  wenn  man  sie  mit  einer  Glocke  bedeckt,  tagelang.  Im  §  71  «-.^ 
wühnten  wir  schon,  dafs  die  Blase  auf  die  in  ihr  emgescblossene  Lnfb  € 
gewissen  Druck  ausübt,  den  man  daran  erkennt,  dafs  die  Luft  ans 
Blase  entweicht,  wenn  das  Röhrchen,  durch  welches  mau  die  Blase  gebikbl 
hat,  nicht  verschlossen  wird.  Es  gelang  Plateau,  diesen  Drack  zu  messeB,; 
indem  er  derartige  Blasen  an  der  Mündung  eines  kleinen  lungekelutflü 
Trichters  erzeugte,  der  mit  einem  Wassermanometer  konmmnicierte.  Di|j 
Gröfse  dieses  Druckes  haben  wir  damals  abgeleitet.  Ist  R  der  Badins  der 
kugelförmigen  Blase,  so  ist  der  auf  der  äufsem  Fläche  gegen  das  lonei« 
der  Blase  gerichtete  Normaldruck 

Da  die  Haut  der  Blase  gegen  den  Radius  nur  eine  sehr  kleine  Di(^ 
hat,  so  können  wir  ohne  merklichen  Fehler  auch  den  Radius  der  : 
Fläche  der  Blasenhaut  gleich  B  setzen.  Dann,  ist  der  auf  die  InnenflUdM 
der  Blase  gegen  das  Innere  der  Haut,  also  von  dem  Centrum  der  Kug« 
fortgerichtete  Normaldruck 

Der  Druck,  welchen  die  Blasenhaut  auf  die  eingeschlossene  Luft 
übt,  ist  die  Diflerenz  dieser  beiden  Drucke,  somit  ist  derselbe 

2)'  R  =  2H. 

Es  ist  somit  das  Produkt  aus  dem  Radius  der  Blase  und  dem  auf  difl 
Flächeneinheit  wirkenden  Dnicke  gleich  der  doppelten  Konstanten  H.  Bft^ 
zeichnen  wir  mit  h  die  Steighöhe  der  Blasenflüssigkeit  in  einer  Röhre  Ycm 
■£mm  l)ixrchmesser,  deren  Wände  von  der  Flüssigkeit  vollkommen  benetii 
werden,  so  ist  nach  §  74 

h'S  =  2H, 

wenn  6'  das  specifische  Gewicht*  der  Flüssigkeit  bedeutet;  es  ist  somit 

p  '  R  =  h  '  s^ 

eine  Relation,  welche  Plateau  auch  bei  seinen  Versuchen  bestätigt  fand. 

Nun  macht  Plateau  darauf  aufmerksam,  dafs  diese  Relation  nur  M 
lange  ihre  Gültigkeit  habe,  als  die  Dicke  der  Blasenhaut  wenigstens  gleieki 
ist  dem  doppelten  Radius  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle,  indem  di»; 
beiden  für  P  und  P^  abgeleiteten  Ausdrücke  für  die  Oberfläche  einer  flüssigtt 
Masse  gelten,  bei  der  also  sämtliche  innerhalb  des  Radius  der  Wirlraugt- 
Sphäre  liegenden  Moleküle  auf  die  in  der  Oberfläche  liegenden  Teilchen  ihn 
Wirkung  ausüben.  • 

Bei  einer  sich  mehrere  Tage  haltenden  Blase,  welche  durch  Verdunstung 
imd  allmähliches  Herabrinnen  der  Flüssigkeit  zur  Ansatzstelle  der  BU» : 
nach  und  nach  dünner  wurde,  liefs  sich  nun  eine  Verminderung  des  Druckes 
bis  zu  dem  Momente,  in  welchem  die  Blase  zersprang,  nicht  erkennen,  m 
dafs  die  Dicke  der  Blase  bis  zu  diesem  Momente  nicht  kleiner  war  als  der 
doppelte  Radius  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle.    Die  Diiske  der  BhM  i 
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Reh  nacb  einer  optiscbeiL,  im  zweiten  Bande  m  besprechenden  Methode, 
Farbe  *hr  Blase*),  «u  n*"*«,000  113  5,  Daraus  folgt  dann,  dafs  der 
der   W  Mhäre    den    Wort    von   0™™  000  056  7    nicht    über- 

fitet,    Ninjj  an.  dafs  die  Bluse  nicht  langer  besteben  kann,  als 

der  Haut  gleich  ist  dem  doppelten  Radius  der  Wirknngssphlire^ 
ie  etwa  dies  der  Radius  der  Wirkungssphäre  fllr  die  Molekolarkrätlte 
3eifßxilr>saiig  sein,  ein  zwar  kleiner,  aber  wie  man  sieht  noch  wohl 
irer  Wert. 
liiicke  bat  den  Radius  der  Wii-kungssphäre  in  anderer  Weise  direkt 
Fm^rftsen  gesucht*).     Bringt  man  auf  eine  Glasplatte   sehr  dünne,   keil- 
te Schiebten   einer  andern  Substanz,   so  wird  der  Randwinkel  einer 
an  den  versebiedenen  Stellen  verschii^den  sein,  wenn  die  Bicke 
keilförmigen  Schiebt  nicht  so  grofs  ist  als  der  Radius  der  Wirkiings- 
er  wird  konstant  erst  von  der  Stelle  der  keilftirrnigen  Schiebt,  von 
ihre  Dicke  gleich  dt^va  Radius  der  WirknngsspbiU*e  ist.    Denn  der 
Jwinkel  hängt,  wie  wir  sahen,  ab  von  dem  Verhilltnis  der  Adhäsion  der 
ngkeit  an  den  festen  K£5rper  zur  Kobäsion  der  Flüssigkeit,    Ist  dem« 
die  Adhäsion  der  Flüssigkeit  an  das  Glas  eine  andere,  als  an  die  auf 
^Glü^  gebrachte  Schicht^  was  immer  dann  der  Fall  sein  wird,  wenn  die 
|keit  die  beiden  Substanzen  nicht  vollkommen  benetzt,  so  urnfs,  so 
lie  Schicht  eine  so  kleine  Dicke  hat,  dafs  das  Olas  noch  durch  sie 
lurehwirkt,  der  Randwinkel  ein  anderer  sein  als  dort,  wo  der  Abstand 
ssigkeit  vom  Glase  gleich  oder  gröfaer  ist  als  der  Radius  der  Wir- 
pbüre. 
derartige  keiltormige  Schichten  lassen  sich  auf  Glas   sehr  gut  durdh 
erzeugen^),  indem    man  auf  eine  Glasplatte  eine  an  verschiedenen 
Torsehieden    dicke    Schicht    einer    VersilbermigsflUssigkeit    bringt* 
jc©  brachte  zwischen  eine  ebene  Glasplatte  und  darauf  gelegte  Cylinder- 
von  Spiegelglas,  welche  einen  Radius  von  120^"^"'  besafs,  Martinsche 
keit,  aus  welcher  dann  eine  doppelt  keilförmige  Silber- 
**,  welche  in  der  Mitte,  dort  wo  die  Cylinderilllche  die 
berührte,  am  dünnsten  war.    Zwei  solcher  Platten  wurden  vorsichtig 
|i(llt,   daim  durch   dünne  GlasplÄttchen  getreimt  mit  den  versilberten 
hm  eiminder  gegenübergestellt,   so   dafs  etwa  gleich   dicke  Schichten 
Lirin;inder  gegenüberlagen.     Eine   schwache   Metallfeder   diUckte   die 
IPlatten  ^egen  eiminder.    Dieselben  wurden  dann  in  einen  Trog  mit 
tem  Wasser  so  aufgestellt,  dafs  die  Schneiden  der  Silberkeile  ver- 
i«ii.     Das  Wasser  erhob  sich  in  dem  kapillaren  Raum  zwischen 
len  ßilberlamellen  bis  zu  einer  Höbe  Ä,  welche  an  der  dünnsten 
Silbers  am  höchsten  war,   imd  immer  kleiner  wurde,  je  dicker 
Br  WTirde.    Da  der  Abstand  d  der  Platten  überall  der  gleiche  war, 
AHM  der  Gleichung  für  die  Steighöhe  zwischen  den  Platten 

«  d  d  ^ 

.  nmehmender  Silberdicke  der  Winkel  ^  unmer  gröfser  wird. 


•ttlit!  im  2.  Band:  »»FArbe  dünner  Blättchen*^ 
r^ii^Mlv,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXVIL 
mtui  «ehe  darüber  Cjuincke^  Poggind.  Ann.  Bd.  CXXIX.  \v  44 W. 
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Wirkungssphäre  der  Moleknlarkiilfte. 


Folgende  Tabelle  enthält  eine  Beobachtongsreihe  von  Quincb 
Dicke  der  Silberschicht  wurde  nach  einer  optischen  Methode,  wie  sie 
von  Plateau  benutzt  wurde,  bestimmt.  Die  Winkel  ^  sind  ans  ( 
Gleichung 

cos  ö-  =  —r 

abgeleitet,  in  der  Quincke  a*,  die  specifische  Kohäsion  des  Wassers  glei« 
einsetzte.  Die  mit  x  überschriebene  Kolumne  gibt  die  Abstände  der  St 
denen  die  Steighöhe  h  entspricht  von  der  dünnsten  Stelle  der  Silberse 
B  ist  die  Dicke  der  Silberschicht. 


«1  =  0«" 

",633 

X 

s 

h 

» 

mm 

mm 

mm 

0 

0,000  004  0 

13,74 

•'54033' 

1 

0,000  005  2 

13,58 

55»  2' 

2 

0,000  008  0 

13,33 

55044' 

3 

0,000  013  0 

13,10 

560  26' 

4 

0,000  014  2 

12,82 

57O15' 

5 

0,000  02Ö  0 

11,92 

59*48' 

6,5 

0,000  028  4 

9,73 

65»  38' 

Man  sieht,  wie  h  mit  wachsender  Silberschicht  ganz  beträchtlic 
nimmt.  Diese  Abnahme  dauerte  selbst  an  den  dicksten  Stellen  der  S 
schichten,  die  noch  durchsichtig  waren,  fort,  Stellen,  welche  eine  Die 
zu  0°*°*,000  054  2  besafsen,  so  dafs  der  Radius  der  Wirkungssi)häT 
Glas-Silber- Wasser  noch  etwas  .gröfser  anzunehmen  ist. 

Mit  Quecksilber  kann  man  ähnliche  Beobachtungen  machen,  i 
man  die  Silberschicht  durch  Behandeln  mit  Schwefelwasserstoff  in  Sch^ 
Silber  überführt,  und  dann  direkt  durch  Spiegelung  die  Stelle  aufsucl 
der  Winkel,  unter  welchem  das  Quecksilber  die  vertikal  gestellte  ] 
schneidet,  konstant  wird,  oder  wo  die  Depression  des  Quecksilbers  a 
vertikalen  Wand  einen  konstanten  Wert  erhält  Derartige  Versuche  lie: 
Quincke  für  den  Radius  der  Wirkungssphäre  den  Wert  0°^,000r 
Nach  Überführung  des  Silbers  in  Jodsilber  fand  Quincke  den  Winki 
einer  Schichtdicke  von  0°™,000  059  konstant  werden.  Als  die  Glas] 
mit  einer  Kollodiumschicht  überzogen  war,  fand  sich  die  Dicke  der  Sc 
wo  der  Randwinkel  des  Quecksilbers  konstant  wurde,  kleiner  als  0™  OC 
eine  genauere  Bestimmung  war  in  diesem  Falle  wegen  des  optischen 
haltens  der  Kollodiumschicht  nicht  möglich. 

Wenn  man  nach  diesen  Methoden  wegen  der  Schwierigkeit,  die 
Üächenbeschaffenheit  der  festen  Körper  an  allen  Stellen  genau  glei 
erhalten,  keine  absolut  genauen  Messungen  des  Radius  der  Wirkungss] 
erwarten  kann,  so  beweisen  diese  Versuche  doch,  dafs  man  mit  gi 
Annäherung  diesen  Radius  50  Millionteilen  eines  Millimeter  gleich  s 
darf,  eine  zwar  kleine,  aber  sehr  wohl  mefsbare  Gröfse.  Wir  müssen  ( 
die  Annahme  fallen  lassen,  dafs  die  Molekularkrftfte  auf  nur  nnine 
Meine  Entfernungen  wirken. 


htJwi'iTUüift'M  iulolge  von  Kapillar wirkiiDji^. 
§  78, 
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Bewegungen  infolge  von  KapiUarwirkmig.  Duruh  die  bisher  he- 
ilet an  Gesetze  der  Oberflächenspannung  erklären  sich  eine  Anzahl  auf- 
der  Erscheinungen,  von  denen  wii-  einige  Bewegangserschexnungen 
wollen, 
enn  man  zwischen  zwei  nnter  einem  spitzen  Winkel  znsammenstorsende 
öder  in  ein  konisches  Glasröh ruhen  einen  Flüssigkeitstropfen  bringt, 
flie  Höhrenwando  benetzt,  so  sieht  man,  dafs  der  Tropfen  sich  gegen 
Scbeitt«!  des  Winkels  hinbewegt;  ein  die  Röhrenwiinde  nicht  henetzon- 
TropVen  dagegen  bewegt  sieh  von  dem  Scheitel  des  Winkels  oder  der 
tee  dfr  R«*^hre  fort.  Diese  Bewegimg  erklärt  sich  immittelbar  aus  den 
riim  erkannten  Gesetzen  der  Oberthlchnnsparnrnng,  Die  Begrenzimgs- 
Chen  der  Flüssigkeit  sind  in  dem  ersten  Falle  konkav;  an  der  engem 
ie  der  Röhre  (Fig.  116)^  oder  gegen  den  Scheitel  des  Winkels  hin  ist 
des  kleinem  Abstandes  der  Wilnde  die  Krtimmimg  der  Obei-fläche 
ker  als  an  der  entgegengesetzten  Seite.  Deshalb  ist  der  Druck  gegen 
Innere  der  Flüssigkeit  im  der  weiten  Stelle  der  Rohre  stärker  und 
em  Drucke  folgend  mnfs  sich  der  Tropfen  gegen  das  engere  Ende  der 
Ire  hin  bewegen. 


Umgekehrt  ist  es  im  zweiten  Falk  (^Fig.  117);  die  Oberffache  ist  dann 
,  die  Krümmung  an  der  engen  Seite,  und  darrnt  der  g<}gen  das  Innere 
gerichtete  Druck  von  dieser  Seite  her  starker.    Der  Tropfen 
i   gegen  das  weitere  Ende  der  Rühre  hin  bewegen. 


Wenn  ..<....  ..,.  .   ^....a.,^.^    ebene  Platten  mit  ihren  unteren  Enden  in 

Flüssigkeit  vertikal  eintaucht,  so  bemerkt  man,  dafs  diese  Platten  sich 
In&hem   streben T  sowohl,  wenn  die  Wände  benetzt  werden,  die  Flüssig- 
also  zwischen  den  Platten  steigt  (Fig.  llf),  als  auch,  wenn  die  Wilnde 
netzt  werden,  die  Flüssigkeit  zwischen  den  Platten  tiefer  steht  als 
h  (Fig.  110).     La  Place  \)   erklärt   diese  Erscheinung  folgender- 
Ba  die  Flüssigkeitssäulen  zwischen  den  Platten  und  aufserhalb 


»)  La  Hact,  Theorie  etc.    Ciübcrt,  AoDalen  Bd.  XXXIU,  p.  mz. 


-^-■^'•^ 
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Bewegungen  id folge  von  Kapillarwirkmig. 
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im  Gleichgewicht  sind,  so  ist  der  Druck  auf  die  Platten  imterhalU  a  to 
allen  Seiten  gleich,  nicht  aber  so  oberhalh  a  z.  B.  in  b.  In  dem  Punkte j 
wird  die  Platte  nach  innen  gedrückt  durch  den  Druck  der  Luft^  dea  ^ 
mit  P  bezeichnen  wollen,  nach  aufsen  jedoch  durch  den  Seitendruck  ' 
über  h  liegenden  Flüssigkeitssllule,  welcher  gleich  ist  dem  senkreckU 
Drucke,  den  ein  Punkt  in  der  durch  b  gelegten  Horizontalebene  eil 
Dieser  Druck  setzt  sich  zusammen  aus  dem  vertikal  ahwürtsgehenden  ] 
der  Ätmospblire,  dem  irewichte  der  Flüssigkeit ssöule  über  h  und  dem  i 

tikal  aufwärts  gehenden  Drucke  der  Differenz  der  Oberflächenspannung  f  - 

zwischen  und  auiserhalb  der  Platten,   welche   das  Steigen  der  FlUs 

IJr 

zwischen  den  Platten  bewirkte:  er  ist  also  P  4-  «7  —  -r—  ,  wenn  wir  : 

^  E 

das  Gewicht  der  Flüssigkeit  über  b  bezeichnen.     Nun  ist  aber  — 

dein  Gewichte  der  ganzen   gehobenen   FlÜssigkeitssÄule^   demnach 

und  ^  —  -^—  <;  0  =  ^  cP,  wenn  wir  mit  c  eine  Konstante  bexeich 

welche  kleiner  als  1  ist.    Die  Pktto  wird  somit  durch  einen  Druck  P  J 
innen  und  durch  einen  Druck  P(l  —  c)  nach  aufsen  getrieben,  also  du 
den  Ül)erschuls 

P-  P(l  ^c)  =  Pc 

nach  innen  getrieben  Gleiches  gilt  von  der  zweiten^  der  ersten  genäherl 
Platte,  so  daTs  also  die  Platten  mit  einer  Kraft  2Pc  gegen  einander  | 
trieben  werden. 

Dasselbe  ist  in  der  Anordnung  Fig.  119  der  Fall,  Durch  eine 
lUtnliche  Entwicklung  erhsilt  man,  dafs  die  über  a  liegenden  PunkU»  da 
die  auTserhalb  höher  stehende  Flüssigkeit  einen  nach  innen  gericht 
Di'uck  erfahren.  Unterhalb  a  sind  die  Drucke  nach  innen  und  aufsen  j 
da  die  FUlssigkerten  imaerhalb  und  aulserkalb  der  Platten  im  Gleich^ 
sind;  bei  b  aber  wirkt  nach  aufsen  der  Druck  der  Luit,  nach  inneSl 
Seit€)ndruck  der  Flüssigkeit^  welcher  gleich  ist  dem  Dmcke  der  Luft, ' 
mehrt  um  das  Gewicht  der  über  b  vorhandenen  Flüssigkeitsschicht^ 
letztere  Teil  des  Seitendruckes  raul's  demnach  die  Platten  gegen  einander  drüe 

Wäre  der  nach  innen  und  au 
gleich  wirkende  Druck  P  der  Luft ; 
nicht  vorhanden,  so  bleibt  doch  in  • 
den    Fällen   der  nach    innen  geriebl 
Druck    übrig,    nur    dafs    wir    ihn 
ersten   Falle   nicht   als   den   Übe 
des    äuTsem    über     den    innem    Dr 
aulTassen  müfsten,   sondern  als  die  , 
Ziehung  zwischen  Wand  und  Flüssig 
welche  eben  den  von  innen  nach 
wirkenden  Druck  in  unserer  vorigen  1 
trachtungsweise  vermindert 

Wenn  die  eine  der  Platten  von« 
feoit  benetzt  wird,  die  andere  nieht^  sn  steigt  die  Flüssigkeit  an  der  eind 
rändern  nicht,  wie  in  Fig.  12U;  man  beobachtet  dann  eine  Abstr.rsujiii 


¥ig,  120. 


Aai^breihtng  einer  Flüssigkeit  auf  festen  K&rpern. 
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lüCst  sieh  aus   dt^molbeii  Principien  ableiten.     An  der  benetzenden 
a   niuTs    dann   die»   Flüssigiceit    aufserbalb   liüher  ans>toigf^n   als  im 
chenraome  der   beiden    Platten,  weil    die   Flüssigkeit  aulson  so  hoch 
Q  mars,  dafs  die  durch   die  konkav©   Krümmung  verminderte  Ober- 
;pamtung    durwli   die   gehobene    Flüssigkeit    äquilibriert   wird.      Ini 
dagegen    zwischen    o    und    b    ist    die^  Obertiilehe    der    Flüssigkeit 
ip«H  gekrümmt,   indem   die  Flüssigkeit   an  a   sich  konkav,   an  h  aber 
ivei  anlegt.     Die  Oberflächenspannung  wird  daher  in  der  einen  Hälfte 
Flüssigkeit  sswar  vermindert,  in  der.  andern  gegen  h  liegenden  dagegen 
stärkt^  undidpsbalb  ist  die  Vermindemmg  an  a  nicbt  so  grofs  wie  aufser- 
b;  die*  Flüssigkeit  kann  also  ira  Innern  an  a  nicht  m  hoch  steigen.    Aus 
n  dem  Grunde  muls  sie  an  b  aufsen  eine  stärkere  Depression  erhalten 
xvrischwn  dtm  Platten. 

Aus  dieser  Gruppierung  ergibt  sich  dann  nach  der  Entwicklung  der 
im  vorigen  Falle,  dafa  sowohl  a  als  auch  h  einen  Antrieb  von  innen 
ib  »Olsen  ertlihrt^  die  Platten  müssen  sieh  also  von  einander  entfeiiirn. 

Eine  genauere  Untersuchimg  der  gekrümmten,  zwischen  den  Platten 
handeueu  t^beriltlcbe  der  Flüssigkeit  hat  hn.  Place  zu  dem  Resultate  ge- 
,  dafs  bei  sehr  grolser  Annäherung  der  Platten  die  Abstofsung  in  eine 
uehung  übergeht^  ein  Resultat,  das  Vorsuche  von  Hauy*)  bestätigen. 

AusbreituiLg  von  Flüssiglceiteii  auf  festen  Körpern.   Auflösung. 
§  72  bei  Ableitung  der  Beziehung,  welche  die  GrÖise  des  Raudwlnkels 
Ümmt,    erwähnten  wir,  dal's    in   zwei  Füllen   sich    ein   Gleichgewichts- 
tand nicht  herstellen  könne.     Wir  nannten  die  Summe  der  der  Wand- 
ihe   pax'allelen  Komponenten   der  \virkäam*^n    Kräfte  K^^   und    x*echneten 
»Iben  positiv T  wenn  sie  von  der  Flüssigkeit  Ibrtgerichtet  sind;  die  Bumine 
,l.,r  <  lUerfläche  der  Flüssigkeit  parallelen  Komponenten  bezoiclmeten  wir 
\'on  iUßSor  bemerkten  wir  schon   damals,   dals  wir  sie  der  Kon- 
m  dem  Ausdrucke  für  die  OlH?rJiäeh*^nspammng,  aJso  der  Kapillari- 
tantren  a  proportional  setzen  konnten.    Führen  wir  diese  Bezoi ebnung 
10  ist  der  Ausdruck  für  den  Rand  winket  0* 


cos  d^ 


iL 

DT 


Der  Winkel  &  wird  unmöglich,  wenn  F^  >  «;  in  dem  Falle  kann  also 
ie'  '       iistand  nicht  eintreten,    Ja,  wenn  wir  einen  Tropfen  auf 

fi»  ] ,  etwa  eine  horizontale   Platte  legen,  kann  ein  Gleich- 

ßlitszustand  schon  dann  nicht  eintret^m,  wenn  l'\  ^  «,  somit  ^  ^=  0 
Dean  wenn  ein   solcher   Tropfen   liegen   bleibt,   so   ist   immer   der 
M  ^  von  Null  verschieden.     Es  mufs  sich  also  der  Tropfen  auf  der 
t  Äusbreüeu  imd  dieselbe  mit  einer  dünnen  flüssigen  Schiebt  tiherziehen*). 

Hauy,  a.  a.  ü.     (iilbert,  Annahm  13d.  XXXJIL  p.  308. 
Man   äf  liP    Quincke,    Wiedein,    Ann.    Bd.   11.     Auf  die  genauere  Unter- 
tiitigBphätjoraene,  apeciell  auf  die  VerdrängUDg  einer  FlüBsig- 
re  und  die  Beziehuujj  dieser  Eracheintuigen  zu  den  Kapilla- 
ico^u»iüuil<^u  kuimen  wir  hier  nicht  eingehen. 


j[^^H 
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Mischung  und  Schichtung  der  Flüfl«igkeiteii, 


In  der  That  ist  das  auch  der  Fall,  rein©  Flächen  werden  von  sie  voUkoinin4 
bnnfitj-ejiden  Flüssigkeiten  überzogen^  wenn  man  einen  Tropfen  der  letitei 
auf  sie  bringt,  es  tritt  eine  Ausbreitung  der  Flüssigkeiten  auf  den  festi 
Kr*rpern  ein.  Der  bereits  §  77  erwähnte  Schlnfs  von  Quincke,  dafe 
llandwinkel  der  freien  Oberfläche  verschiedener  Flüssigkeiten  wie  Wai 
Alkohol  u.  s.  w*,  und  wilsserrger  oder  alkoholischer  Salzlösungen  gegen  Td 
koranien  roino  Glas-,  Kry stall-  oder  Ketall flächen  Null  zu  sein  scheine, 
ruht  eben  darauf,  dafs  die  Flüssigkeiten  sich  auf  den  reinen  festen  Ol 
flächen  ausbreiten. 

Als  zweiten  Fall,  bei  welchem  sich  kein   Gleichgewicttszußtand  hfl 
stellen  kann,  bezeichneten  wir  den^  dafs  die  Stumme  der  bei  der  di 
Zerlegung    sich    ergebenden  zur  Wand  senkrechten  Kräfte  von  der 
fort  gerichtet  sei.     Das  ist  nur  bei  einer  solchen  Lockerung  der  M' 
welche  in  die  Flüssigkeit  eintauchen  möglich,  dafs  dadurch  die  & 
des  festen  K«jr]>ers  aufgehoben  wird.     Es  tritt  deshalb  in  dem  Falle 
Trennung  der  Moleküle  des  festen  Ktirpers  und  eine  Vermischung  dersell 
mit  denjenigen  des  flüssigen  Koi-pers  ein,   wir   beobachten    die    Auflöi 
des  festen  Körpers,     WVun  man  ein  8alz  in  Wasser  bringt,  so  zert^t 
sich  und  verbreitet  sich  in  der  Flüssigkeit,  so  dafs  nach  einiger  Zeit 
ganse  Flüssigkeit   8alzteilchen  enthült,   welche   durch    die   Anziehung 
Wassers  zu  den  Salzteilelien  in  dem  Wasser  der  Schwere  entgegen  gebol 
nnd  verbreitet  werden. 

Die    Auflösung  eines  Ktirfiers  in   einer  Flüssigkeit  w^ird   vielfi 
eine   chemische    Verbindung   angesehen;   von   den  eigentlichen  che] 
Verbindungen   unterscheidet   sie   sich  jedoch  dadurch,   dafs   sie   nicht 
diese  nach  festen  Verhältnissen  vor  sich  geht.     Im  Gegenteil,  eine  Pitt 
keit  kann  einen  in  ihr  löslichen  Körper  in  allen  Verhältnissen  bis  zu  eh 
gewissen,  bei  konstanter  Temperatur  festen  Grenze  aalnehmen.    Jene  Gren 
nennt  man  die  Löslichkeitsgrenze. 

Bei  der  Lösung  eines  Salzes  in  Wasser  zeigt  sich  die  Anziehnng 
SalX'  und  Wasserteilchen  überdies  in  der  sogenannten  Kontraktion 
Balzlösungen.  Das  Volumen  der  hergestellten  Lösung  ist  nämlich 
wenigen  Ausnahmen  kleiner  als  die  Summe  der  Volumina  der  einzehoeD 
standteile.  So  ergab  sich  z.  B.  aus  einigen  mit  Salpeterlösangen  yon 
angestellten  Versuchen  bei  einer  8procentigen  Losung  eine  Kontraktil 
von  C\8  Procent;  eine  Lösung  von  21,522  Kubikcentinaeter  1^44,293*') 
554,077  Kubikcentimeter  Wasser  von  20"  C,  ergab  nicht  575^599  KiÄä 
centimeter  Lösung,  sondern  nur  570,838,  so  dafs  also  das  entstandene  Tl 
lumen  der  Lösung  um  4,762  Kubikcentimeter  kleiner  war  als  die  Stunii 
der  ursprünglichen  Volumina, 

Die  genanem  Gesetze  dieser  Kontraktion  sind  noch  nicht  bekanni 

§B0. 

MiBOhung  und  Sohichtxmg  der  Flüssigkeiten;  Plateana  Versnob 
Wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  zusammenschiUtet ,  so  beobachtet  man,  d« 
ebenso,  wie  die  umziehenden  Wirkungen  der  flüssigen  Körper  auf  die  festi 
ien  sind^  so  auch  die  der  flüssigen  Körper  unter  einander.  ^ 
ich   entweder,   dafs   die   Flüssigkeiten,    wemi   sie   verschied«!! 
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icbes  Grewicht  haben,  einfach  sich  über  einander  lagern  ihrer  Schwere 
(,  oder  dafs  die  Flüssigkeiten  sich  mischen,  dafs  die  eine  die  andere 
ndi^  durchdringt,  und  so  die  schwerere  in  der  leichtem  gehoben  und 
itet  und  die  leichtere  in  die  schwerere  hinabgezogen  wird.    So  mischen 

B.  Wasser  und  Weingeist  in  allen  Verhältnissen,  während  Wasser 
1  sich  nicht  mischen,  sondern  ihrer  Schwere  gemäfs  sich  über  ein- 
lagern. 

Sin  Flüssigkeitsgemische  ist  eine  ganz  homogene  Flüssigkeit,  deren 
Qe    Bestandteile   sich  nicht   durch   mechanische   Mittel,   sondern  nur 

eine  Veränderung  des  Aggi-egatzustandes  von  einander  trennen.  Da- 
,  unterscheidet  sich  ein  Gemisch  wesentlich  von  einem  Gemenge,  wie 
es  herstellen  kann,  wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  gleichen  specifischen 
i^htes  in  einem  Gefllfse  zusammengiefst  und  stark  schüttelt. 
Bei  der  Mischimg  zweier  Flüssigkeiten  zeigt  sich  in  den  meisten  Fällen 
eine  Eontraktion  des  Gemisches,  indem  das  Volumen  der  Mischung 
er  nnd  somit  seine  Dichtigkeit  gröfser  ist  als  die  Summe  der  Volumina 
Bestandteile  und  deren  mittlere  Dichtigkeit.  Am  genauesten  ist  die 
raktion  der  Mischungen  bei  den  Gemischen  aus  Alkohol  und  Wasser 
sucht,  wir  haben  einige  Zahlen  bei  der  Betrachtung  der  Alkoholo- 
r  angegeben. 

Wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  gleichen  specifischen  Gewichtes  zusam- 
liefst,  die  sich  nicht  mischen,  so  z.  B.  öl  in  ein  Gemische  aus  Alkohol 
Wasser  bringt,  so  beobachtet  man,  dafs  sich  die  Flüssigkeiten  nicht  in 
^elmäfsiger  Weise  durch  einander  lagern,  sondern  dafs  die  eine  in  der 
m,  so  das  öl  in  dem  Gemische  in  der  Gestalt  kugelförmiger  Tropfen 
immt.    • 

Es  folgt  dieses  mit  Notwendigkeit  aus  den  in  den  vorigen  Paragraphen 
5tragenen  Lehren  über  die  Oberflächenspannung.  Denn  dadurch,  dafs 
)l  in  dem  Alkohol  schwimmt,  ist  es  ganz  ohne  Schwere;  die  Gleich- 
3htsgestalt,  in  welcher  es  sich  ansammelt,  wird  daher  nur  durch  die 
tarnen  Molekularkräfte  bedingt.  Dieselben  sind  die  Anziehung  des 
hols  auf  das  Öl  und  die  Wirkung  des  Öles  auf  sich  selbst,  von  denen 
^ohäsion  des  Öles  die  Anziehung  des  Alkohols  bedeutend  überwiegt, 
larans  hervorgeht,  dafs  sich  die  Flüssigkeiten  nicht  mischen.      Dem- 

mufs  das  öl  eine  solche  Gestalt  annehmen,  dafs  die  Oberflächen- 
lun^  an  allen  Ptmkten  dieselbe  ist.    Wir  hatten  für  dieselbe  allgemein 


'-'±'i'(-:+v). 


-wir  mit  H'  die  Oberflächenspannung  des  im  Alkohol  schwimmenden 
nöls  bezeichnen,  welche  eben  wegen  der  Anziehung  des  Alkohols  auf 
5l  kleiner  ist  als  in  einer  freien  nur  von  Luft  begrenzten  Oberfläche 

)lsO. 

Dieser  Ausdruck  ist  nur  dann  konstant,  wenn  die  Summe 

U    v=  const., 


^   Über  die  OberflächenspanniDOj 
iimt^dBe,  Poggend.  Ann. 
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Fig.  121, 


algo  die  Summe  der  reciproken  Werte  der  Hauptkillinmu 
Pnttktxj  der  Oberfläche  dieselbe  ist    Das  ist  der  FaJl^  wenn  die 
eine  Kugel  ist. 

LliM  man  nun   auf  den  gewichtslosen  Tropfen  ooeh  aad 
wirken,  indem  man  ihn  an  feste  Körper  adbärieren  macht,  so 
eine  Eeihe  anderer  Gestalten  annehmen^   fllr  deren  frei«*  ClbertI 

die  allgemeine  Bedingung  bestehen  bleiben  muTs f-    r  = 

Plateau*)  bat  übePi 
stalten ,  welche  Fli 
in  einer  andern  toi 
specifischen  Gi»wii 
men  kC^nnen«  viel 
suche  angestellt, 
Flüssigkeilen  gleic! 
tischen  Gewichtes  hi 
wandte  er  ein  G*ii 
Alkohol  und  Wassei 
cbes  das  gleich*  ^ 
Gewicht,  hatte  als  Ö 
dafs  also  ein  tUtropf« 
jeder  Stelle  dieses 
Im  indiftV?renten  Gl 
schwimmt. 

Die       Versuche 
in    einein    parallele] 
Glasgefills    ^Fig.  '  li-^ 
stellt,  dessen  Wände  au 
neu  Glasscheiben  bei 
mit  ihren  Rändern 
gekittet   sind.     In   drr 
platte     ist     ein     Huhn 
bracht,   um   die    Flüssigkeiten   abzulassen,    und  in  der   Deckelplatt 
schiedene  Öffnungen,   um   die  Flüssigkeiten  und  einige  bei  den 
Fig.  itä.  benutzte    Apparate    hineinzubringen, 

der   Kasten   mit  riom   Weingo 
ttlllt   ist,   bnngt   man  mittels 
pette,  welche   mit  einem    etwas   gwl 
angeftillt  ist,  in  die  Mitte  der  Flüssi| 
rVl,  welches  sich  an  dem  Ende  der  Pipel 
eine8  giofsen  Tropfens  ansammelt, 
dann   die    Pipette,    nacbdem    man   8i4 
dem  Finger  verschlrisaen  hat,  yorsiell 
80  bleibt  der  Tropfen  in  Form  einer  Kugel  nihig  an  seinem 
wie  es  die  Theorie  verlangt.    Denn  ist  der  Tropfen  sieh  ^selbBt  ttbei 
80  dalfi  nur  die  OberÜächenspannung  auf  ihn  einwirkt,  So  mv 


io  au 


1^^^^^=:»^ 


M  riatcaUj   in   verschiedenen  Jahrgibigeti  der  BuUotioii  de  ]*J 
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Bt«]l9it  gleich  sein,  und  das  ist,  wie  wir  sahen,  der  Fall,  wenn  die 
mmttng  der  Oherflüehe  an  allen  Stellen  dieselbe  ist. 

man   den  Tropfen  an   gewissen   Stellen  mittels  vorher  mit  Öl 
^  Eisendrähte  fixiert,   so  adhäriert  der  Tropfen   an   liiesen  nnd 

lr  '^er  der  Kohäsion  des  Öles  die  Adhäsion  am  Eisen.    Die 

'  hen  mul's  demnach  eine  andere  werden,  indem  an  ge- 
ötelien   die   Oherflächenspannnng  moditiciert  wird;   für  •  die   freien 

irÄÄchen  mufs  aber  auch  in  diesem  Falle    -  A r  =  const.  sein. 

Legt  man  den  Tropfen  in  einen  Hing  von  Eisendraht,  so  nimmt  er  di^ 
Itält  t^iner  bikonvexen  Linse  an  (Fig.  123)^  deren  .beide  Flächen  Kugel- 
leiehem  Radius 

Fig.  124. 

Fi  ff.  185. 


en  Ob  er  fl  liehen 
durch  die  Bedingung  er- 

const.  Wenn* 


i  +  v 


den   in   dem  Drahtringe 
rob^ndf^n  Tropfen  vorsieh- 
0  IS  er  unten  einen 

lirt,  so  legi  er 
jsucb   an  diesen  an,  und 
man  dann  den  an  dem 
fs  befestigten  Drahtring 
während  man 
t.  KU  nachÜiefsen 

^  so  bleibt  der  Tropfen  unten  an  dem  Drahte  haften,  und  zwischen  den 
Drähten  bildet  sich  ein  vollkommener  Kreiseylinder  (Fig.  124), 
ber  oben  und  unten  von  Kugelsegmenten  gleichen  Kadius  begrenzt  ist. 
D^r  eine  Krümmungsradius  des  Cylinders  in  einer  durch  die  Axe 
tlei  derselben  geführten  Ebene  ist  unendlich,  da  diese  Ebene  die  Cylinder- 
in  einer  geraden  Linie  schneidet,  deshalb  ist 


J>er  andere  Krümmungsradius  ist  der  Radius  des  Cylinders.  Da  die 
rßach*tnspannung  an  allen  Pmikten  der  freien  Oberflüchen  gleich  sein 
ao  mufs,  wenn  wir  mit  ^j  den  Kadius  der  KugeUl liehen  bezeicbneUj 

EL    1 

2      '    ^ 

1        J^ 

2?  Q, 


K  + 


mfii  demnach  der  Hadius  der  Kugelsegmente  doppelt  so  grofs  sein  als 
'  -  Cylinders.    Eine  Messung  der  Höhe  der  Kugelsegmente  und 
itr  eingibt  in  der  That  g^  =  2q. 
MitieU  Diahtfiguren  von  verschiedener  Gestalt  ist  es  Plateau  gelungen, 
"      !t«iilie  Flüssigkeitsfiguren  herzustellen,  so  Würfel,  Üciaeder  u.  s.  t 
\«n.  ebenen    und   konkaven  Obertiächen,  je   nach  der  Ol  menge, 
die  DmhtnetÄe  brachte. 

t     4.  A»J8,  ^z 
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Wenn   man  auf  die  Tropfoe   noch   anderf^    als  die  iunerü 
Kohäsion  und  Adliüsion  wirken  Ulfst,  so  wird  auch  dadurch  die  < 
Tropfen  eine  audere.     Plateau  bewirkte  zu  dem  Ende,  dafs  der  Tropfen  sii 
im  den   in   Fig.    121   abgebildeten,   in   der   Mitte    des   paraDelepipediscl« 
Kastens  berabgeb enden  Metalldrabt  anlegte,  wekber  mittels  der  Knrbtil 
Rotation  versetzt  werden  konnte.     Die  in  der  ;Mitte  des  Drahtes  bei 
Scheibe  w*r  vorher  mit  Ol  bestrichen,  und  nun  mittels  eines  Eisend] 
die  Olkugel,   von  fj°™  Durebmesser,    so    an  die  Scheibe  geführt,   dafe 
sieh  sjTninetrisch  um  Scheibe  und  Draht  herumlegte  (Pig.  1 -**>).  WeDnmi 
%UD  die  Haudhabe  langsam  dreht,   so  siebt  man  ztiniichst,   wie  die  Kn 
allmihlieb  an  den  Polen,  durch  welche  die  Drehungsaxe  geht,  sieh  abplal 
und  am  Äquator  anschwillt  (Fig.  126).      Dreht  raan  rascher  und  rasclw 
so  wird  die  Kugel  von  unten  und  oben  bohl  und  dehnt  sich  iüimer  mehr 
horizoiitaler  liichtnug  aus;   endlich  verliU'st  sie  die  Seheibe  npd  vr-rwundi 
sich  in  einen  vollkommen  regeknäfsigen  Ring  (Fig.  127). 


Fi|r,fl25. 


Wig.  im. 


Fig.  IST. 


Diese  Erscheinungen  erklären   sich  leicht  duicli   die    zur  Molek 
Wirkung  der  Flüssigkeit  aui'  sich  selbst  hinzu  tretende  Centrifugalkraft 
ganze  an  dem  Drahte  und  der  Scheibe  adhärierende  Tropfen  wird  mit! 
Rotation  versetzt,  und  die  einzelnen  Teile  desselben  erhalt,*^  dadurch  i 
von  der  Drebungsaxe  fürtgerichtete  centrifugale  Beschleunigung,  welche  i 
der  Kühe  des  Äquators  am  stilrksten  ist.    Dadurch  suchen  die  Teile  in  \ 
Kühe  des  Äquators  sich  am  stärksten  von  der  Axe  zu  entfernen, 
wird  dieser  centrifugalen  Beschleunigung  durch  eine  verstiirkte  Oberflll 
Spannung  das  Gleichgewicht  gehalten,  und  es  tritt  nur  eine  Abplattimgi 
Tropfens  an  den  Polen,   eine   Aufhäufung  und  verstärkte   Krtlimiiung  ; 
Äquator  ein.    Überwiegt  die  centrifugale  Beschleunigung,  so  reifst  sich  < 
ganze  Masse  von  der  Axe  los  und  umgibt  dieselbe  in  der  Form  eines  Bin 
der  eine  Zeit  lang  besteht,  dann  aber,  da  sich  die  Rotati onage schwindig 
durch  die  Reibung  des  Üls  am  Alkohol  stetig  veniiindert,  wieder  xnsammeij 
fliefst,  und  sieh  als  kugelf*Jrmiger  Tropfen  wieder  um  die  Axe  legt» 

Durch    besondere   Kimstgriffe  gelang  es  Plateau*)  es   auch   dalun 
bringen,  dafs  sich  nur  ein  Teil  des  Tropfens  als  Ring  loslÖatö,  während* 


*)  Plateau,  Poggeud.  Aüß.  Erg.-JM,  lt. 
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^virt  T«il    in  Gestalt   eines  abg^iiliitteton  Sj>liiirni(ls  an  clor  Axe  liari.nii 
[  aifto  eiiie  Erscbeiuung  hervorzurufen,  welrhtJ   mit  der  des  SatiUTi  im 
*uni  dit5  grölsie  Älinlk-bkeit  hat. 

§  Bl. 

Auebreitung  von  Flüssigkeiten   auf  anderen.     Wr^nn   man   funon 
pfen  einer  speeifisch   I<?ichterü   Flüssigkeit  auf  die  (Jbf^rtlache  einer  an- 
»on  grufserem  speeifischen   Gewichte  hrintjt^  so  ist  das  Verhalten  de<5 
je  nach  dem  Verhältnis  der  Kajiillantätskonstanten  ein  sehr  ver- 
lier.    Entweder  legt  sich  der  Tropfen   in  Form  einer  Linse  auf  die 
che  der  Flüssigkeit,    so,  wenn  man  fette  Öle  oder  Teqientinnl  auf 
er  bringt,,  welches  lungere  Zeit  an  der  Luft  gestanden  bat,   oder  es 
itei  sieb  der  Tropfen  über  der  Oberfläebe   immer  weiter  und  weiter  zu 
sich    immer   mehr   verdünnenden    Flüssigkeitssehicfat    aus.      Die    Be- 
untrer  welcher  das  erstere  oder  das  letztere  eintritt,  ist  dieselbe, 
der  sich  aul*  einer  festen  Unterlage  ein  Tropfen  bildet,  nder  die  Aus- 
litnng   der  Flüssigkeit   stattfindet.      Ein  Tropfeu  kann  ^ieb  imr  dann  in 
einer  Linse  halten,  wenn  der  Randwinkel,  imter  welchem  die  auf  der 
i'be  betindlifb»^  Flüssigkeit  die  OberfiHebe  snlmeidet,  gröfser  iils  Null 
teald  dar  Winkel  gleirh  Null  ist,   mufs  die  Flüssigkeit  sieb  auf  der 
auijbreiten  \).     Die  Abhlingigkelt   des  Winkels  ^  von  den  hier  ins 
riel  kommenden  molekularen  Krilften  ist  am    pdicisesten  von    Quincke") 
üuliert,      Stelle   (Fig.  l'JH)  T  einen   Tropfen  auf  einer  Flüssigkeitsober- 
,  dfir;   dersel])e  drückt  unter  sich  dit'  t^bertlitche  der  Flüssigkeit  etwas 
dals  ein  durch  ilen  Tropfeu  ge- 
brtet  Meridianschnitt  die  Flüssigkeit, 
der  der  Tropfen  liegt,   in  der  kon- 
^Tfoi  Scbjiittkur^^e   CI)  schneidet,     ße- 
cbttm     wir    das    letzte    Element    des 
opfens  im  Punkte  (7,  wo  es  die  untere 
pfissigkeit  berührt,  so  ist  die  Bedingung 
Gleichgewichtes,  dafs  die  auf  dieses 
nent  wirkenden  Krilfte  sieh  autlieben. 
Diese   auf  das  Element  wirkenden 

\e  sind  erstens  die  Tangentialkonipr^neiite  der  <  >berflüchenspannting  der 
^keit  des  Tropfens,  welche  in  der  Richtung  der  freien  OberÜilche  des 
►fens  nach  et,  wirkt;  zweitens  tlie  Molekularair/ielumg  der  Flüssigkeit 
i  Tropfens,  welche  nach  irgend  einer  Richtung  in  das  Innere  des  Trt^pfeus 
drittens  die  nach  cfjg  wirkende  Tangentialkomprmentc^  der  zwischen 
►  beiden  Flüssigkeiten  vorhandenen  Obertllicbenspannung,  da  in  der  tHier- 
CD  zwischen  Tropfen  tmd  Unterlage  die  AVirknng  beider  Flüssig- 
vorhanden ist;  viei-tens  die  Anziehung  der  Flüssigkeit,  welche  die 
rlage  des  Tropfens  bUdet,  und  welche  nach  irgend  einer  Richtung  in 
i  Innere  dieser  Flüssigkeit  gerichtet  ist 
Wir  zerlegen  diese  Kräfte  nach  der  Richtung  «^  parallel  der  an  dns 
Tropfen element  gelegten  Tangente,  parallel  der  Richtung  a^o,  der  an 

*}  FUul  du  Boü  neifnumfi,  Foggcnd.  Ana,  IM.  CIV,  BJ,  CXXXIX. 
»-f  f^iinckc,  Poggend.  Aun.  Bd.  CXXXIX. 
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da»   MvXg    Klernent   der  gemeinsamett  Oberfläche  CD  gelf^- 

und  parnlUil  ofj,  tler  SijhaittUnie  der  Oberfläche  der  untern  i 

diu  Hntnnje    der   parallel    a^  wirkenden  Kräfte  gleich  a^^   der   pai'allei  i 

wirkendim  gleich  a^^  und  SL'hliefslich  der  parallel  a^  wirkenden  gleicb  «,.] 

Von   dioseo   so   erhaltenen   Kräften   htlngt  «j  wesentlich  von  den  ; 
Bcheii  den  Teilchen  der  Tropfenflü^sigkeit,  die  wir  die  Flüssigkeit  1 
wollen^  wirksamen  Krilften  alx     Nach  den  schon  im  §  72   vorgelegtaa 
wögiingen  werden  wir  dieselbe  der  Kapillariiätskonstanten  der  Flüss 
1  proportional  inet/.en  dürfen^  wir  haben  sie  deshalb  auch  mit  «^  bezeieb 
Uau«  dieselben  Erwägungen  ergeben,  dafs  wir  die  Kraft  tt^  der  Kapilli 
tülskcmstanten   der  Flüssigkeit   2,   der  der   Unterlage  ebenso  propor 
gelten  dürfen.    Die  Kraft  a^^  ist  dann  in  derselben  Weise  der  Ober 
Hjjatituirig  in  der  den  beideD    Flüssigkeiten  gemeinsamen  Oberfläche  pr 
tional  zu  setzen,  da  sie  einmal  von  der  Tangential komponent,e  dieser  Ob 
fliUdienspaimung  und  weiter  von  den  Anziehungen  beider  Flüssigkeiten  abhüi 

Wir  gehmgen  dann  für  den  Winkel,  den  die  beiden  Kräfte  «j  and  i 
mit  einander  und  mit  «^  bilden  müssen,  xu  ganz  demselben  8atze»  den  ^ 
auch  g  72  orhielten.  Die  drei  Kräfte  müssen  sich  verhalten  wie  die  ( 
Heiten  eines  Dreiecks,  dessen  Winkel  die  Nebenwinkel  der  drei  Winkel  i 
^t »  ^»  (e^^ig-  128)  sind;  jeder  Seite  liegt  der  Nebenwinkel  desjenigen  Winklj 
gegenüber,  welchen  die  betreffende  Kraftrichtung  schneidet*).  Es  bcsi 
»omii  zwischtiji  den  drei  Winkeln  die  Beziebimg 


«10  9'^  sio  tt^  du  ^, 

Hieraus  folgt  zunächst,  dafs  die  drei  Winkel  längs  des 
^     des  Tropfens  dieselben  sein  müssen,  da  «i,  a,j,  a^g  dort  überall  i 
atl^MI  Wert  haben.    Der  Tropfen  mufs  daher  einen  Rotationskörper 
sein  der  OberflUclie  paralleler  Schnitt,   also  auch  der  durch   CD 
üiufs  ein  Kreis  st*in?'  Die  Erfahrung  zeigt  das,   wie  man  sofort  an  i 
Öltnvpfen  erkt^nni,  den  man  auf  die  Oberfläche  von  Wasser  bringt, 
ttlligert^  Zeit  an  der  Lufl  gestanden  hat. 

Da  in  tlf»n»  ans  den  drei  Kapillarkonstanten  mit  den  Nebenwinkehi  ( 
Witikf^l  d,,  (►,*  ^3  gebildeten  Ihreiecke   dem  Nebenwinkel  von  ^^  die 
^ts  g^^uOberliegt,  so  erhalten  wir  för  den  Randwinkel  ^^  des  Tropfens! 
lUeichung 

.«,^._— ^— — 

Di#  aWidiint  MS^»  ^^^  *^  Wmknl  ^^  gleicb  180^  oder  imi 
wird»  mhtJd 

t  _i      1  i    ^  A 
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Brin^  man  also  eine  Flässigkeit  1  auf  eine  Flüssigkeit  2  mit  gröfserer 
illarkonstante,  so  breitet  sich  die  Flüssigkeit  stets  aus,  wenn  die  in 
^meinsamen  Oberfläche  der  beiden  Flüssigkeiten  vorhandene  Kapillar- 
tante gleich  oder  kleiner  ist  als  die  Differenz  der  Eapillarkonstanten 
fireien  Oberflächen  der  beiden  Flüssigkeiten. 

Quincke  hat  diesen  Satz  durch  Messung  von  Kapillaritätskonstanteu 
[er  gemeinschaftlichen  Oberfläche  zweier  Flüssigkeiten,  etwa  an  Tropfen 

einer  schweren  Flüssigkeit,  welche  er  in  eine  leichtere  brachte,  wie 
rksUber,  Chloroform,  Schwefelkohlenstoff  in  Wasser,  oder  in  anderer 
Be  geprüft.  Es  fand  sich  stets  obige  Relation  bei  Ausbreitungsversuchen 
ätigt.  Am  einfachsten  stellt  sich  obiges  Gesetz  bei  Flüssigkeiten,  welche 
^em  Verhältnisse  mischbar  sind.  Denn  dort  ist,  wie  schon  im  vorigen 
igraphen  erwähnt  wurde,  a^^  stets  gleich  Null.  In  dem  Falle  mufs  also 
}  die  Flüssigkeit  mit  kleineren  Kapillarkonstanten  sich  auf  einer  Flüssig- 

mit  gröfseren  Kapillarkonstanten  ausbreiten^). 

Da  das  Ausbreitungsphänomen  wesentlich  von  der  Oberflächenspannung 
sich  beführenden  Flüssigkeiten  abhängt,  so  erkennt  man,  dafs  kleine 
inreinigungen  der  Oberflächen,  besonders  derjenigen,  auf  der  die  Aus- 
tung    stattfinden   soll,  von   wesentlichem  Einflufs  auf  die  Erscheinung 

mofs.  So  erklärt  es  sich,  dafs  öl  auf  frischem  Wasser  sich  ausbreitet, 
t  auf  gestandenem,  dafs  Wasser  sich  nur  auf  der  Oberfläche  ganz  reinen 
cksilbers  ausbreitet  u.  m.  a.*). 

§  82. 

Diffusion.  Wenn  zwei  mischbare  Flüssigkeiten  vorsichtig  so  zu- 
mengegossen  werden,  dafs  die  leichtere  anfänglich  über  der  schwereren 
gert  ist,  so  findet  dennoch  allmählich  eine  Mischung  der  Flüssigkeiten 
t,  indem  wegen  der  starkem  Anziehung  der  einen  Flüssigkeit  auf  die 
dküle  der  andern  eine  Mischung  zunächst  in  der  Grenzschicht  der  beiden 
»igkeiten  eintritt  und  aus  dieser  dann  die  Moleküle  der  einen  Flüssigkeit 
»r  in  die  andere  verbreitet  werden.  Man  bezeichnet  dieses  Durch- 
gen der  Flüssigkeiten  mit  dem  Namen  der  Diffusion.  Je  nachdem 
pere  oder  kürzere  Zeit  vergeht,  ehe  die  Mischung  der  Flüssigkeiten  auf 
e  Weise  vollständig  wird,  schreibt  man  ihnen  eine  gröfsere  oder  kleinere 
usionsgeschwindigkeit  zu. 

Am  genauesten  ist  die  Diffusion  gelöster  Substanzen  untersucht  worden. 

erste,  welcher  sich  näher  damit  beschäftigte,  war  Graham^);  derselbe 
Ite  GefUfse,  welche  mit  verschieden  konzentrierten  Lösimgen  der  zu 
ersuchenden  Salze  gefüllt  waren,  in  gröfsere  Gefiifse  mit  Wasser  und 
jlich  die  Salzquantitäten,  welche  in  gleichen  Zeiten  in  das  umgebende 
sser  hinübergegangen  waren.  Er  fand,  dafs  bei  nicht  zu  konzentrierten 
ongen    diese  Mengen   der  Konzentration    der    angewandten    Lösungen, 

*)  Quincke  a.  a.  0.  Lüdtge,  Toggend.  Ann.  Bd.  CXXXVII.  Marangoni, 
^nd.  Ann.  Bd.  CXLUI. 

*)  Man  sehe  über  den  Einfluik  unmerklich  dünner  Schichten  fremder  Sub- 
len  Quincke^  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXIX  und  Nene  Folge  (Wiedem.  Ann.) 
II. 

*}  Graham,  Liebigs  Annalen  Bd.  LXXYII.  Bd.  LXXX.  Bd.  CXXI. 
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resp.  den  Mengen  des  in  gleichen  Volumen  derselben  gelösten  Salzes  pro- 
portional waren,  daFs  bei  gleicher  Konzentration  indes  die  Mengen  TB^ 
schiedener  Salze  sehr  verschieden  waren,  so  dafs  man  den  yersebieda» 
Salzen  eine  sehr  verschiedene  Diffusionsgeschwindigkeit  zuschreiben  mnfi 
Bald  nach  den  Versuchen  Grahams  gab  Fick^)  eine  einfache  Theorii 
der  Diffusion,  durch  welche  man  zu  einer  präcisen  Definition  des  Begriffi» 
der  Diffusionsgeschwindigkeit  gelangt.  Fick  nimmt  an,  dafs  die  Menge  dn 
in  der  Zeiteinheit  aus  einer  Schicht  in  die  nächstfolgende  übergehenä« 
Salzes  der  Konzentrationsdifferenz  der  beiden  Schichten  proportional  iil 
Denken  wir  uns  nun  ein  cylindrisches  Rohr,  welches  unten  geschlossen  ist 
imd  auf  seinem  Boden  eine  Schicht  Salzlösung  von  der  Konzentration  i^ 
enthalte,  wo  Kq  die  im  Kubikcentimeter  Lösung  vorhandene  Menge  Sik 
bedeuten  soll.  Über  diese  Schicht  sei  zunächst  reines  Wasser  gebradt 
Nach  irgend  einer  Zeit  f  wird  dann  ein  Teil  des  Salzes  in  das  WasM 
diffundiert  sein  und  eine  Schicht  in  der  Höhe  x  über  dem  Boden  hat  zn  te 
Zeit  die  Konzentration  ?^  Eine  um  dx  höhere  Schicht  hat  dann  die  Koi- 
zentration  u  —  dii-^  wähfend  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  ist  dann  die 
der  ersteren  in  die  folgende  übergehende  Salzmenge  nach  der  Annahü 
von  Fick 

ds  =  —  Kqdu  •  d/, 

wo  wir  auf  der  rechten  Seite  das  negative  Vorzeichen  schreiben  müs3<n 

weil   der   Salzstrom  nach   der   Richtung    der   abnehmenden   KonzentratM 

stattfindet.     Es  bedeutet  in  der  Gleichung  q  den  Querschnitt  des  Gefiill« 

und  X  eine  nur  von  der  Natur  des  Salzes  abhängige  Konstante,  welche 

Menge  des  durch  dio  Flächeneinheit  übertretenden  Salzes  sein  würde,  w( 

diö  Dift'erenz  der  Konzentration  zweier  benachbarter  Schichten  gleich  ' 

Einheit. wäre.    Anstatt  der  Konstanten  x,  welche  sehr  grofs  sein  würde, 

der  Konzentrationsunterschied  zweier  benachbarter  Schichten  immer  s 

klein  ist  und  zudem,  da  wir  den  Unterschied  du  niemals  wirklich  angeM 

können,  nicht  bestimmbar  wäre,  fähren  wir  besser  eine  andere  Konstante 

ein,  welche  wir  dann  als  das  Mals  der  Diffusionsgeschwindigkeit  erhaltl 

Als  solche  bezeichnen  ^vir  die  Salzraenge,  welche  in  der  Zeiteinheit  dnit 

di(j  (Juerschnittseinheit  geht,  wenn  zwei  luu  die  Längeneinheit  von  ei 

entfernte  Querschnitte  die  Konzentrationsdifferenz   1   haben,  vorausgesett^ 

dafs   die  Konzentrationsabnahme  von   Querschnitt  zu  Querschnitt,  welÄ 

um  d.r  von  einander  entfenit  sind,  immer  denselben  Wert  hat.     Ist 

Konzentrationsabnahme  in  zweien  um  dx  entfernten  Querschnitten  gleich  li 

du  _a 

so  ist  sie  in  zweien  um  die  Längeneinheit  entfernten  gleich  -^ — ,  und  0 

Einfuhrung  der  Konstanton  Ä*  erhalten  wir  dann  fftr  die  in  der  Zeit  dt 
einem  Querschnitte  zu  dem  folgenden  übergehende  Salzmenge 


ds  =^  —  Jcq    —  dt. 


1 


dx 

Dieser  aus  der  Fickschen  Annahme  sich  ergebende  Ausdruck  fftr  Sii 
im  Zeitelement  dt  übergehende  Salzmenge  gestattet  uns  nun  zunähst  H 
dort  eintretende  Konzentrationsänderung  zu  berechnen.    In  derselben  ZA 


')  Fick,  Poggend.  Ann.  Bd.  XCIV. 
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ier  durch  den  Querschnitt  x  diese  Salzmenge  ds  m  den  Raum  zwischen 
jid  dx  tritt,  wandert  eine  andere  Salzmenge  ds'  durch  den  Querschnitt 
[-  dx  aus  diesem  Baum  weiter.  Nennen  wir  die  Konzentrationsdifferenz 
sehen  dem  Querschnitt  x  -{-  dx  und  x  -\-  2dx  in  dem  betrachteten  Zeit- 
ment  du\  so  erhalten  wir  für  ds' 

ds  =  —  kq-^-dt, 

lit 

j          ^  '              7     du  —  du 
ds  —  ds  =  —  kq -i dt 

Diese  Salzmenge  wandert  in  den  zwischen  x  und  dx  vorhandenen 
im  mehr  zu  als  aus  demselben  fort.  Nach  unserer  Definition  der  Kon- 
Tation  ist  somit  die  Konzentrationsänderung,  die  Zunahme  der  Salz- 
ige in  der  Volumeinheit 

da  —  ds 
qdx      ' 

]dx  der  Raum  ist,  in  welchem  die  Salzmenge  um  ds  —  ds  zunimmt. 
^ichnen  wir  auch  diese  in  der  Zeit  dt  stattfindende  Zunahme  der  Kon- 
ration mit  dfii,  so  wird 

du ,   du—  du ,   d^u 

'dr~        ^~~dx^  '^d^' 

n  wir  die  Diff^erenz  der  beiden  Konzentrationsänderungen  du  und  dii 
wei  um  dx  entfernten  Schichten  als  d^ii  bezeichnen.  Die  Entwicklung 
t  rins,  dafs  die  Konzentration  u  zu  einer  gegebenen  Zeit  abhängig  ist 

dem  Abstände  x  des  betrachteten  Querschnittes  von  dem  untern  Ende 
Rohres,  dafs  sie  also  eine  Funktion  von  x  ist.    Gleichzeitig  ändert  sie 

aber  an  allen  Stellen  mit  der  Zeit,  sie  ist  also  eine  Funktion  der  Zeit. 
h  den  Entwicklungen  der  Einleitung  erkennen  wir  dann,  dafs  uns  die 
csche  Annahme  eine  Beziehung  liefert  zwischen  dem  ersten  Differential- 
tienten  von  u  als  Funktion  der  Zeit  und  dem  zweiten  Differential- 
bienten  als  Funktion  des  Abstandes  des  betrachteten  Querschnittes  von 
.  untern  Ende  des  Cylinders. 

Die  allgemeine  Behandlung  dieser  Gleichung,  das  heifst  die  Ableitimg, 
jhe  Funktion  die  Konzentration  u  von  der  Zeit  t  und  von  x  ist,  bietet 
iliche  Schwierigkeiten*).  In  gewissen  einfachen  Fällen  können  wir  die- 
e  indes  auflösen  und  damit  Versuchsmethoden  erhalten,  durch  welche 
die  Theorie  prüfen  können. 

Wir  bringen  auf  den  Boden  des  Cylinders  eine  Menge  festen  Salzes, 
lafs  dort,  so  lange  auch  der  Versuch  dauert,  immer  eine  konzentrierte 
mg  des  Salzes  ist.  Dann  setzen  wir  den  Cylinder,  dessen  Länge  l  sei, 
in  grofses  Gefäfs  mit  Wasser,  so  dafs  selbst  wenn  alles  Salz  in  dieses 
iser  hinüberdifFondiert  wäre,  die  Konzentration  doch  eine  so  kleine  ist, 

wir  sie  gleich  Null  setzen  dürfen.  Die  Konzentration  ist  dann  an  dem 
m  Ende  des  Cylinders  für  ic  =  0  für  die  ganze  Dauer  des  Versuches 
tant  und  gleich  Uq  der  Konzentration  der^  konzentriertesten  Salzlösung, 


*)  Die  allgemeine  Behandlang  geben   Wild  und  SimmUr,  Poggend.  Ann 
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am  obem  Ende  f^r  x  =^  l  dagegen  gleich  Null.  Läfst  man  die  Biff 
hinreichend  lange  stattfinden,  so  muTs  sich  schliefslich  ein  stat  ionäiei 
stand  herstellen,  sobald  nämlich  der  letzte  Querschnitt  des  Cylindc 
gleichen  Zeiten  ebensoviel  an  die  Umgebung  abgibt,  als  er  von  den  dai 
liegenden  Querschnitten  erhält.  Dafs  dies  nach  einiger  Zeit  eintreten 
ergibt  die  Überlegung,  dafs  mit  Zunahme  der  Konzentration  in  derli 
Schicht  die  Menge  des  in  gegebener  Zeit  an  die  Umgebung  abgege 
Salzes  zunimmt,  dagegen  diejenige  des  von  der  tiefem  Schicht  herkoi 
den  Salzes  abnimmt,  da  in  der  Tiefe  die  Konzentration  konstant  is^ 
aber  der  letzte  Querschnitt  von  einer  konstanten,  sich  mit  der  Zeit 
mehr  ändernden  Konzentration,  so  müssen  es  auch  alle  tiefer  liegende! 
da  eben  der  letzte  Querschnitt  nur  dann  eine  konstante  Konzentration 
kann,  wenn  auch  der  vorletzte  sie  hat  und  so  fort.  Ist  aber  die  K 
tration  in  jedem  Querschnitte  eine  mit  der  Zeit  sich  nicht  mehr  an 
geworden,  so  ist 

du 

und  die  Gleichung,  welche  uns  die  Abhängigkeit  der  Konzenti-ation 
gibt,  wird 

Nach  unserer  mathematischen  Einleitung  ist   der  zweite  Diffe 
quotient  der  erste  des  ersten  Differentialquotienten,  oder 


dx*  dx 

Daraus,  dafs  der  zweite  Differentialquotient  von  u  nach  x  glei« 
ist,  folgt  dann  nach  E  I,  dafs  der  erste  Differentialquotient  eine  koi 
von  X  nicht  abhängige  Gröfse  ist,  oder  es  ist 

du  _ 
dx 

Hieraus  folgt  dann  unter  Beachtung  von  E  1 

u  =  ax  +  &. 

Die  beiden  Konstanten  a  und  h  ergeben  sich  daraus,  dafs  fUr 
die  Konzentration  u  '=  Wq  ist,  somit 

h  =  Wo, 
femer,  dafs  für  a;  =  ^,    w  =  0,  also 

somit  wird 

oder  die  Konzentration  nimmt  dem  Abstände  von   dem   untern  £1 
Cylinders  proportional  ab.       • 

Man  hätte  diesen  Satz  auch  einfach  aus  der  Überlegung  1 
können,  dafs  der  stationäre  Zustand  nur  eintreten  kann,  wenn  dord 
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lersehnitt  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Mengen  des  Salzes  wandern,  was  mir 
{glich  ist,  wenn  die  Konzentrationsdifferenz  je  zweier  auf  einander  folgen- 
ff  Querschnitte  durch  den  ganzen  Cjlinder  dieselbe  i^t.  Ist  das  aber  der 
lU,  so  mufs  auch  die  Konzentrationsdifferenz  je  zweier  gleich  weit  ent- 
unter  Querschnitte  die  gleiche  sein,  oder  die  Konzentration  mufs  jedesmal 
m  die  gleiche  GrÖfse  abnehmen,  wenn  wir  in  dem  Cjlinder  um  gleiche 
trecken  aufsteigen,  was  eben  unsere  Gleichung  für  u  dai'stellt. 

Pick  hat  diese  Folgerung  der  Theorie  zu  prüfen  versucht,  indem  er 
I  einem  in  der  angegebenen  Weise  hergestellten  Cjlinder,  dessen  Boden 
xystallisiertes  Kochsalz  enthielt,  den  Diffusionsvorgang  wochenlang  dauern 
i^,  und  dann  durch  vorsichtig  eingesenkte  mit  einem  äufserst  feinen 
limhte  an  einer  Wage  hängende  Glaskügelchen  das  specifische  Gewicht  der 
Ösong  in  verschiedenen  Höhen  x  über  dem  Boden  bestimmte.  'Die  aus 
m  gefundenen  specifischen  Gewichten  sich  ergebenden  Konzentrationen 
itsprachen  der  Gleichung  so  genau,  als  es  bei  der  Schwierigkeit  dieser 
ethode,  wo  das  Einsenken  des  Kügelchens  jedenfalls  eine  geringe  Mischxmg 
rschiedener  Schichten  zur  Folge  hat,  nur  erwartet  werden  kann. 

Um  nach  dieser  Methode  die  Diffasionsgeschwindigkeit  Je  zu  bestimmen, 
hen  wir  zu  der  Gleichung 

ds  ,     du 

^ *5-5^ 

rtlck.  Die  linke  Seite  bedeutet  die  in  der  Zeiteinheit  von  einer  Schicht 
r  nächstfolgenden  wandernde  Salzmenge,  da  ds  die  in  der  Zeit  dt  über- 
hende  Menge  ist.  Nach  Eintritt  des  stationären  Zustandes  ist  das  ein- 
!h  die  in  der  Zeiteinheit  aus  dem  Cjlinder  in  das  umgebende  Wasser 
stretende  Salzmenge.    Nach  Eintritt  des  stationären  Zustandes  ist 

du         Uo 
dx  l 

Nennen  wir  nun  die  Menge  des  in  der  Zeiteinheit  austretenden  Salzes 
so  wird 

er  es  mufs  die  in  gleichen  Zeiten  aus  den  Röhren  austretende  Salzmenge 
r  Länge  der  Bohren  umgekehrt  proportional  sein. 

Auch  diesen  Satz  fand  Fick  bestätigt,  indem  er  in  der  vorhin  an- 
^ebenen  Weise  drei  B%ren  sehr  verschiedener  Länge  herstellte  und  mm 
ßh  Eintritt  des  stationären  Zustandes  die  Menge  des  im  Laufe  eines 
ges  in  das  äufsere  Wasser  übertretenden  Salzes  durch  eine  chemische 
laljse  des  Wassers,  welche  an  in  bestimmten  Zeiträumen  genommenen 
Dben  desselben  ausgeführt  wurde,  bestinmite.  Er  erhielt  für  k  nach  der 
3ichung 

\  Versuchen  mit  der 

Temperatur         längsten  mittleren  kürzesten  Röhre 

18^  —  19        Ä;  =  1,071        k  =  1,108       k  =  1,050 
I  Zahlen,  die  mit  Berücksichtigung  der  unvermeidlichen  Fehlerquellen 
1er  That  als  gleich  zu  betrachten  sind. 
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Die  Zahlen  bedeuten  in  Grammen  die  Salzmenge,  welche  im  Luft 
eines  Tages  durch  einen  Querschnitt  von  1^°°*^  gellt,  wenn  zwei  um  l*"  t« 
einander  entfernte  Schichten  eine  solche  Konzentrationsdifferenz  haben,  wt 
sie  dem  Unterschied  von  1  Gramm  Salz  im  Eubikcentimeter  Lösung  otr 
spricht. 

Durch  Abwarten  des  stationären  Zustandes  erreicht  man,  dafc  & 
Konzentration  in  dem  Diffusionsgefilfs  nicht  mehr  eine  Funktion  der  Zeit, 
sondern  nur  eine  Funktion  des  Abstandes  einer  Schicht  vom  Boden  du 
GeiUfses  ist;. durch  eine  andere  von  JoUy  angegebene  Versuchsanordnmig 
hat  Beilstein  M  es  dahin  zu  bringen  gesucht,  dafs  die  Konzentration  in  da 
ganzen  DiifusionsgefiUs  an  allen  Stellen  die  gleiche  aber  mit  der  Zeit  sük 
ilndemde  ist.  Die  Lösung  wurde  in  eine  etwa  6°"  lange  Glasröhre  (Fig.  129) 

gefüllt,  welche  unten  umgebogen  und  u 
ihrer  Umbiegung  so  abgeschliffen  war,  diis 
das  Niveau  der  Mündung  möglichst  naha 
über  dem  tiefsten  Punkte  der  Umbiegug 
war;  am  obem  Ende  war  das  Gläschen  etmi 
ausgezogen  und  durch  einen  eingeriebena 
Glasstöpsel  verschlief sbar.  Um  das  Gläsch« 
zu  füllen,  wurde  es  in  ein  Becherglas  gm 
in  Lösung  untergetaucht,  und  während  die 
obere  öfl&iung  mit  der  Lösung  bedeckt  wir, 
mit  dem  Stöpsel  verschlossen.  Das  gefUllti 
Gläschen  wurde  dann  mittels  eines  durdi- 
bohrten  Korkes  in  ein  Brettchen  gesteckt, 
welches  auf  dem  horizontalen  Rande  eines 
mit  Wasser  gefüllten  GefUfses  lag,  so  daüi 
sich  die  untere  Öfinung  des  Gläschens  einig» 
Millimeter  unter  der  Oberfläche  des  Wassert 
befand.  Es  wurde  die  Konzentration  der  Lösung  vor  dem  Beginne  dei 
Versuches  bestimmt,  und  dann  wieder,  nachdem  der  Versuch  einen  Taj 
oder  zwei  Tage  gedauert  hatte.  Der  Apparat  war  in  einem  Kellerramn  t« 
konstanter  Temperatur  aufgestellt.  Die  umgebende  Wassermenge  war  » 
grofs,  dafs  deren  Konzentration  stets  gleich  Null  gesetzt  werden  konnte. 

Infolge  der  Diffusion  wurde  die  Lösung  zunächst  in  der  Umbiegung 
verdünnt;  da  dann  aber  die  Lösung  in  dem  ganzen  Gläschen  konzentrier^ 
somit  spcciiisch  schwerer  ist,  nimmt  Beilstein  anfp  dafs  stets  durch  Nied0^ 
sinken  der  konzentrierteren  Lösung  eine  Mischung  stattftode,  so  dafs  « 
jeder  Zeit  innerhalb  des  Gläschens  und  an  der  öflhung  dieselbe  aber  infolg» 
der  Diffusion  mit  der  Zeit  abnehmende  Konzentration  vorhanden  sei.  G«» 
wird  dieser  Zustand  allerdings  nicht  erreicht  werden  können,  da  die  in  der  | 
Biegung  befindliche  Lösung  als  die  tiefstliegende  an  dieser  Mischung  nicW  | 
teilnehmen  kann.    Annähernd  wird  aber  die  Voraussetzung  erföUt  sein. 

Nennen  wir  die  in  einem  gegebenen  Momente  in  dem  Gläschen  und 
der  Grenzfläche  vorhandene  Konzentration  u,  so  können  wir  die  in  dem 
Zeitelement  dt  durch  den  Querschnitt  q  der  öfinung  nach  aaTsen  wandernde 
Salzmenge,  da  das  Wasser  die  Konzentration  Null  hat,  setzen 


^)  Beihtein^  Liebigft  AxmsAeiL  Bd.  XCI2L 
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d8=Kqudt, 

nin  K  der  von  uns  definierten  Diffusionsgeschwindigkeit  proportional, 
;ht  derselben  gleich  ist,  da  hier  nicht  die  Abnahme  u  auf  0  auf  der 
Ageneinheit,  sondern  in  einer  kleinem  allerdings  nicht  bekannten  Strecke 
ittfindet.  Nennen  wir  das  Volumen  des  Geftlfses  F,  so  können  wir  die 
dem  gegebenen  Momente  in  dem  Geföfse  vorhandene  Salzmenge 

S=  V'U,     dS=  —  Vdu 

aen,  wo  wir  das  negative  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  schreiben, 
1  anzudeuten,  dafs  durch  Fortwandem  der  Salzmenge  dS  die  Konzentra- 
n  u  des  Gefäfses  um  du  abnimmt.    Damit  wird 

Kq  du  Kq 

—  rfu  =  -  «-  udf: =  -  f> -  dt. 

F  '  u  V 

Um  die  zur  Zeit  t  vorhandene  Konzentration  zu  erhalten,  haben  wir 
f  beiden  Seiten  die  Summen  zu  bilden  von  /  =  0  bis  ^  =  /.  Nennen  wir 
!  bei  Beginn  des  Versuches  in  dem  Gefäfse  vorhandene  Konzentration  Mq, 

wird 

u  t 


-/"-i>"'-4^ 


t. 

^       V    ^-  V 

Wo  0 

Nach  E  VIII  und  E  2  wird  dann 


log  Wo  —  log  u  =  -^  t 

Kl  =  -/  =  y  (log  f/o  —  log  ^0- 

Es  raufs  demnach  der  Quotient  aus  der  Differenz  der  Logarithmen  der 
Beginn  und   am  Ende   des   Versuches  in   dem  Gläschen  vorhandenen 
nzentration  dividiert  durch  die  Dauer  des  Versuches  konstant  sein. 

In  der  That  geben  die  Beobachtungen  Beilsteins  dieses  Resultat,  mit 
weichungen,  welche  hinreichend  dadurch  erklärt  werden,  dafs  die  Voraus- 
z.ungen  der  Berechnung,  eine  in  dem  ganzen  Diffusionsgeftlfs  überall* 
iche  Konzentration,  nicht  strenge  erfüllt  sind. 

So  erhielt  Beilstein  unter  andern  folgende  Werte  von  K^  für  ver- 
ieden  konzentrierte  Lösungen,  und  bei  Versuchen,  die  teils  einen,  teils 
ji  Tage  dauerten.  Die  Temperaturen  waren  stets  5 — 7^  C  Als  Zeiteinheit 
dabei  der  Tag  angenommen. 

Salpetersaures  Kali: 
n^  =  0,0197     Äj  =  0,184     K\  =  0,189 

0,0393  0,192  0,190   Mittel  0,1845. 

0,0962  0,176  0,1761 

Doppelchromsaures  Kali : 
u,  =  0,0199  0,146  Ö'l^Gj 

0,0394  0,153  0,149  r^'^^^^  "'^*^^- 

Chlorkalium. 
u^  =  0,0394  0,208  0,198  }  Mittel  0,2010. 

Werte  K\  sind  ans  den  Versuchen  mit  zweitägiger  Dauei  \)Qtq<^qxl<^\>. 
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Später  haben  Voit^)  und  Johannisjanz^)  die  Richtigkeit  der  Theorie 
zu  prüfen  und  für  einige  Substanzen  die  Diffusionsgeschwindigkeitoi  n  be- 
stimmen gesucht,  indem  sie  auf  den  Boden  eines  cjlindrischen  oder  priam- 
tischen  Geföfses  Lösung  und  auf  diese  Wasser  brachten,  und  dum  & 
Konzentration  u  in  verschiedenen  Höhen  über  der  ursprünglichen  Trennpge- 
schicht  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Zeit  beobachteten.  Wie  indes  Stefin*) 
gezeigt  hat,  sind  die  von  diesen  beiden  Physikern  angewandten  optbcbei 
Beobachtungsmethoden  nicht  zur  Erlangung  richtiger  Resultate  geeigneL 
Stefan  hat  dann  an  den  Versuchen  Grahams  die  Theorie  bestätigt  und  ui 
denselben  eine  Anzahl  Diffusionsgeschwindigkeiten  verschiedener  Salze  be- 
rechnet*). 

Spätere  Beobachtungen  von  F.  Weber*),  Schuhmeister*)  und  Long') 
scheinen  indes  doch  eine  Abhängigkeit  der  Diffusionsgeschwindigkeit  v« 
der  Konzentration  zu  ergeben.  Weber  erhielt  nach  einer  Methode,  die  ifir 
hier  nicht  auseinandersetzen  können,  für  Zinkvitriol  und  den  Konzentrationn 

n  =  0,214     /;  =  0,2403;         «  =  0,318     Ä;  =  0,2299 

bei  der  Temperatur  18^,  also  einen  mit  steigender  Konzentration  abnebmei* 
den  Wert  von  Je.  Die  Werte  von  k  sind  in  den  vorhin  definierten  Einbeit» 
gegeben. 

Schuhmeister  führte  entweder  über  einen  mit  Salzlösung  geftlHea 
Cjlinder  einen  langsamen  Wasserstrom,  in  den  das  Salz  aus  dem  Cjlinte 
diffundierte  imd  bestimmte  die  Menge  des  ausgetretenen  Salzes  aas  dff 
Konzentration  der  Lösimg  vor  Beginn  und  nach  Beendigung  des  Yersncbeii 
oder  er  stellte  auf  einen  mit  Salzlösung  gefüllten  Cylinder  einen  zweit« 
von  genau  gleichem  Querschnitt  und  gleicher  Länge,  der  mit  Wasser  geAU 
war.  Nach  Beendigimg  des  Versuches  konnten  die  beiden  Cylinder  obie 
Mischung  des  Inhalte  von  einander  getrennt  werden  und  in  jedem  einzelMt 
die  Konzentration  bestimmt  werden.  Für  die  aus  dem  untern  Cjlinder  il 
der  Zeit  (  austretende  Salzmenge  ergibt  die  allgemeine  Gleichung  nach  da 
Entwicklungen  Stefans*)  in  dem 

ersten  Falle,  zweiten  Falle 

wenn  u^  die  auHingliche  Konzentration,  q  den  Querschnitt  des  Cylindeii 
und  TT  die  Ludolphische  Zahl  bedeutet. 

So  erhielt  Schuhmeister  z.  B.  Itlr  Chlorkalium  bei  einer  Tempeniff 
18*'^  8  C. 

flir  Uq  =  0,084  09     k  =  1,319;     w^  =  0,18437     k  =  1,406 
u^  =  0,289  74     k  =  1,464. 


')  Voit,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXX. 

*)  Jöhannißjanz ^  Wiedeni.  Ann.  Bd    II. 

3)  Stefan,  Wiener  Berichte.  Bd.  LXXVIII. 

*)  SUfan,  Wiener  Berichte.  Bd.  LXXIX,. 

*)  F.  Weher,  Wiedem.  Ann.  Bd.  VII. 

«)  Schuhmeister,  Wiener  Berichte.  Bd.  LXXIX. 

')  JA>ng,  Wiedem.  Ann.  Bd.  IX. 

*;  SUfan,  Wiener  Bei.  Bd.  LXXVlll. 
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^eri4?hiiitt  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Mengen  des  Salzes  wandern,  was  nur 
»iSj^tich  ist,  wenn  die  KonzentrationstMerenx  je  zweier  auf  einander  folgen- 
rx  Qtiersehnitte  iluich  den  ganzen  Cjü^ider  dieselbe  i^t.  Ist  das  alier  der 
kll,  §0  inuis  auch  die  Konzcntrationsdiflerenz  je  zweier  gleich  weit  ent- 
ratet  Querschnitte  die  gleiche  sein,  oder  die  Konzentration  mals  jedesmal 
die  gleiche  GrÖfse  abnehmen^  wenn  wir  in  dem  Cylinder  um  gleiche 
trecken  aufsteigen,  was  eben  unsere  Gleichung  für  u  darstellt. 

Fick  hat  diese  Folgemug  der  Theorie  zu  prüfen  versucht,  indem  er 

itnem  in  der  augetrebenen  Weise  bergestellten  Cjlinder,  desß^Ti  Bodf^n 
Jütallisiertes  Kochsak  enthielt,  den  Ditfusions Vorgang  wochenlang  dauern 

fs,  und  dann  durch  vorsichtig  eingesenkte  mit  einem  ftulserst  feinen 
nhte  an  einer  Wage  hängende  Glaskügelchen  das  specilische  Gewicht  der 
Bfnng  in  verschiedeuen  Höben  x  über   deox  Boden   bestimmte.     Die  aus 

Kfnndenen  speci tischen  Gewichten  sich  ergebenden  Konzentrationen 
chen  der  Gleichung  so  genau ^  als  es  bei  der  Schwierigkeit  dieser 
ethode,  wo  das  Einsenken  des  Kügelchens  Jedenfalls  eine  geringe  Mischung 
iTBchiedener  Schiebten  zur  Folge  hat^  nur  erwartet  werden  kann. 

Um  nach  dieser  Methode  die  Bifitisionsgeseh windigkeit  k  zu  bestimmen, 
iben  wir  zu  der  Gleichung 

(h  ,     du 

lü  —  ^'^  -d^ 

lufiek.  Die  linke  Seite  bedeutet  die  in  der  Zeiteinheit  von  einer  Schicht 
br  B&chstfolgenden  wandernde  Salznienge,  da  rfst  die  in  der  Zeit  dt  tiber- 
fßtiende  Menge  ist.  Nach  Eintritt  des  stationären  Zustande»  ist  das  ein- 
irli  die  in  der  Zeiteinheit  aus  dem  Cylinder  in  das  umgebende  Wasser 
»»tretende  Salzmenge.    Nach  Eintritt  des  statianüren  Zustandes  ist 

du         Uq 

Nennen  wir  nun  die  Menge  des  in  der  Zeiteinheit  austretenden  Salzes 
\  80  wird 

es  mnfs  die  in  gleichen  Zeiten  aus  den  Röbren  austretende  Salzmenge 
^  L&Dge  der  Röhren  umgekehrt  proportional  sein. 

Auch  diesen  Satz  fand  Fick  bostittigt,  indeai  er  in  der  vorhin  an- 
^gebenen  Weise  drei  R%ren  sehr  verschiedener  Liluge  herstellte  und  mm 
Eintritt  des  stationären  Zu  Standes  die  Menge  des  im  Laufe  eines 
iges  in  das  äufsere  Wasser  übertretenden  Salzes   durch   eine   chemische 

yse  des  Wassei'S^  welche  an  in  bestimmten  Zeiträumen  genonunenen 
Vollen  desselben  ausgeführt  wui'de,  bestimmte.  Er  erhielt  für  k  nach  der 
tbiehung 

18 


5-tto 


Verenchen  mit  der 

Temperatur  längsten  mittleren 

18"  —  U»  Ar  =  1,071         k  =  1,1Ü8 

fc^i  Zahlen,   die  mit  Beriicksiclitigimg  der  unvermeidlichen  Fehlerquellen 
der  That  als  gleich  zu  betrachten  sind. 


kürzesten  Rohre 
k  =  1,050 
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und  wie,  bei  Salzlösungen  z,  11.^  der  Austausch  erfolgt,  wenn  man  vcrH 
schieden  dtidite  Lösungen  derselhea  t^uhstanz  unter  sonst  gleichen  Cm-I 
ständen  der  Endos^niost*  unterwirft. 

Die  altern  Versuche  besehriuikten  sich  darauf,  die  Volumzunaliine  wil 
messen,  welche  auf  der  einen  Seite  der  Bcheidowand  eintrat,  und  glaübtwij 
in  dieser  Volumznnabme  ein  Mals  des  endosmotiscben  Vorganges  zu  er-i 
kennen.  Daniuf  hin  gsib  Dutrochet*)  einen  Mefsapparat,  das  so^enimotoi 
Enilosmonu^ter  an^  welehess  in  weiter  nichts  bestand  als  in  einer 
unten  trichterförmig  erweiterten  und  mit  einer  Membran  gesct 
Kuhre.  In  diese  wurde  die  eine  Flüssigkeit,  z.  B.  eine  Salzlösung ^  bis  : 
einer  bestimmten  Hm  he  eingefllllt  und  dann  die  trichterförmige  Erweiter 
der  Rühre  in  die  zweite  Flüssigkeit,  z.  B.  Wasser^  getaucht.  Die  VolumJ 
zunähme  wurde  an  der  Teilung  der  Köhre  abgelesen.  Mit  diesem  odei 
einem  lihnüehen  Apparate  untersuchten  Jerichau ^),  Brücke*),  Vierordt*)  di<j 
Endosmose  verschiedener  StoÖ'e  durch  verschiedene  Membranen. 

Indes  kann  diese  Methode  nicht  zu  genauen  Resultaten  fuhren,  da  aieJ 
nur  die  Volnornnderung  der  einen  Flüssigkeit,  also  nur  den  Diönsionsstrüiii 
nach  der  einen  Richtung  berücksichtigt.  Diese  Methode  würde  z.  B,  in 
Falle,  wo  die  beiden  entgegengesetzt  gerichteten  Ströme,  welche  den 
tauseh  der  Flüssigkeiten  vermitteln,  ganz  gleiche  Stärke  haben,  also 
Volumänderung  nicht  eintritt.,  zu  dem  ganz  falschen  Schlüsse  führen, 
gar  keine  Diöiision  eingetreten  sei;  in  diesem  Falle  würde  sie  gar  : 
messen  können.  Aus  diesem  Grande  waren  auch  die  Result^ite  dieser  ! 
obachter  mehr  qualitativer  Natur,  es  ergaben  sich  aus  ihnen  die  Tli 
Sachen,  welche  wir  vorhin  angeführt  haben 

Jedoch  folgerten  Dutrochet  und  Vierordt  öchon  aus  ihren  Versuckn 
d&fs  die  Stärke  der  Endosmose  bei  Lösungen  unter  sonst  gleichen  Verhült* 
nissen  der  Dichtigkeit  der  Lösungen  proportional  sei,  d.  h.  dafs  die  Wa 
mengen,  welche  in  gleichen  Zeiten  durch  die  Membran  in  die  Röhre  iirin^eäJ 
in   demselben   Verhältnisse    zu    einander   stehen,   wie    die   Dichtigkeit 
Lösungen  in  der  Röhre. 

Jolly^)  wandte  ein  anderes  Verfahren  an;  er  mafs  nicht  die  Voll 
linde Ruigen ,  sondern  die  Oewichtslinderungen  der  Endosmometer,  denen  ( 
dazu   auch   eine  sehr  einfache  Form  gab.     Eine  cjlindrische  (ibisrohre  V(J 
vielleicht  zwei  Decimeter  Lange   und  1*/^  Centimeter  Weite  wurde  einfach 
an  ihrem  Ende  mit  einem  Stücke  einer  feuchten  thierischen  Blase  gescblo« 
und  dann  mit  einer  abgewogenen  Menge  des  zu  untersuchenden  Stoffes  j 
füllt  und  in  reines  Wasser  getaucht-     Der  leichtern  (Tborsichtlichkeit  d«( 
Versuches  wegen  wurde  dann  datlir  gesorgt,   dafs  die  äul'sere   FUissigk« 
stets  Wasser  war,  indem  die  litilu'e  in  ein  grofses  GeiUfs  mit  Wasser 
taucht  wurde,  in  welchem  das  Wasser  von  Zeit  zn  Zeit  erneuert  wurde. 

Zunächst  liefs  Jolly  den  endosmotischen  Vorgang  so  lange  dauern,  W 
im  Innern  der  Itöhre  nur  mehr  reines  Wasser  vorbanden  war,  indem  er  i 


.  *)  Dutrodt€t,  Aimales  de  chim.  et  de  phya.  T.  XXXV, 
*)  Jcrichau,  Poggetid.  Ann.  Bd.  XXXI V.  613>  j 

')  Bruch:,  De  Diftuaione  hamonim  per  aepta.  Berlin  1841.    Daraas  Poffffenl 
Inn.  Bd.  LVllL  p.  77.  ff  SB 

*)   Vierordt  in  Archiv  von  Roser  und  Wunderlich.    Bd.  VI.  1847. 
»)  Jolly,  Zeitöchrift  für  die  ratiüneUcMedicin  von  Heale  und  Pfeufer.  Bd.Vl 
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Dge  die  Röhre  in  das  Wasser  tauchen  liefs,  bis  sich  keine  Gewichts- 
idening  der  Bohre  mehr  zeigte.  Da  dann  die  eine  Substanz  ganz  aus  der 
5hre  verschwunden  war,  so  erhielt  er  in  der  Gewichtszunahme  der  Bßhre 
e  Menge  Wassers,  welche  den  ausgetauschten  Stoff  ersetzt  hatte. 

Die  Versuche  ergaben,  dals  bei  gleicher  Membran  und  gleichbleibender 
»mperatur  ftlr  eine  gewisse  Menge  des  der  Endosmose  ausgesetzten  Stoffes 
9t8  die  gleiche  Menge  Wasser  eintrat,  ob  man  nun  ursprünglich  eine 
emere  oder  gröfsere  Menge  des  Stoffes  in  die  Bohre  gethan  •  hatte.  So 
tid  sich,  dafs  bei  Anwendung  derselben  Membram  für  1*^'  Kochsalz  stets 
Jiezn  4*^  Wasser  in  die  Bohre  getreten  waren.  Bei  einem  Versuche 
igten  sich  z.  B.  folgende  Zahlen,  aus  denen  man  auch  ein  Bild  erhält,  wie 
lly  die  Versuche  ausführte. 

Zunächst  wurde  das  Endosmometer  leer,  aber  mit  ganz  durchfeuchteter 
)mbran  gewogen  und  es  war: 

Gewicht  der  Bohre  leer,  feucht 37,81»' 

Gewicht  des  trockenen  Kochsalzes 2,00  „ 

Gewicht  des  Lösungswassers 6,20  „ 

Totalgewicht  46,01^ 

Gewicht  nach  G  Tagen,  nachdem  alles  Kochsalz 

aus  der  Bohre  getreten  war 53,17*'" 

Die  Gewichtszunahme  der  Br)hre  betrug  also  .     .     7,16,, 

Da  femer  2^  Kochsalz  ausgetreten  waren,  die  ebenfalls  durch  Wasser 
jetzt  waren,  so  waren  im  ganzen  9,16*^'  Wasser  bei  der  Endosmose  ftlr 
5  2^  Kochsalz,  oder  für 

1^  Kochsalz  4,58^  Wasser 
igetreten. 

In  einem  andern  Versuche  wurden  2,4*^  trockenes  Kochsalz  auf  die 
)mbran  gelegt,  und  es  traten  ein  10,36  Wasser,  oder  für 

l«'  Kochsalz  4,316«'  Wasser. 

In  einem  dritten  Versuche  traten  für  0,741^  Kochsalz  3,215»'  Wasser 
1,  oder  für 

1«^  Kochsalz  4,338»'  Wasser. 

Jolly  wandte  zu  seinen  Versuchen  Schweinsblasen  an,  aber  selbst  für 
rscÜiedene  Stücke  derselben  Membran  fanden  sich  die  Werte  der  ein- 
itenden  Wassermengen  für  denselben  Stoff  verschieden.  Nur  bei  Anwen- 
mg  desselben  Membranstückes  waren  sie  konstant,  indes  weichen  die  von 
lly  für  verschiedene  Stücke  Schweinsblasen  bestimmten  Zahlen  so  wenig 
n  einander  ab,  dafs  man  wohl  füglich  eine  Mittelzahl  aus  diesen  als  ftlr 
iiweinsblase  überhaupt  gültig  ableiten  kann. 

Jolly  nennt  die  für  1»'  eines  Stoffes  eintretenden  Wassermengen  das 
dosmotische  Äquivalent  des  Stoffes.  Das  endosmo'tische  Äquivalent  ändert 
ih  nach  den  neueren  Versuchen  von  Schmidt^)  nicht  merklich  mit  der 
mperatur.  Jolly  findet  aus  seinen  Versuchen  folgende  endosmotischo 
[oiyalente  ftLr  Schweinsblase: 


<)  SdmUU  in  Poggend.  Aon.  Bd.  CIL 
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Kochsalz 4,22 

Glaubersalz  ....  11,05 
Schwefels.  KaU  .  .  .  12,70 
Schwefels.  Magnesia  .  11,65 
KaHhydrat  ....  231,40 
Alkohol      .'....       4,13 

Zucker 7,25. 

Für  andere  Membranen  erhält  man  andere  Zahlen;  so  fand  Eckl 
fftr  den  Herzbeutel  des  Rindes  das  Äquivalent  ftlr  Kochsalz  «=  3,2. 

Jolly  weist  dann  in  seiner  Arbeit  femer  nach,  dafs  das  von  Dnti 
ausgesprochene  Gesetz,  dafs  die  Stärke  der  Endosmose  der  Dichtigke 
Lösung  proportional  sei,  richtig  ist;  ein  Resultat,  welches  Schmidt  bes 
Gegen  JoUys  Annahme  endosmotischer  Äquivalente  trat  bald  < 
Ludwig^)  auf,  indem  er  nachzuweisen  suchte,  dafs  dasselbe  von  dei 
zentration  der  Flüssigkeit  abhänge,  welche  man  der  Endosmose  an 
So  ergaben  Ludwigs  Versuche  für  Glaubersalz  eine  Schwankung  zw 
4  und  42.  Indessen  lassen  sich  gegen  die  Ludwigschen  Zahlen  manch 
Wendungen  machen,  indem  die  Veränderlichkeit  derselben  mehr  au 
Ändenmg  der  Membran  als  des  Äquivalents  hindeutet.  Es  wurd( 
auch  bei  derselben  Temperatur  ein  und  derselben  Konzentration  der  I 
einmal  31,9,  ein  anderesmal  21,0  und  bei  einem  andern  Stück  Schwein 
gar  nur  8  als  endosmotisches  Äquivalent  des  Glaubersalzes  gefunden. 
Ändenmgen  zeigen  sich  hauptsächlich  nach  Anwendung  krystallii 
Salzes.  In  solchen  Fällen  findet  Schmidt  fUr  Glaubersalz  etwas  Ahn 
aber  viel  unbedeutendere  Schwankungen  als  Ludwig,  indem  Schmi 
Glaubersalz  und  den  Herzbeutel  eines  Rindes  eine  Zahl  nahe  gleich 
hält,  die  bei  Anwendung  krystallisierten  Salzes  etwas  über  10  wird, 
ist  geneigt,  dieses  auf  eine  Änderung  der  Membran  zu  schieben. 

Als  durchaus  konstant  scheint  man  indes  nach  neueren  Versuch« 
Eckhard^)  die  endosmotischen  Äquivalente  auch  bei  vollständig  | 
bleibender  Membran  nicht  annehmen  zu  können.  Wie  Eckhard  angibt, 
der  frische  Herzbeutel  des  Rindes,  nachdem  derselbe  einige  Stunden  in ) 
destilliertem  Wasser  ausgewässert  und  dann  zwischen  den  Versuchen 
Wasser  aufbewahrt  isft,  lange  Zeit  ungeändert,  wie  sich  daraus  ergibi 
man  für  das  endosmotische  Äquivalent,  wenn  man  es  von  Zeit  zu  Zeit 
denselben  Umständen  wieder  bestimmt,  immer  denselben  Wert  findet 
Zur  Bestimmung  des  Äquivalentes  des  Kochsalzes  verfuhr  E( 
zunächst  so,  dafs  er  in  die  Röhre  gesättigte  Kochsalzlösung  und  fesU 
brachte,  und  um  auf  beiden  Seiten  der  Membran  während  der  ganzen 
des  Versuches  denselben  Zustand  zu  erhalten,  den  endosmotischen  I 
nur  so  lange  dauern  liefs,  als  in  der  Röhre  sich  noch  festes  Salz  l 
Die  Menge  des  eingedrungenen  Wassers  wurde  aus  der  Gewichtszn 
der  Röhre  und  die  Menge  des  fortgewanderten  Salzes  aus  einer  Analj 
Röhreninhalts  bestimmt.  Für  Kochsalz  ergab  sich  so  der  vorhin  angei 
Wert  3,2. 

')   Eckhard,    Beiträge   zur   Physiologie   herausgegeben  von  C.  £< 
II.  Bd.  Qicfiten. 

")  Ludwig  in  Zeitschrift  für  rationelle  Medicin.  B,  VIII. 
')  Eckhard,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXVIII.  p.  61. 
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Um  bei  Terdünnteren  Lösimgeu  ebenso  aiif  beiden  Seiten  der  Membran 
»Üiwiid  d^  Versuches  einen  konstanten  Zustand  zu  erhalten,  liels  Eckhard 
HiiKeiid  der  Dauer  desselben  durch  die  E5hre  einen  Strom  von  einigen  hun- 
bikcentiinetem  der  benutzten  Lösung  gehen;  aus  deren  Konzentrati ons* 
,  die  immer  sehr  klein  war,  wurde  dann  die  übergegangene  Salz- 
id  Wassermenge  bestimmt.  Fllr  eine  Losung,  die  etwa  22  Teile  Koch- 
in 100  Wasser  gelöst  hatte,  ergab  sich  so  als  Äquivalent  2,88^  für 
Ton  12,5  Teilen  Balz  aul'  100  ergab  sich  2^34;  Eckhard  fand  also  das- 
mit  abnehmender  Konzentration  kleiner. 

Mit  dieser  Angabe  Eckhards  st^heint  mir  indes  eine  andere  nicht  recht 
,  nach  welcher  sich  immer  dasselbe  Ac|uivalent  findet,  wenn  man 
^a&ttigte   Lösung  in  andere   Lösungen  desselben  Balzes  diffundieren 
Lbtf  welches  auch  die  Konzentration  der  aul'sem  Lösung  ist. 

Es  fragt  sich  nun,  nach  VoriUhrung  der  wichtigsten,  die  endosmotischen 
bch einungen  betreibenden  Thatsachon,  w^ie  haben  wir  uns  die  Volum- 
idanmgen  der  Flüssigkeiten,  den  Austausch  nach  verschiedenen  Mengen 
cfrUären.  Wir  lassen  hier  die  von  Jolly  gegebene  Theorie  folgen,  da  sie 
einfachste  ist  und  die  wenigsten  Hypothesen  voraussetzt. 
Wird  eine  poröse,  mit  unzählig  vielen  kaplEaren  Zwischenräumen  ver- 
e  Membran  in  eine  Flüssigkeit  getaucht,  so  beweisen  uns  Versuche, 
tfs  je  nach  der  Molekalaranziehung  zwischen  der  Substanz  der  Membran 
ind  der  Flüssigkeit  verschiedene  Mengen  Flüssigkeit  von  der  Membran 
toorbiert  werden;  so  nehmen  100  Gewichtsteile  trockene  Ochsenblase  in 
4  Stunden  auf 

268  Gewichtsteile  Wasser, 

133  „  Kochsalzlösung  (1,214  spec.  trew,), 

38  „  Weingeist  (84  Proc). 

Wird  deshalb  eine  Membran  in  ein  Gemische  zweier  Flüssigkeiten  ge- 
tiaeht,  so  wird  sie  von  beiden  nach  Mafsgabe  ihrer  Anziehung  resorbieren, 
ilso  auch  aus  einer  Salzlösung  gelöstes  Salz  und  Wasser.  JoUy  nimmt 
tn,  dals  die  Menge  des  resorbierten  in  einer  Salzlösung  gelösten  iSalzes  über- 
^61  proportional  sei  der  Dichtigkeit  der  Lösung. 

Wenn  eine  Membran  zur  Trennung  zweier  Flüssigkeiten,  etwa  Wasser 

and  Kochsalzlösung  dient,  so  wird  die  Membran  durch  Molekularanziehung 

Va    der    beiden   getrennten   Stoffe    aufnehmen;   die   Quantität   des    auf- 

inmenen   Kochsalzes    ist    aber    verschieden   nach   der   Dichtigkeit  der 

L  -iiUi:      Dieser  so   mit   zwei   Stotieu    imprägnierten   Blase   wird   auf  der 

n  Seite  durch  das  daran  liegende  Wasser  Kochsalz,  auf  der  andern  Seite 

das  daran  liegende  Kochsalz  Wasser  entzogen;  in  verschiedenen  Mengen 

h,  weil  die  resorbierten  Stoife  in  verschiedenen  Mengen  in  der  Blase 

ibalien  *^ind,  und  weil  die  Resultierende  aller  Molekular  anzieh  ungen  der 

ile  auf  das  Wasser  verschieden  ist,  je  nach  der  Dichtigkeit 

.  .^      Nimmt  man  an,   dals  die  Resultierende  prox>ortional  sei  der 

fehügkeit  der  Lösung,  so  folgt  hieraus,  dafs  das  Verhältnis  der  sich  aus- 

tiaschenden  Stoffe  für  alle   Dichtigkeitsgrade  der  Lösung  konstant  bleibt, 

llenn  wird  die  Dichtigkeit  der  Lösung  z.  B.  die  Hälfte,  so  wird  auch  die 

■/menge  die  Hiilfte,  das  Wasser  entziebt  also  der  Blase  nur 

I    Ige  Salz;  ebenso  entzieht  aber  auch  «He  Lösung,  deren  Dichte 
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ilii'  Iliilfif  ißt»  der  Blase  nur  rlio  halbe  Menge  Wasser  Sind 
müfiselioii  Äquivalente  üielit  konstant,  so  mufs  man  schliefsen,  «iafe  d 
«iiltierende  Molekulariinziehun^  der  Lösungsdiclttigkeit  niclit  einfach 
pmiifvnal  zu  setzen  ist-,  sondern  mit  derselben  in  koinplicierter^i 
/.iehiuig  steht. 

§  84. 


wTn3 

Cillteiill 


Ausflvtfs  der  Flüssigkeiten.  ToriceHifl  Theorem.  Wen 
den  Bodeii  oder  die  Seitenwand  eines  mit  einer  Flüssigkeit  geföllten^ 
eijie  Öffnung  macht,  so  liefst  die  Flüssigkeit  mit  einer  gewissen  Gesc 
digkeit  daraus  bei-vor,  welche  um  so  gröfser  ist,  je  höher  das  Nivea 
Fltissigkeit  tther  der  ÄusHuLlscifinmig  ist.  Um  diese  Geschwindigkeit  i 
stimmen,  wollen  wir  uns  ein  Gefäis  denken,  in  welchem  trotz  des  Anal 
tUiroli  regelmäfsiges  NachHielsen  die  Flüssigkeit  auf  demselben  Nivei 
halten  wird.  Da  die  unten  in  der  Uffiiung  ausfliefsende  Flüssigkeit 
dturh  na^hsinkende  Flüssigkeit  wieder  ersetzt  wird*  so  mufs  die  gn 
GefUfs  über  der  Austiulsi'iffhung  befindliche  Flüssigkeit  in  Bewegon 
raten  und  sich  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  gegen  die  An 
öfiiiimg  hin  bewegen.  Dabei  moTs  sich  dann  femer  sofort  nach  Begii 
Aosfüef^ns  in  dem  g«nxen  GeÜfiie  ein  stationärer  Zustand  einst^Uei 
heilet,  es  mufs  durdi  jeden  Querschnitt  des  GeflMses  in  gleichen  Zeit 
gleiche  Menge  von  Flüssigkeit  hindurchgehen.  Denn  ist  Ali  (^Fig.  13 
Querschnitt  durch  die  Flüssigkeit  des  GefÄfses  MNOP  und  CD  irgei 
anderer  Q\tet*schmti,  so  ist  die  iwischen  diesen  beiden  Querschnitte] 
lltmdene  Flttssigkeitsnienge  immer  dieselbe;  es  muTs  daher  in  gleichen 
iii   '  ischen  d^  Qaersduiitteii  gelegenaa  Raum  durch  AB  eben 

l  ,t  eintreten,  wie  iba  doitii  6ßa  Querschnitt   CD  wieder  ?c 

Kennen  wir  non  die  mittlere  senkrecht 
Ali  gerichtete  Komp«inente  der  Geschv 
keit  der  FlOssigkeitsteilehen  im  Moment 
sie  ^1^  ftaasterea,  if^  und  die  Grufse  des 
«etaitts  9«  se  it(  die  Meni^  Flüssigkeit,  i 
tt der  SetteoMI den  Qvieisdinitt  AB^ 
glekk  gm.  Wir  bemekneten  u  als  die  m 
seidcrecte  gigeA  AB  gerichtete  Gesohw 
keitskofOttwhi,  desn  in  Wirklichkeit  n 
sirli  mrnim  wO»  TeOdien  senkrecht  gegeai 
'1  x^  alle  ail  daisdben  Geeebwiiidigke 
>^  ^ge«.  A!ber  weklieg  aadi  die  Bichtnii 
iW^viiidi^eil  der  mmmimuk  Teüehen  s 

k^- vMT  die  in  der  Z»H»ininil  dasn^  AB  kindnwldiotende  Fld» 

^K  n  awikywht»n  CStümI«  dmAifiin,  im«  Banw  der  Qnen 

^  ^  '\  tt^Stli  m  iüt  ditee  Hihe  m  ist  dann  dic^  mittlere  gegc 

wenn  alle  Flüssij 
AB    dnrehj 
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ssigkeit  gleich  (jf  •  u .    Es  ergibt  sich  somit 

Q'u^qfu    ....    (I), 

iT  die  mittleren  Greschwindigkeiten,  mit  welchen  die  Flüssigkeitsteilchen 

Terschiedenen  Querschnitte  passieren,  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die 
ifse  der  Querschnitte. 

Der  stationäre  Zustand  ist  femer  dadurch  charakterisiert,  dafs  während 
ler  Dauer  durch  irgend  ein  beliebiges  Element  eines  Querschnittes  die 
ssigkeit  immer  mit  derselben  Geschwindigkeit  und  nach  derselben  Eich- 
g  hindurchgeht,  dafs  also  die  Flüssigkeitsteilchen  sich  immer  in  den- 
ken Bahnen  bewegen;  wird  also  das  Element  m  einmal  von  der  Flüssig- 
t;  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  nach  der  Bichtung  mn  durchsetzt, 
t)ewegt  sich  während  der  ganzen  Dauer  des  stationären  Zustandes  die 
ssigkeit  in  der  gleichen  Weise  hindurch.  Es  folgt  das  einfach  daraus, 
{  es  immer  genau*  die  selben  Kräfte  sind,  welche  die  Flüssigkeit  bewegen, 
dafs  die  Bewegung  immer  unter  denselben  umständen  stattfindet. 
ser  Satz  gestattet  uns  das  Gesetz  zu  bestimmen,  nach  welchem  sich  die 
chwindigkeit  der  Flüssigkeit  im  Innern  des  Gefäfses  ändert  und  dann 

Hülfe  von  Gleichung  (I)  die  Geschwindigkeit  in  der  Ausflufsöfl&iung  zu 
sehnen. 

Ist  nämlich  AO  der  Weg,  den  ein  Flüssigkeitselement  von  der  Ober- 
be  bis  zur  Ausflufsöfifhung  zurücklegt,  so  werden  alle  bei  0  die  Ober- 
lie  verlassenden  Flüssigkeitselemente  denselben  Weg  p.    ^^^ 

derselben  Geschwindigkeit  zurücklegen,  es  wird  also 

Kanal  stetig  mit  Flüssigkeit  erfüllt  sein,  die  sich  in 

Biehtung  dieses  Kanals  bewegt.     Sei  nun  bei  m  in 

Tiefe  h  unter   der  Oberfläche   ein  Querschnitt  des 

lals   gleich   5,  und  sei  v  die  Geschwindigkeit,  mit 

eher  die  Flüssigkeit  den  Querschnitt  durchsetzt,   so 

i   in   der  Zeit  dt  ein  Flüssigkeitsvolumen  q  -  v  •  dt 

ch  diesen  Querschnitt  durchfliefsen.    Dabei,  während 

>  jedes  Flüssigkeitsteilchen  den  Weg  v  -  dt  zurücklegt 

r  von  dem  Querschnitt  m  zu  dem  um  v  -  dt  entfernten  -* 

irschnitt  n  gelangt,  nimmt  die  Geschwindigkeit  um  ^^v  zu,  so  dafs  der 

trschnitt  n  mit  der  Geschwindigkeit  v  -^  dv  passiert  wird.     Diesen  Ge- 

Nrindigkeitszuwachs,  den  das  Flüssigkeitsvolumen  fj  -  v  •  dt  in  der  Zeit 

erhält ,  können  wir  mit  Hülfe  der  die  Flüssigkeit  bewegenden  Kraft«  be- 

imen.   Ist  s  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  g  die  Beschleunigung 

g 
n  freien  Fall,  so  dafs  —  die  Masse   der  Volumeinheit   der   Flüssigkeit 

8 

SO  ist   -    '  q  '  V  '  dt  die  in  der  Zeit  dt  durch  m  passierende  Flüssigkeits- 

«e,  welche  auf  dem  Wege  mn  m  der  Zeit  dt  den  Geschwindigkeits- 
achs dv  erhält.  Die  in  der  Zeit  dt  dieser  Masse  durch  die  wirksamen 
fte  erteilte  Bewegungsgröfse  ist  somit 

-     '  q  '  V  '  dt  '  dv. 
9 

Diese  Bewegnngsgröüse  mufs  gleich  dem  Produkte  aus  der  dieien 
diwindigkeitszawachs  bewirkenden  Kraft  in  die   Zeit  dt  «e\iL     1 

^4* 
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bewegende  Kraft  ist  zunächst  die  der  Bewegnngsrichtimg  pttraUek  Kom- 
ponente der  Schwere  der  herabsinkenden  Masse.  Das  Gewicht  dieser  Ibm 
ist  s  '  q  '  V  '  dt]  ist  nnn  a  der  Winkel,  den  die  Yerbindnngslinie  der bflida 
Schnitte  m  und  n  mit  der  vertikalen  bildet,  so  ist  die  der  Bewegungnidh 
'tung  parallele  Komponente  des  Gewichtes 

s  •  q  -  V  •  dt '  cos  a, 

BsiV'dt  der  Abstand  der  beiden  Schnitte  m  und  n  ist,  so  ist  r•(i^eQlf 
der  vertikale  Abstand  des  Schnittes  n  von  m,  oder  der  Zuwachs,  den  dit 
von  der  Oberfläche  gerechnete  Tiefe  h  erfahrt,  wenn  die  Flüssigkeit  tm; 
dem  Schnitte  m  zu  dem  Schnitte  n  herabsinkt;  setzen  wir  diese  gleich  ih^ 
so  wird  die  der  Bewegungsrichtung  parallele  Komponente  der  Schwere 

s  '  q*  dh. 

In  der  Schicht  m  wirkt  femer  auf  die  Flüssigkeit  ein  gewisM 
Druck,  der  fUr  die  Flächeneinheit  gleich  p  sei;  in  der  tiefer  lieg» 
den  Schicht  p  ist  dieser  Druck  ein  gröfserer,  setzen  wir  ihn  p  -{^  dp.  1k 
die  Flüssigkeit  sich  von  einer  Stelle  geringeren  zu  einer  solchen  grQllMi 
Druckes  bewegt,  so  wirkt  diese  Vergrösserung  des  Druckes  der  Bewegoi 
entgegen,  und  dieser  auf  die  Fläche  q  wirkende  Gegendruck  ist  Q'dp,  U 
während  der  Zeit  dt  auf  die  Flüssigkeit  wirkende  Kraft  ist  somit 

s  -  q  *  dh  —  q  '  dp. 

Da  die   durch  diese   Kraft  der  Flüssigkeit  erteilte  Bewegangsgiill 
dem  Produkte  aus  der  Krafb  in  die  Zeit,  in  wielcher  sie  der  Flüssigkdt 
BewegungsgrÖfse  erteilt  hat,  gleich  sein  mufs,  so  folgt 

q  '  V  '  dv  '  dt  =  (s  '  q  '  dh  —  g  •  dp)  dt^ 

oder  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  durch  qdt  dividieren, 

—  '  V  •  dv  =  s  -  dh  —  dp. 

Diese  Gleichung  liefert  uns  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit, 
die  Flüssigkeit  um  die  Höhe  dh  herabsinkt.     Bezeichnen  wir  nun  die  Gis 
schwindigkeit,  mit  welcher  die  Flüssigkeit  die  Oberfläche,  in  welcher  h 
der  Druck  p  =  Pq  etwa  gleich  dem  Drucke  der  Atmosph&re  ist,  verlitt 
mit  t?o,  so  erhalten  wir  die  Geschwindigkeit  v  in  der  Tiefe  Ä,  wo  der  Drnc 
gleich  p  ist,  wenn  wir  für  alle  zwischen  der  Oberfläche  und  der  Tiefe 
liegenden  Schichten  den  Wert  dv  bestimmen  und  dann  alle  diese  Ausdriicte 
summieren,  also  in  der  Summe    ' 


V  "  P 

I      -  vdv  =:  I  sdh  —  f  dp. 


A=0  jpa 

In  schon  mehrfach  gezeigter  Weise  sind  diese  Summen  ' 

if  («'*-V)  =  .^-Ä-(i'-j'o) (n),  j 

eine  Gleichung,  welche  uns,  wenn  wir  v^,  p  und  p^  kennen,  die  GeechwflM 
digkeit  v  in  der  Tiefe  h  zu  berechnen  gestattet  J 
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Wir  bsben  bei  dieser  Entwicklung  einen  Flüssigkeiisfaden  vom  Quer- 
q  von  öbrigens  beliebiger  Lage  vorausgesetzt  und  für  ihn  nur  die 
gemacht,  dafs  er  die  Bahn  eines  Elementes  der  Flüssigkeit  von 
m-lie  bis  zur  Ansflul'söä'nung  sei.  Da  wir  über  die  Lage  dieses 
^jns  keine  weitere  Voraussetzung  gemacht  haben,  so  gilt 
-'-.^'^  fiii*  alle  FlüssigkeitsfUden,  oder  ftlr  die  ganze  ausströmende 
gkeit,  so  dafs  uns  obige  Gleichung  ganz  allgemein  die  Geschwindig- 
in  der  Tiefe  h  unter  der  OberÜüehe  liefert. 
nun  H  die  Tiefe  der  Austiufsöffnung  unter  dem  Niveau^  p^  der 
uck  in  derselben,  welcher  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  entgegenwirkt, 
erhalten  wir  die  Ausflufsgeschwindigkeit  i\  aus  der  Gleichung 

Im  m  uieser  Uieiebung  noch  den  Quotienten  -\  zu  bestiiiimt^n,  di(^nl 

r, 

Gleichung  {l\  Ist  die  Oberfläche  horizontal,  somit  m  ihr  ein  überall  glei- 

t  vertikaler  Brück  vorbanden,  so  ist  die  Bewegung  dort  in  allen  Punkten 

I  vertikal  abwärts  gerichtete,  es  ist  also  v^  gleichzeitig  die  mittlere  senk- 

ht   gegen    d^u  Querschnitt  der  Flüssigkeit  gerichtete  Geschwindigkeit. 

aen   wir   dann   weiter  eine   Ausflulsöflnung  voraus^    deren   Querschnitt 

ten  den  des  Gelafses  nur  klein  ist,   so  werden   wir  auch  in  dieser  die 

icbwindigkeit  als  senkrecht  gegen  die  Ausftufsöffhung  gerichtet  und  als 

^rall  gleich  ansehen  dürfen,   einerlei  ob  tlie  Ötfniuig  im  Boden  oder  in 

Iben  Tiefe   II  unter  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  in  einer  Beitenwand 

hetindet,     Ist  dann  Q^^  der  Querschnitt  des  Gefttlses  in  der  Oberfläche 

Flüssigkeit,  q^  der  der  Ausftulsilftnung,  so  ist  nach  Gleiehimg  (I) 

n        .  *^«*    —      ^»" 


Q.: 


IH 


Q.' 


'^'  (^  -  ^)  -  -  ^'^^  -  *^  T  ^^'i  -  ^'^^' 


Findet  der  AusfluTs  in  freier  Luft  statt,  und  wirkt  auf  die  OberÜilche 
ifalls  mir  der  Druck  der  Atmosphllre,  ^o  ist  p^  ^p^yt  da  der  Druck 
Aiinosphttre  auf  die  Flüssigkeitsobertläche  und  die  Ausäul'sufliiung  dann 
^Ihe  ist,  und  es  wird 


ih  == 


Ist,  wie  wir  voraussetzten,  '/j  gegen  Qq  sehr  klein,  so  ist  der  Nenner 
dem  Wuraekeichen  nicht  merklich  von  1  verschieden,  und  dann  ge- 
en  ^wir  tu  dem  Ausdruck 

I>ie  Ausflufsgeschwindigkeit  ist  der  Quadratwurzel  aus  der  Druckhohe 
Flüssigkeit  direkt  proportional,  oder  gleich  der  Geschwindigkeit,  welche 
Hohe   der  Flüssigkeit  durchfallender  Körper  im  Niveau  der 
fiung   erlangt  hat,   ein   Öatz,    dar  schon   von   Toricelli    erkannt 
;e  fixid  der  den  Namen  des  Toricellischen  Theorems  ftibrt. 
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Eine  wichtig-e  FolgBrong  dieses  Satzes  ist  die,  dafs  die  Ansflafsgi 
schwindigkeit  einer  Flüssigkeit  durchaus  tmaliliängig  ist  von  der  Nat 
derselben,  gerade  so  wie  alle  Körper  gleich  schnell  fallen^  dafi?  dieselli 
mir  abhilngig  ist  von  der  Druclchnbe  im  Oet^fse.  Diesfi  Folgerung  bi 
nichts  Auffallendes ,  wenn  löEin  bedenkt,  dafs  bei  gleichen  Dmckbohen  b« 
si^hwereren  Flüssigkeiten  auch  in  demselben  Verhältnis  die  Masse  der  ! 
bewegenden  Flüssigkeit  zunimmt,  wie  wegen  des  Gewichtes  der  drückend! 
Säule  der  Druck  zunimmt. 

Um  dieses  Gesetz  experimentell  zu  bestätigen,  genügt  es,  die  FKissig 
keit  bei  konstanter  Druckhöhe  aus  einer  seitlichen  Öifnimg  eines  GefUfwi 
ausfliefsen  zu  lassen.     Da  jedes   Flüssigkeitsteilcben  daim  die  <  itftning  mi 

einer  konstanten  horizontal*! 
Geschwindigkeit  verlBfst,  ^ 
verhält  es   sich  gerade  wA 
ein     horizontal    geworfena 
Körper*      Es   gelten  dahK 
dieselben    Gesetze ,    we] 
wir    §    10    far    gewoifl 
Körper  entwickelten,     I 
ausfliefsen  de     Strahl 
die    Gestalt    einer    Pj 
haben  (Fig.  132),  deren 
zelne   Punkte  man  fllr  je< 
Zeit  leicht  bestimmen  kam 
Gehen  wir  von  dem  Punkt« 
oder  h  ans,  und  nennen  <1( 
horizontalen  Abstand  des  Wasserteilchens  von  der  Wandßüche  zm*  Jleit/, 
und  den  vertikalen  Abstand  von  a  «)der  J>,  ;r,  so  mnls  zugleich  Itir  jedl 
Was  sertei  leben  


sein,  dafs  heifst,  in  einem  horizontalen  Abstand  Y2gll  •  f  mufs  das  TeJ 
eben  um    ;^  /"  nnter  der  Öffnung  liegen.    Die  znsammengöhörigen  x  und 
erhalten  wir  dadnich,  dafs  wir  /  eliminieren 


ff  = 


2ffH 


f^  = 


=  iHx. 


2x 


Man  kann  sich  bei  Unterhaltung  eines  kontinuierlichen  WasserstraM 
davon  übei^zeiigen,  dafs  die  Gestalt  desselben  dfir  Theorie  entspricht. 

Die  Gleichung  (11)  lllfet  noch  eine  bemerkenswerte  Folgenmg  zu  ^ib« 
die  Verteilung  des   Druckes   im   Innern   einer  fiief senden   Flüssigkeit, 
zeigt,   dafs  der  Druck  in  derselben  ein  ganz  anderer  ist,   als  er  in  em< 
ruhenden  Flüssigkeit  sich  nach  den  Gesetzen  der  Hydrostatik  ergibt.  Lös 
"vvir  uüiniich  die  Gleichung  (U)  nach  p  auf,  so  erhalten  wir  für  den  in  d< 
Tiefe  k  vorhandenen  Druck  p 


P=pQ  +  ^^^ 


i   ;   (t'^-VX 
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Die  beiden  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  geben  den  im  Niveau 
liorahender  Flüssigkeit  vorhandenen  hydrostatischen  Druck,  man  sieht 
ilw  immittelbar,  dafs  der  Druck  in  der  fliefsenden  Flüssigkeit  kleiner  ist, 
I  eine  Gröfse,  die  dem  Quadrate  der  Strömungsgeschwindigkeit  propor- 
ÜODal  ist.    Man  bezeichnet  diesen  Druck  j;  als  den  hydraulischen  Druck. 

Die  Gröfse  dieses  Druckes  läfst  sich  leicht  auswerten  in  Gefäfsen  von 
solcher  Form,  dafs  die  Geschwindigkeit  v  gleichzeitig  die  gegen  die  Quer- 
seimitte  senkrechte  Geschwindigkeit  ist,  also  in  nicht  zu  engen  Bohren 
etwa,  welche  aus  einem  gröfsem  Reservoir  vertikal  absteigen.  Ist  der 
Querschnitt  des  Reservoirs  gegen  jenen  der  Röhren  hinreichend  grofs,  so 
können  wir  zunächst  Vq  =  0  setzen.  Ist  dann  II  die  Tiefe  der  Ausflufs- 
9finmg,  iii  der  Querschnitt  der  Ausflufsöflfnung  und  7  der  Querschnitt  der 
Mre  in  der  Tiefe  7i  unter  der  Oberttäche,  so  ist 

somit 

nnd  wenn   die  Röhren  nicht  zu  engo  sind  und  der  AusHufs  in  freier  Luft 
erfolgt, 

V,'  =  2gH 

P=Po  +  sh-s{fyiI 


P=Po-hs{h-  {^yn) 


a 

Je  nach  dem  Verhältnis  der  Querschnitte  r/j  und  q  kann  das  zweite 
Glied  auf  der  rechten  Seite  positiv.  Null  oder  negativ  werden.  Ist  z.  B. 
i  =  0,25  H  und  7  =  2  q^ ,  «o  wird  das  zweite  Glied  Null ,  der  dort  vor- 
handene Druck  ist  also  einfach  gleich  dem  auf  der  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit lastenden  Drucke.  Fliefst  also  die  Flüssigkeit  in  freier  Luft  aus,  so 
würde  man  an  einer  solchen   Stelle   die  Gefäfswand  durchbohren  können, 

,    ohne  dafs  dort  Flüssigkeit  austräte,  oder  dafs  die  Bewegung  der  Flüssigkeit 

'   im  geringsten  gestört  wird. 

I         Ist    (/i  =  7,    fliefst    also    die    Flüssigkeit    durch    hinreichend    weite 

I   cylindrische  Röhren,  deren  unterster  Querschnitt  die  Ausflufsöfinung  ist, 

I   ins  einem  grÖfsem  Reservoir  aus,  so  wird 

P  =i>o  — ^(^^— '0^ 
<^  ist  also  in  allen  Punkten  dieser  R^'jhren  der  Druck  kleiner  als  der  auf 
der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  wirkende  Druck,  der  Dnick  wird  um  so 
kleiner,  je  gröfser  H — k  ist.  Anwendungen  dieses  Satzes  werden  wir  im 
iiäcbsten  Kapitel  in  der  Sprengeischen  Luftpumpe  und  den  dieser  ähnlich 
konstruierten  Apparaten  kennen  lernen. 

§  85. 

AuflflxÜJEanenge.  Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  erwähnten,  läfst 
äch  das  Toricellische  Theorem  durch  Beol)achtung  der  parabolischen  Bahn 
^ines   horizontal    ausfliefsenden    Wasserstrahls    experimentell   nachweisen. 
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Man  kaim  indes  dieses  Theorem  noch  in  anderer  Weise  prüfen,  indem 
die  Menge  der  aus  einer  kleinen  tIfFnung  von  bekanntem  Querschnitt  an 
tliefsenden  Flüssigkeit  müßt,  und   diese   mit   der   durch   das  Toricelliscl 
Theorem    gegebenen    vergleiclit.       Ist    die    Äusflulsgeachwindigkeit  glei< 
y^^H  und  der  Querschnitt  der  Öfhung  gleich  q^,   so  tritt  in  der  ZeiLJ 
aus  der  Öffnung  ein  Cy linder  hervor,   dessen  Yolumen,  die  in  der  Zeit;J 
austretende  Flüssigkeitsmenge,  m  gleich  ist 


m=  q,t'y2iH. 

Bezeichnen  wir  mit  s  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  so  im 
das  Gewicht  p  der  ausgeflossenen  Flüssigkeit 


p  ^  s  ^  m  ^^  s  '  q^  *  (  ^  y^gH. 

Sammelt  man  nun  aber  die  ausgeflossene  Flüssigkeitsmenge  in  em 
Geföls  von  bekannte  tu  Gewicht,  und  beistimmt  man  die  wirklich  ausgeflo« 
Menge  durch  Wagung,  so  findet  mtm  dieselbe  ßtets  kleiner^   luid  zwari 
daffi  das  Gewicht  derselben  p 

die  ausgeflossene   Menge   also    nicht  ganz   f   der  theoretisch    heret"bn«u 
betrttgt. 

Dieses  Resultat,  welches  sich  unmittelbar  aus  den  Beobac^btungen  i 
gibt,  i=^teht  demnach  mit  der  Theorie  in  Widerspruch.  Jedoch  ist  die! 
Widerspruch  nur  scheinbar ,  denn  die  Voraussetzungen,  imter  denen 
Ausfiufsmengen  theoretisch  entwickelten,  sind  nicht  vollständig;  wir  hafc 
einige  störende  Umstände  vemachllissigt,  welche  uns  eine  genauere 
tracbtung  des  ansfliefsenden  Strahles  kennen  lehrt. 

Wenn  man  nämlich  den  aus  einer  BoderfGlfnung  ansfliefsenden  St 
aufmerksam  betrachtet,   so  findet  man,   dal;?  er  nicht,   wie  wir  es  vonn; 

setzten,  cyliudrisch  ist,  sondern   dafs  er 
sehr  rasch  unter  der  Öfcmig  zusammeniiel 
und     eine     kegelförmige     Gestalt      aj 
(Fig.  133)  imd  erst  von  CD  ab   mit  nahe: 
cylindrificher   Form   weiter   herabffllt.     Di« 
Kontraktion  haben  wir  bisher  anfser  Acht  \ 
lassen.     Denn    nach    unseren  bisherigen 
trachtungen    dürfte    nur    eine     geringe   iffll 
während  des  ganzen  Strahles,   soweit  er  zu-| 
sammenhängt,  regelmäfsige  Zusammenzieht! 
des  Strahles  stattfinden,  die  sich  leicht  näh«^ 
bestimmen    läfst.     Nach   dem    Verlassen  d«) 
Ausflufsöffhung    wird   nämlich   die   Beweg 
der   Flüssigkeit  durch    die   Wirkimg    der   Schwere    eine   gleiehmilfsig  be- 
schleunigte. 

Eine  Schicht,  welche  die  Öflnung  mit  der  Geschwindigkeit  i\  verlasse 
hat,  durchläuft  demnach  in  der  Zeit  2^  die  Strecke  *S' 


Fig.  133, 


S  =  «'l  •  y  +    2 


T* 


I  u. 


Konta^ktion  iles  Strahles. 
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KicJi  der  Zeit  T  verläist  eine  zweite   Schicht  die  Offnxmg,   welche 
'  foa  hr  ersten   um  S  entfernt  ist      Dieser  Abstand   irnils   sich  aber  ver- 
|xi^feem;  denn  betrachten  wii"  ihn  nach  der  Zeit  /^  so  ißt  der  Abstand  der 
«rFten  .Schicht  von  der  Uflnung  zur  Zeit  T  -\-  l  gleich  S  4"  ^' 

s  +  s'  =  ..(T+o+  l  (r+0", 

kr  Abstand  der  zweiten  Schicht  S"  aber 


Der  Abstand  beider  Schichten  daher 


e. 


s+s'  —  S' 


<'.(2'+0-tü<  +  |{(r  +  0'-'*l, 


S+S'-  S"=  r,  .  r+  f- .  r^  +  <;  •  T-  /=  6-  +  ,/    T.t. 

Der  Abstand  der  Schichten  wächst  demnach  proportional  T;   soll  der 
zusammenhUiigend  sein,   so  mufs  er  in  eben  dem  Verhtlltnis  enger 
also  regelmäfsig  und  nahezu  in  demselben  Verhilltnis,  als  vr  ^\vh 
;  der  <  jf&iimg  entfernt.     Statt   dessen  beobachtet  man  sehr  nahe  unter 
*Öfhiimg  eine  sehr  rasche  Zusammenziehimg  des  Strahles,  so  zwar,  dafs 
Irr  Querschnitt  desselben  in  einem  Abstände  von  der   öffiiimg,   der  un- 
dem  Halbmesser  der  Öflfeung   gleich  ist,   nur   mehr   gleich   ^  von 
;  Qaerschnitte  der  Öffnung  ist.    Von  da  an  zieht  sich  der  Strahl  dann 
Behr  in  der  Weise  zusammen,  wie   er  es  nach  unseren  obigen  Ent- 
en thun  mufs,  bis  er  in  Tropfen  zersplittert. 

anormale  Kontraktion  des  Strahles,  welche  man  als  Contractio 
bezeichnet,  vermindert  also  den  Querschnitt  desselben  so,  dafs  er 
er  als  f  der  Ausflufsöffnung  wird;  sie  ist  fllr  gifilsere  Offmmgeii  und 
re  Drucke  sogar  noch  bedeutender. 
[Es  ist  klar,  dafs  dadurch  die  AusHufsmenge  eine  kleinere  werden 
und  die  Erfahrung  hat  ergeben,  dafs  diese  sich  gerade  so  verhält, 
ilie  engste  Stelle  des  Strahles  dort,  wo  die  Üontractio  venae  auf- 
[tert,  die  wirkliche  Anstliifsöffnung.  Die  Erfahrung  ergibt  nslmlich,  wie  wir 
Wen,  dal's  die  wirkliche  Anstiursmenge  tn   ist 

m  =i  0,62  >«, 


/  =  0,62  •  .«f  •  f/i  -  /  *  y^fflL 

Mannigfache  Versuche,   die  Störungen,   welche   die  Kontraktion  ver- 

^■Isis^en^  mit  in  Rechnung  zu  ziehen,  und  so  auch  die  Menge  }/  theoretisch 

wWechnen,  haben  noch  zu  keinem  hefnedigenden  Resultate  geflihrt.     In- 

14»  können  wir  uns  doch  über  die  Gründe  Rechenschaft  geben,  wehrhe  die 

[Imtraktion  veranlassen.     Es  ist  nicht,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen 

»wassetzten,  die  Geschwindigkeit  alkir  die  Öffnung  passierenden  Flüssig- 

«tsteUrhen  auch  senkrecht  gegen  die  (Jffnung  gerichtet. 

Es  bewegen  sich  nümüch  nicht  nur  die  senkrecht  über  der  (iffmmg 
«  liegenden   Fltlssigkeitsteile ,   sondern   wegen   der  freien    Beweglichkeit 
auch  die  seitlich  liegenden  gegen  die  Ausflnfsr^ffnimg  hin.     Es 
daher  z.  B.   die  Wasser teüchen  rechts  von  der  Öffiiung  in.  d^t 
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Aasflufs  durch  Ansatzröhren. 


Fig.  134. 


Kichtnng  MR  und  OC,  die  Teilchen  links  in  NS  und  PC  sich  b 
Die  zwischen  31  und  0,  N  und  P  gelegenen  Wasserteilchen  habei 
eine  seitliche  gegen  das  Innere  des  Strahles  gerichtete  Geschwin 
Der  Strahl  besteht  demnach  aus  einer  konischen  Hülle,  welche  a 
vergierenden  Fltissigkeitsfiiden  gebildet  ist.  Dort,  wo  diese  von  en 
gesetzter   Seit«  kommenden  Flüssigkeitsftlden  sich  treffen,   mufs  d 

von  der  beschleunigten  Bewegung  hem 
Querschnittsverminderung,  die  eig 
Contractio  venae,  ihr  Ende  erreichen 
dort  die  seitlichen  Geschwindigkeiten 
entgegengesetzter  Seite  kommenden  '' 
teilchen  sich  aufheben,  und  eine 
herabgehende  Resultierende  ergeben, 
nach  ist  eigentlich  nicht  die  öfl&iung 
Querschnitt  der  Ausflufsöffiiung,  sonc 
durch  die  Kontraktionsstelle  Cgeftlhrt 
schnitt,  da  erst  von  dort  an  die  Flu 
imserer  Annahme  gemäfs  sich  vertika 
bewegt,  also  von  dort  erst  die 
Setzungen  unserer  Berechnungen  stal 
Da  nun  die  Kontraktion  an  dieser  S 
stark  ist,  dafs  der  Querschnitt  bei  si 
ist  0,62  der  Öffnung,  so  kann  auch  c 
flufsmenge  nur  0,62  der  vorhin  berechneten  sein. 

Aus  dieser  Erklärung  läfst  sich  auch  leicht  der  Einfluis  von 
röhren  an  die  Ausflufsöifnung  ableiten.  Wenn  man  nämlich  die  Flu 
anstatt  durch  eine  einfache  Wandöffnung  durch  kurze  R()hren  au 
läfst,  so  wird  dadurch  die  Ausilufsmenge  je  nach  der  Grestalt  der 
verschieden  modificiei-t.  Hat  die  Ausflufsröhre  eine  konische  GrestAlt, 
sie  sich  der  Gestalt  des  ausiliefsenden  Strahles  anschmiegt,  so  \^ 
durch,  wenn  wir  als  Ausflufsöffhung  die  der  Wand  des  Gefäfses  a 
die  Ausflufsmenge  nicht  modificiei-t;  sehen  wir  aber  als  Ausflufsöfihi 
Querschnitt  der  Röhre  an  ihrem  Ende  an,  so  wird  die  Ausflufsmer 
gröfsert,  da  sie  so  grofs  ist,  als  das  Toricellische  Theorem  ohne  ^ 
sie  von  einer  solchen  Oöhimg  verlangt. 

Wendet  man  aber  eine  cylindrische  Röhre  an,  welche  von  der  1 
keit  benetzt  wird,  oder  setzt  man  an  das  erste  konische  Rohr  ein 
konisches  Rohr  an,  welches  sich  wieder  erweitert  und  allmählich  i 
Cylinder  übergeht  von  der  Weite  der  Ausflufsöffhung,  so  wird  die 
der  ausfliefsenden  Flüssigkeit  bedeutend  gesteigert,  so  dafs  0,8  — 
theoretischen  Ausflufsmenge  ausfliefst.  Das  ist  jedoch  nur  dann  d 
wenn  der  Strahl  rings  an  den  Wänden  des  Cylinders  adhäriert,  thu' 
nicht,  so  wird  die  Ausflufsmenge  nicht  geändert. 

Durch  die  konischen  Ajisatzröhren,  welche  sich  der  Gestalt  des 
les  annähern,  wird  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  nicht  geändert 
stens  durch  Reibung  an  der  Röhrenwand  um  ein  geringes  verzöj 
cylindrischen  Ausflufsröhren  wird  aber  durch  die  Adhäsion  der  Flu 
an  den  Wänden  des  Cylinders  der  kontrahierte  Strahl  wieder  yerbreil 
nahezu  cjlindrisch  gemacht.     Dadurch  würde  der  Strahl  serreifsen 
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'^'-  Uohreg  ein  le»?n*r  Raum  imtsiehen  mttsseiL    Dem  wirkt  aber  nnn 
a  des  Wassers  und  der  äufsere  Lui'tdruck  entgegen,  der  asiun 
diii  i?  i  '         in  der  Rühre  nach  treibt«  /um  Teil  den  Aunflufs  etwas 

ert.     I  ,   aber,  dafs  der  austliefsendf^  Strabl  nahezu  cylindrisch 

I,  Tennehrt  sieb  die  Menge  der  ansfliefsenden  Flüssigkeit. 
Wenn    man   sich    auch   zum  Teil  über   diese    die  Aasrtutsmengen  bo* 
aden  Thatsaeben  Rechenschaft  geben  kann,  so  sind  wir  doi^b  noeb  weit 
»mt,  dieselben  vollständige  verstehen  und  anf klären  7AI  knniien.    In  den 
Rten  Frillen.  besonders  wenn  der  AusAnTs  ans^tatt  ans  einfaidien  Wand- 
elten ans  Rubren  Systemen  erfolgt^  welche  noeb  dazu  zum  Teil  gekrümmt 
tinden  wir  uns  auf  die  Resultate  der  Eifabrung  angewiesen,  um  die 
der  ansfliefsenden  Flüssigkeit  zu  bestimmen,   da   die  theoretische 
ag  zit  viele  Schwierigkeit  bietet. 


§  86. 

Beibnng  der  Flüssigkeiten«  Die  am  Schlüsse  des  vorigen  l*a-ra- 
phen  hervorgehobene  Abweiclning  in  dem  Verbalten  der  Flüssigkeiten 
DB&ber  den  von  uns  ftlr  die  einfachsten  Fülle  abgeleiteten  Gesetzen  kann 
lt.  »nftallend  sein,  da  wir  bei  unserer  Ableitung  zwei  ümstlinde  aiifser 
gelassen  habea  Zunächst  haben  wir  die  Flüssigkeiten  als  vollkommen 
kj  lieb  vorausgesetzt,  das  beifst  angenommen,  dafs  die  Bewegung 

k  igkeitsfadens  durch  benachbarte  Flüssigkeit  nicht  alteriert  wird, 

Annahme,  welche  nur  annähernd  richtig  sein  kann.  Denn  da  die 
ülö  der  Flüssigkeit  einander  anziehen,  so  mufs  eine  bewegte  an  einer 
mn  oder  langsamer  sich  bewegenden  Flüssigkeit  Yorüberfliefsende 
Ir.hi  eine  Reibimg  erfahren,  welche  ihre  Geschwindigkeit  verkleinert. 
i  wird  dann  gleichzeitig,  wegen  der  sehr  leichten  Beweglichkeit  der 
ktlle,  die  ruhende  JSehicbt  eine  LSewegiing  im  Sinne  der  bewegten 
tbt  oder  die  langsamer  sieb  bewegende  eine  Beschleunigung  im  gleichen 
erbalten  f  und  die  Beschleunigung  der  bingsamern  wird  gleich  sein 
'-rim^''  der  schneller  sich  bewegenden  Schiebt,  Die  Reibung  wirkt 
M  rascher  bewegte  Schiebt  wie  eine  die  Bewegung  verzügemde, 
die  lAüg^amer  sich  bewegende  wie  eine  dieselbe  bescbleiinigende  KrafL 
d«ir  Grufse  dieser  Kraft  werden  wir  annehmen  dürfen,  dafs  sie  der 
Mrrax  der  parallelen  Geschwindigkeiten  proportional  ist,  um  so  mehr, 
iie  Oesehwindigkeitsdifferenz  benachbarter  Schichten  immer  nur  üufserst 
sein  kann.  Aulserdem  wird  die  Ki*aft  der  Fläcbenausdebnung  pro- 
ionßl  sein,  mit  der  sich  die  Schichten  beruhigen;  Annahmen  über  die 
l[jxng  der  Reibung,  welche  schon  Newton  gemacht  bat.  Weiter  nimmt 
i  AA,  dal's  diese  Kraft  unabhängig  ist  von  dem  Drucke,  der  im  Innern 
•trfSioenden  Flüssigkeit  vorhanden  ist^). 

I>i*r  zweite  von  uns  bei  der  Ableitung  der  AusÜafsge setze  aufser  Acht 
«g#ino  T  ^ st  die  Reibmig,  welche  die  bewogte  Flüssigkeit  an  der 

idang    I  :^e5  erfilhrt.    Wir  wissen,  dafs  zwischen  den  festen  und 

K^irpern  stets  molekulare  Krätze    thätig  sind,   infolge   deren   die 
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Flüssigkeiten  mehr  oder  weniger  fest  an  den  EOrpem  haften;  nfiolf 
dessen  mufs  jedes  an  einer  festen  Wand  yorüberbewegte  FlttssigkeitsinUl 
dieser  Anziehung  entgegen  bewegt  werden,  es  mufs  somit  ome  YenOgenq 
seiner  Bewegung  erfahren.  Die  diese  Verzögerung  bewirkende  Kraft 
wir  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Flüssigkeit  der  festen  Wi 
parallel  bewegt  wird  und  der  Flächenausdehnung  proportional  seti^,  i 
welcher  die  Flüssigkeitsschicht  die  feste  Wand  berührt.  Beseiclmen  ^ 
deshalb  mit  e  eine  Konstante;  so  können  wir  die  Yerzögemng  JT, 
die  an  der  festen  Wand  mit  der  Geschwindigkeit  v  die  Wand  in  der  FlidM 
berührende  Flüssigkeitsschicht  erfährt,  setzen 

Diese  Konstante  e  bezeichnet  man  als  den  Koefficienten  der  änüsoi 
Reibimg;  sie  bedeutet  die  in  der  Flächeneinheit  der  Schicht  wirksame  Eni 
wenn  die  Fltissigkeitsschicht  mit  der  Einheit  der  Geschwindigkeit  an 
Wand  vorübergeht,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Kraft,  welche  erfordeifii 
ist,  um  die  Flüssigkeitsschicht  mit  gleichförmiger  Bewegung  und  der 
heit  der  Geschwindigkeit  an  der  Wand  vorüber  zu  führen;  dieselbe  hiq| 
nur  ab  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  und  der  festen  Wand,  ebenso 
der  Randwinkel,  unter  welchem  die  Flüssigkeit  die  feste  Wand  schnddil 
In  dem  Falle,  in  welchem  die  feste  Wand  von  der  Flüssigkeit  vollkoi 
benetzt  wird,  kann  man  den  Wert  dieses  Koefficienten  sofort  angebt! 
denn  in  dem  Falle  haftet  die  letzte  Schicht  einfach  fest  an  der  Wand,  ol 
an  der  Bewegung  der  übrigen  Flüssigkeit  teilzunehmen.  Die  Geschwindij 
keit  der  Bewegung  an  der  Wand  ist  also  immer  gleich  Null,  die  Verz5g«nii 
ist  imendlich  grofs,  es  muls  also  e  unendlich  grofs  sein. 

Ganz  derselbe  Ausdruck,  der  die  Verzögerung  an  einer  festen  Wi 
darstellt,  liefert  uns  auch  die  Verzögerung,  welche  eine  Flüssigkeit  erflil 
wenn  sie  sich  an  einer  andern  hinbewegt,  wie  z.  B.  Wasser  über  ei 
Quecksilberschicht,  oder  Quecksilber  unter  einer  Wasserschicht;  die  K( 
staute  £  bedeutet  dann  die  Reibung  zweier  Flüssigkeiten  an  einander. 

Um  ganz  ebenso  die  Verzögerung,  welche  die  Bewegung  einer  Fli 
keitsschicht  durch  die  umgebende  mit  ihr,  jedoch  langsamer  bewegte  Fli 
keit  erfuhrt,  ausdrücken  zu  können,  denken  wir  uns  einen  Cylinder, 
welchen  die  Flüssigkeit  Üiefse.  In  dem  ersten  Querschnitt  des  Cyliiw 
mögen  alle  Flüssigkeitsteilchen  die  gleiche  der  Cylinderaxe  parallele 
schwindigkeit  haben;  in  einiger  Entfernung  von  diesem  Querschnitt 
dann  aber  die  zunächst  an  der  Wand  befindliche  Schicht  eine  gewisse  V» 
zögerung  erfahren,  welche  sich  somit  langsamer  bewegt  als  die  nftb 
Axe  des  Cylinders  zu  folgende  Schicht;  diese  erftQirt  dann  ebenso  eine  V< 
zögerung  und  wirkt  infolge  dessen  wieder  verzögernd  auf  die  nächstlii 
innere  Schicht  und  so  fort.  Es  wird  sich  somit  die  Geschwindigkeit 
irgend  einem  zur  Axe  des  Cylinders,  also  zur  Strömungsrichtnng  eeafc*! 
rechten  Querschnitte  stetig  ändern,  sie  wird,  wenigstens  dann,  wenn  ft 
Flüssigkeit  die  Wand  benetzt,  wahrscheinlich  aber  immer,  von  dem  Biafc' 
gegen  die  Mitte  stetig  zunehmen.  Daraus  folgt  dann  weiter,  daCs  die  fli^ 
schwindigkeit  zweier  benachbarten,  das  ist  nur  um  die  Distanz  der  Flflsng^ 
keitsmoleküle  von  einander  entfernten  Flüssigkeitssohichten  aadi  nur  w 
endlich  wenig  von  einander  verschieden  sein  kann.     NennAn  wir  dediilk 
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I  GeseliwiBdigkeit  einer  FlUssigköitssehicUt  im  Abstände  x  von  der  Axe 
flinders  r,  die  Geschwindigkeit  der  nächstfolgenden,  von  der  erstem 
Abstand  dx  zweier  Molekille  entteraten  Schiebt  v  -f-  dv^  so  würde 
1  den  vorhin  gemachten  Annahmen  die  Kraft,  welche  auf  die  schneller 
ft^  Schicht  verzögernd  einwirkt, 

f  die  Fläche  ist,  in  welcher  sich  die  Schichten  berühren,  und  i^  eine 

der  Natur  der  Flüssigkeit  abhüngige  Konstante   bedeutet,  welche  der 

I  tnfoere  Iteibung  bedingenden  Konstanten  e  entspricht. 

Die  Bestimmung  dieser  Konstanten  £^   würde   indes  nicht  ausführbar 

da  man  den  Wert  von  dv  niemals  angeben  kann,   ebensowenig  wie 

Wert  von  dx^  den  Abstand  der  Moleküle.    Man  definiert  deshalb  die 

lie  der  innem  lleibung  etwas  anders.    Nach  der  vorhin  gemachten 

cklung  ist   die  Geschwindigkeit  v  abhiingig   von   dem  Abstände   der 

fihieteii  Schicht  von  der  Axe  des  Cy linders,  also  eine  Funktion  von  x. 

mir  mm  in  der  Einleitung  sahen,  lälst  sieh  dann,  wenn  v  ^^  f{^)i  das 

eatial  dv  stets  darstellen  durch 

dv  ^  f{x)d^, 
wir   den   ersten   Differentialquotienten   der   Funktion   mit   /\x)   be- 
setzen wir  diesen  Wert  für  dv  ein  und  schreiben   gleichzeitig 

f{x)  das  ihm  gleiche  -j— ,  so  wird 


äs 

K=  B^dx 


dv 

f'  — - 
'     dx  ' 


Da  dx  den  Abstand  zweier  Moleküle  der  Flüssigkeit  bedeutet,   so  ist 
Flüssigkeit  Sj^dx  ebensogut  eine  Konstante  wie  f, ,  bezeichnen  wir 
Ittit  1},  so  wird 

^  =  '^'f"d^' 

Diese  Konstante  ij  bezeichnet   man  als   den  Koefficienten   der  innem 
oder  auch   kurz   als   die   Reibungskonstante  ^),     Ihre   Bedeutung 
.  sich  leicht  angeben,  es  ist  die  Kraft,  welche  auf  die  Bewegung  einer 
keitsschicht  verzögernd  einwirkt,  wenn  sie  die  benachbarte  langsamer 

Schicht  in  der  Flacheneinheit  berührt,  und  wenn  -3-7  der  Einheit 


dx 


ist. 


Da  nun  di:*  der  Unterschied  der  Geschwindigkeiten  zweier  um 

rfön  einander  entfernter  Schichten  ist,  so  bedeutet  -t—  den  Geschwindig- 

ntersehied  zweier  Schichten,  welche  um  die  Längeneinheit  von  einander 
sind^  vorausgesetzt,  dafs  jedesmal,  wenn  wir  von  einer  Schicht 
rnlelistf olgenden  nm  dx  von  ihr  entfernten  Schicht  übergehen,  der  Ge- 
mdigkeitsunterschied  dv  derselbe  ist.    Denn  da  dx  der  Abstand  zweier 

chten  ist ,  so  ist  -j—  ^  ti  die  Anzahl  der  in  der  Längeneinheit  vor- 

idfinen  Schichten,  somit  ist,  wenn  flv  der  Unterschied  in  der  Geschwindig- 

it  je  zweier  benachbarter  Schichten  ist,  dr  •  ^7- -  ^=  dv  *  «,  der  Unter- 


dx 


*)  0,  E,  Mfyer^  Poggend,  Aud.  CXI  11, 
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schied  der  Geschwindigkeit  der  ersten  und  n  -  Schicht,  also  der  u 
Längeneinheit  von  einander  entfemlen  Schichten. 

Man  erkennt  leicht,  dafs  die  innere  und  äofsere  Beibung  dflr  Dl 
keiten  die  von  uns  berechnete  AasfluTsgeschwindigkeit  yerkleinem  wi 
aber  auch  gleichzeitig,  dafs  es  sehr  schwierig  ist,  dieselben  in  Bed 
zu  ziehen,  selbst  wenn  man  die  Beibnngskonstanten  kennt,  da  man 
das  Gesetz  kennen  mufs,  nach  welchem  sich  die  einander  parallek 
schwindigkeiten  in  einem  zur  Geschwindigkeitsrichtung  senkrechten 
schnitt  ändern.  ^ 

In  einem  Falle  lassen  sich  die  Rechnungen  vollständig  durch! 
nämlich  dann,  wenn  man  die  Flüssigkeiten  durch  ein  horizontales  cy 
sches  kapillares  Rohr  mit  kreisförmigem  Querschnitt  unter  kons 
Druckhöhe  ausfliefsen  läfst.  In  dem  Falle  fliefst  nämlich  die  Flüssigb 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  durch  das  Rohr  hindurch,  und  wei 
Rohr  enge  genug  ist,  so  findet  überhaupt  nur  eine  der  Cjlinderaxe  pa 
Bewegung  statt.  In  jedem  zur  Cylinderaxe  senkrechten  Querschnitt 
sich  die  Geschwindigkeit  mit  dem  Abstände  des  betrachteten  Flüssi: 
teilchens  von  der  Cylinderaxe,  an  allen  gleich  weit  von  der  Axe  gel 
Punkten  der  Röhre  ist  aber  die  Geschwindigkeit  dieselbe.  Die  Flüs 
teilt  sich  also  in  der  Röhre  in  konzentrische  Hohlcylinder,  von  denen  jed 
bestimmte ,  auf  seiner  ganzen  der  Länge  der  Röhre  gleichen  Länge  d 
Geschwindigkeit  besitzt,  welche  aber  von  Cy  linder  zu  Cy  linder  sich 

Da  die  Bewegung  filr  jeden  dieser  Cylinder  eine  gleichfSrmi 
so  folgt,  dafs  die  Beschleunigung,  welche  er  durch  die  vorhandenen 
erhält,  gleich  sein  muls  der  Verzögerung,  welche  er  durch  die  Reibi 
fährt,  denn  nur  wenn  die  Beschleunigungen  und  Verzögerungen  sit 
heben,  kann  die  Bewegung  eine  gleichförmige  sein. 

Wir  denken  uns  einen  der  Flüssigkeitscylinder  in  dem  Abstj 
von  der  Axe,  die  Dicke  seines  Mantels  sei  dx^  von  diesem  Cylinc 
trachten  wir  ein  Stück  von  der  Länge  dl^  welches  sich  im  Abstand« 
dem  Beginne  der  kapillaren  Röhre  befinde.  Ist  der  hydraulische  Dr 
Punkte  l  gleich  p,  so  wird  er  am  andern  Ende  des  von  uns  betra« 
Cylinderstückes  gleich  j;  +  dp  sein,  wo  wir  dp  setzen  können,  wie 

Da  die  Basis  des  Cylinderniantels  27tx  -  dx  ist,  so  ist  die  info 
Druck änderung  um  dp  forttreibende  Kraft 

k  =  27tx  ~    •  dl '  dx, 
al 

Der  betrachtete  Hohlcylinder  ist  auf  seiner  innem  und  äufser 
mit  andern  Hohlcy lindem  in  Berührung,  welche  eine  andere  Ges 
digkeit  besitzen,  der  der  Axe  nähere  ist  um  die  Breite  dx  des  Cj 
mantels,  welche  einfach  gleich  ist  dem  Abstände  der  Moleküle,  d« 
näher,  der  äufsere  ist  um  dieselbe  Gröfse  weiter  entfernt.  Bezeicho 
die  Geschwindigkeitsdifferenz  zwischen  dem  nächstinnem  und  dem  b 
teten  Cylinder  mit  dv^  so  ist 

\  =  ff  27txdl  •  -.-  - 
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Kraft,  welche  infolge  der  Beibung  an  dem  innem  Cjlinder  die  Oe- 
nndigkeit  des  betrachteten  Cy linders  zu  vermehren  sfcrebt,  da  die  Ge- 
ti&digkeit  der  Bewegung  von  der  Axe  nach  anfsen  abnimmt. 
'Heimen  wir  die  Differenz  der  Geschwindigkeiten  des  betrachteten  und 
Bftcbstfolgenden  Cylinders  dv\  so  ist  die  Kraft,  mit  welcher  der  be- 
ttete Cy  linder  in  seiner  Bewegung  verzögert  wird,  da  der  äuTsere  Um- 
des  betrachteten  Cylinders  27t(x  -|-  dx)  ist, 

h\=ri'  27t(x  +  dx)dl  •  ^^  . 

Setzen  wir  nun  dv  =  dt?  +  d?t?,  wo  ä^v  dann  angibt,  um  wieviel 
'  oder  weniger  sich  die  Geschwindigkeit  ändert,  wenn  man  von  dem 
4;hteten  Cylinder  sich  zu  dem  nächstäuTsem,  als  wenn  man  zu  dem 
itinnem  übergeht,  so  wird 

=  T} 2nxdl  -^ 1-  ri^ndxdl  -7-^  +  '^^nxdl  -j—f  dx 

+  n2^di^dx\ 

Das  vierte  Glied  dieses  Ausdrucks  ist  gegen  die  übrigen,  da  es  mit 
Quadrate  von  dx  multipliciert  ist,  verschwindend  klein,  so  dafs  es  ver- 
iSssigt  werden  darf;  das  erste  Glied  ist  gleich  k^^  so  dafs  wir  erhalten 

k\  =  Ä^i  +  rj27tdx  .  dl  (^-^  +  X  ~^ ' 

Wie  wir  oben   sahen,   folgt  daraus,  dafs  die  Bewegung  in  der  Röhre 
gleichförmige  ist,  dafs  die  beschleunigenden  und  verzögernden  Kräfte 
aufheben;  da  nun  k  und  Ä:^  die  beschleunigenden,  k\  die  verzögernden 
so  ist 

2nx -^f  dldx  =  ri27tdxdl  (-J      "^  ^  dT^) 

dp^_  i  ^    dv_    t     dH^\ 

dl   '^  \x    dx  "^  dx^  1  "^' 

Gleichung,  welche  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung  die  hydrau- 
Bn  Drucke  an  den  verschiedenen  Stellen  der  Röhre  und  die  Geschwin- 
jiten  V  der  einzelnen  Schichten  zu  berechnen  gestattet^).  Diese  Be- 
lung  würde  hier  zu  weit  führen,  es  gentige  hier,  die  Resultate  anzu- 
o.  Ist  der  Druck  am  Anfange  des  kapillaren  Rohres  gleich  Pa^  am 
j,  dort,  wo  die  Flüssigkeit  ausfiiefst,  p^^  so  ist,  wenn  L  die  Länge  des 
BS  ist, 

*)  Man  sehe  Hagenbach ,  Poggend.  Ann.  Bd.  CIX.  Jacobson,  lieidiert  und 
iciSj  Archiv  für  Anatomie  und  Physiologie  Jahrg.  1860,  p.80,  der  dort  die  von 
tonn  gegebene  Ableitung  mitteilt,  welche  die  obon  entwickelte  Gleichung  in 
eher  Weise  liefert;  HdmhoUz,  Berichte  der  Wiener  Akademie  Bd.  XL. 
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Um  die  Geschwindigkeit  v  zu  bestimmen;  ist  darauf  zu  aehtea. 
an  der  Böhrenwand,  wo  also  x  ■»  r  gleich  dem  Badins  der  B5hre  ist, 
falls  eine  Beibang  stattfindet,  welche  die  Greschwindigkeit  der  Sa£i 
Schicht  mit  bedingt.  Bezeichnen  wir  die  Eonstante  der  ftofsexn  Ba 
wie  yorher  mit  £,  so  erhält  man  für  die  Geschwindigkeit  einer  8c 
deren  Abstand  von  der  Cylinderaxe  gleich  x  ist, 


Pa        Pe    /T>a  «\     I      Pa        Pe       -r» 


^rjL 


2S'L 


und   schliefslich 
Flüssigkeit 


F  = 


R" 


fllr  das  Volumen    der  in  der   Zeiteinheit  ansgeflo! 

Fttr  eine  Flüssigkeit,  welche  die  Böhrenwand  benetzt,  ist,  w 
schon  vorhin  hervorhoben,  e  unendlich  grofs,  somit  das  zweite  Gü< 
Klammer  gleich  Null,  für  solche  Flüssigkeiten  wird  somit 

oder  das  in  der  Zeiteinheit  ausströmende  Flüssigkeitsvolumen  ist  d( 
der  Flüssigkeit  lastenden  Drucke  und  der  vierten  Potenz  des  Badius 
der  Länge  der  Bohre  und   der  innem  Beibungskonstante  umgekehr 
portional. 

Diese  letztere  Beziehung  ist  zu  einer  Prüfung  der  Theorie,  un( 
Bestätigung  derselben  durch  den  Versuch  zur  Bestimmung  der  Bei 
konstante   sehr  geeignet.     Versuche    über    den  Ausflufs    lassen  siel 
sicherer  anstellen  als  solche  über  die  Druckverteilung  ^  da  letztere 
kapillaren  AusfluTsröhren  kaum  mit  Genauigkeit  zu  messen  ist. 

Die  ersten  Versuche  über  den  Ausflufs  durch  kapillare  Böhrei 
schon  vor  der  Inbetrachtnahme  des  Beibungswiderstandes  von  Hagen 

Poiseuille*)  ausgeftihr 
^ig  135  den,   welche  beide  nr 

ihren  Versuchen  sch( 
die  obige  Beziehung  g 
wurden,  ftb:  welche 
Hagen  dann  auch  eine 
retische  Ableitung  gal 
Poiseuille  wand 
seinen  Versuchen  ein 
zwei  angesetzten  Böhn 
sehene  Glaskugel  (Fig 
an,  welche  an  den  I 
zwei  Marken  A  und  B 
Der  Bauminhalt  zw 
den  beiden  Marken  wa] 
fUltig  kalibriert.    Die 


»)  Hagefi,  Poffgend.  Ann.  Bd.  XLVI. 

*)  Poiseuille,  M^moires  des  Savants  dtraagers.  T.  IX«   Annales  de  cl 
de  phya.    III.  S^rie  T.VII.    Poggend.  Ann.  Bd.  LVUI. 
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Sure  war  etwas  unter  B  umgebogen  und  an  dieselbe  ein  kapillares  Bohr 
gesetst,  dessen  Länge  und  Durchmesser  sorgfältig  gemessen  waren.  Der 
ipurat  wurde  nun  durch  Aufsaugen  bis  über  A  mit  Flüssigkeit  gefüllt, 
■n  mit  GefUfsen  yoU  komprimierter  Luft  in  Verbindung  gesetzt,  welche 
f  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  einen  ganz  konstanten  Druck  ausübten, 
r  mittels  passender  Druckmesser  gemessen  wurde.  Es  wurden  dann  die 
iten  beobachtet,  welche  die  den  Baum  zwischen  A  und  B  ausfüllende 
issigkeit  brauchte,  um  bei  verschiedenen  Drucken  durch  Bohren  ver- 
liedener  Länge  und  verschiedenen  Durchmessers  auszufliefsen. 

Da  die  in  gleichen  Zeiten  ausflieisenden  Volumina  den  Druckhöhen, 
lehe,  wenn  wir  zur  Herstellung  der  Drucke  Säulen  derselben  Flüssigkeit 
renden,  sich  verhalten  wie  die  Drucke  pa  — Pt  •>  proportional  sein  sollen, 
müssen  die  zum  Ausflusse  gleicher  Volumina  erforderlichen  Zeiten  den 
dckhöhen  umgekehrt  proportional  sein. 

Eine  Versuchsreihe  mit  Wasser  gab  folgende  Zahlen: 

Länge  der  Bohre  107"",9.  Durchmesser  0'""',135. 

Höhe  in*Mm.  der  drückenden  Aneflufszeit  in  Sekunden 

Wassersäule 

1984 

7774 
lOöOl 
10062 
20561 
3084Ö 
41381 
47678 

Bei  konstanter  Druckhöhe  und  konstantem  Durchmesser  war  die  Aus- 
fszeit  der  Böhrenlänge  direkt  proportional. 

Druck  in  Mm.  Wasserhöhe  1472'"°,45.       Durchmesser  0'"*",252. 

Ausflnfszeit  in  Sekunden 


beobachtet 

berechnet 

5664" 

5664" 

1445 

1443 

1069 

1070 

1121 

1118 

546 

546 

365 

364 

"273 

271 

237 

236. 

Länge  der  Bohre  beobachtet  berechnet 
108""*,24                                     633"  633" 

84      52  492  492 

54      00  314  314. 

Dieses  Gesetz  gilt  jedoch  nicht  mehr  bei  zu  kurzen  Bohren,  so  z.  B. 
ir  bei  9"*™  beobachtet  7l",5,  mit  dem  ersten  Versuche  verglichen  ergab 
Sil  berechnet  52",63. 

Bei  gleichem  Drucke  und  gleicher  Länge  sind  die  Ausflufszoiten  den 
Potenzen  der  Durchmesser  umgekehrt  proportional. 

Druck  1984°*"   Wasserhöhe,  Länge  107"^'",9. 
Durchmesser  B^  =  0,136     Zeit  T^  =  5664" 
„  Dg  =  0,252        „     Tg  =  468"5. 

In  der  That  v^'hält  sich  fast  genau  umgekehrt  wie  die  Zeiten 

r/:J>2*  =  471,57  :5664, 

dafo  dadurch  auch  dieses  Gesetz  bestätigt  ist. 

WeiAns,  ül^xtlk  X  4.  Ana,  ^C> 
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Für   das    in   der   Zeiteinheit   aiisfliel'sende   Flüssigkeitsvolunien   ergjh 
sich  also  entsprechend  der  theoretischen  Elntwicklung 

wenn   wir    bei   Wasser,    dessen    Diclitigkeii    gleich    eins    ist,    den    Dr 
Po  ' —  Pi  ^  S^^  durch  die  Hi'ihe  der  drtlekonden  Wassersäule  ersetF.en. 

Ist  if,  J?,  7>    in  Millimetern  ausgedrückt,  das  Volumen  V  in  Kub 
milliinetern  gegeben,  so  ist  für  die  Temperatur  O"  bei  Wasser 

C=  2162,40. 

Die  Gnifse  C  gibt  das  in  l"  aiisfiiefsende  Volnraen,  wenn  die  Dr 
höhe   1"^"*  Wasser,  der  Radius  der  Röhre   l*"*"  und  die  Länge   der 
1"*™  ist,  unter  der  Voraussetzung,  dals  bei  diesen  Dimensionen  noch 
Qesetz  gültig  wäre.    Die  Konstante  C  ist  denmaeli 


C  = 


somit 


8  ■  n  ' 


no  = 


8.  c 


3,14159  *  *  - 

8  *  2162,40 


0,0001816. 


Da  die  benutzten  Einheiten  Millimeter  und,  w^eil  der  Druck  ei 
M^aasersllule  von  1*""*  Höhe  auf  das  Quadratmillimeter  ein  Hilligramiiil 
Milligramme  sind,  so  gibt  uns  die  Konstante  in  Milligrammen  die  auf  1 
Fläche  von  ein  Quadratmillimeter  wirkende  verz^igemde  Kraft  der  Reib 
wenn  benachbarte  Schichten  sich  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit  an  i 
ander  vorüber  bewegen,  dafs  bei  gleichförmiger  Anderimg  der  GeschT 
keit  der  Geschwindigkeitsnuterschied  zweier  1™°*  entfernter  Schichten  1 
der  Sekunde  ein  Millimeter  ist. 

Die  Konstante  C  wächst  ganz   bedeutend    mit   der  Temperatur, 
aswar  erhält  Poiseuille  ftlr  dieselbe  den  Wert 

C  '^  21J>2,40  (1  +  0,033  G793  /  +  0,000  220  993Ö  /^), 

wenn  /  in  Graden  der  Celsiusschen  Skala  gegeben  ist  und  der  Diiick 
in  Milligrammen  pro  Quadratmillimeter  ausgedrückt  ist. 

Für  den  Reibungskoefticienten  ergibt  sich  daraus  eine  entsprecht 
Abnahme,  er  wird 

_  0,000  1816  ^_^ 

*^  ~    1  +0,033  0793  t  +  0,eöOi2Öi936  1«^ 


3L  B.  ftlr 

10^*^ 

•  t?  =  0,000  133^^ 

20«  .  . 

^  fl  =  0,000  1029 

30"  . 

.  .  ,j  =  0,000  0821 

Für  absoluten  Alkohol  ergibt  sich  aus  iümlichen  Versueheu  Poisenilj 
bei  10^  i|  =  0,000  1741,   also   beträchtlich  grofser  als   ftlr  Wasser; 
grnrsor  ist  der  Wert  tTlr  Gemische  aus  Alkohol  mid  Wasser. 

Kine   andere  ^fethode   zur  Untersuchung   der  Flüssigkeiisreibung 
ursprünglich  von  Coulümb ')  angegeben  und  später  yaa  O.  E.  Meyer*)  ] 

mfe,  Mt^moires  de  l'Institat  nationale  de  France  T,  HL  p,  246, 
Mmjer,  Poggend.  Amt  Bd.  CXIU. 


Reibung  der  Flüsaiglteiten. 


387 


er  studiert  und  tn  Messnngen  verwandt  worden.    Die  Methode  benutzt 

WiderstÄnd,    welchen   eine   horizontal   an   einem    Drahte   aufgehängte 

treisscheibe   erfährt,    wenn   sie  in   einer   Flüssigkeit    duri^h    Torsion    des 

btes  in  Schwingung  versetzt  wird. 

Um  zu  erkennen,  in  welcher  Weise  die  Bewegung  dui*ch  die  Beibung 

r  Flüssigkeit  beeinflufst  wird,  wollen  wir  die  Beschleunigung  der  schwingen- 

Scbeibe  ableiten,    liei  Besprechung  der  Torsion  sei  asticiült  sahen  wir, 

wenn  die  Scheibe  resp.  der  Draht  um  einen  Winkel  q>  aus  der  Gleich- 

titslage  abgelenkt  ist,  da&  die  Seheibe  gegen  die  Gleichgewichtslage 

pibende  Toräionsmonieet  dem  Ablenkungswinkel  <p  proportional  ist. 

>  §  60  erkannten  wir  dann  weiter,  dals  die  innere  Reibung  des  Di"ahtes 

'  Bewegung  einen  Widerstand  entgegensei  zt,  welcher  der  augenblicklichen 

chwindigkeit   der  Bewegung   proportional   ist.     Wir  erhielten   deshalb, 

die  Scheibe  im  (ihrigen  gar  keinen  Widerstand  erfährt ,  ini  §  60  als 

imck  für  die  Beschleunigimg 


j^9 


'2€ 


eiqp 


rin  />  das    Torsionsmoment   für   ^  =^  1 ,  A'  das   Trägheitsmoment   des 

^enden  Systems  und  2  e  der  Widerstand  der  innern  Reibung  ist,  wenn 

Geschwindigkeit  gleich  1  ist. 

Schwingt  nun  die  Scheibe   in  einer  Flüssigkeit,   und  wir  werden  im 

st-en  Kapitel  sehen,  dafs  in  der  Beziehung  auch  die  Luft  als  solche  zu 

chten  ist,  so  erfuhrt  die  Scheibe  durch  die  FlOssigkeitsreibung  einen 

ad.  Bei  benetzenden,  also  stark  adhärierenden  Flüssigkeiten  haftet  die 

I  Schiebt  an  der  Scheibe  und  wird  mit  derselben,  also  mit  der  gleichen 

liwindigkeit  bewegt.    Diese  Schicht  reibt  sich  dann  an  der  folgenden^ 

elbe  mit  in  Bewegung  versetzend,  und  erföhrt  dadurch  eine  Verzögerung 

in  derselben  Weise,  wie  wir  es  vorhin   für   die    fliefsenden  Wasser- 

hiehien  ableitefen. 

Wir  betrachten  nun  ein  Flächenelement  der  Scheibe j  welches  sich  im 
ade  (f  von  dem  Mittelpunkte  der  als  kreisförmig  angenommenen  Scheibe 
de.  Setzen  wir  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Scheibe  zur  Zeit  f  gleich  ij;, 
idafs  die  Geschwiiijigkeit  des  betrachteten  Elementes  ^i|;  ist»  so  ist  das 
wh  die  Geschwindigkeit  des  betreffenden  Elementes  der  an  der  Scheibe 
ttden  Flllssigkeitsschicht.  Die  der  Scheibe  parallelen  Flüssigkeits- 
liehten  haben  dann  eine  kleinere  Geschwindigkeit,  und  ist  die  Gesuhwin- 
eitsabnahme,  wenn  wir  uns  von  der  Scheibe  in  normaler  Richtung  um 
B entfernen,  gleich  dt^  ^  ^^tjr,  so  ist,  wenn  /  die  Gröfse  des  betrachteten 
iienel einen tes  ist, 

Widerstand,  welchen  das  betreffende  Flilchenelement  in  seiner  Bewegung 
Die  Verzögerung,  welche  die  Bewegung  dnrch  diesen  Widerstand 
t,   ist   gleich    dem  Moment   dieses  Widerstündrs    dividiert  durch  die 
bewegte  Masse,  also  gleich 


%\,^ 
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Um  die  Yerzögening  zu  erhalten,  welche  die  ganze  Scheibe 
die  Reibung  erfUhrt,  müssen  wir  den  Widerstand,  den  alle  Flftehenelemoli 
erfahren,  summieren.  Zunächst  können  wir  das  Flächenelement  f  dnzd 
einen  Ring  vom  Radius  q  und  der  Breite  dq  ersetzen,  da  ftlr  den 
Ring  der  Widerstand  an  allen  Stellen  derselbe  ist.  Für  die  infolge 
auf  den  Ring  wirkenden  Widerstandes  vorhandene  Verzögerung  erhalt« 
wir  dann 

Diesen  Ausdruck  müssen  wir  für  alle  Ringe  der  Scheibe  bilden 
dann  die  Summe  aller  dieser  nehmen.      Zunächst  entspricht  jedem  Biof 
auf  der  obem  Seite  auch  ein  solcher  auf  der  untern  Seite  der  Scheibe, 
Wert  für  diese  beiden  Ringe  erhalten  wir,  wenn  wir  den  abgeleiteten 
druck  mit  2  multiplicieren.    Dann  gibt  uns  das  Integral 


f 


rj      dtp     .        o  ,  -nA     ^      ^^ 

■^  -T^  ^nq^dq  =  nlT  -^  -t- 
K    dx         ^     ^  K    dx 


die  Verzögerung   der  Bewegung   durch   den  Reibungswiderstand,  den 
Scheibe  erfährt,  wenn  wir  mit  R  den  Radius  der  Scheibe  bezeichnen. 

An  diesem  Ausdrucke  ist,  im  Fall  die  Dicke  der  Scheibe  nicht  ai 
Acht  gelassen  werden  darf,  noch  eine  Korrektion  wegen  des  an  dem  Ui 
fange  der  Scheibe  angreifenden  Widerstandes  anzubringen.    Für  den  Ui 
ist  q  =s  ]{  und,  wenn  h  die  Dicke  der  Scheibe  ist,  ftlr  f  einznsetzen  2nR 
so  dafs  das  Korrektionsglied  wird 

K    dx 

Die  sich  so  ergebende  Verzögerung  haben  wir  von  der  Beschlennigo^ 
welche  die  bewegenden  Kräfte  dem  System  erteilen,  abzuziehen,  und 
halten  dann  für  die  Beschleunigimg 

Bei  grofsen  dünnen  Scheiben,  wie  sie  zu  solchen  Versuchen  bemrfi 
werden,  kann  man.  das  Glied  -g-  vernachlässigen. 

Die  ziemlich  schwierige  Behandlung  dieser  Gleichung,  wegen 
wir  auf  die  Abhandlung  von  Meyer  verweisen*),  ergibt,  dafs  wir  auch' 
dem  Falle  eine   schwingende  Bewegung  erhalten,   deren  Amplituden 
einer  geometrischen  Reihe  abnehmen,  die  also  ein  konstantes  logaritl 
Dekrement  zeigt.     Das  logarithmische  Dekrement  ist  gerade  wie  in  § 
das  Mafs  für  die  Verzögerung,   es  gibt  also   gleichzeitig   den  Widei 
der  innem  Reibung  des  Drahtes  und  den  der  Reibung  in  der  Flui 

Um    den    Reibungskoefficienten    der    Flüssigkeit   zu    bestimmen, 
obachtet  man  zuerst  die  Schwingung  des  Apparates  in  der  Loft  mid  daü 
jene,   nachdem  man   die   Scheibe   in   die   Flüssigkeit  gebracht  hat     Ai 
der  Differenz  der  logarithmischen  Dekremente  erhält  man  den  Beibnngl 


^)  0.  E.  Meyer,  CreUea  Jonn^l  Bd.  LIX.    Poggeod.  Ann.  Bd.  CXm. 
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koefiScienten  der  Flüssigkeit;  der  Ausdruck  für  17,  der  sich  aus  der  Be- 
nelraxig  von  ~^-  zur  Geschwindigkeit  der  Drehung  ergibt,  ist 


|i +";-"' +jC-^r+-j. 


worin  l  —  Xq  die  Differenz  der  logarithmischen  Dekremente,  Tq  die 
Schwingungsdauer  des  Apparates  in  der  Luft  und  a  die  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit  ist.    Strenge  genommen  steht  auf  der  linken  Seite  die  Differenz 


VW-V- 


8 


[wenn  rj^  der  Reibungskoefficient  und  <y„  die  Dichtigkeit  der  Luft  ist,  denn 
[wie  schon  erwähnt  ist  auch  in  der  Luft  Reibung  vorhanden.  Da  indes  das 
[Produkt  ans  dem  Reibungskoefticienten  und  der  Dichte  hier  auftritt,  kann 
die  Differenz  als  nicht  mefsbar  von  dem  Minuend  verschieden  be- 
f  trachten. 

Li  dieser  Weise  erhielt  Meyer  unter  andern  ftlr  destilliertes  Wasser 
(die  W^erte 

bei  10^1  ••••!?  =  0,0001575 
150^5  .  .  .  .  rj  =  0,000137  1 
17,9  ....  iy  =  0,0001299 
21,6    •  •  .  •  iy  =  0,000119  0 

E Werte,  welche  etwa  im  Verhältnis  1,2  :  1  gröfser  sind  als  die  aus  Poiseuillcs 
[Beobachtungen  abgeleiteten. 

Für  Salzlösungen  ergaben  sich,  mit  Ausnahme  der  Lösungen  von 
iKaliumnitrat,  im  allgemeinen  gröfsere  und  mit  dem  Salzgehalte  wachsende 
[Werte  von  ly.  So  fand  sich  bei  Lösungen  von  Natriumsulphat  ftlr  eine 
[Temperatur  von  17® 

bei  2,5670  Teilen  Salz  auf  100  Wasser  ri  =  0,000  138  1 

5,1600      „        „       „       „  „       t/  =  0,000 150  0 

7,7795      „        „       „       „  „       t?  =  0,000 1600 

10,4250      „       „       „       „  „       i?  =  0,000 176  3. 

Später  sind  von  Rellstab^),  Htibener*),  Sprimg^),  Grotrian*)  imd  be- 

tlonders  von  Pribram  und  Handl^)  und  andern  ausgedehnte  Versuche  ttber 

Reibung  verschiedener  Flüssigkeiten,  insbesondere  der  Salzlösungen,  und 

die  Änderung  der  Reibungskoefficienten  mit  der  Temperatur  angestellt 

Mit  Ausnahme  der  zuerst  citierten  Versuche   Grotrians,  welche 

Beobachtung  schwingender  Scheiben  ausgefllhrt  wurden,   ist  dabei 

die  Reibung  mit  Hülfe  des  Durchganges  der  Flüssigkeiten  durch  enge 

bestimmt  worden.     Unstreitig  ist  diese  letztere  Methode  wegen  der 

;keit  ihrer  Versuche  und  der  mit  ihr  zu  erreichenden  gröfsem  Ge- 

dgkeit  der  Methode  der  Schwingungen  vorzuziehen.     Wir  teilen,  um  die 

0  Bdhtabf  Inaugoraldissertatioii.  Bonn  1868. 

»)  Hühener,  Poggend.  Ann.  Bd.  GL. 

*)  Sprung,  Poggend.  Ann.  Bd.  CLIX. 

*)  Groinan,  Poggend.  Ann.  Bd.  ULVII,  Bd.  CLX,  neue  Folge,  Bd.  VIH. 

•)  Fribrmn  und  Handl,  Wien.  Ber.  Bd.  LXXVIII,  Bd.  LXXX. 
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Verscbiedenheit  der  Keibmigskoeffi  ei  enteil  ftlr  verscliiedene  Flü^isigkeüca  zu  I 
übersehen ,  folgendö  aus  den  Beobacktimgen  Rellstabs  uDter  Annahme  dosi 
Poiseuilleschen  Wertes  för  Wasser  bei  10''  C\  berechneten  Werte  mit 

^'lethyklkohol  rj  =  0,000  070  75  ,     Propylalkohol  ri  =  0,000  203  2 
Ätbyhilkohol  r^  =  0,000  155  6  ,         Botylalkohol  »;  =  0,000  3H7  1. 

Der  für  Äthylalkohol  aus  den  Versnoben  Bellstabs  sich  ergebende  Wi 
von  tj  ist  etwas  kleiner  als  der  vi>n  Poisemlle  gefandene;  der  Grund  die« 
Unterschiedes  liegt  wohl  darin ^  dafs  der  Äthylalkohol,  den  Poiseuille 
wajidte  j  nicht  ganz  so  wasserfrei  war  als  der  von  Rellstab  benutzte. 

Auf  die  mteressanten,  besonders  von  Grotrian  verfolgten  Be      ' 
«wischen  den  Reibungj^koeÖicienten  iind  die  galvanische  Leitung- 
der  Flüssigkeiten,  kommen  wir  im  vierieE  Bande  zurück, 

list  die  Konstante  der  Reibung  der  Flüssigkeiten  an  den  festen  Körpeii 
nicht  unendlich  grofs,  so  ist  der  Ausdruck  für  die  durch  kapillare  K^Ur 
ausflielsende  Menge,  wie  wir  salien^ 

CS  koiimit  alsio  unter  sonst  gleichen  Umstünden  ein  von  der  dritten  Pol« 
des  Radius  abhiingiges  Glied  hinzu.  Man  sollte  erwarten,  dafs  demnach 
nicht  bt-netzende  Flüssigkeiten  dieses  Glied  in  Rechnung  zu  ziehen  scL 
der  That  glaubte  Poiseuille  bei  dem  Austtufs  des  Quecksilbers  durch  gläsor 
KapillniTobren  zu  finden,  dafs  das  für  benetzende  Flüssigkeiten  aafge stell 
Gesetz  nicht  mehr  gültig  sei.  Genauere  Versuche  von  ^VarburgM  hab 
indes  gezeigt,  dafs  auch  für  QuecksDber  und  Glas  sich  die  ausgefiosse; 
Menge  darstellen  läfst  durch  die  Gleichung: 

wie  '6.  B.  folgende  Beobachtung  zeigt; 

L  =  87  r"" ',5.         M  =  0,223  46.         Temp.  =  17V25. 
AuBßufanieQgc  in  Milligr*  pro  l" 
Pn  —  Pi  beobachtet      berechnet  aus  H 

1.  100'""\e  Quecksilber.  126,3  127,1 

2.  193"'»«,3  „  244,3. 

Setzen  wir  das  specifiscbe  Gewicht  des  Quecksilbers  bei   17,2*^  gle 
13,56,  so  ergibt  sich  ij  aus  der  2.  Beobachtung 

n  =   ''^y  "^-^^  (0,22346y  =  0,000  1 63  29. 

Es  ergibt  sich  somit,  dafs  auch  bei  nicht  benetzenden  Flüssigkeit« 
•idHch  sein  kann. 


¥ürhurff,  Poggead.  Ann.  Bd.  CXL. 
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§  87. 

Konstitution  des  auBfliefsenden  Strahles.  Bisher  haben  wir  stül- 
ireig^d  vorausgesetzt,  dafs  die  Ottouiitjj,  aus  welcher  die  Flüssigkeit 
iiffstf  eine  kreisförmige  sei,  und  dals  somit  der  Strahl  von  der  Stelle 
'  grfifsten  Kontniktion  an  ein  merklich  cylindriseher  sei.  Ganz  anders 
i  jedoch  die  ausfliersenden  Wasserstrahlen  gestaltet^  wenn  man  statt 
'naiger  Öfihmigen  andere,  z,B.  viereckige  oder  krönzfrirmige  C>ffnimgen 


F&g.  im 


Fig.  157. 


Fig.  laa, 
i        9 


m 


ludet.  Die  Gestalten  dieser  i^trahlen  sind  vorzugsweise  von  Bidone\) 
später  von  Magnus*)  untersucht  worden.  Wir  lassen  hier  einige  der 
len  Formen  der  aus  eckigen  <  ifthongen  ausfliersenden  Strahlen 
der  Beschreibung,  welche  Mastis  von  ihnen  gibt.  Fig.  136a 
le  Ansicht  eines  Strahles,  der  aus  einer  viereckigen  Öfthung  ausfüerst., 
eine  Seite  2fi  Millim.,  deren  andere  25  Millira.  lang  iöt,  gesehen  in 
«iir  gröfseni  Seite  senkrechten  und  Fig.  136b  in  einer  zur  kleinern 


*f  Bülom^  Memorie  delF  Accademia  di  Tor  in  o.  ßd.  XXXIV» 
^  Magnus,  Poggend.  Ann.  Bd.  XCV,  p.  1. 
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Seite   senkroi'htc>n    Uichtimg.      Fig.  137    zeigt   die  Gestalt,   eineg   aiis  eiaerj 
kreuziLirmigen  ond  Fig,  138  eines  aus  einer  quadratiscben  Öfeung  ABBC 
aiisHiefsenden  Strahles.    Das* Wasser  zieht  sich  unter  der  ÖfEhung  sehr  ra 
zusaramen  und  es  hilden  sii^h  rundliche  Ettnder  Ae  Bt  (Fig.  136a),  die  «eh 
scharf  gegen  den  übngen  Teil  der  Fläi-he  begrenzt  sind    Diese  erzeu 
wo   sie   xusaminentreflfen,    die   zur   Flüche   ABte   senkrechte   Fl&che 
(Fig,  136b),   die   sich   nach  irnten   immer  mehr  zusammenzieht   und  i 
die  Flüche  gk^  hi^  entstehen  läfst,  und  so  fort,  bis  der  Strahl  ^ersplitte 
Dieselbe   Gestalt   erhielt   der   Strahl,   als   anstatt   der  einfachen    Au 
öttnung  eine  20  Millimeter  lange  Röhre  von  gleichem  Querschnitt  an^ 
GefUfs  gebracht  winde. 

Bei  den  aus  der  kreuzförmigen  Öünung  (Fig,  137)  austretenden  Sta 
len  geht  das  Wasser  in  vier  sich  kreuzenden  Strahlen  nieder,  Bc^^  ^^,,f  ^c* 
von  denen  jeder  einen   starken  Rand  hat.     Indem  diese  vier  Rinder 
sammentretien,  erzeugen  je  zwei  eine  Flüche  rpq\  da  aber  das  Zusammentrefl 
central  stattfindet,  wenn  die  Anne  der  kreuztormigen  Öffnung  genau  glewj 
sind,   80  halbiert  jede  Fläche  den  Winkel,   den  die  Ränder  mit  eb 
machen,  so  dafs  die  vier  entstehenden  Flächen,  rpq^  '"W-  ^^ 
zw^ischen  .4  B  und  CD  pimktierten  Linien  p  und  p^  haben.   Zwischen  üi 
ziehen  sich  die  Rilnder  Ce  bis  gegen  G  hinab.     In  der  durch  diesen 
gehenden  Horizontalen  haben  die   Flächen  rpq  ihre  grölste  Breite.    Üb 
halb  dieser  Stelle  nehmen  sie  wieder  dicke  Ränder  an,  durch  deren 
sammentreffen  neue  Flächen  zv  entstehen.    Da  auch  hier  die  Bänder  cent 
zusammentreffen,  so  halbieren  die  Flächen  zv  die  Winkel  der  vorigen. 
Richtung  füllt  also  wieder  mit  derjenigen  der  Kreuzesarme  zusammen. 

Selten  treten  mehr  als  zwei  solcher  Flächensysteme  auf,  meist  heg 
in  dem  zweiten  die  Zersplittemng  des  Strahles. 

Bei  dem  aus  der  quadrati sehen  Chfnung  ÄBCD  (Fig.  138)  hervoi 
gehenden   Strahle   erblickt  man  unter  der  Stelle  der  gi'ofsten  Zusau 
schnUrxmg  vier  Flächen  opq^    deren  Verlängerungen  durch  die  Mitte 
Seiten  ÄB^  BD  .  .  gehen  und  auf  diesen  senkrecht  stehen. 

Unter  diesem  liegt  ein  zweites  Flächensystem,   welches,   wie  in  da 
vorigen  Falle,   die  Winkel  des  ersten  halbiert,   also  mit  der  Richtung 
Diagonalen  des  Quadrats  zusammenfällt.     Unter  dem  zweiten  befindet  i 
ein  drittes,  dem  ersten  gleiches  Flächensjstem  u.  s.  f.,    so  dafs  oft 
derartiger  Sy^^t^me  unter  einander  liegen. 

Diese  Formen,  welche  die  Strahlen  annehmen,  die  aus  eckigieii  Ot&miig 
fliefsen,  »eigen  auf  das  deutlichste  den  EiiiHufs  der  seitlichen  Bewegung  < 
Flüssigkeit  und  der  Molekularattraktion  der  Fltlssigkeitsteilchen,   die 
bei  den  vorhin  betrachteten  AustinuTserscheinungen  als  störende   Ui 
ansahen.    Denn  diese  beiden  Umstände  scheinen  hinreichend,  um  die  i 
baren  Gestalten  der  Strahlen  zu  erklären. 

Die  Fltissigkeitsteilchen  haben  alle  bei  ihrem  Austritt  ans  der  < 
ein©  horizontale  gegen  das  Innere  des  Strahles  gerichtete  Geschwind  ^ 
Kwelelie  noch    durch   die    früher    betrachtete?   Oberflächenspannung  an 
^  ^--^en   des  Strahles   vermehrt  wird.      Daraus   ergibt   sich    die 

.nach   innen   gerichtete  Bewegung   der  Flüssigkeit  nnmittelh 
^  bei   kreisfTJrmigen  ÖflEnungen  ist   die  nach  ijUMO 

bwindigkeit  der  Flüssigkeit  sowohl  als  der  WiderstÄüd, 
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des   t>trahb   derselben   entgegensetzt,    nach    allen    Iliclitungeii 
sliarb   zeigt   sich   dort  die  Einschjitlning  von   allen   Seiten  ohne 
Vnschwellnng;  anderi*  jedoch  Taei  eckigen  Öffnungen.     Dort 
)  I  üspannnng  verschieden,  itnd  zwar  ist  sie  am  ritürksten  von 

Je^en  rtus,  weil  dort  der  Krümmungsradius  am  kleinsten  ist,  während 
mffe  FlHche  des  Bti'ahles  eben,  oder  gar  wohl  konkav  sein  kann.  Un- 
ir  Offiiong  müssen  daher  vorzugsweise  die  von  den  Ecken  der  öfenng 
it»oden  Fldssigkeittiteile  nach  der  Mitte  zu  sich  bewegen,  und  es  mufa 
der  Strahl  baiiptsiichlich  von  den  Ecken  aus  zu  sam  in  enge  schnürt  wer- 
Daher  treten  dann  die  von  den  Seiten  der  Oftnung  herkommenden 
igkeitsteile  über  den  Strahl  heraas,  und  der  Strahl  muls  einen  der 
0^  entgegengesetzten  Querschnitt  erhalten,  dort  seinen  kleinsten  Durch- 
■teben,  wo  die  Öffnung  den  grofsten  hat,  und  umgekehrt.  An  dieser 
^Piren  sich  dann  die  Verhältnisse  um;  durch  die  Oberflflcbenspannung 
h  jetzt  stärker  gewölbten  Teilen  des  Strahles  erbalten  die  hier  be- 
•hi*n  Teile  des  Strahles  eine  nach  inntüi  gerichtete  Bewegung,  und  da, 
rir  sahen,  der  Querschnitt  des  Strahles  wegen  der  beschleuiiigten  Be- 
|»iihwilrts  immer  kleiner  wird,  so  wird  jetzt  die  Zusammenschniirnng 
^littch  von  den  entstandenen  Ecken  des  Strahles  ausgehen  und  damit 
»raustreiben  der  Flüssigkeit  an  den  konkaven  Stellen  des  Strahles  eintreten. 
Die  Erscheinung  ist  also  wesentlich  eine  Folge  der  verschiedenen  Ober- 
iiit[wimiuDg  des  Strahles,  verbunden  damit ^  dafs  wegen  der  zunehmen- 
ijMh    nuten   gerichteten  Geschwindigkeit  der    Bewegung   die 

K 


Strahles  überhaupt,  so  lange  der  Sti-ahl  zusammenhHjigt, 
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reben  haben,  sich  der  Mitte  zu  nlihem,  und  dafs  deshalb 
Wen  Ecken  der  Öffnung  niedergehenden  Teile  einen  nur  ge- 
I  Widerstand  gegen  ihre  horizontale  Bewegung  erfahren^), 
^neh  an  Strahlen,  welche  aus  einer  kreisförmigen  Öffnung  hervor- 
,  beobachtet  man  meist  Anschwellungen  und  Erscheinungen 
iher  Art.  Von  der  Kontraktionstelle  abwärts  ist  der  Strah)  zxinEchst 
PI  cylindriscb,  und  dabei  massiv  und  ganz  klar.  In  einiger  Ent- 
ig von  derselben  ändert  er  «iber  sein  Ansehen  vollstiindig,  er  er- 
tört^  erfahrt  eine  merkliche  Anschwellung  (Fig.  139)  und 
le,  so  dafs  es  den  Anschein  hat,  als  bilde  er  keine  kon- 
lelie  FltL«isigkeitÄmasse  mehr  Auf  diese  erste  Ansrhwollimg 
iaiui  eine  Stelle,  wo  der  Strahl  wieder  zusammengeschnürt  ist, 
^m  wieder  eine  Anschwellung  und  so  fort.  Die  abwechselnden 
^■Itingen  imd  Einschnürungen  nennt  man  nach  SavaH'*^), 
^■lerst  genauer  untersuchte,  Bäuche  und  Knoten.  Im  Innern 
Kylies  scheint  sich  ein  kontinuierlicher  Kanal  herabzuziehen, 
sain  als  Fortsetzung  des  massiven  Strahles  über  dem  ersten 

laAi  diese  Anschwellungen  imd  Einschnüningen  übrigens  ganz 
I  beschaffen  sind  und  von  ganz  anderen  Ursachen  herrühren  als 
igen,  welche  bei  den  aus  eckigen  Ü&ungen  hervorgehenden 
f»ti  nuftreten,  laist  sich  leicht  zeigen. 

4.  kiinn  man  leicht  erkennen,  dafs  der  Strahl  an  seinen 

PoiTgend.  Änp.  Bd.  C. 
,:,  Annale»  de  chim.  et  de  phjs,  1\  LIil  3$1. 
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unteren  Stellen  nicht  mehr  kontinnierlich  ist,  sondern  aus  getrennten  Tiopfai 
besteht.  Wenn  man  nämlich  ein.Kai'tenblatt  horizontal  sehr  rasch  durch  dsti 
Bauch  des  vertikal  herabgehenden  Strahles  hindurchführt,  so  findet  mn 
auf  demselben  nicht  einfach  eine  benetzte  Linie,  sondern  statt  dessm  «in 
Eeihe  benetzter  Stellen,  welche  zeigen,  dafs  auf  einander  folgende  StsDoi 
des  Blattes  von  Tropfen  getroffen  sind.  Hält  man  einen  Draht  oder  «■ 
Blech  so  in  der  Hand,  dafs  es  ein  wenig  in  den  Strahl  hinein  reicht,  m 
fühlt  man,  so  lange  es  von  dem  glatten  Teile  desselben  getroffen  wiri, 
einen  gleichmäfsigen  Druck.  Wird  dasselbe  dagegen  von  einem  Baueki 
getroffen,  so  ftlhlt  man  deutlich  eine  vibrierende  Bewegung.  Daraus  fdgL: 
unmittelbar,  dafs  das  Aussehen  des  Strahles  an  dieser  Stelle  nur  eim 
optische  Täuschung  sein  kann,  indem  wir  nicht  die  einzelnen  Tropfen  sebfli^ 
sondern  nur  den  Gesamteindruck  der  rasch  nach  einander  an  den  einzehMt 
Stellen  erscheinenden  Tropfen  erhalten. 

Denn  die  einzelnen  auf  einander  folgenden  Tropfen  gehen  einer 
dem  andern  sehr  rasch  vor  unserem  Auge  vorüber,  jeder  muüs  daher 
imserer  Netzhaut  den  Eindruck  einer  vertikalen  Linie  machen,  gerade 
eine  leuchtende  Kohle,  wenn  sie  rasch  im  Kreise  geschwungen  wird, 
Eindruck  eines  feurigen  Kreises  macht-,  oder  wie  wir  an  einem  rasch 
drehenden   Bade  nicht  mehr  die   einzelnen  Speichen  sehen,  sondern 
gleichmäfsig  den  Badkranz  ausitillende  Fläche.    Wenn  nun  ein  Tropfen 
Auge  vorüber  gefallen  ist,  so  folgt  ihm  sofort  ein  zweiter  und  der  von 
ersten  Tropfen  hinterlasseno  Eindruck  setzt  sich  fort,  und  so  weiter-    Wi 
sehen  demnach  die  Kontouren  aller  aiif  einander  folgenden  Tropfen  als  ei 
kontinuierlichen  Strahl.    Daraus  folgt  weiter,  da  wir  abwechselnd  El 
imd  Knoten  wahrnehmen,   dafs   die  Tropfen  sich  abwechselnd  verbreii 
und  verlängern,  dafs  sie  in  der  Mitte  der  Bäuche  am  breitesten  und  in 
Knoten  am  schmälsten  sein  müssen. 

Man  kann  dies  sehr  deutlich  wahrnehmen,  wenn  man  den  Strahl 
beobachtet,  dafs  man  ihn  immer  nur  eine  sehr  kleine  Zeit  wahrnimmt,  so 
während  dieser  Zeit  die  Tropfen  ihre  Stelle  fast  gar  nicht  ändern.    Es 
dazu  mehrere  Mittel,  welche  wir  später  kennen  lernen  werden;  das  siehe] 
ist  die  Beobachtungsmethode  von  Magnus^).     In  eine  kreisförmige  8ch( 
von  250  Millimeter  Durchmesser  wird  ein  Spalt  von  1  Millimeter  Breite  in 
Richtung  eines  Radius  eingeschnitten.  Die  Scheibe  wird  dann  auf  einer  duirk; 
ihren  Mittelpunkt  gehenden  Axe  befestigt  und  in  eine  sehr  rasche  Botat» 
vorsetzt,  so  dafs  sie  20  bis  25  Umdrehungen  in  der  Sekunde  erhält. 
stellt  das  Auge  imd  die  rotierende  Scheibe  so,  dafs  man  den  Strahl 
wenn  die  Spalte  dem  Strahl  parallel  steht.  Man  sieht  den  Strahl  dann  nur 
lange,  aber  jedesmal,  wenn  die  Spalte  vor  dem  Auge  hergeht.    Da  die  Spilti 

nur  ein  Millimeter  breit  ist,  so  beträgt  sie  nur  .t^^  der  ganzen  Kreisflirl 

und  da  die  Scheibe  20  bis  25mal  in  der  Sekunde  rotiert,  so  ist  die  S] 

nur  -    ---  bis  -  r^;:^  Sekunde  vor  dem  Auge.     In  dieser  kurzen  Zeit  Sndff 
löuoo         lyoou  *^ 

aber  der  einzelne  Tropfen  seine  Stelle  nicht  merklich,  und  deshalb  sehen  n 

sie  einzeln,  als  wären  sie  unbeweglich.   Da  aber  femer  die  Spalte  20— *25] 


')  Magnus,  Poggend.  Ann.  M.  CVl.  p.  1. 
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■  *i«»r  Äekunde  an  imserem  Auge  vorüber  gebt,  so  sehen  vrir  das  einzeliiQ 
pid  23 mal  in  der  Sekunde ,  wir  glauben  es  daher  ununterbrochen  zu  sehen. 
I  Wenn  man  auf  diese  Weise  einen  mit  Bäuehen  versehenen  Strabl  be- 
pchtei,  so  erh^t  man  das  Biid  Fig,  140.  Man  sieht,  wie  der  Strahl  aus 
iptcT  einzelnen  Tropfen  besteht,  von  denen  man  aber  zwei  Arten  unter- 
■beiden  kann.  Die  einen  sind  sehr  klein  und  kugelrund  in  der  Axe  des 
■^les;  sie  bilden  den  erwähnten  innern  Strahl,  um  den  sich  die  Bü-uehe 
■■Biegen.  Die  andern  sind  viel  gröfser,  sie  wechseln  mit  den  ersten, 
bebe  in  gleichen  Abständen  von  einander  stehen,  ab  und  haben  eine  sehr 
■r»ehi«?dene  Gestalt  Man  sieht  zunäclist  unter  dem  kontinuierlichen  Teile 
|l  Sti-ableB,  wie  die  Tropfenbildung  eintritt^  der  Strahl  zeigt  Schwellungen 
■MSnschnüxTingen,  die  bei  ß  in  einzelne  Tropfen  übergehen;  die  Ein- 
^^nngen  werden  zu  den  varbi»  erwähnten  kleinen  Tn'^pfehen,  die  An- 
Bwellnngen  zu  den  grofsen.  Diese  haben  zuerst  eine  in  die  Lllnge  gezogene 
Mstalt  /i,  dann  verküi*2en  sie  sich,  indem  sie  zugleich  breiter  werden  6, 
k  c  sind  sie  kugelff^rmig,  bei  d  sind  sie  in  vertikaler  Richtung  abgeplattet 
k  in'^ier  horizontalen  am  stärksten  ausgedehnt,  bei  e  wieder  mehr  kugel- 
pnig,  bei  f  und  noch  mehr  bei  <7,  wo  man  den  Knoten  wahrnimmt,  in  die 
■ige  gezogen.  Von  da  ab  wiederholen  sich  die  Gestalten  a — g^  bis  der 
mM  unterhalb  der  Bäuche  auseinandergeht,  und  zwar  treten  dieselben 
^^■en  immer  an  derselben  Stelle  auf.  Dafs  die  Grestait  des  Strahles  des- 
^^■ie  vorher  beschriebene  sein  mufs,  geht  unmittelbar  aus  dieser  Grup- 
^Hg  der  Tropfen  hervor.  Ks  fragt  sich  nun,  wie  entsteht  diese  Erscheinung. 
F  ^Wir  erwähnten  vorhin,  dafs  nicht  immer  an  den  aus  kreisförmigen 
Bfanngen  bervorÜief senden  Strahlen  diese  Anschwellungen  sich  zeigen, 
pdeni  dafs  oft  der  Strahl  eine  nahezu  cylindrische  Gestalt  habe.  Aber 
mh  m  diesem  tindet,  wie  Magnus*)  nachwies^  die  Tropfenhildung  statt, 
pi  zwar  etwas  tiefer  als  dort,  wo  sie  dann  eintritt,  wenn  sieh  Bäuche 
■IpDL  Ein  solcher  cylindri scher  oder  vielniehr  schwacli  konischer  Strahl 
piit  nach  Magnus  ein  Bild,  vrie  Fig.  141.  Auch  hier  sind  die  Tropfen 
Irid  l&nger  bald  breiter,  aber  die  Formen  wechseln  nicht  regelmäfsi^;  des- 
ktb  ist  der  nicht  mit  Bäuchen  versehene  Strahl  auch  an  der  untem  Strecke 
lir  breiter  als  an  der  obem.  Die  Tropff^nbiJdung  ist  daher  allen  diesen 
Blnihlen  gemeinsam,  betrachten  wir  sie  zuerst, 

I  Die  Tropfen bililimg  ist  Folge  der  beschleunigten  Geschwindigkeit  der 
fcniMaUenden  Flüssigkeit;  indem  nicht  soviel  Flüssigkeit  oben  ausfliefst, 
Hiimten  notwendig  ist,  um  den  Strahl  als  ein  Kontinuum  zu  erhalten, 
fcsulittert  der  Strahl  und  dadurch  bilden  sieh  infolge  der  OberHächen- 
pttaiimg  Tropfen, 

I  Dafs  diese  Erkläiung  die  richtige  sei,  folgt  ans  der  Beobachtung  des 
W  einem  mit  einer  HahnfWnung  versehenen  Gefäfee  tropfenweise  aus- 
Ibfwiiden  Walsers,  Zunächst  sammelt  sich  das  Wasser  an  der  Hahn- 
IJfciing  an,  verlängert  sich  dann  in  einen  Tropfen;  darauf  tritt  eine  Ein- 
IkBrnng  ein  und  der  Tropfen  fiillt  herab.  Der  herabfallende  Tropfen 
^^P  eine  kugelförmige  Gestalt  anzunehmen  und  dabei  oscilliert  er,  so 
1  6r  abwechselnd  in  die  Länge  gezogen,  ahwechsebid  abgeplattet  er- 
at   Die  Einschnürung  bildet  dami  mehrere  kleine  Tropfen.    In  diesem 
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Falle,   wo  die  Ausflursmenge  von  Anfang  an  nicht  so  grofs  ist ,  nn 

kontinuierlichen  Strahl  zu  bilden,  tritt  die  Tropfenbildung  von  Anfang 

,  ^f^emer,  Plateau  zeigte,   wenn  man  den  §  80  beschriebenen  in 

Alkoholgemische  gebildeten  ölcylinder  durch  Entfernung  der  beiden 

kreise,  zwischen  denen  er  gebildet  war,  yerlftnger 

Fig.  140.      Fig.  141.  j    '  •  •  n  «v 

°  er  dann,    wenn  man   eme   gewisse  Grenze  ttbersc 

zerreifst.     Unmittelbar  vorher  bilden   sich    abwecl 

Einschnürungen  und  Anschwellungen,  deren  letztere 

Tropfen   bilden,  während    an  Stelle   der   Einschnö 

kleine  Tropfen  auftreten.    Also  auch  hier,  wo  die  I 

keit    nicht    mehr    ausreicht,    um    einen    kontinuie 

Cy linder  zu  bilden,   dieselbe   Tropfenbildung  infol 

Oberflächenspannung.  Wenn  nun  in  allen  aus  kreißfo 

Öffnungen  ausfliefsenden  Strahlen  die  Tropfenbildt 

Gemeinsame  ist,  so  müssen  noch  besondere  Umstän 

treten,  um  einmal  die  regelmäfsige  Folge  derselben 

zubringen,  ein  andermal  nicht.     Savart^)   und   M^ 

haben  diese  nachgewiesen;  sie  zeigten,  dafs  der  Sti 

^  I       Gestalt  Fig.  141  hat,  wenn  die  Ausflufsöffnung  gan 

I  im      ist  und  keine  zitternde  Bewegung  besitzt,  dafs  abei 

9  I       nial,  wenn  man  derselben  eine  zitternde  regelmäfs 

©  11       wegung  mitteilt,  die  Bäuche  auftreten.     Savart  hii 

9  (p      dieses  zu  zeigen,  das  GefUfs  an  Fäden  schwebend 

%  H       dafs   es  nicht  erschüttert  werden  konnte  und  der 

A  H       hatte   die   Gestalt  Fig.  141,  wurde   aber   durch  d 

■  *  |L      streichen  eines  Violoncells  in  der  Nähe  das  Gefilfs  i 

ji  I       mit  die  Bodenplatte  in  regelmäfsige  Vibrationen  g€ 

9i  Q       so  traten  sofort  die  Bäuche  in  schönster  Regelmä 

^^  ^      auf.    Magnus  zeigte  dasselbe  durch  einen  noch  entsc 

\^\  9      deren  Versuch.    Die  Ausflufsöffnung  wurde  in  eine  M 

j^^i  9     Scheibe  eingeschnitten,  und  diese  durch  eine  Kau 

I  «  i  Q      röhre  auf  eine  Hülse  befestigt,  welche  aus  dem  Bo< 

iAi«  9     mit  Flüssigkeit  versehenen  GeMses  herabhing.  Die  M 

^^  ^      Scheibe,  in  der  sich  die  Ausflufsöffnung  befand,  wurc 

0f  ^      auf  ein  Paar  Kissen  von  Wolle  gelegt,  die  auf  ein 

:•!  ^      Unterlage  gelegt  waren.    Wurde  nun  das  Gestell,  a 

tkt  Q^      das  Ausflufsgefäfs  stand,  in  eine  regebnäfsige  vibri 

«  Q      Bewegung  versetzt,  so  zeigten  sich  keine  Bäuche,  v 

Q  9      Vibrationen  des  Gefilfses  sich  nicht  durch  den  Kai3 

zur  Bodenplatte  fortpflanzen  konnten;  wenn  aber  die 

in  der  die  Ausflufsöffnung  angebracht  war,  mit  dem  GJ^stell  in  fesi 

bindung  gebracht  war  und  somit  vibrierte,  so  traten  sofort  die  Baue 

Wie  nun  infolge   dieser  Vibrationen  das  regelmäfsige  Abreifs 

Tropfen  und  damit  die  Bäuche  entstehen,  erklärt  Magnus  folgenden 

Indem  der  Rand  der  Ausflufsö&ung  regelmäfsig  auf-  und  niedergeh 

die  Geschwindigkeit  des  ausfliefsenden   Strahles  abwechselnd  besch 
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l'BBd  verzögert.  Durch  diese  abweebselnden  I ie seh leuni gangen  und  Verzöge- 
I  rangen  entstehen  die  ab  wechselnden  Anschwelimigen  und  Einschnllrungpu, 
[Jm  in  gröfst^r  Tiefe  die  Treiinuiig  in  einzelne  regelmiilsige  TiMpft^n  zur 
I  haben.  Sind  diese  abwechselnden  Beschleunigangen  und  Verzögerungen 
bt  vorhanden,  so  fehlen  die  Biluche  und  das  Abreifaen  findet  in  gröfserer 
Henning  von  der  Öfinung  und  viel  weniger  regelraäfsig  statt.  Wahr- 
lich trügt  die  geringere  Entferaung,  in  weleher,  wenn  Bäuoho  vor- 
sind, die  einzelnen  Massen  abreifst^n,  nicht  unwesent-liidi  zu  jener 
aäfsigkeit  bei,  da  alle  Bewegungen  in  einem  Strahl  in  genngeier 
aiing  von  der  Üifnung  regelmlifsiger  sind  als  entienit  davon. 
Noch  auffallender  und  interessanter  zum  Teil  sind  die  Formen,  wek-be 
gkeitsstrahlen  bilden,  wenn  sie  durch  feste  Köi*per  oder  andere  ent- 
kommende Strahlen  gestört  werden;  rnan  sieht  dit^se  Ersrheinmigen 
in  Gärten  als  Zierat  benutzt.  Das  Wasser  wird  niimiiih  von  den 
Körpern  nicht  regelmäfsig  zurückgeworfen,  wie  wir  das  bei  den 
Körpern  fanden,  sondern  breitet  sich  in  oft  höchst  sonderbaren 
aus.  Es  wtlrde  uns  jedoch  zu  weit  ttlhren,  darauf  einzugehen,  des* 
I  verweisen  wir  auf  die  Abhandlungt^n  von  Magnus*)  und  Savart"). 


Drittes  Kapitel. 
Villi  di*ii  gasfiiniii^eii  K5rpi*ni. 

§  8a 

Allgemeine  Besobaffenheit  der  Gase.     Wir  lernten  §  46  auTser 

'  festen  und  Aussigen  Aggregatfonii  noch  eine  dritte  kennen,  in  welcher 

vorkommen  könntn,  die  gasffirmige.    Diese  definierten  wir  dahin^ 

Ke  weder  eine   selbständige  Gestalt  wie  die  festen  Körper,  no^h  ein 

ilbständiges  Volumen  wie  die  flüssigen  Körper  besitzen,  sondern  sich  so- 

lEOsbreiten,  bis  ein  llufseres  Hindernis  sie  zurückhält 

Wir  können  uns  leicht  durch  Beobachtung  imd  Versuche  davon  über- 

(jOTi,  dafs  wir  tiberall  von  einem  Körper  dieser  Aggregat fo rm ,  der  Luft, 

eben  sind;  wir  atmen  sie  ein^  fühlen  ihre  Strömungen  im  Winde  und 

Widerstand  bei  raschen  Bewegungen. 

Wenn  man  eine  scheinbar  leere  Glocke  Si)  in  Wasser  taucht,  dafs  ihre 

te  Basis  zugleich  die  Wasserflüche  berührt,  so  vermag  nur  wenig  Wasser 

Idia  Glocke  einzudringen,  auch  wenn  wir  sie  so  tief  in  das  Wasser  hinein-  * 

ken,  dafs  sie  ganz  unter  Wasser  steht.     Wir  müssen  daraus  schliefsen, 

idie  Ci locke  mit  etwas  ertlllt  ist,  was  dem  Eindringen  des  Wassers  sich 

asetzt.     Neigen  wir  nun  die  Glocke,  indem  wir  aber  dafür  sorgen, 

\  die  Basis  derselben  stets  unter  W^asser  bleibt,  so  weit,  dafs  das  Niveau 

'in  die  Glocke  eingedrungenen  Flüssigkeit  an  einer  Stelle  den  Rand  der 

Äke  nicht  mehr  erreicht,  so  sehen  wir  bei  fernerem  Niederdrücken,  wie 


')  Mitgnm  a.  a.  0.  und  Poggend.  Ann.  Bd.  LXXX.  n.  i.  Bd.  XCV.  p.  1. 
J)  SaÜH  a.  a*  0.  und  Ana.  de  chim.  et  de  phy«.  T.  LIV.  p,  6u  und  p.  113. 
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aus  ihr  durch  das  Wasser  grofse  Blasen  aufsteigen  und  wie  dann  du  Wmer 
hr3her  in  die  Glocke  einsteigt.  Noch  deutlicher  wird  dieser  Versuch,  mm 
wir  die  Glocke  ohen  mit  einem  Hahn  versehen.  So  lange  der  Halm  ge- 
schlossen ist,  kann  das  Wasser  in  die  Glocke  nicht  eindringen,  öffiietvir 
aber  denselben,  so  dringt  beim  Niederdrücken  das  Wasser  ein,  xo^eki 
bemerken  wir  aber,  wie  aus  der  Hahnöfinung  die  Luft  hervordringt, 
wir  ihren  Stofs  fühlen,  oder  sehen,  wie  leichte  Körperchen  durch  den 
vordringenden  Luftstrom  foi-tgerissen  werden. 

Dieser  Versuch  beweist  auf  das  evidenteste  sowohl  das  VorhandeoiMi 
als  die  Körperlichkeit  der  Luft,  indem  er  uns  beweist,  dafs  in  einen  idt 
Luft  erfüllten  Raum  ein  anderer  Körper  nicht  eindringen  kann. 

Durch  einen  ebenso  einfachen  Versuch  können  wir  uns  übenecigei^ 
dafs  die  Luft  eine  Flüssigkeit  ist,  dafs  ihre  Teile  frei  beweglich  sind.  DcH 
kehren  wir  die  Glocke  um,  so  dafs  ihre  Basis  nach  oben  gerichtet  ist,  M 
können  wir  flüssige  und  feste  Körper  leicht  hineinbringen.  Die  eingebrachta 
Körper  verdrängen  die  Luft  ebenso  leicht,  wie  eine  Flüssigkeit,  in  die 
sie  eintaucht,  oder  wie  eine  schwerere  die  leichtere  Flüssigkeit  verdrSog^ 
mit  welcher  sie  sich  nicht  mischt.  Wir  müssen  daher  die  Luft  als 
Flüssigkeit  betrachten  und  ihren  Teilen  dieselbe  freie  Beweglichkeit 
schreiben,  wie  den  einzelnen  Teilen  der  Flüssigkeiten. 

Dasselbe  zeigt  ims  der  geringe  Widerstand,  den  die  Bewegong  de 
Körper  in  einem  mit  Luft  erfüllten  Räume  erfährt,  der  noch  um  Tid« 
geringer  ist  als  der  Widerstand,  den  eine  Bewegung  in  einem  mit  FlÜsäf- 
keit  erfüllten  Räume  findet. 

Dafs  die  Luft  kein  selbständiges  Volumen  besitzt,  zeigt  folgender  V( 
such.  Man  kann  eine  Blase  leicht  zum  Teil  mit  Luft  anfüllen.  Bringt  mtt 
sie  dann  in  eine  Glocke,  aus  der  wir  durch  einen  später  zu  beschreibente 
Apparat,  die  Luftpumpe,  die  Luft  fortschaffen  können,  so  zeigt  die  in 
Blase  enthaltene  Luft  das  Bestreben,  sich  auszudehnen,  indem  die  Blatt 
sehr  bald  vollständig  gespannt  ist,  und  selbst  durch  die  ausdehnende  Knft 
der  in  ihr  eingeschlossenen  Luft  zersprengt  werden  kann. 

Die  Luft  hat  deumach  keine  selbständige  Gestalt,  sie  dehnt  sieb 
bis  sich  ihrer  Ausdehnung  ein  äufserer  Widerstand  entgegensetzt.  Da 
dieselbe  eine  Flüssigkeit  ist,  so  nennt  man  sie  dieser  Eigenschaft  wegoa 
eine  ausdehnsame  Flüssigkeit,  eine  expansibele  Flüssigkeit,  und  die  bishc 
betrachteten  Flüssigkeiten  im  Gegensatz  dazu  tropfbare. 

§  89. 

Eigenschaften  der  Gase,  welche  sie  mit  den  Flüaaigkeiten  g^ 
meinsam  haben.  Da  die  Gase  Flüssigkeiten  sind,  so  folgt,  dafs  sie 
Reihe  von  Eigenschaften  besitzen,  welche  wir  an  den  Flüssigkeiten  kenMB 
gelernt  haben.  Zunächst  sind  sie  schwer  wie  alle  Körper.  Um  dieses  dank 
einen  einfachen  ohne  weiteres  verständlichen  Versuch  nachzuweisen,  nehmA 
wir  eine  mit  einem  Hahne  versehene  Glaskugel  von  leichtem  Glase,  welehi' 
vielleicht  5 — 10  Liter  Inhalt  hat  (Fig.  142),  hängen  sie  an  eine  empfinl' 
liehe  Wage  und  bestimmen  ihr  Gewicht.  Wenn  wir  dann  die  Kugel  inE 
den  bei-eits  vorhin  erwähnten  Apparat  bringen,  mittels  dessen  wir  die  Luft 
aus  ihr  entfernen  k(^nnen,  und  die  Luft  aus  ihr  fortnehmen,  so  seigt  eil» 
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Wü^iiü^t»,  dafs  nach  Fortnabme  der  Luft  die  Kwga}  leichter  geworden 
i,  und  zwar  bei  einer  Kapaciißt  von  10  Liter  um  ungefUbr  10  Gramm. 

Die  Luft,  imd  ebenso  alle  Gase,  welch«  uns  die  Chemie  kennen  lehrt, 
Bii  denmajch  schwer  wie  alle  Flüssigkeiten. 

Wie  hei  den  l'  iten  nur  dann  Gleichgewicht  war,  wenn  der  Druck 

ein  FItlssigkei;  ..iit  ini   Innern  von  aUen  Seiten  derselbe  war,   so 

bei  den  Oasen;  im  Zustande  des  Gleichgewichts  erhült 

Gasniolekül  von  allen  Seiten  den  gleichen  Druck;   i8t         ^'»  **^ 

Jbe  in  einer  RichtTing  gt^stört,  so  tritt  eine  Bewegung  ein. 

I  xeigt  sich  ftchun  in  dem  zuerst  erwlilinten  Versuche  mit 

^  Glocke*    AIh  der  Halm  geötfnet  wurde,  wlihrend  dieselbe 

\  di«  FlÜÄsigkeit  eingedrückt  war,  trat  sofort  ein  Ausströmen 

ker  Gas«?  ein,  da  der  von  unten  nach  oben  auf  das  in  der 

cke  h r- Hb d liehe  Gas  wirkende  Druck  gröfser  war  als  der 

»  unten  gerichtete  Druck.  Vaa  unten  nach  oben 

iber  dem  Flüssigkeitsniveau  unter  der  Glocke 

obene  Fltlssigkeitsschicht,  und  vielleicht  ein  äufserer  auf 

Flllsaigkeit  lastender  Druük;  von  oben  nach  unten  nur 

i»r  liitjttere;  deshalb  drang  die  Luft  aus  der  Hahnütfnung 

Wenn  wir  anf  ein  in  einem  Geföfse  eingeschlossenes  Gas 
th  einen  dem  GetUlse  genau  anpassenden  Kolben  einen 
;  ausüben^  so  mufs  wegen  der  flüssigen  Natur  der  Gase 
Druck  sich  nach  allen  Kicb taugen  gleicbnillfsig  fort- 
itm^  es  mnfs  demnach  jedes  Fliirhenstück  von  gleicher  Grül'se  auch 
gleichen  Druck  t^rfahreu.  Da  nun  die  Gase,  wie  wir  «ahen,  schwer 
80  mnfs  sich  alles  das,  was  wir  hei  den  der  Schwere  unterworfenen 
^keiten  fanden,  auch  hier  und  beöcmders  in  der  uns  umgehenden 
phSLrischen  Luft  wiederholen. 
^Denken  wir  uns  zu  dem  Ende  einen  mt>hrere  Meilen  hohen  Cjlinder  über 
Erde  erhoben,  vollkommen  verschlossen  nud  vollständig  mit  Gas  erfüllt, 
«erlegen  wir  dieses  Gas  in  lauter  sehr  diinne  horixonUle  Schichten,  s*» 
wir  die^e  als  ebenso  viele  Kolben  betrachten,  welche  auf  das  darunter 
le  Gas  drücken.  Der  Druck  wird  daher  von  oben  nach  unten  zu- 
ii€n;  in  irgend  einer  Schicht  aber  auf  ein  gleieh*^8  Flachenstück  überall 
sein  müssen,  und  zwar  nach  allen  Richtungen  gleich^  ebenso  uarh 
Seiten  auf  die  Wände  des  Cy linders,  als  auch  nach  oben  od^r  nach 
i;  derselbe  ist  gleich  dem  Gewichte  der  über  dieser  Fläche  betindlicben 
Hule.  Dieser  Druck  ist  ganz  unabhängig  von  der  Form  oder  der  GrÖfse 
Cjlinders,  vorausgesetzt  nur,  dafs  seine  Höhe  dieselbe  bleibt.  Dieser 
Umstand  ist  von  bedeutender  Wichtigkeit,  da  wir  dadurch  berech - 
I  sind^  unsere  Schlüsse  auf  die  unsere  Erde  umgeliende  Atmospliiire  aus- 
Btt.  Die  Atmosphäre  ist  eine  Luftmasse,  welche  sich  rings  um  die 
al»  Hine  Schicht  von  etwa  8  Meilen  Dicke  hemm  legt,  und  welche, 
Cb«5mie  uns  lehrt.,  ein  Gemenge  zweier  gasförmiger  Köi'per  ist,  von 
itfiff  und  Btickfitoff.  Nach  den  vielfachsten  Analysen  enthült  sie  um 
Is  Ti»  Teile  Btickstoif  {7i»,03)  und  nahe  21  Teile  Sauerstolf 
aui'serdem  noch  geringe  Mengen  eines  andern  Gases,  der 
9y  und»  etwas  Wasserdampf.    Man  nimmt  an,  die  iLUi\<ifi\^"5tT<i 
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sei  Yon  ©iner  letzten  Schicht  begrenzt,  welche  wftgeu  ihrer 

tigkeit  und  der  Centrifngalkraft  auf  die  darunter  liej^^enderj  - 
Druck  ausübt  Denn  die  Lnft  uiinmt  an  der  Umdrehung  ^i 
ist,  Btöningen  abgerechnet,  welche,  durch  Tempeniturditiercu2en  Ui 
in  Luftströmungen  sich  zeigen,  in  Bezug  auf  die  Punkte  der  KidoWf 
unbeweglich.  Älit  der  H«ihe  über  der  Erde  inurs  daher  dia  uentril 
Beschleunigung  zunehmen,  und  deshalb  in  einer  gewidsen  Imcht  tn  \n 
uenden  Entfernung  von  der  Erde  der  Schwere  gleich  werd**n. 

Wir  können  demnach  die  Atmosphäre,  indem  ynr  von  jen&n  Stör 
absehen,  als  ein  im  Gleichgewicht  befindliches  Flüssigkeitsmeer  bHra 
auf  dessen  Boden  wir  leben,  von  konstanter  Höhe,  und  welches  alt 
Wirkungen  hervorbringt,  welche  eine  tropfbare  Flüssigkeit  von  ge 
Dichte  hervorbringen  wllrde.  Jede  Flüche  i 
demnach  einen  Druck,  der  dem  Grewichte  del 
ihr  befindlichen  Luft  gleich  ist;  derselbe  ist  kd 
in  Schichten,  welche  mit  der  ErdoberÜä^he  p 
sind;  er  vermindert  sich,  wenn  mr  empörst 
niuirat  zu,  wenn  wir  uns  der  Erde  nähern  Kf\ 
Orte  ist  der  Druck  auf  gleiche  Flächensti 
wie  sie  auch  gerichtet  sind,  und  bei  v  ..... 
Fiächenstücken  ihrer  Gröfse  proportionaL  B 
femer  derselbe  sein  im  Zimmer  wie  in  tr«iei 
and  an  einer  und  derselben  Stelle  bis  auf  di 
hin  erwähnten  Störungen  konstant  sein» 

Ehe  wir  dazu  übergehen,  diesen  Druck  sra  ti 
wird  es  gut  sein,  vorher  die  den  Gasen  und  F 
keiten  gemeinsamen  Eigenschaflon  noch 
betrachten. 
Sowie  ein  in  Wasser  getauchter  Kfirper  an  Gewicht  verlie 
auch  stets  ein  Teil  des  Gewichtes  der  Körper  von  der  Laft  getr 
der  von  der  Luft  umgebene  Körper  ebenso  einen  an  soinem  Öcfa 
angreifenden  nach  oben  gerichteten  Druck  erhtilt^  der  dem  G^f 
von  ilim  verdrängten  Luft  gleich  ist.  Der  experimentelle  Nikchweia 
Satzes  ist  nicht  schwierig,  jedoch  begnügen  wir  uns  hier  damit,  fl 
weisen,  dafs  überhaupt  ein  Gewichtsverlust  vorhanden  ist,  und  »ei 
Gr<1fse  desselben  als  durch  die  früheren  Lehren  bewiesen  an.  Wtr  % 
zu  dem  Ende  eine  kleine  Wage  an  (Fig.  143),  deren  Balken  an  d«»i 
Seite  eine  grofse  hoble  Kugel  von  düim wandigem  Glase  trügt,  wikbri 
der  andern  Seite  ein  kleines  Gewicht  ihr  das  Gleirhgewicht  häli 
kleine  Gewicht  ist  auf  seinem  Wagebalken  verschiebbar,  und  nv 
dann  so,  dafs  es  der  Kugel  in  der  Luft  genau  das  Gleichgev 
Darauf  bringt  man  diesen  Apparat  unter  die  Glocke  einer  Luftpu 
nimmt  die  Luft  unter  der  Glocke  fort.  Man  sieht  dann,  wie  sici  i 
der  Wagebalken  nach  der  Seite  der  Kugel  neigt,  einBev\ 
wird.  Die  mit  dem  kleinen  Gewichte  gleich  schwere 
in  der  Luft,  da  sie  eine  gröfsere  Menge  Luft  aus  der  Hieii«!  ijtr 
an  Gewicht  als  das  kleine  Messinggewicht;  di(»  Gewichtszttnabme^l 
Luft  fortgenommen  wird,  ist  daher  bei  ihr  grüfsor  als  bei  de 
Gewicht« 
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Eitta  wichtige  Folgeininicr  atig  dic^sem  Satze  ist  die,  dafs  ims  die  Wage 

it  das  wahre  Oewicht  der  Körper  gibt,  sondern  mir  die  Differenz  /.wiseheii 

Ips  Körpers  iind  dem  der  verdrüngteii  Luft.    Nt^nnen  wir  das 

;  des  Körpers  P^  jenen,  welches  uns  die  Wage  angibt,  P\  tlas 

en  de»  Kurf)ei*8  tr,  und  das  «pecifisohe  Ciewiebt  der  Luft  s^  so  haben  wir 

das  Gewicht  der  verdrängten  Luft  ist.     Da  indes  auch  die  Qe- 
pbte,  welche  den  KOrjier  abwägen,  ein  Volumen  v'  Luft  verdrüngen,  so 
wir,  um  das  wahre  Gewicht  P  zu  erhalten,  noch  das  Gewicht  v-  8 
Ton  diesen  verdrängten  Luft  abziehen,  so  dafs 

P=  P'+  vs  —  V  .  5  =  P  +  («;  ^  r)s. 
Man  siebt,  darnach  kann  das  wahre  Gewicht  gi^öfser  oder  kleiner  sein 
dag  scheinbare,  je  nachdem  v  >  v'  oder  /'  <  v  ist,  das  beifst,  je  nach- 
das  Volumen    des    abzuwägenden    Körpers    oder    das   der   Gemchto 

Konfektion,  welche  wir  anbringen  müssen,  um  das  wahre  Ge- 
Korpers  zu  erhalten,  können  wir  erst  spiltar  in  der  WiLrme lehre 
Ist&ndig  bestimmen,  da  die  Grßfse  s  sich  sehr  bedeutend  mit  der  Tem- 
■tnr  der  Luft  iindert.  Hier  sei  nur  soviel  erwähnt,  dafs  bei  der  Tem- 
atur  dos  schmelzenden  Kises  und  700"""  Barometerstand  das  Gewicht 
Liter  (10CM3  Cent,  kub.)  Luft  nach  den  Versuchen  von  Regnault  I%2H.3 
rigt,  das  specitische  Gewicht  s  der  Luft  also  0,iHJl  293  ist. 
Eine  weitere  wichtige  Folge  aus  obigem  Satze  ist  die,  dafs  in  der 
le  so  wie  im  Wasser  Körper  schwimmen  können,  wenn  .das  Ge- 
von  ihnen  aus  der  Stelle  gedriingteu  Luft  grufser  ist  als  ifir 
wicht.  Nennen  wir  $  das  specitische  Gewicht  der  Lnft,  /  das 
^jers  vom  Volunien  r,  so  ist  gerade  wie  §  67  r  (s* — s)  das  Ge- 
welches cUe  Körper  fallen  macht.  Ist  nun  />5,  so  lallt  der  Körper 
Erde  nieder,  ist  s*  =  5,  so  befindet  er  sich  in  der  Ltift  im  Gleich - 
iht^  ist  /<«,  80  steigt  er  in  der  Luft  auf. 

*  IIS  geht  hervor,  dal's  in  der  Wirklichkeit  nicht  alle  Körper  gleicli 
ilen  können,  wie  wrr  es  im  ersten  Kapitel  des  ersten  Abschnittes 
letzten,  da  die  lvi*aft,  mit  welcher  sie  zur  Erde  niederfallen,  durch 
Einwirkung  der  Luft  raoditiciert,  nicht  einfach  ihrem  Gewichte  propor- 
ist;  sppcilisch   leichtere  Körper  werden  langsamer  fallen  müssen  als 

werden  aber  in  der  Luftpump«  ein  Mittel  kennen  lernen,   um 
rsmstelleQ,   die  keine  oder  nur  sebr   wenig   Luft   enthalten  und 
,    ,.^'s   in   diesen   ein   Stückchen    Papier  ebenso  rasch    fiiUt,   als   ein 
skeben  Platin. 
I  Bedingimg  s' <  ,v   kann  man  herstellen,  wenn  man  grofsn 

iimen  und  leichten  Wanden  mit  erwilnnter  Luft  oder  einem 
it,  welches  specifisch  leichter  ist  als  Luft,  z.  B.  Wa8ä6r8t.oflfgafl 
L^^ ,.,  litgas, 

um  die  Kraft.,  mit  welcher  der  Ballon  aufsteigt,  zu  erhalten,  haben 
it*b  des  Ballons  v(s  —  /)  das  Gewicht  p  aller  Äwiner 
-  wir  erhalten  also  daHU* 
f'(.v  —  /)  —p 
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Ist.  z.  B.  das  Gas,  mit  dem  der  Ballon  gefüllt  ist,  Wassersto! 

s  =  0,001  2932 
/=  0,000  0895 

bei  Null  Grad  Temperatur,  und  wir  erhalten 

0,001  203  V  —  jo 

iTlir  die  Kraft,  mit  welcher  ein  solcher  Ballon  in  der  Luft  empor^ 
wird  in  Kilogrammen,  wenn  v  in  Litern  gegeben  ist. 

Die  in  neuerer  Zeit  vielfach  benutzten  Luftballons  beruhen  au 
Satze.  Ein  grofser  Schlauch  von  leichtem  und  doch  dichtem  Zei 
mit  einem  leichten  Gase  gefllllt,  so  dafs  selbst  nach  Anhängen  eine 
chens  etc.  sein  Gewicht  noch  kleiner  ist  als  die  aus  der  Stelle  g 
Luft.  Ein  solcher  Ballon  wird  sich  daher  mit  allem  Zubehör  in 
erheben. 

§  90. 

Das  Barometer.     Wir  sahen  in  dem  vorigen  Paragraphen, 

auf  dem  Boden  eines  Luftmeeres  uns  befinden,  und  dafs  deshalb  je^ 

einen  ihrer  Gröfse  proportionalen  Druck  auszuhalten  hat,  der  gleich 

Gewichte  der  Luftsäule,  welche  die  Fläche  zur  Basis  hat,  deren  Hol 

ist  derjenigen  der  Atmosphäre.  Es  bietet  keine  Schwierigkeit,  diese  T 

durch  den  Versuch  nachzuweisen  und  die  Gröfse  dieses  Druckes  zu 

Füllt  man  eine  Eöhro  von  ungefähr  1  Meter  Länge  ganz  mi 

Silber  an,  schliefst  sie  mit  dem  Finger,  stellt  sie  in  ein  Gef^fs  mi 

Silber  wie  Fig.  144  und  öfinet  dann  durch  W 

des  Fingers  die  Röhre  unter  Quecksilber, 

das  Quecksilber  in  der  Röhre,  aber  nur  bis  j 

gewissen  Punkte,  so  dafs  das  Quecksilber  in 

der  Röhre  ungefähr  760"^  höher  steht  als  au 

Daraus  folgt  nach  den  früher  erkanntei 

statischen  Gesetzen,  dafs  auf  der  äufsem  Ol 

des  Quecksilbers  ein  Druck  lastet,  der  im  In 

Röhre  nicht  vorhanden  ist  und  dem  die  Qu& 

q  Säule  von   760""'  das  Gleichgewicht  hält. 

lApHBKsii  I  kennen  in  diesem  Drucke  auf  die  äufsere  Fl 

V  Quecksilbers   den  Druck  der   äufsem  Luft; 

■  durch  die  Füllung  mit  Quecksilber  alle  Luft 

I  Röhre  vertrieben,  so  ist  dort  kein  dem  äufse 

I  drucke    gleicher    Gegendruck.      Deshalb    m 

I  Quecksilber  gehoben  werden  und  zwar  so  w« 

I  der  Druck  der  gehobenen  Quecksilbersäule  d< 

I  B^Hl      drucke   gleich   ist.     Die   gehobene   Qaecksil 

g  ^L        H^^H      "'^l'st    also    die   Schwere   einer   ihr    an   Qu« 

B^BwbBB^^K  gleichen  Luftsäule,  deshalb  nennt  man  diesen 

ein  Barometer. 

Die  Idee,  mittels  dieses  Versuches  die  Existenz  des  Lnftdmek 

zuweisen,  rührt  von  Viviani  (1644)  her.    Schon  früh  kannte  man  di 

Sache,  dafs  in  Röhren,  aus  welchen  die  Luft  ganz  oder  teilweiae  fortge 

war,  Pidssigkeiten  emporaieigeiv,    M%ja  Hatte  diese  ""     '   ' 


Fiff.  144. 
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hkium  der  sogenannten  Baugpninpf>n  boniitatt.  Die  Erklärung  derselben 
ht*)  man  aber  nicht  in  einem  Drucke  der  tinfnem  Luft,  Bond^^rn  in  dem 
[tiMJui,  man  nahm  an,  dafs  die  Natur  einen  Abheben  vor  dorn  leeren 
nabe,  und  daJ's  infolge  dienes  Abscheues  das  Wasser  in  den  Fiiinpen- 
aufst^ige,  wenn  durch  Hebung  des  Kolbens  in  denselben  ein  leerer 
Itti  »irb  bilde.  Auf  das  Unhaltbare  dieser  Erklärung  wurde  man  auf- 
als  in  Plorenx  ein  Puinpenmacher  eine  Säugpumpe  herstellt»i% 
IF  unter  dem  Bodenventil  langer  als  32  Fiifs  war;   es  gelang 

•dben  das  Wasser  höher  als  mihe  32  Fiifs  zu  heben.    Nach 
\kem  Erklänings weise  hiitte  man  annehmen  müssen,  dafs  die  Natur 
I  liis  lu  dieser  Höhn  einen  Abscheu  vor  dem  leeren  Räume  hatte.  Galilei, 
untn  sieh  damals  wandte,  vermochte  diese  Schwierigkeit  nicht  anf- 
öö;  erst  sein  Schiller  Viviani  erkannte  dif*  Ursache  des  Steigens  des 
Er  schlofs  weiter,  wenn  der  LutVb'ui-k  das  Wasser  bis  zu  reiner 
von  32  Fuf«  oder  10,25  Meter  heben  kann^  so  kann  er  das  Queck- 
welches  ungefähr  13,5 mal  schwerer  ist,  nur  bis  zu  einer  KJ.5mal 
6m  Höhe  oder  nur  bis  ungefiüir  28  Zoll  =  760"^"  bebten.     Der  von 
Freund,  TorieelH,  ausgeführte  Vorsiich  bewies  die  Richtigkeit  dit^ser 
Hg,     Später  zeigte  dann  l*ascal  in  der  That,  dafs  die   Hr>hen,  bis 
uiti  verschiedene  Flüssigkeiten  in  so   vorgericliteteu  R-Öhrt^n  gelioben 
n,  ikrem  speciti sehen  (rewiclite  umgekehrt  proportional  seien,  ein  Be- 
dafs  ^in  bestimmtes  Gewicht  einer  Fltissigkeit  in  einer  Rökre  von  ge- 
rn QxierHchnitte  gehoben  wird,  wekhes  dem  iluJ'seni  Diueke  gleich  ist, 
Der  vovliin  btisch rieben«  Apparat,  ilus  Barometer  in  seiner  einfachsten 
iM  jedoch  ZU  genauen  Messungen  übt^r  diu  tinirse  des  Luftdruckes 
.  geeignet.    Dazu  mnfs  dassLdbe  sorgHUtig  bergerichtet  werden. 


§  tu. 

SoQstmktion  des  Barometer.    Damit  das  Barometer  seinen  Zweck 
le^  ein  g^nau  bestimmbares  Mafs  des  Luftdruckes  zu  bieten,  muls  es 
Hed  tngungon  gen  ügen : 

'    '     '      f^uM-ksilber  vollständig  rein  sein,  da  unreines  Quecksilber 
ikeit  bat  als  reines  und  an  <leii  Wunden   der  GlasKihre 
rt»rt. 

Die  BÄTomöterrÖhre  mufs  ganz  reiu  sein. 
S)  lö  dem  über  dem  Quecksilber  betindliehen  Räume  des  Barometer 
f  keiti«>  Luft  sein. 

.]U    tltn  der  ersten  Bedingung  zu  genügen,   muls  man   das   kUtifliidie 
Ibi^r,  welches  stets  eine  geringe  Menge  Oxyd  luid    fremde  .Metalle 
reinigem.    Das  beste  Verfahren  dazu  ist,  dafs  man  ihis  Queeksilher 
starken  Glasflascbe   mit  stark  verdünnter  Salpetersüure   dauernd 
'  'itte>!t.    Man  setzt  das  so  lange  fort,  bis  sich  das  Quecksilber 
it»*n  Baure   in   ganz   kleine  Kügelchen  zerteilt,   so   dafs  das 
beim    Schütteln   als   eine   gleiehfL>rmige   graue   Ma&se 
u^f*t  man  die  verdtlnnte   Sllure  ab  und  füllt  staH   ihrer 
Wasser  in  die  Fla.sebe  tmd  schüttelt  wieder.    Das  Wasser  wird 
und  zwar  so  lange  erneuert,  his  das  abgegossene  Wasser  dutch*»*. 
!?hr  «utu«r  rtJiigieH;  man  tibt*vxtmgt  sich  davon  durcA^  Vr\\\*ui\^  \^v^V 
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nilmieii,  um  das  btüfsweise  Kochen  zu  verhinileni.  Nach  einiger  Übung 
iesi  nicht  schwer,  ein  rahiges  Kochen  zu  erzielen.  Hat  man  Oir  Spitze 
fciwisgekocht,  so  geht  mEin  mit  der  Flamme  an  der  HVihre  hinauf^  indi^m 
m  «e  immer  um  die  Röhre  liernmführt,  und  kocht  die  höhern  Teile  der 
Idd,  aber  nur  bis  ungefähr  5**"*  unter  der  Oberfläche  derselhon,  um  zu 
Aindeni,  dafs  das  siedende  Quecksilber  mit  der  lUifseni  Luft  in  Be- 
knmg  kommt,  da  hierbei  sonst  eine  teilweise  Oxydation  des  Queck- 
bftrs  «eintritt  und  das  gebihlete  Oiyd  sich  im  Quecksilber  auflöst  und  es 
rtmreinigt.  Ist  dus  Kochen  soweit  %^or  gesell  ritten,  so  unterbricht  man  es 
d  fällt  das  Rohr  bis  zum  zweiten  Drittel  ndt  trocknem  und  heilsera 
lecksilber.  Man  fängt  dann  etwas  unter  der  Stelle ,  an  der  man  vorhin 
I  Kochen  beendigte,  wieder  an  voi^sichtig  zu  erhitzen  und  verfUhrt  wie 
ihiKi.  Ist  auch  der  Teil  ausgekocht,  so  ftlllt  mau  das  Tifir^imeterrohr  voll- 
idig,  bis  vielleicht  'i"^^*  unter  dein  obem  Ende  an  und  kocht  auch  dieses 
Sek  in  d**r  vorhin  beschriebenen  Weise  aus,  indem  man  immer  stofs- 
lises  Kochen  vermeidet  und  verhindert,  dal's  das  siedende  CJuecksilber  mit 
r  Lnll  in  Berührung  kommt. 

Man  vertreibt  auf  diese  Weise  alle  Luft  und  alle  Feuchtigkeit,  welche 
p/K  noch  in  der  Rohre  waren,  indem  sie  um  Olase  adhllrierten,  und  tir- 
mt^  ob  das  Barometer  wnrklieh  gelungen  ist,  daran,  dal's  man  in  der 
BMH  Ausdehnung  desselben  keine  Blase  zwischen  Gliis  und  Quecksilber 
ibmimmt,  und  dafs  das  Rohr  wie  ein  vollkommener  Spiegel  aussieht. 

Xaeb  dieser  Methode  kann  man  es  leicht  dahin  bringen,  dafs  mu* 
lia  ein  Baromet-er  mifslingt,  imd  zugleich  ist  sie  ziemlich  ungefUhrlich. 
Ilontlich  sind  die  Quecksilberdilmpfe  giftig,  und  ouui  mufs  sich  hüten, 
)  mzuathmen.  Springt  das  Barometer,  so  irischt  man  die  Flamme  äugen- 
fcklich  durch  Zudrehen  des  (rashahn?*,  und  auf  der  Wanne  von  Blech 
Ut  ftich  das  Quecksilljer  fast  momentan  ab,  so  dafs  nur  wonig  Dämi>fij 
Ib  entwickeln;  bat  man  aber  das  Rohr  nach  sonstigen  Methoden  in  ein« 
Biigbe  rostartige  Rinne  gelegt  und  durch  glühende  Kohlen  erhitzt,  so  ist 
U^inera  Zerspringen  des  Rohres  die  massenhafte  Entwicklung  von  Diimpfcn 
AI  kaum  2U  vermeiden.  Überdies  hat  man  hei  der  angegebenen  Methode 
i  Erliitxung  weit  besser  in  seiner  Gewalt. 

Taupenot  gibt  eine  Vorsichtsmafsregel ,  welche  das  Kochen  sehr  er- 
ybtert  l  Annal  de  ehim.  et  de  phyn.  III.  Serie.  Tonic  XLIX.  p.  91).  Er 
^Avor.  die  Röhre  ungefähr  in°'"  langer  zu  nelimen.  als  man  sie  spllU^' 
^K  in  dem  Blöcke  einige  Verengerungen  anzubringen,  an  das  ofi'eno 
^Her  Rühre  ein<'  Kautschukröhre  zu  befestigen,  welche  mit  einer  Luft- 
Ip  in  Verbindung  steht,  und  dann  die  Luft  über  dem  Quecksilber  auszu- 
Itopen.  Dann  siedet  das  Quecksilber  hei  einer  um  90"  tiefem  Temperatur 
A  dÄiü  8t.rifsen  wird  noch  leichter  vermieden. 

'    Nach  dem  Kochen  lufst  man   die  Röhre  sich  abkühlen,  schneidet  den 

bnK'hüssigen  Teil   derselben  glatt  ab  und  füllt  die  Rohre  mit  trocknem 

^prarnieni    Quecksilber    soweit,    dafs    dasselbe    in    Form    einer   Kuppe 

BAen  Rün<lern    der   R^'dire    henorragt.      >Ian  schliefst    die    Röhre  mit 

T^ Finger,    indem    man  die    Kupi>e    vorsichtig    abstreift,    kehrt   sie    urii 

^tanrht  sie  in  ein  Getafs  mit  (Quecksilber,  wobei  man  darauf  zu  achten 

,  dafs  beim  Umdrehen  keine  Luftblase  in  den  leeren  Raum  der  Röhre 

>r  dem  Quecksilber  eindringt. 
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Ist  daä  Barometer  aoi'  diese  Weise  bergesielU,  äo  mnh  r-ij 
grstftllt   tind  mit  einer  Teilung  in   Millimeier  v«  r 
Augenblick  den  vertikalen  Abstand  der  beiden  1^1)' 
und  auiserhalb  der  Bohre  zu  messen,     Da  ann  aber  das  t^iiecksil 
Kühle  nur  steigen  kann,  wenn   da^  Niveau  im  GelUIs  eine  m 
strecke  sinkt,  so  mufs  die  Teilung  so  angebracht  sein,  dafs  nia 
beide  Niveaus  beobachten  kann. 

Versohledene  Formen  der  Barometer.     IHeni  das  Baroa 
m  genauen  Verbuchen  im  iaburatorium,  so  dafs  es  nicht  Ton 
gobi'whl.  /M  werden  braucht,  und  hat  mau  ein  Kathetoiueter  xu 
ist  din   Einrichtung  desselben  i^ehr  einfach.     Man  wendet  aU  Üi 
l>arallelepipediscben  Glaskasten  an,  den  rniin  auf  ein  in  der/ 
aiu  besten  vor  einem  Ftinster  angebradit 
tischchen  fest   aufstellt  (Fig.  145).     ÜAs 
mittels    zweier   Klammem   an   einem   lirifttj 
welches    mit    dem    Tischchen   zugleich    nnti 
Zimmerwand   fest  eingelassen  ist,   und    w«*Il 
an  der  Stelle,  wo  sich  der  leere  Raoin  des 
betindet,  einen  Ausschnitt  erhält,  so  dafj» 
dem  Barometer  die  helle  Fensterflache  siehtj 
>Ian  mil'st  dann   die  Niveauimt-evschie 
'-•s  Kathetometers.     Um   diese  Messungen 
I'  hst^er  Genauigkeit  auszuftlhren,  ist  unten 
UeiHTs    ein    Stift   A    angebracht,    der    ini^ 
Schraube  in  dem  festen- öe stell  gehoben 
werden  kann.    Wenn  man  rlie  Mesnung  rnUiClUä 
beginnt    jnan   damit,   den  Stift  soweit    her 
dafs  seine  Spitze  gerade  das  Quecksilber 
kann   dieses  mit   der   gWUsten  Genauigkeit! 
denn  beim  Herablassen  sieht  man  das  Bild 
im  Quecksilber  und  den  8tift  selbst  sich  gei?a 
bewegen.     Der  Stift  bertthrt  in  deif  ll] 

Quecksilber,  wo  die  beiden  Spitzen  l:'  il'^ 

ti*et!"en.      Schraubt   man   zu   weit,   so    hfitül 
(Quecksilber  rings  um   den  Stift,  aus. 
man  da»i  Kathetometer  zunikhst  auf  die 
laippe  in  der  Rohre  ein,   indem  inui' 
Faden  des  Fadenkreuzes  gerade   dir 
ilVi'st.    Man  bemerkt  den  Stand  dos  Katb^tometi 
stellt  dann  unten  auf  das  Niveau  im  GetUfse  ein,  indem  utan  diit 
Btiftes  wieder  gerade  das  Fadenkreuz  berühren  lUlst,     Die  Dtffii 
Stellungen  gibt  die  Höhe  des  Baiometerstandes.    Hat  enai< 
des  Stiftes   genau   gemessen,   so   kann   man  auch  s*}  v») 
anstatt   das   Niveau    des   untern   Quecksilbers   mit    dnui    Ka 
visieren,  das  obere  Ende  des  Stiftes  bestimmt,     iiur  Dtßi^T 
Ablesungen  am  Kathetometor  ttigt  man  dann,  um  den  Ba 
vrhahim^  die  Lange  dea  Btifte*. 


.*n   um 
n»Q 
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Barometer  iat  das  einfachsie,  und  die»e  MesBungsmethode  ist 
te,  dt^nn  tnun  kitnn  anf  diene  Weine  di<i  Niveanrnitf^rst-hifHlH  mn 
rhalten;  ina^  das  Barometer  vertikal  stehen  oder  nicht,  man  er- 
df^n  vertikalen  Abstand  der  beiden  Quecksiiberobertliii'hen.  Man 
I   die  H5he   des  Barometers  bis  auf  ein  Fünfzigste!  Millimeter 

netar  von  Fortin.  l>as  soeben  bt^sclineben»^  llarometpr  kann 
an  einem  lüSten  Orte  benutzt  werden.  Man  bodarl'  aber  ia  sehr 
Bn  trims portabler  Barometer,  teils  auf  Reisen,  um  den  Lnftdiiick 
ilenen  Orten  zn  messen,  teils,  wie  wii*  t^pUter  zeigen  werden,  zu 
iingen.  Man  muis  daher  dann  ein  tragbai*es 
anw*?nden,  an  welchem  der  Maisstab  ein  für  FJg,  na, 

ist.    Das  vorzüglichste  GetUrsbarometer  der  j 

Fortinsche.  j 

<?fUrs  desselben  (Fig»  146)  besteht  aus  einem  ' 

>r,  welcher  niit  einem  knpfemen  Deckel  ver-  i 

ler  in  st^ner  Mjtt.e  eine  Oftnung  hat,  um  das 
«ikr  diu-chzulasseiL  Der  Glascylinder  steht 
Cy linder  von  Bnehsbaumholz ,  der  mittels 
dem  Deekel  festgeschraubt  ist.  Der  Bodea 
iisbaumcy linders  ist  aus  einem  elastlBch^^n 
Jet,  einem  Beutel,  dessen  innere  Seite  aus 
Maisierteni  Kautschuk,  dessen  äufsere  aus 
ht,  und  der  Über  den  vorspringenden  Rand 
ers  von  Buchsbaum  fest  aufgebund^t^n  ist, 
hsbamucy  linder  ist  in  einem  weiten  Metall - 
t  eingeschraubt,  durch  dessen  Boden  eine 
tindui'chgeht,  deren  oben  abg»n*undoter  Kopf 
metallisches  Stück  dnlrkt,  welches  in  der 
teiitels  befestigt  ist  und  in  dessen  nach  unten 
üöhUing  der  Kopf  der  Schraube  himJinpalsL 
Refills  ist  bis  zu  einer  gewissen  Hnhe  mit 
'  gefüllt.  Wenn  man  die  Schraube  dreht, 
nstische  Boden  des  GetUfses  und  damit  die 
des  Quöcksilbers  in  dem  Glascy linder  gfi- 
r  gesenkt.  Man  ist  daher  imstande,  das  Niveau 
Übers  im  Gefilfse  immer  auf  gleichor  Hohe 
Um  diese  zu  markieren,  reicht  von  dem 
GlaacyÜnders  ein  Elfenbeinstift  s  in  den 
ab  und  man  hat  nur  n5tig,  gei-ade  so  wie 
rigen  Barometer  daflir  zu  sorgen,  dafs  die 
^  und  ilu*  Bild  sich  blrühren,  indem 
t*  des  Quecksilbers»  mit  Hülfe  der 
int  hebt.  Diese  Bpitze  ist  der  Ausgangs- 
dem  Barometer  angebrachten  Teilung. 

meterrohr  reicht   durch   die  in   der  Mitte   dws  Deckels  nn- 
aung  in  das  OefUfs  hinein,  tmd  ein  Stück  Leder,  welches  im 
ad  IUI  den  über  den  Deckel  hürvorragenden  Wjtnden  der  Öffnung 
1  tit|  vtrschliefst  dieselbe  soweit,  dals  kein  Q\\e*ikftvV\i^t  Xwixwoä- 
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irpien,  aber  die  üulHero  Lnt't  imgehinclei-t  mit  ditr  döÄ  Qe^mR 
oieren  kann.      Das  R^ihr  ist  vollstiintlig  von  ^/mer  Mo^Kinj^bfil^ 
tun  08  gegen  SUilse  zu  äoli fitzen,  in  welcher  nur,  \\m  iIhh  Btand  tU 
gilbers  beobachten  zu   können,   oben  zwei  gegentlberliegnndo  8|i 
gebracht  öind,  die  vielleicht  zwei  Decimeter  unt^ir  nnd  über  den' 


Pi(?    H7, 


L»fnn 


SLimd  des  Barometers  von  7G0  MilEmeter  lang  sinti  -iorl 

hülse  ist  eine  Millimeterteilnng  angebracht^  welche  oben  neben  dem' 
der  Bpalte  steht  und  deren  Nullpitiikt  die  Hjut^e  des  Elfen beinstütl 
Der  eine  Rand  der  Spalte  ist  gezahnt  (Fig.  14 7)* und  mittels  eiiif!3  T\ 
ist  daran  ein  Nonins  auf  und  ab  verschiebbar.  Will  nian 
tnaohen^  so  beginnt  man  damit,  unten  das  Niveau  des  i^u^eka 
tUfso  einzustellen.  Dann  verschiebt  man  "Üen  Nonlas,  Indem  m 
in  der  durch  den  untern  Rand  desselben  gehenden  HtirLcontalnl 
lange  ^  bis  diese  Ebene  die  Quecksilberkuppe  tangitsii,  nnd  hat] 
Stellimg  des   in   diesov  Eb<;nc   liegenden  Nullpunktes  tUia  Nonii 


KorrekUcm  wtjgen  der  Kiipülant^t. 
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iliinfi;  ZQ  bostinimen^  um  den  Stand  des  Barometer  liifi  auf  Zelmti^  Milli 
^f  gtinau  «u  erhalten.  Das  Barometer  wird  atif  einem  dreibeinigen 
,  weklie«  beim  Transport  zugleich  als  Etui  dient  (Fig.  148),  so  auf- 
dafs  es  durch  die  8i*hwere  des  GefUfses  immer  vertikai  hängt« 
es  mittels  einer  sogenannten  Cardanischen  Aufhängung  befestigt, 
fjii  tim  zwei  xu  einander  senkrecht*^  Axen  drehbar.  Das  Barometer 
[an  dorn  Durchraofiser  eines  Ringes  drehbar  befestigt,  der  selbst  um  einen 
p jenem  senkrechten  Durchmesser  drehbar  ist. 

Dieses  Barometer   ist   sehr   leicht   tntnsportabel  und  bietet   so   einen 
Item  Vorteil  dar.    Man  schraubt  dann  das  Quecksilber  des  GefiHses  in 
'  Höbe,  soweit,  bis  nicht  nur  das  GetUfs,  sondern  auch  das  Rohr  seihst 
mit  Qneckaüber  gefüllt  ist.      Die  vorher  in  dem  Geftfse  befindliche 
tritt  dann  durch  das  Leder  aus.     Dann  kann  man  den  Apparat  legen 
umkehren,  ohne  dafs  Luft  in  das  Barometer  eindringt,  und  ohne  be- 
eilten zu  müssen,  dafs  durch  etwaige  Stolse  Schwankungen  des  Queck- 
tT^  eintreten,  so  dafs  dnrch  den  Stofs  des  Quecksilbers  das  Glas  entzwei 
Der  zusammengelegte  Dreifnfs  schützt  als  Etui  das   Barometer  vor 
Verletzimgen, 

Korrektion  wegen  der  Kapillarität.    Da  in  den  bisher  beschriebenen 
hnuetern   das  Rohr  stets  in  ein   mehr  oder  weniger  weites  GefUfs   mit 
eck  Silber  taucht,  so  ist  nach  den  §  73  vorgetragenen  Lebren  klar,  dafs 
Oberflächt?  des  Quecksilbers  in  dem  Rohre  bedeutend  stJirker  gekrdmmt 
[«is  in  den  Genilsen,  und  daraus  folgt  weiter^  dafs  iu  deu  Rohren  wegen 
kapillaren  Depression  das  Quecksilber  nicht  so  hoch  steht,  als  es  in- 
des hydrostatischen  Dmckes  tbun  würde.    Wir  müssen  daher  an  den 
liteten    Barometerständen    eine    Korrektion    anbringen,    indem    wir 
-gröfse   bestimmen   und   diese   der   beobachteten  Barooieter- 
1  '^n.     Dies   ist  jedoch   sehr   schwierig.    Wir   sahen,   dafs   die 

%re  Depression  abhllngt  von  der  Weite  der  Euhre  und  dem  Winkel, 
dem  di»i  Fllissigkeitsoberfläche  die  Wimdfltlche  schneidet.    Wenn  man 
nnn  den  W*iiikel  milst,  den  die  Quecksilberobertiäche  mit  der  Wand 
so  findet  man  denselben,  wie  wir  bereits  früher  erwähnten,  keines- 
konstant;  ja  <üe  Schwankung  ist  im  Barometer  noch  viel  bedeutender 
[a^n^t,  es  kommt  vor,  dafs  der  Winkel  nahezu  ein  rechter  wird,  wo  dann 
f  keine  Depression  eintritt.     Die  Depression  des  Quecksilbers  kann  dem- 
in  Kl^hren  gleichen  Durchmessers  sehr  verscbieilen  sein,  und  man  kann 
iii  gültigen  Tabellen  aufstellen,  um  die  Depression  für  Röhren 
\^  m  Durchmesser  zu  bestimmen.     Man  wird   für  jedes  Baro- 

den Durchmesser  der  Rohre  und  fUr  jede  Beobachtung  die  Höhe  des 
messen,    daraus  den   Winkel  bestimuien   müssen,    unter   dem  die 
Iberobertitlche  die  WandHäche  schneidet,  und  daraus  dann  die  De- 
jn  lierfxdmen.    Um  das  leichter  zu  machen,  sind  verschiedene  Tabellen 
let,  welche  nach   den  Fonueln  von  La  Place  die  Depressionen   bei 
^fb>nen  Winkeln  und  Röhrendurchmessem  angeben.    Eine  solchtt  von 
borf^chnet  find«?t  sich  im  XIV.  Bande  der  Memoiren  der  Brüsseler 
it.     Für  einön  Winkei  von  36**  gibt  Bravais*)  folgende  Zahlen  an: 

Bravui»,  Anaale»  de  chim.  et  de  phys*   lll  Serie,   Tome  V. 
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1  messe  r  der 

Röhre 

Depressio 

^mni 

f^fiSd 

6 

0     909 

8 

0      538 

10 

0      322 

12 

0      195 

14 

0      117 

16 

0     070 

18 

0      041 

20 

0     025. 

Man  sieht,  wie  die  Depression  mit  der  Weite  der  Bohre  rai 
nimmt,  und  dafs  sie  bei  einem  Röhrondurchmesser  von  20™"  schon 
halb  der  Grenzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  beim  Fort 
Barometer  fUllt.  Wenn  man  die  Röhre  noch  weiter,  gegen  30"" 
so  ist  der  Fehler  stets  verschwindend  klein.  Deshalb  wendet  man 
festen  Barometern  auch  Röhren  von  solchem  Durchmesser  mL  I 
transportabeln  ist  jedoch  eine  solche  Weite  wegen  des  zu  grofsen  Ge 
des  darin  enthaltenen  Quecksilbers  nicht  anwendbar.  Doch  auch  bei 
darf  der  Durchmesser  der  Röhre  füglich  nicht  unter  10"*™  klein  sei: 

§  94. 

Heberbarometer.  Von  den  bisher  beschriebenen  Barometei 
GelUrsbarometem,  unterscheiden  sich  die  Heberbarometer.  Diesell 
stehen  aus  einer  heberförmig  gebogenen  Glasröhre,  deren  langer  S 
oben  geschlossen  und  deren  kurzer  Schenkel  oben  offen  ist.  Sind  die 
an  der  Stelle,  wo  die  Quecksilberoberflächen  sich  befinden,  gleich  v 
bedarf  es  bei  ihnen  keiner  Korrektion  wegen  der  Kapillarität,  so  ds 
bei  der  Unsicherheit  dieser  Kon*ektion  mit  diesen  Barometern  weit  si 
Resultate  erhält. 

In  dehi  Falle  aber  ändern  sich  beide  Niveaus  des  Quecksil 
gleichem  Mafse  und  deshalb  mufs  hier  die  Teilung  in  besonderer 
angebracht  werden. 

Kann  man  den  Barometerstand  mit  dem  Kathetometer  bestimi 
bodai-f  es  auch  in  diesem  Falle  gar  keiner  Teilung,  eine  heberf5n 
bogene  Glasröhre  wird  vor  einem  mit  Ausschnitten  versehenen 
Brette  befestigt  (Fig.  149)  und  mittels  desselben  vertikal  aufgehän^ 
die  beiden  Quecksilberoberflächen  nahezu  vertikal  unter  einander  zu  l 
wird  die  Röhre  meist  noch  einmal  doppelt  gebogen.  Eine  einfache  AI 
mit  dem  Kathetometer  ergibt  dann  den  Barometerstand  mit  gröfst 
nauigkeit.  Hat  man  kein  Kathetometer  zu  Gebote,  so  kann  man  zi 
die  Teilung  auf  dem  Glase  anbringen.  Dazu  wird  der  Abstand 
Punkte  a  imd  h  genau  gemessen  und  der  Punkt  a  als  Nullpunkt  d 
limg  betrachtet.  Sei  die  Entfernung  ah  gerade  gleich  760°^,  so  m 
den  Teilstrich  a  mit  0  und  h  mit  760  bezeichnen.  Über  und  unter*  ( 
über  und  tmter  h  werden  dann  eine  Reihe  von  Teilstrichen  gesog« 
den  Barometerstand  zu  erhalten,  beobachtet  man,  wie  viel  Teilstri« 
obere  und  untere  Kuppe  des  Quecksilbers  über  oder  unier  dem  Null 
steht,  und  die  Differenz  beider  Ablesungen  gibt  den  Barometerstai 
unserer  Zeichnung  wtlLrde  2..  B.  di^  untere  Kuppe  am  Teilgtriche  t 
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bei 


Fig,  HO. 


Fig.  150. 


stehen,  der  Baroinetet^tand  wüvm 
Ablesen  hiit  luaa  dai'auf  zu  auliU^n,  daln 
Luge  »ich  mit  dem  Gipfel  der  Kuppu  in  der  gleichen  Horiy,onUilehene 
let.  Um  dieses  m  orhalten  und  zugleich  um  die  Ablesung  genauor  zu 
(*n,  tiiod  bei  feinern  Apparaten  an  deiii  obem,  sowie  am  unt^ni  TeÜti 
tarnmeters  vor.s<  hirhliare,  mit  Fadenkreuz  verseht'ne  kleine  Mikroskoj>»j 
»rächt. 

Anstatt  die  Teiluni^'  am  dem  Barorael-errohr  selbst  anzubringen,  kann 
ach  neben  dem  liohr*}  auf  dem  Brette  jingebracbt  werden.      I$t  das 
ein  fth-  allenuvl  lest  ungebraucht,  und 
t>  die  Teilung  lest,  so  erhält  man  den 
netierstand  in  gleicher  Weise  wie  in 
rorigen  Fiüle» 
ffän)i|z    findet   man  an   Barom^Hern, 

iner  AbbjHun**' den  Bari)»»nt»jr- 

dten,  das  Ilohr  oder  die  Skala 
debbar  angebnujht.  Ist  wie  in  Fig.  1 50 
oht  vertikal  verschiebbar,  so  befindet 
uf  dem  Brette,  auf  woichem  die  Skala 
rgi  ist,  der  Nullpunkt  der  Teilung 
ffrt.  Man  stellt,  dann  ruit  Hlilfo  der 
(branbe  das  Bohr  so,  dafs  die  untere 
wi!K*>rVnppe    gerade    an    dem   Null- 

ht.  Di«  an  dem  obern  Teile 
iijt'ter!5  angebrachte  Teihmg  ist 
m  Punkte  aus  aufgetragen  imd 

^e  Ables^mg  ergibt  den  Stand 
ttet-ers. 
ii  die  iSkala  verschiebbar,  so  wird 
*'       ikt  derselben   auf  die   ujiterc 

löllt. 

kl  hat  den  Hebt«rbai'onietern,  um 
r  und  sicherer  transportieren  zu 
1,  tiiiincherlei  Formen  gegeben,  deren 
ist,  den  offenen  Schenkel  ra  xt*i- 
ion«  6t>  dafs  kein  Quocki^ilbtT  heraus 
eine  Luil  in  den  leeren  Raum  des 
k^ter  hinein  kann.  Bie  in  Fig.  140 
5i)  dargeötellten  Barometer  vverd«  n 
btt  mit  Baumwolle  imiw^ickelteä 
^Bhan   tresehlost^ßTi ,   nachdem   man 

Kl  ki^ilber 

liat.     Das  Btäbcben  wird    soweit 

lekt^  dafs  öS  ganz  auf  dem  yue^kHilber  iiurslfdit,   tmd  dann 

idtur  ujiK^iikehrt^  damit  das  Ouwicht  d»^«  murrksilbcMs  das  Stilb- 

1  \v 

\mü    Verschluf»   bietttt   di«    Vorrichtung,   walche   der 
an   seinem   Heberbajwnütor  angebracht  \iail  ^^l-  Vb\^. 


4 

fr 
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Die  Innern  Wände  des  langen  iind  kurzen  Schenkels  gehen  nicht  mnmte 
brochen  in  einander  über,  sondern  der  lange  Schenkel  ist  mit  dem  kon 
durch  den  künstlichen  Glasverband  aa  verbunden.  Der  längere  Scbenkeli 
konisch  ausgezogen  und  um  diesen  Konus  liegt  bei  a  angeschmolsen  i 
ausgeweitete  Teil  des  kürzeren  Schenkels.  Durch  die  Offiinng  5,  wek 
ungeföhr  2*""  weit  ist,  kommuniciert  der  längere  Schenkel  mit  dem  kfinen 
der  sie  umgebende  Raum  ist  stets  mit  Quecksilber  gefüllt.  Zum  TransiK 
wird  das  Barometer  verschlossen,  indem  der  Stopfen  in  die  Verengeruiif 
des  kurzem  Schenkels  hinab  geschoben  und  dessen  Stil  in  der  Mesäi 
fassung  d  des  kurzem  Schenkels  festgeklemmt  wird. 


Fig.  151. 


Fig.  158. 


Fig.  15S. 


Fig.  152  A  und  B  zeigt  das  Gay-Lussacsche  Barometer,  welc 
ebenfalls  sehr  leicht  und  sicher  transportiert  werden  kann.  Es  besteht  i 
zwei  Stücken  einer  gut  cylindrischen  Röhre,  welche  durch  eine  mehrf 
gebogene  enge  Rohre  so  verbunden  sind,  dafs  die  Quecksilbersäulen  in  < 
beiden  Röhren  gerade  unter  einander  liegen.  Das  GeflÜ^s  des  BaronM 
hat  nur  eine  sehr  kleine  Öffnung  bei  0,  die  dadurch  erhalten  vi 
dafs  man  in  die  vor  der  Glasbläserlampe  erweichte  Böhrenwand  hiM 
sticht.  Zum  Transport  neigt  man  das  Barometer  langsam,  bis  der  k 
Raum  ganz  mit  Quecksilber  erfüllt  ist,  und  kehrt  dann  das  Barometer  v 
ständig  um.     Dann  MLt  d^  Q^x^LJ^oksllber  den  langw  Sdmilcol  bis  r  i 


p^mnii 
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lllmrBebüssige  ftUlt  in  den  kürzeren  Bcbeiikel  unter  dit)  Oä^ung  O,  duivh 

m  m  wegen  der  kapillarea  Depressian  des  Quecksilbers  iin  Glase  nicbt 

kaaii.     Man  sieht,  dufh  das  niugekflirtr  Biirometer,  da  es  voU- 

hh  r  mit  Quocksilbtiv  erfüllt  iüt^  lieini  Trausport  keine  Stöise  er- 

kann.,  und  zugleich^  dal'8  durch  die  enge  Röhre  nicht  wohl  Luft  in 

lot*rf*n  Kaum  des  Bitrom eter  gelangt.. 

Du»  Barometer  von  Bunten  (Fig.  153)  ist  vor  dem  Eindringen  von  Luft 
'  t    gesichert,   indem  Clber   der  untern  Biegung   der  engem  Röhre 
k  ►'  Rfihre  angebracht  ist,  in  welche  sich  der  obere  Teil  der  engen 

l^o  '  und  in  der  er  in  einer  feinen  Spitze  endigt.;  wenn  nun  doch 

Lii  fnndringen  sollte,  w  legt  sich  dieselbe  in  den  Raum,  der  die 

»etsmui^  der  engen  Röhre  umgibt,  bei  R  und  dringt  nicht  in  den  leeren 
1  äe»  Barometer. 

Die  drei  letzten  Barometer  sind  im  übrigen  gerade  so  auf  einem  Brette 
Iti^.,  wie  die  zuerst  beschriebeneu  einfadieu  Heberbaronieter.  Die  Skala 
det  sich  entweder  auf  dem  Rohre  oder  auf  der  Unterlage  des  Baro- 
r  mit  den  vorhin  erwähnten  Modifikationen*), 

Bei    dieser   Art   Barometer    bi^darf  es   keiner   Korrektion   wegen   der 

ilaritr^t,    aber   bei    diesen  sowohl  wie  bei  den  Gefdfsbarometern  einer 

l^kiioii    wegen    der  Temperatur.      Das  Quecksilber  dehnt  fiich  nUrolich 

alle     K»1i*per   beim    Erwürmen   ans   und    wird    dadurch    leichter;   dem 

:i«xi  Gewichte  der  Luft  hiilt  daher  von  kaltem  Quecksilber  eine  kürzere 

da»  (Jieicbge wicht  als  von  warmem.     Die  bei  verschiedenen  Tempera- 

gcnnmmenen  Barometerstände  sind  daher  nicht  vergloiebbar.      Man 

p  tib   die   bei  verschiedenen  Tt^mperaturen  genommenen  StILnde  aul 

Ü  fnperatur  und  somit  gleiche  iJichtigkeit  rediicieren.     Als  solch t3 

pultHeiTiiyenitnr  nimmt  man   die   Temperatur    des   schmelzenden   Eises, 

f  Orad.     Ist  der  Barometerstand  B  bei  einer  Temperatur  f  nach  der 

piiötnot4)rskala  von  Celsius,  so  ist,  wie  wir  in  der  Wärmelehre  nach- 

tu  werüttu,  der  Barometerstand  6  bei  der  Temperatur  Nnll  Grail 

/  =  -  ^ 

^        1  4-  0,000 1«    f  * 


95. 


Aneroidbarometer.  AUe  bisher  betrachteten  Barnmeter  beruhen  auf 
hyHr«»^*tjitischen  G<.^setze,  dafs  in  kommunirienniden  Hohren  die  Hr>hon 
!  !.  eitäSilulen  von  verschiedenem  specifi sehen  Gewicht  sich  ver- 

Iti     ,_,        irt  wit!  di(*  specifischen  Gewichte  dt^r  FUlssigkeiten.  Bourdon^) 


t 


^   Eine  BeÄchrcibung  und  Theorie  der  in  neuerer  Zeit  auf  den  meteorologi- 
Ob^erv'atorieu    \deliach   ala    Registrierapparate    benutzten   Wagebarometer 
35U  weit  fuhren  und  liegt,   ak  von  speciell  njeteorologisfhem  Inter- 
II  Zwecken  zu  fern.     Man  findet  eine  auafübrliche  Besprechung  der- 
Theorie  und  Praxis  des  Wagebarometers.    Carl^  Repertorium 
^ik  Jahrg.  1872. 

►metre  metallitiue,  Comptea  rendus  hebdomadairea  de  Tlustitut 

U.  p.  6o6.    Die  Metaübaroraet^r  :*iud  seitdem  in  sehr  vielen 

fi' »1    t.jiirieu  konstruiert,  da  ^ie  ab  Iteisebaroraetttr  aehr  bequem  »ind. 

Iis  Bia   k-txttTem  Zwecke  sind  die  IJaroniet^'r  von  Onhhchmidi  \\\  7»\\niA\  «^\\t 


^^ 
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Anwendang  dea  Barometer. 


J 


Fig.  154. 


hat  zuerst  ein  Barometer  konstruiert,  welches  anf  einem  ganz  andern  P 
cipe  hemht,  und  welches,  wenn  auch  zu  exakten  Messungen  nicht  so 
eignet  wie  die  bisher  betrachteten,  doch  in  sehr  einüeicher  Weise 
Schwankungen  des  Luftdruckes  zu  erkennen  gibt.  Das  Barometer  be 
auf  dem  §  53  vorgetragenen  Satze,  dafs  die  Biegung  von  Stftben 
Röhren  proportional  ist  der  Kraft,  welche  die  Biegung  hervorbringt.  ^ 
eine  elastische  kreisförmig  gebogene  Röhre  9u  ihren  Enden  fest  verscblc 
wird,  so  krümmt  sie  sich  demnach  starker  oder  schwächer,  wenn  bei 
stantem  innem  Druck  der  iiufsere  Druck  stärker  oder  schwächer  wird. 

dem  Bourdonschen  Barometer  ist  eine  9< 
dünne  elastische  Röhre  bei  F  befestigt  tum 
A  und  B  frei;  im  Innern  der  Röhre  isi 
Luft  sehr  stark  verdünnt  Wenn  nun  derD 
der  atmosphärischen  Luft  stärker  wird 
nähern  sich  die  Enden  Ä  und  P,  xmA 
um  die  feste  Axe  C  drehbarer  W^inkell 
ADGEB  dreht  sich  und  überträgt 
Drehung  mittels  des  gezähnten  Radstücke 
G  auf  einen  Zeiger,  der  auf  einer  am  UraJ 
dos  Barometer  angebrachten  Teilung  eins 
Nimmt  der  Luftdruck  ab,  so  gehen  die  E 
A  und  B  der  Röhre  wieder  aus  einander 
der  Zeiger  bewegt  sich  nach  entgegenges< 
Richtung.  Bei  mittlerm  Barometerstuid 
der  Zeiger  über  JP,  steigt  der  Lufbdrucl 
bewegt  er  sich  jsur  rechten,  fällt  derselbe,  zur  linken  Seite.  Die  Te 
wird  nach  einem  Quecksilberbarometer  aufgetragen  und  gibt  den  Luft( 
in  Millimetern  Quecksilberhöhe  an. 

In  neuerer  Zeit  hat  Victor  Pierre  *)  Reduktionsformeln  angeg 
mittels  deren  das  Barometer  bei  nicht  zu  grofsen  Schwankungen  des 
druckes  auch  zu  Messungen  geeignet  ist,  wenn  nicht  die  äufserste  Gen 
keit  verlangt  wird.  Die  von  Hempel  in  Paris  gearbeiteten  Metallbaroi 
sind  indes  so  vorzüglich,  dafs  man  sie,  wenigstens  wo  nicht  die  auf? 
(ienauigkeit  verlangt  wird,  ohne  weiteres  zu  Messungen  benutzen  kam 

§  96. 

Anwendung  des  Barometer.  Wir  haben  bei  der  Konstruktioi 
Beschreibung  des  Barometer  so  lange  verweilt  wegen  der  Wichtigkei 
Apparates.  Wir  werden  dasselbe  bei  sehr  vielen  physikalischen  C 
suchungen  in  Anwendung  finden. 

Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  findet  es  in  der  Meteorologi« 
es  nicht  nur  den  Luftdiiick  im  allgemeinen  mifst,  sondern  auch 
Schwankungen  desselben  in  jedem  Augenblicke  angibt,  und  so  eine 
Fundamentalerscheinungen  der  Witterungslehre  auf  das  genaueste  zu 

geeignet.  Man  mufs  dieselben  aber  ebenso  wie  alle  übrigen  Metallbaroi 
von  Zeit  zu  Zeit  nach  einem  Quecksilberbarometer  regulieren.  Besser  uoe 
die  von  Goldschmidt  sind  die  Barometer  von  Nmidet. 

*)  Über  das  Bourdonsche  Metallbarometer  von  Victor  Pierre.    Prag, 
(Atiß  (Ion  VerhandL  der  kgl.  Böhmischen  Qesellschaft  der  WisaessehafteB.) 
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iliei.    Wir  inUsaeu  nus  daiitlt  begnügen  ^  einige  Htisultato  hier 
I,  ileri^n  weiterp  Ausführang  der  Witterungslehro  aagehr»rt. 
biM^hiei  man  an  einem  und  demselben  Orte  regelmüLsig,  viol leicht 
1,  diis  Barometer,  so  sieht  man  bald,  dafs  dasselbe  keineswegs 
ensolben  Stand   hat.   sondern   bald    höh  er   bald   tiefer   steht.    Bei 
meu  Untersuchung  dieser  Bcbwankungen  unterscheidet  man  bald 
»n  derselben:  periodiacli  regelm&Isige  und  unregelmärsige.  Ersteigt 
Bur   wenige  Millimeter,    letztere   können  *10— 40  Millimeter  be- 
BotrucUten  wir  ziinUchst  die  regelraiU'sigen  Bcbwankungen,  welche 
rgion  der  Tropen  last  uUeln  vorhandim  sind,  so  erkennt  man,  dals 
[jietcr  zweimal  des  Tages  einen  höchsten  und  zweimal  einen  tiefsten 
Die  höchsten  HtUnde  sind  kurz  nach  Sonnenuntergang  und  des 
[zwischen  9  und   1(>  IThr  Vormittags,  die  tiefsten  einige  Zeit  vor 
fgang  und  des  Nachmittags  gf^)^f'n  4  Uhr.     Die  Zeiten,  an  denen 
timii  und  \finima  anfireten,  ändern  sich  im  Laufe  des  Jahres  etwas, 
ßi  8t«.nil  den  Nin^hniittags  und  der  hiichste  Stand  am  Abend  tritt  im 
ehr  viel  später,  dagegen  der  tiefste  8tand  am  Margen  im  Sommer 
I  frllher  ein  als  im  Winter,  nur  der  br>chste  Stand  am  Morgen  fUllt 
rezn  um  dieselbe  Zeit,  im  Sommer  vielleicht  '/^  Stunde  früher  als 
iter. 

fjmsx    man    aus    den    stündlichen   Beobat^htungen    das  arithmetische 

itiit  und  so  den  mittlem  lüglicben  Barometerstand  liestimmt,  so 

be-j  einer  Vergleichimg  der  verschiedenen  Barometerstände  im 

Jahres,  dal's  auch  diese  einer  periodischen  Änderung  unterworfen 

Barometerstündn  sind  im  Wiut^er   höln  r,  der  Luftdruck   ist  also 

k  im  Sonimer. 

nit  man  aber  auR  allen  täglichen  mittlem  Barometerständen  wieder 
oietische  Mittel  und  bestimmt  so  den  mittlem  jährlichen  Barometer* 
findet   man  denselben   bei   fortgesetzten  Beobachtungen   m   ver- 
Jahren nu?rklich  gleich  grofs,  sid  dafs  wir  schliefsen  müssen,  dafs 
Itnick  im   Grofsen  und  Ganzen,    jene   Schwankungen   abgerechnet, 

ölbe  bleibt. 
gleicht  man  aber  die  so  erlialteneu  Jahresmittel,  welche  uns  also 
Luftdruck  eines  Ortes  geben,  für  verschiedene  Orte  mit  ein- 
finden wir,  dafs  der  Luftdruck  ftir  verschiedene  Ürte  eine  ver- 
Gröfse  hat.      Zunächst  iindert  sich    der  Barometerstand  mit  der 
eines  Ortes  über  dem  Boden,  oder  der  MeeresHaclie,  nach  einem 
yvelches    wir,  demnächst   ableiten    werden,   nämlich    sn^    dafs    die 
iJöUe  in  einer  geometrischen  Heihe  abnimmt,  wenn  die  Erhebungen 
iritbmetischen  Reihenfolge  wachsen,  das  hei  ist,  wenn  wir  um 


iem 


^steigen,  ist  der  Barometerstand 
fc7,  bq^,  bf/  •  * 


bri^ 


^rru«  knnfttÄnte  Zahl  bedeutet,  welche  kleiner  als  1  ist. 

litTsi^s   *fes<?t/.es    koun«'n  wir   alle   an    versrliiedenen   *h'ten, 
i    der  Meercstläcbe    bekannt   ist,   beobachteten  Barom*4er^ 
die  M^eresiblabo  redm-ieren.    Thnt  mau  das,  so  V\iv\»^,  tv\^\,  AwU 
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auch  doi-t  der  Barometerstand  keineswegs  an  allen  Orten  derselbe  jA^M 
er  vielmehr  sich  mit  der  Länge  und  Breite  eines  Ortes  Sndert  Dal 
Änderungen  des  Barometerstandes  mit  der  Länge  eines  Ortet  andi  ■ 
annähernd  zu  bestimmen,  dazu  reicht  das  vorhandene  BeobachtnngiaiU 
keineswegs  aus.  FUr  die  Änderungen  mit  der  Breite  eines  (hrteeacU 
aber  ganz  allgemein  das  Gesetz  zu  herrschen,  dafs  der  Barometerstttid  n 
Äquator  bis  gegen  den  30.  Breitegrad  zunehme,  von  dort  bis  zum  65.Biil 
grad  abnehme  und  in  höheren  Breiten  wieder  wachse.  Um  ein  Bild  £i 
Änderungen  zu  geben,  ftlhren  wir  Schouws  Angaben  hier  an,  der  ans  i 
Beobachtungen  verschiedener  Orte  auf  Inseln  und  an  den  Gestaden 
atlantischen  Oceans  folgende  Übersicht  zusammengestellt  hat'): 

Breite  nördlich  Barometerstand         I         Breite  nördlich  Barometentand 


0  762,2 

10  763,7 

20  765,5 

30  766,6 

40  764,4 


50  762,2 

60  758,9 

65  753,4 

70  755,6 

75  758,9 


Die  Barometerstände  am  Meeresufer,  schliefst  Schouw,  scheinen  ri 
lieh  das  neben  einander  darzubieten,  was  in  zeitlicher  Reihenfolge  die 
liehen  und  jährlichen  Schwankungen  zeigen. 

Von  viel  bedeutenderer  Gröfse  als  die  periodischen  Änderungen 
Barometerstandes  sind  die  nicht  periodischen.  Dafs  aber  auch  diese  • 
gewissen  Regelmäfsigkeit  folgen,  hat  Dove  auf  das  sicherste  nachgewi 
indem  er  den  Begriff  der  barometrischen  Windrose  aufstellte  und  u 
dafs  die  Barometerschwankungen  auf  das  innigste  mit  den  Änderongei 
Windesrichtung  zusammenhängen. 

Der  Barometerstand  ist  im  allgemeinen  bei  Nordostwind  am  hocl 
sinkt  bei  Ost-,  Südost-,  Südwind,  ist  bei  Süd-  oder  Sttdwestwind  am  tie 
und  steigt  bei  West-,  Nordwest-  und  Nordwind^). 

So  ist  z.  B.  für  Carlsruhe: 

Windrichtung        Barometerstand        Differenz 


NO 

757,74 

0 

766,75 

—  0,99 

SO 

754,50 

—  2,25 

s 

752,92 

—  1,58 

sw 

754,24 

+  1,32 

w 

754,86 

+  0,62 

NW 

756,26 

+  1,40 

N 

757,14 

+  0,88 

NO 

757,74 

+  0,60. 

Den  inneni  Zusammenhang  dieser  Thatsachen  weist  die  Meteor« 
nach,  sie  zeigt,  dafs  die  Luftströmungen,  welche  ein  Sinken  des  Baroi 
bewirken,   uns  warme,  und  diejenigen,   welche  ein  Steigen  des  Baroi 

»)  Schouw,  Poggend.  Ann.  XX VI.  p.  434. 

')  Doves  Kepertorium  der  Physik.  Bd.  4.  Meteorologiacbe  Üniersocba 
Berlin  188b  und  KUmatologische  Beiträge.    Berlin  1857. 
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£en,  uns  kalte  Luft  zoftiliren.  Die  Wärmelehre  wird  uns  den  physi- 
ien  Gnrnd  dieser  Thatsachen  darbieten. 

üt  der  Ändemng  des  Windes  hängt  nun  aber  auf  das  innigste  die 
ong  des  Wetters  zusammen;  im  mittlem  Europa  bringt  Stld-  und 
»stwind  im  allgemeinen  Begen,  dagegen  Nordostwind  heiteres  und 
Wetter,  so  dafs  der  Barometerstand  selbst  mit  dem  Wetter  parallel 
Bei  hohem  Barometer  haben  wir  sogenannte^  gutes  Wetter,  bei 
jrem  Begen  und  Wind;  der  mittlere  Barometerstand  entspricht  dem 
ange  vom  guten  zum  schlechten  und  vom  schlechten  zum  guten 
r.  Deshalb  findet  man  auch  in  vielen  Häusern  das  Barometer  als  so- 
ites  Wetterglas,  und  neben  den  entsprechenden  Barometerständen  die 
hnungen  gutes  Wetter,  veränderliches  Wetter,  Regen  oder  Wind  u.  s.  f.^). 
(ei  einer  sehr  grofsen  Anzahl  physikalischer  Erscheinungen  kommt 
iftdruck  in  Betracht;  bei  allen  diesen  brauchen  wir  daher  das  Baro- 
So  erwähnten  wir  vorhin,  dafs  wir  bei  Wägungen  die  Gewichte 
in  luftleeren  Baum  beziehen  müfsten;  wir  werden  sehen,  dafs  die 
gkeit  der  Luft  an  der  Erdoberfläche  dem  auf  ihr  lastenden  Drucke 
tional  ist,  diese  Korrektion  ändert  sich  demnach  mit  dem  Barometer- 
Ebenso  werden  wir  das  Barometer  benutzen,  um  dieVolumänderungen 
ise  mit  dem  auf  sie  ausgeübten  äufsem  Druck  zu  vergleichen  und  zu 
2eihe  anderer  Untersuchungen,  so  dafs  die  Ausführlichkeit,  mit  der 
n  Apparat  beschrieben  haben,  gerechtfertigt  ist 

§  97. 

hröfse  des  Luftdruckes.  Mittels  des  Barometer  sind  wir  in  den 
gesetzt,  auch  in  Kilogrammen  den  Druck  zu  bestimmen,-  welchen  die 
HS  lagernde  Luftmasse  auf  ein  Flächenstück  von  bestimmter  Gröfse 
Derselbe  ist  gleich  dem  Gewichte  einer  Quecksilbersäule,  deren 
hnitt  gleich  ist  jenem  Flächenstück,  und  deren  Höhe  gleich  ist  der 
ies  Quecksilbers  im  Barometer,  also  im  Mittel  gleich  760™°*.  Nennen 
sbalb  die  Höhe  des  Barometerstandes  Ä,  die  Gröfse  des  Querschnittes 
das  specifische  Gewicht  des  Quecksilbers  5,  so  ist  der  Druck  P  gleich 

P  =  /i .  ^  .  5 , 

tzen  wir  /*  =  76^™,  q  =  1*^"  quadr.,  so  erhalten  wir,  da 

s=  13,5959, 

P  =  1,0333  Kilogramm, 

ir  einen  Querschnitt  von  q  Quadratcentime tern 

P  =  1,0333  •  q  Kilogr. 

^ei  dieser  Gröfse  des  Luftdruckes  ist  es  ersichtlich,  dafs  er  sehr 
je  mechanische  Wirkungen  hervorbringen  kann,  wenn  man  bewirkt, 
r  nur  einseitig  auftritt,  wenn  man  ihn  also  an  der  einen  Seite  eines 
rs  fortnimmt,  wie  wir  es  z.  B.  im  Barometer  gethan  haben.     Wir 


;  AiufShrlicheres  in  KänUz,  Lehrbuch  der  Meteorologie.  IL  Bd.  Halle  1832, 
Schmidt^  Lehrboch  dex  Meteorologie  als  XXL  Bd.  von  Karstens  allgemeiner 
loj^ÜUe  der  Fhyiik.    Leipzig  1860. 
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wollen  eine  Reihe  von  Apparaten,  welche  auf  dem  Drucke  der  Luft  bei 
betrachten,  wenn  wir  in  der  Luftpumpe  ein  Mittel  kennen  gelernt  1 
um  aus  irgend  einem  Baume  die  Luft  fortzunehmen.  Die  Luftpumpe  b 
auf  der  zweiten  Gnmdeigenschafb  der  Gase,  durch  welche  sie  sich  t« 
tropfbaren  Flüssigkeiten  unterscheiden,  nämlich  darauf,  dafs  die  Cto 
selbständiges  Volumen  haben,  sondern  sich  so  weit  ausdehnen,  bi 
äufseres  Hindernis  sich  ihnen  entgegenstellt. 

§  98. 

Mariottesches  Gesetz.  Da  die  Flüssigkeiten  ein  selbständiges 
men  haben,  so  haben  sie  auch  eine  bestimmte  von  dem  äufsem  Di 
dem  sie  unterworfen  sind,  nur  in  geringem  Grade  abhängige  Dichtigl 

Bei  den  Gasen  ist  das  jedoch  durchaus  anders,  da  wir  sahen^ 
ihr  Volumen  nur  von  dem  äufsem  Drucke  abhängt.  Es  fragt  sich 
wie  hängt  das  Volumen  und  die  Dichtigkeit  der  Gase  von  dem  Si 
Drucke  ab. 

Diese  Frage  ist  schon  frühzeitig  untersucht  und  zwar  fast  gleicl 
von  dem  französischen  Physiker  Mariotta^)  und  dem  englischen  Ph 
Boyle^).  Beide  gelangten  zu  demselben  Resultate,  das  sich  in  folge 
nach  dem  erstem  das  Mariottesche  genannten,   Gesetze  aussprechen 

Wenn  man  eine  gegebene  Gasmenge  in  einem  Gefäfse  abschlieft 
dieselbe  dann  verschiedenen  Drucken  P  und  P'  aussetzt,  so  verhält  si» 
Volumen  des  Gases  in  beiden  Fällen,  v  und  v  umgekehrt  wie  die  Drucl 

v:v=P':P. 

Anstatt  dieses  Ausdrucks  können  wir  auch  setzen 

V'P'=VP, 

oder  das  Produkt  aus  dem  Volumen  einer  Gasmenge  und  dem  Druck 
dem  sie  steht,  ist  konstant. 

Da  nun,  wie  wir  früher  sahen,  die  Dichtigkeit  eines  Körp< 
gleichem  Gewicht  dem  Volumen  desselben  umgekehrt  proportional  is 

V  :  V  =  (f :  d, 

so  folgt  aus  dem  Obigen,  dafs  die  Dichtigkeit  einer  Gasmenge  den  Di 
welchen  dieselbe  ausgesetzt,  direkt  proportional  ist,  oder 

di^^PiP'. 

Die  Versuche,  mittels  welcher  Mariotte  dieses  Gesetz  nachwies, 
folgende.  Er  nahm  eine  lange  Glasröhre,  welche  vor  einem  festen 
befestigt  und  nahe  ihrem  Ende  umgebogen  war,  so  dafs  ein  kürzen 
steigender  Schenkel  entstand,  wie  bei  dem  Heberbarometer.  Der  \ 
Schenkel  war  oben  geschlossen,  der  längere  oben  offen  (Fig.  155). 
bringt  nun  zunächst  eine  kleine  Menge  Quecksilber  in  das  Rohr,  s 
es  in  beiden  Röhren    bis    zum  Nullpunkte    der  Teilung  reicht 

^)  Mariotte  j  De  la  nature  de  Tair.    Paris  1679. 
^)  BoyUf    Nova    experimenta    physico-mechanica    de    vi    aSris  el 
London  1662. 
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'die  in  dem  ktirzern  geschlosBenen  Schenkel  enthaltene  Luft 
a.^.    Das  Yoluiiien  der  abgegperrtön  Luft  wird  genussseu  durch 

der  llöhre  angebrachte  Teilung.     Das  Gas  erfüllt  jt*tzt  den  ab- 

Bamn  unter  dum  Drucke  der  äufsem  Luft,  wtdühp  auf  der  Ober- 

Qnocksilber«  Im  otfenen  Schenkel  hij^t^t,  und  ^^^  ^^ 

ih  den  früher  erkannten  hydrostatiscdien  (io- 

ie  gest:hioss6ne  Itölire  sich  überträgt*. 

if  giefst  man  durch  den  Trichter  in  das  offene  ^  ^ 

uecksilber  nach.  Das  Niveau  desselben  steigt 
Seiten«  aber  in  dem  geschlossenen  St'henkel 
weniger  als  in  dem  otTenen,  und  man  findet, 

leek Silber  in  dem  geschlossenen  Schenkel  bis 

liehe  5  angestiegen  ist,  die  eLngeschh)ssene  n^ 

nur  mehr  die  Hülfte  ihres  frliheni  Yolumens 

•enn  der  Unterschied  der  beiden  Quecksilber- 
gerade  die  Hübe  des  Barometer  beträgt.    Dann 
auch  das  Gas  den  Dnick  zweier  Atmosphären 
kft^  indem  aufser  dem  Drucke  der  äulseni  Luft 

)ruck  einer  dem  Gewichte  der  Luft  an  Gröfse 

luecksilberstiule   auf  das  abgeschlossene   Gas 

Wenn     man    weiter    Quecksilber    hinzufügt» 

iveaunnterscbied    gleich    2,  3,  4  .  ,  .    Baro' 

1  wird,  so  Übt  man  dadurch  einen  Drack  von 

f  .  Atmosphären  aus,   und  man  findet  dann, 

»lumen  der  abgesperrten  Luft  auch  ^,  |,  J  '  •  • 

»glichen  Volumens  beträgt. 

ie  Richtigkeit  des  Mariotteschen  Gesetzes  fllr 
prtlfeUj  welche  kleiner  sind  als  der  Druck 

i  Atmosphäre,  kann  man  sich  folgendes  Ver- 

ienen^  welches  im  wesentlichen  schon  Mariotte 
Eine  möglichst  cylindrische  Barometerrohre      ^ 

ganzen  Länge  nach  in  Millimeter  geteilt  und 

ibrieren    der    /wiscbi-n    xwei    Teilstrichen    enthaltene   Raum    he- 
il dem  Ende  bringt  man  gleiche  Gewichte  Quecksilber  nach  ein- 

i&  Rohre. 

rste  füllt  die  Rühre  bis  zum  Teilstriche  n,  das  erste  und  zweite 

eilstriche  //,  durch  Hinzufügen  des  dritten  fülle  sich  die  R^hre  bis 
Istriche  fi"  n.  s.  f,,  feo  folgt  daraus,  dafs  sich  die  Räume,  welche  bis 
"Vilstrichen  «,  ?i\  n\  reichen^  verhalten  wie  1  :  2  :  3  .  .  .  u.  s.  f. 
Liuan  auf  diese  Weise  das  Kaliber  der  Röhre  an  allen  Stellen  be- 
fllllt  man  dieselbe  vollständig  so,  als  wenn  man  ein  Barometer 

wollte,   imd   kehrt   dann   das   fertige   Barometer   in  das  Gefäfs 
um.    Dasselbe   besteht   aus  einer  weiten  Röhre  von  Glas  oder 

r  von  Gufseisen,  welche  unten  verschlossen  und  mit  einem  Hahne 

Bi  und  oben  in  einem  weitem  Gefäfs  von  Glas  endet.    Dieselbe 

Lern  Dreifufs  vertikal  aufgestellt  und  bis  nn  mit  Quecksilber  ge- 

unten  angebrachte  Hahn  dient  dazu,  um  das  Quecksilber  leichter 

L  können. 
na  dn&  fertige  Rohr  in  (lies  GefUfs  umgekehrt^  so  bringt  m^\i 
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mittels  eines  Zuleitungsrohres  etwas  trockne  Luft  in  dasselbe.  Vm 
steigt  durch  das  Quecksilber  in  den  leeren  Baum  auf,  und  sofort  siebt 
wie  das  Quecksilbeiniveau  durch  den  Druck  dieser  Lufb  sinkt.  Msn  di 
nun  die  Eöhre  zunächst  in  das*  Gefllfs  herunter,  so  weit,  dalls  die  ( 
flächen  des  Quecksilbers  im  Innern  der  Röhre  und  aufserhalb  Ton  gle 

Höhe  sind;  der  Teilstrich,  neben 
chem  das  Quecksilber  steht,  gibi 
dann  den  Baum,  welchen  die  Luft 
dem  Drucke  einer  Atmosphäre 
nimmt.  Zieht  man  darauf  das 
weiter  aus  dem  Quecksilber  b< 
so  vermehrt  man  dadurch  das  Vol 
der  abgesperrten  Luft;  aber  zq| 
steigt  auch  das  Quecksilber  infol^ 
äufsem  Luftdruckes  in  der  Bohre  c 
und  der  Unterschied  zwischen  der  Q 
silberhöhe  in  dieser  Bohre  und  der 
meterhöhe  gibt  uns  den  Druck, 
welchem  sich  das  Oas  befindet 
auswärts  lastet  auf  dem  Queck 
der  Druck  der  ganzen  Atmosphän 
ein  Druck  gleich  dem  einer  Q 
silbersäule  von  der  Höhe  des 
meter,  im  Lmem  hält  diesem  D 
zum  Teil  die  gehobene  Quecks 
Säule  das  Gleichgewicht;  der 
schufs  der  Barometerhöhe  über 
Quecksilbersäule  drückt  also  da 
zusammen;  diesem  Drucke  häl 
Elasticität  des  Oases,  der  Druck 
es  infolge  des  Bestrebens,  sieh  i 
dehnen,  auf  die  Wände  ausübt 
Gleichgewicht. 

Um  diese  Unterschiede  zw 
dem  Barometerstande  und  der  i 
serer  Bohre  gehobenen  Queck: 
Säule  zu  messen,  ist  neben  der  Böl 
festes  Barometer  angebracht.  Mai 
dieselben  mittels  des  Eathetomei< 
Vorgleicht  man  die  von  dem  Gase  angeflQlten  Bäume  und  die  Dru 
imter  welchen  es  steht,  so  findet  man  stets 

Füllt  z.  B.  das  Gas,  wenn  das  Bohr  so  tief  eingetaucht  ist,  dj 
Oberfläche  des  Quecksilbers  innerhalb  und  aufserhalb  der  Bohre  voi 
eher  Höhe  ist,  die  Bohre  bis  zum  Teilstriche  «,  so  ftlllt  es  die  Böh 
zum  Teilstriche  t/,  das  Volumen  des  Gases  ist  also  doppelt  so  grofs, 
die  Höhe  des  Quecksilbers  in  der  Bohre  gerade  die  Hälfte  der  Baro 
höbe  beträgt  u.  s.  f. 


Versuche  von  Oerited, 


421 


Mitfels  dieser  s^bon  von  Mmotte  angestellteB  Versuche  kann  man  das 
G^^etz  nachweisen;  indes  können  sie  keinen  Anspruch  auf 
Lr-.  w,  ,*auigkeil  maeban,  Ja  es  besonders  äufserst  schwierig  ist,  die  Tem- 
lllar  konjitant  zu  erhalten.  Das  ist  aber  durchaus  erforderlich,  da  bei 
P      '"  nderung   das   Gas   ebenfalls    sein    Volumen    lindert,    das 

^  /,   also  nur  bei  konstanter  Temperatiu*  der  Oase  gültig 

kann, 

Cberdies  kann  man  bei  diesen  Methoden  die  Drucke,  denen  das  Gas 
pessetxt  ist*  nur  zwischen  verhllltnismäfsig  engen  Grenzen  variieren  lassen. 
der  Wichtigkeit  dieses  Gesetzes  fragt  es  sich  jedoch,  oh  es  strenge  und 
Qjnein  gültig  ist 

Seit  Manotte  und  Boyle  sind  deshalb  sehr  \rielfa<;h  Versuche  dai-über 
BSt«llt,  ob  dieses  Gesetz  fllr  alle  Gase  und  für  alle  Drucke  gültig  sei, 
liieren  Versuche  von  Musschenbroek '),  Sulzer ^),  Robison'**)  gelangten 
<3nUcheid enden  Result^ite;  der  erstere  schloFs  iu  Übereinstimmung 
i]i\h  unter  Drucken,  welche  gröfser  waren  als  vier  Atmosphären, 
Luit.  weniger T  die  letzteren,  dafs  sie  mehr  zusammengedrückt  würde, 
äskS  Gesetz  verlangt. 
Im  Jahre  1826  publicierten  dann  Oersted  und  Schwendsen"*)  Versuche 
i  einer  der  beschriebenen  tihnlichen  Methode,  aber  mit  besseren  imd  ge- 
^r«D  Apparaten^  und  nach  einer  zweiten  ganz  verschiedenen  Methode, 
mierten  Luft  in  dem  Kalben  einer  Windbüchse  und  bestimmten 
ler  Wage  das  Gewicht  imd  somit  die  Dichtigkeit  der  in  dem  Kol- 
efitlialt«nen  Luft.  Den  Druck,  unter  welchem  die  Luft  stand,  bestimm- 
sie  mit  Hülfe  eines  Sicherheitsventiles  aus  dem  Dnicke^  den  dieselbe 
die  Wilnde  des  Kolbens  ausübte.  Das  Ventil  wurde  mit  einem  ein- 
en Hebel  fettgedruckt,  und  das  Gewicht  auf  demselben  so  lange  ver- 
bis  die  eingeschlossene  Luft  es  gerade  zu  heben  imstande  war. 
ersten  Methode  dehnten  Oersted  und  Schwendsen  ihre  Versuche 
einem  Drucke  von  8,  mit  der  letztern  bis  auf  (i8  Atmosphüren  aus. 
seil  lassen  aus  ihren  Versuchen,  dafs  für  Luft  das  MariotteBche  Gesetz 
sen  Drucken  strenge  gültig  sei;  bei  der  unvermeidlichen  ün- 
^  r  der  letztern  Methode  darf  man  daraus  jedoch  nur  schlieFsen, 
es  uüt  grofser  Aimäherung  unter  so  hohen  Drucken  noch  besteht. 
Für  andere  Gase  als  die  atmosphärische  Luft  fanden  die  genannten  Phy- 
dajs  Gesetz  jedoch  nicht  bestätigt,  besonders  wenn  die  Gase  duich  Kom- 
ioo  flÜH^ig  zu  machen  sind.  Sie  fanden  z.  B.^afs  sich  schweflige  Säure 
;u  einem  Dinicke  von  zwei  Atmosphüren  gerade  so  verhielt  wie  atmosphä- 
^  J^uft,  dafs  aber  bei  höheren  Dnacken  das  Gas  stärker  komprimiert 

Gleiche  Besultate  erzielten  die  Versuche  von  Despretz^).    £r  brachte 
rere  gi" ' "  oben  geschlossene  Röhren,  deren  eine  Luft,  die  übrigen 

r0  Ga^'  ^-^n,  in  einen  Oerstedßchen  Kompressionsapparat  (Fig.  70 

y^  jmehdem  er  die  oäenen  Enden  der  Röhren  in  ein  Geflifs  mit  Qoeck- 

^T^chtnbroek ,  Cours  de  phyaiqtte.    Paris  1759.    Tome  ill, 
rr     ^Tr■tunnu^>^  ih>   HerliH  1753. 

Irch.  Phil  IlL 

>*,  Edinbiirgh  Jonmal  of  «cience.    VoL  IV.  p.  224. 
JJegprrtZy  Annaieja  de  chim.  et  de  phys.  Tom.  XXXIV. 
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Versuche  von  Despretz,  Arago  und  Dulong. 


Fig.  157. 


Silber  eingesetzt  hatte  (Fig.  157).  Bei  einer  Kompression  des  Wusei 
dem  Apparate  wurde  auch  das  Gas  der  Röhren  komprimiert  Der  D 
war  in  dem  ganzen  Apparate  derselbe,  und  da  die  Bohren  alle  ein  gle 
Volumen  hatten  und  dafür  gesorgt  war,  dafs  das  I^Teai 
Quecksilbers  beim  Beginne  des  Versuches  in  allen  Bi 
gleich  war,  so  hätte  es  auch  in  allen  Röhren  dasselbe  bl 
müssen,  wenn  die  Gase  alle  dem  Mariotteschen  Gesetze  fol 
Es  war  das  jedoch  nicht  der  Fall,  als  die  eine  Röhre  atmo 
lische  Luft,  die  zweite  Anmioniakgas,  die  dritte  Sch^ 
Wasserstoff  und  die  vierte  Cyangas  enthielt.  Das  Vol 
dieser  Gtise  nahm  schon  bei  einem  Drucke,  welcher  ' 
gröfser  war  als  der  zweier  Atmosphären,  schneller  al 
die  Drucke  zunahmen,  schneller,  als  das  Volumen  der 
sphärischen  Luft  abnahm. 

Despretz  schlofs  femer,   dafs  Wasserstoffgas  und 

sphärische   Luft   bis   zu  einem  Drucke  von  15  Atmosp 

dem  Mariotteschen  Gesetze  folgen ,  dafs  aber  bei  einem  D 

von  20  Atmosphären  und  darüber  die  Luft  stärker  zusan 

gedrückt  werde,  als  das  Gesetz  von  Mariotte  es  verlang 

Durch  Despretzs  Versuche  wurde  also  die  exakte  Gültigkeit  de 

setzes  von  Mariotte  auch  ftlr  atmosphärische  Luft  wieder  in  Frage  ge 

deshalb  nahmen  auf  Aufforderung  der  französischen  Akademie  Arag 

Dulong*)  die  Frage  wieder  auf^ 

Dieselben  verfolgten  mit  ihren  Versuchen  die  Kompression  der 
sphärischen  Luft  bis  zu   einem  Drucke   von  27  Atmosphären  nach 
Methode,   die   sich   im  Principe   durchaus  nicht  von   der  Mariottes  i 
schied;    die    aber    durch    die   Sorgfalt,    mit    welcher    die    einzelnen 
des  Apparates  gearbeitet  waren,   und  die  Genauigkeit,  mit  welcher 
Physiker  beobachteten,  Resultate  ergab,  welche  das  höchste  Vertrauei 
dienen.    Die  zu  komprimierende  Luft  war  in  einer  sorgfältig  ausgemes 
Röhre  von  l'",70  Länge  und  5™™  lichtem  Durchmesser  eingeschlossen. 
Röhre  war  von  einem  weitern  Cylinder  umgeben,  durch  welchen  konti 
lieh  Wasser  derselben  Temperatur  hindurchlief,  um  die  in  der  Röhr 
geschlossene  Luft  auf  konstanter  Temperatur  zu  erhalten.     Die  mit 
Röhre  kommuniciercnde  offene  Röhre  hatte  eine  Länge  von  27  Meter.  ^ 
der  nähern   Details   der  Apparate  und  der  einzelnen  Vorsicht«mafsr 
welche  diese  Physiker  anwandten,  müssen  wir  auf  die  Originalabhar 
verweisen. 

Dulong  und  Arago  unternahmen  drei  Versuchsreihen;  in  jedei 
selben  wurde  der  kurze  geschlossene  Schenkel  ihrer  Röhre  mit  Luft 
dem  Drucke  der  Atmosphäre  angefüllt,  und  diese  dann  immer  stärkei 
primiert.  Nach  jeder  Erhöhung  des  Druckes  wurde  das  Volumen  d 
geschlossenen  Luft  und  die  Niveaudifferenz  des  Quecksilbers  in  d 
schlossenen  und  offenen  Röhre  gemessen.  Bei  jeder  Versuchsreihe 
der  Druck  bis  auf  27  Atmosphären  verstärkt.  Folgende  Tabelle  ( 
die  von  ihnen  erhaltenen  Zahlen  in  einer  Versuchsreihe,  bei  der  die 


')   M^moires  de  TAcadömie  des  sciences  de  Tlnstitut   de   France. 
p,  193  ff. 
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auf  1 8**  erhalten  war.    Die  erste  Kolumne  enthttlt  den  Druck 

Beter  Queckgilberhöhe,   die  zweite  das  Volumen  der   Luft   in  der 

senen  Höbre,  die  dritte  das  Volonien  bereclinet  nacli  dem  Mariotte- 

Ge&etze  von  dera  AnfangsvoUxmen  und  dem  Anfangsdrucke  aus,  und 

Tullich  die  Unterschiede  zwischen  dem  so  berechneten  und  dem 

Li  Volumen. 

B      Tabelle  der  von  Dtdonj^  and  Araga  «rhaltenen  Zahlen. 


Druck  in  mtiL 

1  Beobachtetes 

Berechnetes 

1      Differenz 

Quecknilber 

1      Volamen 

Volumen 

mm 

760,00 

501,3 

— 

3612,48 

105,247 

105,470 

0,230 

3757,18 

101,216 

101,412 

0,206 

4625,18 

82,286 

82,380 

0,094 

5000J8 

76,095 

76,198 

0,103       ' 

5737,38 

66,216 

66,417 

0,201 

8596,23 

44,008 

44,320 

0,312 

9992,36 

37,851 

38,132 

0,281 

12620,00 

30,119 

30,192 

0,073 

13245,06 

28,664 

28,770 

0,106 

14667,36 

26,885 

25,978 

0,093 

16534,9 

22,968 

23,044 

0,076 

16584,4 

22,879 

22,972 

0,093 

18438,5 

20,547 

20,665 

0,118 

20236,6 

18,833 

18,872 

0,039 

20498,6 

18,525 

18,588 

0,063 

Vergleicht  man  die  beobachteten  mit  den  berechneten  Zahlen,  so  findet 
lieselben  sehr  nahe  gleich.  Man  nmfs  daraus  schÜersen,  dafs  die 
che  Kompression  der  Luft,  wenn  überhaupt,  sich  nur  sehr  wenig  Yon 
ich  dem  Mariotteschen  Gesetze  berechneten  unterscheidet.    Mehr  darf 

Kch  daraus  nicht  srhliefsen,  da  die  Unterschiede  nicht  gleich  Null 
da  die  beobachteten  Volumina  immer  kleiner  sind  als  das  berech- 
rolumcu.  Es  kann  das  seinen  Grund  haben  entweder  in  der  nicht 
»mjnenen  Richtigkeit  des  Gesetzes  od^  auch  in  Ungonaiügkeiten  der 
n^en.  Die  Art  der  Abweichungen  spricht  jedoch  fär  das  Erstere. 
SVie  schon  in  der  Einleitung  hervorgehoben  wurde,  ist  man  niemals 
ade,  ganz  vollkommene  Messungen  zu  machen;  wenn  die  Abweichimgen 
i«n  den  Beobachtungen  und  den  nach  einem  vermuteten  Gesetze  an- 
Itan  IWeehnungen  nur  sehr  klein  sind,  so  ist  man  zu  der  Annahme 
lügt.,  dals  die  Unterschiede  gleich  Null  sein  würden,  wenn  din 
^en  ganz  vollkommen  wilren,  und  dann  auf  die  Richtigkeit  «los  Ge 
^k  schliofsen.  Indes  wird  in  dem  Falle  der  Unterschied  zwischen 
H|ung  und  Rechnung  bald  positiv,  bald  negativ  sein,  das  heilst,  bald 
PE  beobachtete,  bald  die  sich  aus  den  Rechnungen  ergebende  Zahl 
ir  sein,  da  es  ebenso  wahrscheinlich  ist,  dafs  die  unvermeidlichen 
K^lUDgafehler,  bei  einer  sonst  richtigen  Methode,  die  Resultate  ver- 
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gröfsem  als  verkleinern.  Abweichungen,  welche  immer  in  demselben  %mi 
erfolgen,  und  seien  sie  auch  noch  klein,  lassen  entweder  einen  koiutttjtii 
Fehler  in  der  Methode  oder  eine  Ungenauigkeit  des  Gesetzes  yermnteiL  Dt, 
ersterer  nun  nicht  aufzufinden  ist,  so  dürfen  wir  durch  diese  Yenniehe 
Gesetz  nicht  als  bewiesen  ansehen;  müssen  vielmehr  annehmen,  dab  dii 
sich  zeigenden  Abweichungen  zuiu  Teil  allerdings  in  den  BeobaAihtongi- 
fehlem,  zum  Teil  jedoch  in  einer  Ungenauigkeit  des  Mariotteschen  Ges«tx8t 
ihren  Grund  haben. 

Arago  und  Dulong  schlössen  anders;  sie  glaubten,  wie  man  überhaupt 
im  Anfange  dieses  Jahrhunderts  geneigt  war  anzunehmen,  dafs  die  Nata^. 
erscheinungen  einfachen  Gesetzen  folgen,  dafs  der  mathematische  Aasdnid(| 
derselben  stets  wenig  kompliciert  sein  müsse.  Deshalb  übersahen  diese  Phy- 
siker es,  dafs  die  Abweichungen  stets  in  demselben  Sinne  stattfanden,  näl 
hielten  bei  der  geringen  Gröfse  der  Unterschiede  das  Gesetz  für  bewieset 

Arago  imd  Dulong  konnten  ihre  Versuche  nicht  über  andere  Gase 
die  atmosphärische  Luft  ausdehnen,   da  die  französische  Begierung 
die  Benutzung   der   Gebäude   entzog,  in  denen  ihre  Apparate   aufgesteU 
waren. 

Diese  Lücke  suchte  Pouillet^)  auszufüllen.    Pouillet  nahm  tUr  dieLnl 
nach  den  vorhergegangenen  Versuchen  das  Mariottesche  Gesetz  als  richtif 
an,  und  verglich  mit  den  Kompressionen  der  Luft  jene  der  andern  Gaaa 
Seine  Vorsuchsmethode  war  derjenigen  von  Despretz  ähnlich;  die  Böhm 
in  welchen  er  die  Gase  komprimiei-te ,  hatten  eine  Länge  von  zwei  Meter. 

Die  Resultate  Pouillets  sind  folgende:  i 

1)  Stickstoff,  Sauerstoff,  Wasserstoff,  Stickoxyd  und  KohlenoxydgH 
folgen  bis  zu  100  Atmosphären  dem  Kompressionsgesetz  der  atmosphäzi- 
sehen  Luft. 

2)  Die  Gase,  schweflige  Säure,  Ammoniak,  Kohlensäure  und  Stick- 
oxydulgas, welche  bei  relativ  geringen  Drucken  schon  in  die  tropfba 
flüssige  Form  tibergehen,  werden  merklich  stärker  komprimiert  als  diJ 
atmospärische  Luft,  sobald  ihr  Volumen  auf  Yj  oder  y^  komprimiert  ist 

3)  Das  Gleiche  gilt  für  leichtes  und  schweres  Kohlenwassersto^ 
welche  bei  einem  Drucke  von  100  Atmosphären  noch  nicht  flüssig  werdei 

Folgende  Tabelle  enthält  die  von  Pouillet  mitgeteilten  Resultate.  N 
erste  Kolumne  enthält  die  Drucke,  die  zweite  die  theoretischen  Volnmxfli 

die  folgenden  die  Quotienten      -  der  beobachteten  Volumina  v  und  derÜMI 

retischen  v  für  die  darüber  stehenden  Gase. 

Lange  Zeit  nahm  man  mit  Arago  imd  Dulong  an,  dafs  die 
sphärische  Luft  so  wie  Wasserstoff,  Sauerstoff  und  Stickstoff  dem  Mariotl^ 
sehen  Gesetze  vollständig  folgen,  bis  Begnault  die  Frage  1845  wieder 
nahm.  Er  war  durch  gewisse  Erscheinungen  beim  Ausdehnen  der  Gal 
durch  die  Wärme  auf  die  Vorinutxmg  geführt  worden,  dafs  das  Geseti 
Mariotte  auch  für  diese  Gase  nur  ein  annähernd  richtiges  sei.  Da  nun 
Gesetz  über  die  Kompression  der  Gase  ein  Fundamentalgesetz  der  Fhjfl 
ist,  indem  es  in  fast  alle  Bestimmungen  über  die  Gase  eingeht,  so  stdB 
Begnault  eine  Beihe  neuer  Versuche  über  diesen  Punkt  an*). 

')  Pouillet,  filementa  de  Physique.  4.  ^dit.  Tome  I.jp.  887. 

')  Memoires  de  rAcadcmie  des  sciences  de  Tlnstitat  de  France.  T.  XXL  p.  3tt 
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rheorij- 

r 

# 

ü 

V 

ti&ch»-^ 

V 

t7 

IT 

ü 

7olainen 

Ü 

V 

Leichtes 

Seil  wer eö 

KohlenBÜnra 

Sticlcoxydnl  i 

Kohlenwaa- 

Kobleixwas- 

V 

•   \ 

seratofTgas 

BerBtolTgaB 

'       1,00 

1,000 

1,000 

1,000 

1,000 

0,50 

i,000 

0,096 

0,998 

0,994 

0,25 

1,000 

0,088 

0,095 

0,980 

0»20 

0,980 

0,083   • 

0,992 

0,086 

0,16 

0,980 

0,971 

0,980 

0,083 

OJO 

0,065 

0,956 

0,981 

0,072 

0,065 

0,034 

0,923 

0,949 

0,062      : 

'      0,05(1 

0,010 

0,896 

0,956 

0,055 

0,040 

0,880 

0,840 

0,951 

0,048 

0,030 

0,808 

0,787 

0,951 

0,931 

0,025 

0,730 

0,732 

0,940 

0,019 

0,020 

— 

— 

0,907 

0,890 

0,012 

— 

— 

— 

0,860 

Apparate,  welche  Regnault  anwandte ,  waren  ii»i  wesentlichen  die- 

lobe  aneh  Arago  und  Dulong  angewandt  hatten^  auch  er  Ijenutzte 

1b  von  Mariotte,  ein  ubgt'schlossenes  Gasvohimen  durch  Queek- 

zasani  tuend  rücken  zu  lassen,  und  mafs  dann  xngleieh  das  Vo- 

Gases  und  den  zugehörigen  Druck. 

Verbesserung  der  Methode  liefs  jedoch  eine  bedeutend  gröfsere 
it  in  den  Messungen  erzielen. 

I  und  Dalong  waren  bei  ihren  Versuchen  stets  davon  ausgegangen, 
[geschlossene  Röhre  mit  Luft  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre 
und  diese  nach  und  nach  bis  zu  einem  Dnioke  von  27  Atmo- 
isammen  zu  pressen.  Da  nun  das  Anfangsvolumen  des  Gases 
Wti  l>rni"ke  einer  Atmosphäre  gleich  1  war,  so  war  es  unter  dem 
3n  5  Atmosphären  nur  '^j  bei  10  nm-  Yj^,  bei  20  nur  Yg^j  u.  s.  f. 
|l>ei  den  hohen  Drucken  das  Volumen  sehr  klein  und  dadurch  war 
lieh,  es  mit  der  gröfsten  Genauigkeit  auszumesseu,  besonders 
beachtet,  dafs  es  änfserst  schwierig  ist,  das  Volumen  der  ein- 
Peile  der  Rühre  genau  zu  erhalten,  und  dafs  der  Meniakos  des 
Hjers  nicht  genau  seine  Gestalt  heibehLÜt. 

Hieh  hieraus  unvermeidlich  ergebenden  Ungenauigkeiten  der  Messung 
■egnault  folgende rmai sen : 

■  Glasröhre  von  8  — 10  Millimeter  lichtem  Durchmesser  und  3  Meter 
l^rde  vertikal  aufgestellt.  Die  Rühre,  an  ihrem  obern  Ende  durch 
m  verschlossen,  kommunicierte  an  ihrem  untern  Ende  mit  einer 
^rtikal  aufgestellten,  oben  offenen  Rrihre  von  3ti  Meter  LUnge, 
Quecksilberstiuie  enthielt,  welche  das  in  der  ersten  Röhre  ab- 
au  Gas  zusammendrucken  sollte.  Auf  der  oben  verschlossenen 
drei  Metor  Länge  waren  zwei*  Marken  gezogen,  die  eine  an 
Brii  Ende,  welche  das  Volumen  der  ganzen  lUihre  bestimmte,  in- 
fang  jedes  Versuches  daftir  gesorgt  war,  dafs  das  (iue<i\aTX>ö^\: 
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in  dieser  Röhre  bis  zu  dieser  Marke  stand;   die  zweite  Mark©  war  in  i 
Mitte  der  Röhre  gezogen,   so  dals  sie  genau  das  halbe  Volumen  der  R/<h 
TOn  ihrem  obem  Ende  bis  zur  untern  Harke  bestimmte. 

Man  fUllt  nun  zunächst  die  Röhre  mit  trockener  Luft  unter  dem 
einer  Atmos|>hära  bis  zur  untern  Marke,  dann  drückt  man,  indem  man  i 
Quecksilbersäule  in  der  langen  Röhre  verlängert,  die  Luft  so  weit 
men,  bis  sie  gerade  das  halbe  Volumen  annimmt,  bis  also  das  Queck 
in  der  yerschlossenen  Röhre  bei  der  zweiten  Marke  steht.  Ist  das  Marioti 
Gesetz  genau  richtig,  so  miifs  jetzt  die  Höbe  der  QuecksilbersHule  in 
oÖenen  Röhre  über  der  in  der  verschlossenen  genau  die  Höhe  des 
meter  sein,  der  Druck  mufs  genau  gleich  zwei  AtmosphUren  sein. 

Man  ftillt  nun  zu  einem  zweiten  Versuche  die  ganze  geschlossene  B5 
bis  zur  untern  Marke  mit  trockner  Luft  unter  dem  Drucke  zweier  Ati 
Sphären  und  komprimiert  wieder  auf  die  Hälfte;  der  Druck  muls 
gleich  vier  Atmosphären  sein. 

Füllt  man  dann  das  Volumen  1  mit  trockner  Luft  unter  dem  Dr 
von  vier  Atmosphären  und  komprimiert  diese  auf  das  Volumen  7t?  soj 
jetzt  der  Dmck  acht  Atmosphären  sein  u.  s.  f. 

Km-z,  man  untersucht  auf  diese  Weise,  ob  der  Druck,  der  ein  Vola 
Luft,  welche?  unter  dem  Drucke  h  steht,  auf  die  Hälfte  reduciex-t,  gleich] 
istv    Die  Gasvolumina  sind  bei  diesen  Versuchen  stets  sehr  grofs  und 
halb  der  genauesten  Messung  fähig. 

Wegen  der  Einzelnheiten  des  Apparates  und  der  Vorsieh tsraafsrei 
b^i  den  Messungen  müssen  wir  auf  die  Originalabhandlung  verweisen, 
müssen   wir  kurz   erwähnen,  wie  die   geschlossene   Röhre  mit  Luft 
höheren  Drucken  angefüDt  wurde.    Die  Röhre  kommunicierte  mittels  des] 
ihrem  obem  Ende  befindlichen  Hahnes  mit  einer  Pumpe,  durch  welche  i 
bei  geufl&aetem  Hahn  Luft  in  die  Röhre  pumpen  konnte.     Man  ftill^ 
diese  Weise  die  Röhre  bis  zur  untern  Marke  mit  Luft  an  und   bes 
den  Druck,  unter  welchem  die  Luft  sich  befand,  aus  der  Hohe  der  ' 
sUbersäule  in  der  langen  Röhre.     Man   hatte   es  auf  diese  Weise  in 
Hand,  die  Röhre,  in  welcher  das  Gas  komprimiert  wurde,  bis  «ur 
Marke  mit  Lul't  unter  beliebigem  Drucke  anzuftiUen. 

um  SU  zeigen,  wie  Eegnanlt  aus  diesen  Versuchen  die  Hesull 
hielt,   wollen  wir  zunächst  eine  Versuchsreihe   mit   atmosphärischer* 
folgen  lassen,  bei  welcher  das  Volumen  1  mit  Luft  unter  dem  Drucket 
Atraosphtoe  angeftlllt  wurde.     Die  geschlossene  Röhre  kommunicier 
Beginne  des  Versuches  frei  mit  der  atmosphärischen  Luft;  als  sie 
untern   Marke   mit  Luft  angefüllt  war,  wurde  der  Hahn  geschlossen  i 
durch  EinftlUen  des  Quecksilbers  in  die  lange  Bdhre  das  Volumen  md 
geuau  auf  */s  reduciert 

Kolunme  1   enthält  die  Volumina  V^,  und   F^  beim  Beginne  des  ^ 
»M  V..C  tv»d  nach  der  Kompression,  Kolumne  2  die  entsprechenden 
fueter  Quecksilberhöhe,   Kohmme   3    die   Temperaturen   der 

V 
•tt*  4  das  Verhältnis  der  Volumina  -~ ,  Kolumne  5  das  Veii 

V  *  P 


Kolumne  6  das  Verhältnis 


F..P, 


IN 
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1  yolnmina 

Drocke 
Po  und  P, 

Temperatur           ^o 

n--p. 

1939,69 

969,26 
1939,69 

969,86 
1940,21 

970,10 
1939,47 

969,39 

738,72 
1476,25 

738,99 
1475,82 

739,07 
1476,34 

739,19 
1476,80 

4,44 
4,40 
4,40 
4,43 

2,001  215 
1,999  990 
2,000  010 
2,000  701 

1,998  389 
1,997  076 
1,997  566 
1,997  863 

1,001414 
1,001448 
1,001  224 
1,001  421 

Wäre  das  Mariottesche  Gesetz  genau  richtig,  so  müfsten  die  in  einer 
Biorizontalreihe  befindlichen  Zahlen  der  Kolumnen  4  und  5  genau  gleich 
1,  da  nach  dem  Mariotteschen  Gesetz 

V  '  V  =  P  '  P  ' 


IML  da  ebenso 


V  '  P  =i  V  '  P 


m  müfsten  die  Zahlen  der  letzten  Kolumne  gleich  1  sein. 

f  V  P 

I        Man  sieht  aber,  während   -^  fast  genau  gleich  2  ist,  dafs    J-   stets 

Pdeiner  als  2  und  somit  ./    p^  >  1  ist. 

Es  folgt  also  aus  diesen  Versuchen,  dafs  die  atmosphärische  Luft  schon 
Mner  Druckdifferenz  von  einer  Atmosphäre  von  dem  Gesetze  Mariottes 
hreieht.    Gleiches  fand  Kegnault  bei  allen  übrigen  Gasen. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  von  Regnault  erhaltenen  Zahlen  für 
■aoBphärische  Luft,  Stickgas,  Kohlensäure  und  Wasserstoffgas  zusammen- 

illt. 

Für  jedes  Gas  sind  zwei  Kolumnen  verzeichnet;  die  erste  enthält  die 

.     F  .  P 
Iracke  P^  beim  Beginne  der  Versuche,  die  zweite  das  Verhältnis  w-  ./ 

F^   stets  fast  genau 
^rechende  Druck  ist. 


% 


Fy   war  und   i^    der   dem  Volumen   F^   ent- 


Tabelle Yen  Regnanlts  Yersnehen  über  die  Kompression  der  Gase. 


Luft 


Stickstoff 


Kohlensäure 


p. 


y.pi' 


'r,  ~P, 


Vo  ■  P„ 

K-P, 


Wasserstoff 
V  '  P 


138,72 

1112,53 

«140,82 

19,22 

70,15 

36,41 


1,001414 

1.002  766 

1.003  090 1 

1.003  496 

1.004  286 
1,006  366 


763,62 
1169,26 
2159,60 
3030,22 
4963,92 
6967,96 
7297,06 
8628,64 
9776,38 
10981,42 


1,000 
1 1,000 

i  1,001 

1,001 

:  1,002 

11,003 
'  1,003 
1,004 
11,004 
:  1,006 


788' 

996 

381  ' 

955 

860 

271 

9241 

768; 

881  . 

456 


764,03 
1414,77 
2164,81 
3186,13 
4879,77 
C820,-22 
8393,68 
9620,06 


1 1,007  725 

1 1,012  313 

1,018  973 

1,028  494 

1,045  625;| 

1,066  137: 

11,084  278'' 

(1,099  830 


2211,18  0,998  584 
3989,47  0,996  961 
5845,18,0,996  121 
7074,96  0,994  697 

9175,25)0,993  126 
10361,78  i  0,992  327 
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Man  sieht,   dafs  bei   diesen  vier  untersuchten  Gasen   das   Verhält] 
1^  .  p 
~ — ~  nur  sehr  wenig  von  der  Einheit  abweicht,  so  dafs  also  das  Marioti 

Gesetz,   wenn  es  auch  nicht  genau  richtig   ist,   doch   nur  wenig  von 
Wahrheit  abweicht     Wir  weiNien  es  deshalb  in   den  meisten  FäUfin 
richtig  annehmen  dürfen,  ohne  ftlrchten  zu  mlissen,  grofse  oder  auch 
merkliche  Ungenauigkeiten  zu  erhalten,  besonders  da  wir  in  den  nieü 
Fällen  nur  kleinere  Drucke  anzuwenden  haben,  und  wie  die  Tabelle  xt* 
für  Drucke,  welche  nur  wenig  von  dem  der  Atmosphäre  verschieden 

VF 

das  Yerhältnis  -j^ — ^  sich  der  Einheit  immer  mehr  nähert. 

Bei  aufmerksamer  Betrachtung  jener  Tabelle  findet  man,  dal'»  die  < 
ersten   Gase,   Luft,   8tickstr>ft\   Kohlensäui*e ,   alle  in  demselben  Binne 

V  •  P 
dem  Mariotteschen*  Gesetze  abweichen,  dafs  bei  allen  ~ — w^  ^i  a^ 

'  i  '  -t^i 

allen   das    Volumen   in  rascherem   Verhältnisse   abnimmt,    als   der  Dr 
w&chst,   oder   das    beobachtete  Volumen    F,  kleiner  ist,   als  es  nach 
Mariotteschen  Gesetze  sein  sollte.     Basselbe  EesuHat  enthielten  echon 
Versuche  von  Arago  und  Dulong.    Die  neuen  Versuche  indes  zeigen  weilj 

V'  .  P 
dafs  das  Verhältnis    i^~fr  wächst,   wenn   der   anftlngliche    Dmck, 

dem  das  dem  Versuche  imterworfene  Gas  steht,  gröfser  ist^   dafs  also 
Abweiehungen   zwischen    dem    wirklichen   Verhalten    der   Gase    und 
Mariotteschen   Gesetze   um    so   gröfser  werden,   je    mehr   die   Znaa 
drückung  des  Gases  wuchst.     Wenn  nun  auch  die  Regel mäfsigkeit  diel 
Zahlen   auf  das   entschiedenste    dafür   si>richt,   dafs   die  beobachtet>eii 
weichungen  nicht  Folge  der   Beobachtungsfehler  sind,    sondern   ein 
genauigkeit  des  Gesetzes  ziageschiieben  werden  müssen,  so  ist  es  do 
naehzuweisen,  dafs  sie  gröfser  sind  als  die  Beobachtmigsfehler,  welobe"" 
annehmen  dürfen.    Sei  doshalb  der  beobachtete  Wert 

F,.P,      "^ 

und  nehmen  wir  V\  genau  ^  7s  ^m  ^^  ^^^ 

n  -p.  _ 

V,  .  p,  -^ 

oder 

Wäre  nnn  das  Mariottesehe  Gesetz  genau  richtig,  so  müTste 

V  ■  P'    ^^    P'    —     » 
oder 

P,'  =  2P„ 

sein.    Der  Unterschied  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  ist  demnach 
P;-  P,  =  2F,-2  ^"  =  -IP,  (i  -  !)• 


Abweicbungeu  der  Gase  vom  Mariolteachea  G^flett. 


429 


I)i»66r  ÜDterschied  zwischen  Theorie  nnd  Beobachtung  lÄfst  sich  nmi 
wenn  wir  in  diesen  Ausdruck  die  Werte  P^  und  «  unserer  Ta- 
isetzen,  man  erhalt  dann  den  Unterschied  in  der  Hrjhe  der  Queek- 
ileß,  wie  sie  beobai^htet  wurden,  und  wie  sie  nach  dem  Gesetze  von 
im  hüiten  sein  sollen.    Für  Luft  erhalten  wir  dann 


^a 

P\-'P^ 

738™™72 

2"'^,08 

2112   63 

11   65 

4140   82 

25   50 

4219   05 

29   36 

6770   15 

57   68 

9536   41 

118   Ol. 

Diese  Differenzen  sind  offenbar  zu  grofs,  als  dals  man  sie  den  Beobach- 
sfeiilem  zuschreiben  könnte.  Das  Mariottesehe  Gesetz  ist  demnach 
strenge  richtig,  wenn  auch  die  Abweichungen  so  unbedeutend  sind, 
wir  sie  im  allgemeinen  nicht  zu  beachten  haben  werden, 
Bticketoff,  Kohlensäure  und  Sauerstoff  v  er  halten  sich  wie  atmosphä- 
ifi  I«aft,  sie  werden  stärker  zusammeugediilckt ,  als  das  Mariottesehe 
verlangt,  Sie  bilden  also  mit  den  von  Despretz  und  Pouillet  unter- 
lau  Gasen,  Ammoniak,  schweflige  Sü.ui*e,  Cyan  u.  s,  t  eine  Gruppe; 
diese  Gase  besitzen  eine  Zusammendrüekbarkeit,  welche  mit  dem  äuTsem 
dce  lEuniiiunt. 

V  .  P 
Anders  jedoch  das  Wasserstoffgas;  ftti*  dieses  ist  das  Verhältnis  „^ — ~ 

kli9mer  als  1.    Dieses  Gas  wird  also  bei  steigenden  Drucken  weniger 
zu&amcnengediilekti   V^  nimmt  nicht   in    demselben  Verhilltnisse  ab, 

V  *  P 
L   wächst;  und  da  bei  immer  gWJfsem  Änfangsdrucken  der  Wert  ^r     p 

kleiner  wird,  so  folgt,  dals  mit  wachsendem  Drucke  die  Kompressi- 
It  abnimmt 

Folgende  Tabelle,  welche  Zahlen  enthält,  welche  ßegnault  aus  seinen 
iiielieii  berechnete,  zeigt,  wie  die  Kompressibilität  wächst  bei  den  drei 
1  abnimmt  bei  dem  letzten  Gase.     Sie  gibt  die  Drucke  an^  welche 
1   sind,  um  ein  Gas,  welches  unter  dem  Drucke  1  Meter  Queck- 
eins  Volumen  1  hat,  auf  y^,  V4  '  *  "  ^"^  komprimieren. 


Luft 


Kohlensäure 


Stickgas 


Wasserstoff 


Druck 


Differenz 


Druck     Differena 


Druck    Differenz 


Druck 


Differens 


+  o,ouoo 
'  0,002s 

0,0120 
-j-  0,0543 

,+0,1'A 


Meter  Meter 

1,0000+0,0000 
1.98-i9|-f- 0,0171 
3,8973i  -f  0»1026 
7,5193  4-0,4807 
9,2262  4-0,7738 


+  1,1308 
+  -2,0740 
+  3,2946 


Mettr 

1,0000 

1,9986 

3,9919 

7.9641 

9,9435 

U,9191 

tö,85Ö7 

19,7885 


MetoT 

+  0,0000 
4-  0,0014 
+  0,0081 
+  0,0359 
4"  0,0565 
4-  0.0809 
+  0,1403 
4-0,3116 


Mciter 


Metor 


0,0000 
0,0011 
0,0068 
0,0339 
0,0560 
0,0844 
16,ltilti|  —  0,161G 
20,2687—0,2867 


1,0000 
2,0011' 
4,0068 
8,0339 

10,05Ö0! 

12,08441 


12^1^ 
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Um  diese  ErscheinnngoD  ziisaminenziifasseiai  kann  man  sieli  mn 
deuken,  welclies  genau   dem  Mariotteschen  Gesetze   folgt  und  welches 
Grenze  bildet  zwischen  den   beiden  Gruppen,   deren  eine,  Luft,  Stick 
Kohlensäure,   starker   komprimiert  wird,   deren   andere,   allein  durch 
WasserstoÖ'  repräsentiert,   jedoch    in    geringerni  Grade    zusammengedrü^j 
wird  als  jenes  angenommene  Gas.    Das  Mariottesche  Gesetz  ist  deronaeb  i 
Gesetz,  dem  sieb  die  verscbiedetien  Gase  mehr  oder  weniger  annähenL 
Abweicbungen  bängim  ab  von  der  Natur  des  Gases,  von  den  anf) 
Dnieken   und   andern  Umständen;   in  welcher  Weise  jedoch    die 

zwischen  dem  beobachteten  Werte  von  -j/ — ^  und  dem  theoretischen  Weif 


der  gleich  1  ist,  oder 


V     p 


i=ß 


tfXn  diesen  Umstund en'abhängt,  läfst  ßicli  bisher  nicht  bestimmen. 

Man  kann  indes  aus  den  lleob  ach  taugen  in  Übersichtlicher  Weis« 
die  Äbweicliungen  der  Gase  vom  Mariottesclien  Gesetz  darstellende  Infij 
polationetbrmül  ableiten.    Für  eine  gegebene  Gasmenge  bat  das  Produkt  J 
tHr  jeden  Druck  oder  auch  t1lr  jedes  Volumen  einen  bestimmten  Wert, 
nach  dem  Mariotteschen  Gesetz  sollte  dieses  Produkt  ftlr  Jeden  Druck 
jedes   Volumen   denselben   Wert   haben.     Die   Abweichung   der   Gase 
diesem   Gesetz    besteht  nun    darin,    dafs   mit   steigendem   Druck   oder 
nehmendem  Volumen  dieses  Produkt  kleiner  wird;  man  kann  dieselbe 
halb  darstellen,  indem  man  die  VerEinderung   dieses  Produktes   durck  i 
Gleichung  wiedergibt^  welche  die  Abhängigkeit  desselben  von  dem  Dme 
oder  dem  Volumen  V  ausdruckt.    Gelien  wir  von  irgend  einem  Dnicke] 
aus  und  nennen  das  zugehörige  Voliunen  V^y  so  können  wir  entweder  set( 


oder  auch 


rv 
py 


Dafs  wir  in  den  Klammem  den  Überscbuls  der  betreffenden  Quotäc 
über  1  setzen  mllssen^  erkennt  man  daraus,  dafs  ttir  V  ^^  V^  oder  P  • 
die  Quotienten  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  gleich  1  werden  mfl 

Man  erkeimt  weiter  leicht,  dafs  in  der  ersten  Porjuel  F  im  Nenner] 
der  zweiten  P  im  Zähler  stehen  muts,  da  die  Abweichungen  der  Gase 
Mariotteschen  Gesetze  um  so  griifser  werden,  je  kleiner  das  Volumen 
je  gröfser  der  Druck  wird.    Hetzen  wir  P^j  ^  t,  etwa  1  Meier  Querk 
und  Y^  ebenfalls  gleich  1 ,  nehmen  also  etwa  an,  dafs  sich  unsere  Wd 
auf  1  Liter  Gas  unter  dem  Drucke  1  Meter  Quecksilber  beziehen,  so  k8 
wir  obige  Formeln  schreiben 


li 


PV  ^  i  ^  A,  {P  —  \)  +  B,  (P  ^  ly II 

Die  erste  Form  der  Interpolationsgleichung  wurde  von  Begnault 
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• 
iMiatxt^),  während*  Joehmann')  und  Schröder  van  der  Kolk*)  die  zweite 
^vlUten.  Der  letztere  zeigte,  dafs  für  keines  der  untersuchten  Gase  sich 
-.de  beobachteten  Werte  von  P  Y  mit  der  von  Regnault  bei  seinen  Beobach- 
angenommenen  Genauigkeit  mit  einem  Paare  von  Konstanten  dar- 
liefs,  er  benutzte  deshalb  die  Gleichung  nur  für  kleinere  Intervalle. 
^Hr  begnügen  uns  indes  hier  damit,  die  von  Regnault  aus  seinen  Beobach- 
ilogen  abgeleiteten  Konstanten  anzuführen,  da  wir  doch  noch  im  §  102 
tod  später  in  der  Wärmelehre  auf  diese  Rechnungen  zurückkommen  müssen. 
Die  durch  ihre  Logarithmen  gegebenen  Konstanten  flir  die  vier  von 
Begnanlt  untersuchten  Gase  sind: 

Luft log  ^  =  0,043  5120  —  3     log  B  =  0,287  3751  —  5 

Stickstoff  ...  log  ^  =  0,838  9376  —  4     log  B  =  0,847  6020  — .  6 

Kohlensäure.  .  log  ^  =  0,931  0399  —  3     log  5  =  0,862 4721  —  6 

Wasserstoff  .  .  log  ^  =  0,738  1736  —  4     log  2?  =  0,925  0787  —  6. 

Für  den  Wasserstoff  ist  zu  beachten,  dafs  PF  stets  gröfser  als  1  ist, 

hi  ist  deshalb  in  der  Gleichung  das  zweite  Glied  positiv  zu  setzen.     Die 

konstanten  leitete  Regnault  aus  den  für  8™  und  für  16*°  Druck  beobachteten 

Ferte  Ton  P7  ab. 

Später  hat  Regnault^)  noch  einige  andere  Gase  bis  zu  einem  Drucke 
etwa  8  Atmosphären  untersucht.     Die  von  ihm  für  dieselben  berech- 
I0(en  Interpolationsformeln  haben  die  Gestalt 

\^i^  -=  1  -  ^  (P  -  0,76)  -Bi^V-  0,76)*, 

die  Drucke  ebenfalls  in  Meter  Quecksilber  gegeben  sind.     Die  Loga- 
tiimen  der  Konstanten  haben  folgende  Werte: 

Sauerstoff  ...  log  ^  =  0,269  9060  —  3  log  B  =  0,664  6643  —  5 
Kohlenoxyd  .  .  log  ^  =  0,7805656  —  3  log  B  =  0,848  9327  —  4 
Stickoxydul  .  .  log  ^  =  0,814  6743  —  3  log  i?  =  0,667  0487  —  4 
Stickoxyd  ...  log  ^  =  0,4465181  —  3     log  B  =  0,4395015  —  4. 

In  der  Gleichung  für  Stickoxydul  ist  B  negativ,  also  das  dritte  Glied 
ontiv  zu  setzen. 

Für  eine  Anzahl  anderer  Gase  hat  Regnault  das  Verhalten  gegenüber 

Mariotteschen  Gesetze   bis   zu  einem  Drucke  von  zwei  Atmosphären 

folgt.    Folgende  Tabelle  enthält  die  Resultate;  in  dieselbe  sind  auch  die 

ler  erwähnten  Gase  aufgenommen,  sie  ist  geordnet  nach  dem  Grade,  in 

em  die  Gase  vom  Mariotteschen  Gesetze  abweichen,  die  Abweichung 

P  V 
um  80  gröfser,  je  gröfser  der  Quotient    p—^    ist.     Die  Zahlen  gelten 

eine  Temperatur  von  7^,9  C. 

P         P  '  V 
P  p  0  _    *L 

0  -*  jj  P '  V 

Luft 702,78     1457,61     2,074     1,00215 

Stickoxyd 720,08     1416,33     1,967     1,002  85 

Kohlenoxyd 703,18     1457,28     2,072     1,002  93 

>)  BegnaüU,  M^moires  de  TAcad.  T.  XXI.  p.  418  ff. 

^  JoduHonn,  SchlOmilchs  Zeitschrift  für  Mathematik  etc.  Bd.  V.  p.  101. 

^  Sd^röder  ran  der  Kolk,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXVI. 

*)  Begnault,  M^moires  de  TAcad.  T.  XXVI.  p.  299  ff. 


432  Abweichung  der  Gase  vom  M.  G.  bei  hohem  Drnclce.  |l 

P  P  J^        -fi  •  ^< 

Grubengas 706,63  1383,73  1,968  1,00684 

Stickoxydiil 703,10  1448,63  2,060  1,006  61 

Kohlensäure    ....774,03  1650,63  2,003  1,007  22 

Chlorwasserstoff ..  708,93  1460,03  2,069  1,009  26 

Schwefelwasserstoff  722,63  1409,93  1,961  1,01083 

Ammoniak 703,53  1435,33  2,040  1,01881 

SchwefUge  Säure     697,83  1341,58  1,922  1,02088 

Cyan 703,48  1428,68  2,031  1,02363 

Die  Abweichungen  vom  Mario ttescben  Gesetze,  stets  im  Sinne  d 
starkem  Kompressibilität,  sind  zum  Teil  sehr  beträchtlich,  sie  sind,  wie 
später  zeigen  werden,  im  allgemeinen  um  so  gröfser,  je  leichter  die  G 
zu  Flüssigkeiten  kondensiert  werden. 

§  99. 

Abweichung  der  Oase  vom  Mariottesohen  G^esetse  bei  hob 
Drucke.  Die  Regnaultschen  Versuche  ergeben  uns  das  Verhalten  der  ( 
von  etwa  1  bis  30  Atmosphären.  Sowohl  für  Drucke ,  welche  kleiner  i 
als  derjenige  einer  Atmosphäre,  als  ftlr  gröfsere  Drucke  hat  er  die  ( 
nicht  verfolgt.  Für  erstere  Drucke  glaubte  er,  dafs  die  Beobachtmigsfe! 
zu  grofs  seien,  um  einige  Sicherheit  über  das  Verhalten  der  Gase  eriia 
zu  können.  Da  indes  die  Gase  nach  Kegnaults  Beobachtungen  mit  steij 
dem  Drucke  immer  weiter  vom  Mariotteschen  Gesetze  abweichen,  m 
man  an,  dafs  sie  in  ihreip  Verhalten  sich  demselben  um  so  mehr  n&h 
je  kleiner  der  Druck  wird. 

Es  sind  nun  in  neuerer  Zeit  Versuche  über  das  Verhalten  der  ( 
bei  Drucken,  die  kleiner  sind  als  der  Druck  einer  Atmosphäre,  ipon 
Beobachtern  durchgeführt  worden,  von  Siljeström *) ,  Mendelejeff^) 
Ajnagat^).  Der  erstere  schliefst  aus  seinen  Versuchen,  dafs  in  der  1 
mit  abnehmendem  Drucke  das  Produkt  aus  Druck  und  Volumen  stets 
nehme,  dafs  sich  dasselbe  aber  nicht  einer  bestimmten  Grenze  annll 
dafs  also  selbst  bei  grofser  Verdünnung  die  Guse  nicht  dem  Mariottes« 
Gesetze  folgen.  Die  Versuche  von  Siljeström  sind  indes  von  Mendel 
einer  scharfen  Kritik  unterzogen,  und  da  Siljeström  selbst  angibt,  daß 
von  ihm  beobachteten  Abweichungen  vom  Mariotteschen  Gesetze  di 
Ändenmgen  des  beobachteten  Druckes  verschwinden,  die  im  allgeme 
kleiner  sind  als  die  von  ihm  zugegebenen  Beobachtungsfehler  der  einze 
Beobachtungen,  so  kann  man  trotz  der  zahlreichen  Versuche,  die 
Siljeström  angestellt  sind,  seine  Folgerungen  nicht  für  begründet  halte! 

Mendelejeff  kommt  bei  seinen  mit  Kirpitschoff  angestellten  Versuche 
dem  entgegengesetzten  Resultate ;  er  findet,  dafs,  wenn  man  von  dem  Du 
einer  Atmosphäre  aus  den  Druck  des  Gases  vermindert,  das  Produkt 
wieder  abnimmt,  so  dafs  dasselbe  also  bei  dem  Druck  einer  Atmosp 


*)  Siljeström^  Poggend.Ann.  Bd.  CLL 

*)  Mendd^ejf,  Berichte  der   deutschen   chemischen  GesellBcbftft  Bd. 
pp.  486.  1339. 

»;  Amagat,  C.  R.  T.  LXXXIL  p.  9i4. 
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^m       Abwe 

j^mifun  hjltte.  Mir  sind  bisher  nur  die  vorlänfigeii  von  Mendelejeff 
l  Berichten  der  deutschea  chemischen  ÖeseUschaft  verötfeEtUchten 
at©  bekannt;  die  dort  mitgeteilten  Zahlen  zeigen  indea  bei  kleinen 
en  eine  derai-tige  Abnahme  des  Produktes  P  F,  dals  man  an  der 
^keit  derselben  zweifeln  muls.  Bezogen  auf  das  Prodtikt  P  V  bei 
'  Druck  als  Einheit  erhält  Mendelejeff  bei  51,628"^"'  0,993  06,  bei 
>*^  schon  0,971  U  und  bei  14,555'""*  gar  nur  0,965  51.  8o  lange 
b  nicht  die  vollständige  Arbeit  von  Mendelejetf  und  Kii-pitschoff*  vor- 
kazm  ich  die  vorläufigen  Resultate  nicht  für  richtig  halten. 
>aftir  sprechen  auch  die  Versuche  von  Amagat;  derselbe  findet,  dals 
emen  Drucken  diu  Gase  dem  Mariotteschen  Gesetze  folgen,  oder 
^k  so  wenig  von  demselben  abweichen,  dafs  die  Abweichungen  durch 
^Kmeidlichen  Beobachtungsfehler  verdeckt  werden.  Das  von  Ainagafc 
^P&  Versuchen  benutzte  Verfahren  war  folgendes.  Zwei  Kugeln  dick- 
ten Glases,  jede  von  etwas  mehr  als  100^*^  Inhalt,  waren  durch  ein 
9h r  mit  einander  verbunden.    An  der  untern  befand  sich  ein  langes 

Jches  in  ein  tiefes,  auf  und  nieder  verstellbares  GelUfs  mit  Qneck- 
chte.    Die  obere  Kugel   trug  ein  Ansatzrohr,  welches  durch  einen 

I  durchbohrten   Hahn   mit   einer   gegabelten  Röhr©   in  Verbindung 
einer  Arm  zu  einer  Luftpumpe,  deren  anderer  zu  einem  Mano- 


Utrvnd  nun  das  untere  Ende  dos  langen  Rohres  in  Quecksilber 
B^  wurde  aus  den  Kugeln  die  Luft  ausgepumpt,  bis  das  Quecksilber 

eine  Marke  stieg,  die  sich  an  dem  die  beiden  Kugeln  verbindenden 
Apbr  befand^  und  dann  am  Manometer  der  Druck  des  noch  in  der 
H^^l  vorhandenen  Gases  abgelesen.    Darauf  wurde  das  Quecksilber- 

SO  weit  gesenkt,  bis  das  Quecksilber  aus  der  uutera  Kugel  bis  zu 
HLdem  ontem  langen  Bohr  befindlichen  Marke  hinabsank^  und  wieder 
^■k  des  jetzt  nahezu  auf  das  doppelte  Volumen  gebrachten  Gases 

lia  beiden  Kugeln  befanden  sieh,  um  die  Temperatur  konstant  zu  er- 
■n  einem  Wasserbade,  und  es  schwankte  infolge  dessen  die  Tem- 

i 


kax  etwa  um  Vso  Örad, 

Isieben  Versuchsreihen,  bei  denen  die  Temperaturen  stets  zwischen 
12**  waren,  ergaben  sich  folgende  Resultate: 


Zahl  der 
Einzelversuche 
5 
5 
8 
6 
6 
4 
7 


Anfangsdruck 


p  mm 
^0 


P  V 


6,641  1,0018 

6,546  1,0035 

10,499  1,0000 

10,516  0,9998 

10,552  1,0022 

6,038  1,0011 

6,536  1,0018 

^  ikbweichungen  der  Zahlen  der  letzten  Reihe  siud  kleiner  als  die 
BeobachttiDgstohler,  so  dals  in  der  That  diese  Zahlen  eine  Ab- 
der  Lult  voiu  Mariottescben  Gesetze  nicht  erkennen  lassen.    Wir 
irgliAlb,  bis  weitere  Versuche  vorliegen,  annehmen,  dala  damN^T* 
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halten  der  Gase  in  Drucken  über  1  Atmosphäre  entsprechend,  di< 
weichung  vom  Mariotteschen  Gesetze  immer  kleiner  wird,  je  kleine 
Druck  wird;  oder  die  Gase  nähern  sich  mit  wachsender  Verdtbrnn 
ihrem  Verhalten  dem  Gesetze  mehr  \md  mehr. 

Wenn  man  die  Gase  starkem  als  den  von  Segnault  angew; 
Drucken  unterwirft,  so  tritt  bei  der  Mehrzahl,  wie  schon  erwähnt 
der  Übergang  in  die  flüssige  Form  ein,  bei  einigen,  den  sogenannte 
nianenten  Gasen,  Luft,  Stickstoff,  Sauerstoff,  Wasserstoff,  Kohlenoxyc 
nicht,  wenigstens  dann  nicht,  wenn  man  die  Kompressionen  bei  der  g 
liehen  Temperatur  unserer  Umgebung  vornimmt  Wir  beschränk) 
hier  auf  die  Besprechung  des  Verhaltens  der  Gase  bei  gewöhnliche: 
peratur  und  werden  erst  im  dritten  Bande,  wenn  wir  die  Kontinui 
flüssigen  und  gasförmigen  Zustandes  besprechen,  auf  das  Verhalt 
Gase  in  den  verschiedenen  Temperaturen  zurückkommen. 

Die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  permanenten  Gase  in  weit 
Drucken,  bis  zu  2000  Atmosphären,  ist  zuerst  von  Natterer*)  vorgenc 
derselbe  komprimierte  die  Gase  in  der  Flasche  seines  §  110  beschr 
Kompressionsapparates  und  mafs  den  Druck,  ähnlich  wie  Oerst 
Schwendsen  bei  ihren  vorhin  erwähnten  Versuchen,  indem  er  gegen 
der  Flasche  angebrachtes  Ventil  einen  Hebel  wirken  liefs  und  die  G 
bestimmte,  welche  den  Hebel  im  Gleichgewicht  hielten.  Das  kompr 
Gas  liefs  er  dann  durch  eine  Röhrenleitung  unter  eine  in  einer  pn< 
sehen  Wanne  stehende  Glocke  treten,  deren  Kubikinhalt  genau  10 
grofs  war  als  der  Kubikinhalt  der  Flasche  des  Kompressionsapi 
Wenn  nun  die  Gase  dem  Mariotteschen  Gesetze  folgen,  so  mufs  je« 
wenn  die  Glocke  einmal  aus  der  Flasche  unter  dem  Drucke  einer 
Sphäre  gefüllt  wird,  der  Druck  um  10  Atmosphären  abnehmen,  si 
Gase  weniger  kompressibel,  als  es  das  Mariottesche  Gesetz  verlaE 
mufs  der  Druck  bei  jeder  Füllung  der  Glocke  um  mehr  als  10  Atmos 
abnehmen  und  zwar  um  so  mehr,  je  mehr  die  Gase  in  dem  Sinne  vc 
Gesetze  abweichen.  Es  zeigte  sich,  dafs  in  hohen  Drucken  die  '. 
abnähme  bis  zu  mehr  als  dem  lOfachen  wuchs;  als  Stickstoff  z.  B.  1 
2790  Atmosphären  komprimiert  war,  sank  bei  dem  ersten  Austret 
10  Volumen  Gas  der  Druck  um  136,  dann  um  132  Atmosphären,  e 
der  Druck  auf  76  Atmosphären  herabgegangen  war,  nahm  er  für  jed 
Volume  heraustretenden  Gases  um  10  Atmosphären  ab. 

Indem  Natterer  in  dieser  Weise  die  Flasche  allmählich  entleer 
nach  jedesmaligem  Ausfliefsen  von  10  Volumen  den  Druck  beoba 
liefs  sich  auch  rückwärts  bestimmen,  wieviel  Volume  Gas  in  der  I 
bei  einem  bestimmten  Drucke  komprimiert  waren.  Da  nun  der  rec 
Wert  der  in  der  Flasche  enthaltenen  Anzahl  Volumina  das  Volxmn 
in  der  Flasche  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  vorhandenen 
angibt,  so  läfst  sich  auf  diese  Weise  das  Produkt  P  •  V  für  jeden 
angeben,  jenes  bei  1  Atmosphäre  Druck  gleich  1  gesetzt.  In  dieser 
sind  in  folgender  Tabelle  einige  von  Natterers  Angaben  zosammeng« 
die  erste  der  für  jedes  Gas  angegebenen  Kolumnen  enthalt  die  Dn 

')  NcUterer,  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  Bd.y.  Bd^YL  S 
Poggend.  Ann.  Bd.  LXII.  Bd.  XCIV.  Die  hier  angefahrten  Yennche  find« 
P.  A.  Bd,  XCIV. 
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itmosphären,  die  zweite  die  Anzahl  der  in  der  Flasche  unter  diesen 
cken  komprimierten  Volumina  der  Gase,  deren  reciproker  Wert  das 
unen  jener  Gemenge  ist,  welche  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre 

P  V  1 

lasche  ausfüllt,  die  dritte  Kolumne  enthält  den  Quotienten  ■w~y  =  "p^ 

n  Abweichung  von  der  Einheit  den  Grad  der  Abweichung  vom  Mariotte- 
G^esetze  in  derselben  Weise  angibt  wie  bei  den  Zahlen  von  Begnault. 


Wasserstoff 

Sauerstoff 

p 

1 

1 

P 

1 

1 

V 

P.  V 

r 

PV 

2790 

1008 

0,3613 

1  1354 

657 

0,4582 

2347 

958 

0,4081 

1106 

617 

0,5578 

1781 

848 

0,4761 

923 

577 

0,6251 

1508 

778 

0,5159 

764 

537 

0,7028 

1259 

708 

0,5615 

563 

467 

0,8294 

1018 

628 

0,6187 

463 

417 

0,9006 

751 

528 

0,7030 

370 

347 

0,9378 

505 

398 

0,7881 

276 

267 

0,9674 

365 

308 

0,8438 

243 

237 

0,9763 

248 

218 

0,8790 

210 

207 

0,9857 

100 

98 

0,9800 

188 

187 

0,9947 

78 

78 

1,0000 

177 

177 

1,0000 

Stickstoff 

Kohlenoxyd 

P 

1 

1 

P 

1 

1 

V 

P'V 

V 

PV 

2790 

705 

0,2527 

2790 

121 

0,2606 

2046 

645 

0,3152 

,  2088 

QU 

0,3242 

1640 

605 

0,3680 

1674 

637 

0,3805 

1468 

585 

0,4012 

1416 

607 

0,4286 

1228 

555 

0,4519 

1196 

577 

0,4824 

1035 

525 

0,5072 

1016 

547 

0,5383 

801 

475 

0,5930 

814 

507 

0,6228 

600 

415 

0,6917 

599 

447 

0,7462 

403 

335 

0,8312 

408 

367 

0,8999 

206 

195 

0,9466 

204 

197 

0,9657 

107 

105 

0,9813 

138 

137 

0,9928 

85 

85 

1,0000 

127 

127 

1,0000 

Für  geringere  als  die  zuletzt  in  den  Tabellen  angegebenen  Drucke  er- 
Natterer  Ar  die  Produkte  P-  V  den  Wert  1,  da  diese  Methode  selbst- 
tftndlich  nicht  imstande  ist,  die  kleinen  Abweichungen  der  Gase  vom 
lyUeschen  Gesetze  in  geringeren  Drucken  erkennen  zu  lassen. 

Sie  Versnohe  Natterers  sind  neuerdings  wiederholt  von  Cailletet^); 

0  OmOäU,  Oomptet  Kendus  T.  LXX.  p.  1131. 
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das  von  demselben  angewandte  Verfahren  ist  dem  von  demselben  Fhjnkn  i 
bei  der  Kompression  der  Flüssigkeiten  benutzten  fthnlich.    Die  G«M  be- 
fanden sich  in  einer  unten  offenen  und  mit  dem  offenen  Ende  in  Qveek- 
Silber  tauchenden  Grasröhre  von  etwa  50^^  Inhalt;  an  das  obere  Ende  der 
Röhren  war  ein  innen  vergoldetes   Kapillarrohr  angesetzt,  welches  obei 
geschlossen  war.    Diese  Vorrichtung  war  in  einen  mit  Wasser  angefUltai 
Kompressionsapparat  gesetzt.     Liefs  man  nun  auf  das  Wasser  den  dnrtli 
ein  Desgoffesches  Manometer  (§  64)  gemessenen  Druck  vnrken,  so  pflaute 
sich  derselbe  auf  das  Quecksilber  fort,  und  dieses  stieg,  wenn  der  Dmk 
grofs  genug  war,  in  das  kapillare  Rohr  und  löste  das  Qtold  an  den  W&nd» 
soweit  auf,  als  es  in  das  Rohr  eingedrungen  war.    Der  Raum  des  kapillara 
Rohres,  an  dessen  Wandung  das  Gold  nicht  aufgelöst  war,  gab  dann  du 
Volumen  des  komprimierten  Gases,   welches  nach  Beendigung  der  Kom- 
pression bestimmt  wurde.     Die   von  Gailletet   auf  diese  Weise   bei  einer 
Temperatur  von  15^  erhaltenen  Zahlen  gibt  folgende  Tabelle,  zusammen- 
gestellt mit  den  Zahlen  von  Natterer. 

Druck  in  Atmosphären 

60 
80 

100 

200 

300 

400 

605 

Später  hat  Gailletet^)  Messungen  über  die  Kompressibilität  des  Stick- 
stoffes angestellt,  bei  welchen  er  direkt  die  Höhe  der  drückenden  Queck- 
silbersäule mafs.  Die  Einrichtung  des  Kompressionsgeföfses  zeigt  Fig.  iMi 
In  einer  starken  Röhre  von  Stahl,  1,8~  lang  und  25°*"  weit,  befindet  skk 
das  oben  in  eine  enge  Röhre  verlängerte  mit  dem  Gase  gefüllte  Geflft^ 
Die  Glasröhre  ist  wieder  auf  ihrer  innem  Seite  vergoldet.  Die  StahlrAn 
ist  oben  durch  den  eisernen  Conus  D  und  die  Schraube  C  verschlosMo; 
dieselbe  ist  vollständig  mit  Quecksilber  geftiUt.  An  dem  untern  Ende  iit 
die  Stahlröhre,  wie  die  Fig.  zeigt,  mit  einer  3*°™  weiten  Röhre  TT  t« 
weichem  Stahl  verbunden,  welche  eine  Länge  von  250°*  hat,  und 
um  eine  Holztrommel  von  2™  Durchmesser  gewickelt  ist,  die  sich  um 
vertikale  Axe  drehen  kann.  Das  Gefäfs  hängt  selbst  an  einem  4™"  didM 
ebenfalls  um  eine  Holztrommel  gewickelten  Stahldraht.  Die  StaUrOlü 
ist  vollständig  und  mit  grofser  Sorgfalt  mit  Quecksilber  gefüllt,  so  i 
die  Quecksilbersäule  nirgendwo  durch  eine  Luftblase  unterbrochen  i 
Die  ganze  Vorrichtung  war  über  dem  500°*  tiefen  artesischen  Bnmnfli 
Butte-aux-Cailles  aufgestellt.  Durch  Drehen  der  den  Draht  und  die  Stdi* 
röhre  tragenden  Holztrommeln  wird  dann  der  Apparat  vorsichtig  und  ItiRr 
sam  in  den  Brunnen  hinabgelassen,  bis  zu  einer  Tiefe,  die  genau  durdi  " 
Länge  des  abgewickelten  Stahldrahtes  gemessen  wird,  der  dann  andi 
Höhe  der  drückenden  Quecksilbersäule  entspricht.  Die  an  dem  AppinM 
angebrachten  Maximumthermometer  gestatten  nach  dem  HenMumhen 

')  CaüleUt,  D'Almeida  Jounial  de  physiqae  T.  VIII. 


xiatbcioi. 

F.P, 

Wasserstoff 

VP             Luft 

Gailletet 

Natterer 

Gailletet 

Natteier 

0,9810 

— 

1,0137 

— 

« 

— 

1,0118 

— 

0,9552 

0,9800 

1,0098 

1,0000 

0,9158 

0,9050 

0,9990 

0,9503 

0,8761 

0,8600 

0,9405 

0,9200 

0,8374 

0,8312 

0,8672 

0,8628 

0,7580 

0,7533 

0,7215 

0,7185 

Tersnche  von  Caiüetet  und  Amagat 
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Temperatiir  zu  bestimnjen,  welche  der  App&i'at  im  Brmmen  hatte, 
Üso  die  Komprrtssion  stattgefunden  hatte.  Dieselbe  war  bis  zu  einer 
84"'  15^  und  stieg  dann  bei  dem  Hinablassen  bis  182™  auf  17". 
Volumen  der  komprimierten  Luft  ergab  sich  gerade  wie  bei  den 
h  beschriRbenen  Versuchen  aus  der  Strecke,  bis  zu  welcher  in  der 
tyhre  das  Gold  aulgelöst  war. 
Folgende  Tabelle  gibt  einige  der  von  Cailletet  erhaltenen  Resultate; 

Fke   sind   in  Meter  Quecksilber,   die  Volumina  in  Volumteilen  des 
iionsgöfUfseH  angegeben. 


Druck 

F 
30,3öa 
44,264 
49,271 
59,462 
64,366 
ß9,367 
79,234 


Volum 

V 

207,93 
184,20 
162,82 
132,86 
123,53 
115,50 
103,00 


p.  V 
S184 
8153 

8022 
7900 
7961 
8011 
8162 


Dmek 

P 

89,388 
99,188 
114,119 
144,241 
154/224 
174,100 
181,985 


Das  Minimum  von  PF,  also  die  stUrkste  Korn- 
bilitiit  des  Stit'kstoifs,  ergibt  sich  somit  bier  bei 
■*  Quecksilberdruck,  von  da  ab  nimmt  dieBilbe 
eigendem  Mafse  ab. 

ikV)  hat  die  Kompressibilität  der  Gase  noch 

r  Terfolgt  und  seine  Versuche  auf  sämtliche  so- 
llte permanente  Gase  ausgedehnt.  Die  Versuche 
m  in  einem  Schachte  von  400  Meter  Tiefe  in  der 
von  Saint-Etienne  ausgeitlbrt,  auf  dessen  Boden 
lompressionsapparat  aufgestellt  war.  Bas  Ver- 
:u,  welches  Amagat  anwandte,  war  demjenigen  von 
lult  gleich,  jedoch  mufste  er,  wie  Bio t  und  Arago, 
ompressionen  mit  einer  und  derselben  Gasfällting 
knien.  Um  die  kleinen  Volumina  mit  Oonauig- 
cu  messen,  war  deshalb  dem  Gasbehälter  eine 
olche  Form  gegeben,  wie  sie  aucb  von  Cailletet 
iH  war.  Das  Manometerrohi*  war  ein  enges  Stalil- 
'on  2™'*^  Durchmesser  im  Lichten  und  einer  Wand- 
}  von  1,5"**",  Dasselbe  war  aus  einzelnen  Stücken 
uaengeseUi  und  wurde  nach  Bedürfnis  Ter- 
rt,  wenn  zu  hohem  und  hohem  Drucken  über- 
igen wurde.  Bei  jedem  einxelnen  Versuche 
te  das  Manometer  in  einer  Glasröhre,  in  welcher 
bere  Niveau  des  Queeksüberä  beobachtet  wurde. 
lOhf}  der  Quecksilbersäule  wurde  an  einem  mit 
m  versehenen  Stahldrahte  gemosßen,  welcher 
dem  Manometer  im  Schacht  herabhing,  indem 
^bOIff)  in  einem  Fahrstuhl  in  dem  ßehaebt  empor- 


Fig,  158. 


B 


Wlmo^ 
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stieg  und  durch  Einfallen  oder  Herausnehmen  von  Quecksilber  au  dn 
Glasröhre  bewirkte,  dafs  das  obere  Niveau  des  Quecksilbers  in  gleidm 
Höhe  mit  einer  Marke  des  Drahtes  war. 

Auf  die  Details  dieser  begreiflicherweise  mit  den  gröfisten  Schwierig 
keiten  verknüpften  und  deshalb  um  so  verdienstvolleren  Versuche  ktesa 
wir  hier  nicht  eingehen;  wir  müssen  deshalb  auf  die  Abhandlmig  n 
Amagat  verweisen,  in  welcher  die  zur  Überwindung  alleir  Schwierigkeita 
angewandten  Mafsregeln  voi-trefflich  beschrieben  sind. 

In  folgender  Tabelle  sind  die  Eesultate  der  Messung  ftlr  Stickstoi 
von  Amagat  zusammengestellt. 


Druck  P 

Druck  in 

Druck  ber. 

Meter  Hg. 

PV 

Atmosph. 

nach  dem  M. 

G.    DifferoDzen 

20,740 

50989 

27,289 

27,289 

0,000 

35,337 

50897 

46,496 

46,580 

+    0,084 

47,176 

50811 

62,034 

62,251 

+    0,217 

55,481 

50857 

73,001 

73,181 

-1-    0,188 

61,241 

50895 

80,580 

80,728 

+    0,140 

69,140 

50987 

90,975 

90,978 

+    0,003 

82,970 

51226 

109,171 

108,665 

—    0,506 

96,441 

51602 

126,896 

125,388 

—    1,508 

128,296 

52860 

168,810 

162,835 

—    5,976 

158,563 

54214 

208,635 

196,224 

—  12,411 

190,855 

55850 

251,127 

229,271 

—  21,855 

221,103 

57796 

290,934 

256,669 

—  34,27& 

252,353 

59921 

332,039 

282,544 

—  49,495 

283,710 

62192 

373,302 

306,005 

—  67,247 

327,388 

65428 

430,773 

335,707 

—  95,066 

Den  kleinsten  Wert  erhält  das  ^Produkt  PV  hier  bei  einem  eb 
kleineren  Drucke,  als  bei  den  Versuchen  von  Cailletet,  bei  einem  Dn 
von  47™  Quecksilber. 

Die  Kompressibilität  der  übrigen  Gase  verglich  Amagat  dann  mit  * 
des  Stickstoffs  nach  dem  Verfahren  von  Despretz  und  Pouillet.     Aus  • 
beobachteten  Volumverminderung  des   Stickstoffs  wurde  nach  den  in 
vorigen  Tabelle  angegebenen  Zahlen  der  Druck  in  Meter  Quecksilber 
rechnet. 

In  folgender  Tabelle  sind  die  von  Amagat  erhaltenen  Resultate 
sammengestellt,  wobei  nur  zu  bemerken  ist,  dafs  die  Drucke  auf  die  er 
Decimale  abgerundet  sind,  da  die  von  Amagat  für  die  verschiedenen  6i 
angegebenen  Drucke  in  der  zweiten  Decimale  etwas  verschieden  sind.  I 
erste  Kolumne  enthält  so  die  Drucke  in  Meter  Quecksilber,  für  welche  < 
in  den  folgenden  Kolumnen  angegebenen  Werte  von  PV  erhalten  wurf 

PF  für 


p 

Luft 

Sauerstoff  Wasserstoff 

Kohlenoxyd 

Grabengas 

Äthyte 

24,1 

26968 

26843 

27381 

27147 

26325 

21473 

34,9 

26908 

26614 

27618 

27102 

25596 

1836S 

45,2 

26791 

— 

27652 

27007 

24998 

1236S 

55,5 

26789 

26185 

27960 

27025 

*  244S3 

977« 

64,0 

26778 

26050 

28129 

27060 

34074 

9970 
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p 

^^^p 

PFfUr 

ri 

Luft 

Sauerstoff  Wagserstoff 

Kolilenoxjd 

Grubengas 

Äthylen 

,2 

26792 

25858 

28323 

27071 

23724 

9703 

,2 

26840 

25745 

28533 

27158 

23318 

1067Ö 

.5 

27041 

25GB9 

— 

27420 

22951 

12210 

,9 

27608 

25671 

29804 

28092 

22915 

15116 

,6 

28540 

25H91 

30755 

29217 

23739 

18962 

^ 

2dö8ö 

26536 

31625 

30467 

25054 

22115 

I 

30672 

— 

32426 

31722 

26742 

25065 

w 

— 

28756 

— 

^_ 

— 

29333 

,0  324B8 


33887 


33919 


29289 


Mit  Au&nalime  des  Wasgeretoffs,  bei  welchem  ent-sprechend  dem  schon 
Knaul t  gefundenen  Verhalten  das  Produkt  P  V  stetig  zunijiiint,  «eigen 
He  ein  Miniinum  des  Produktes  PV^  welches  aher  bei  jedem  Gase 
mm  andern  Brücke  eintritt.  Am  auffallendsten  ist  das  Verbalten  des 
lang,  bei  welchem  der  Wert  des  Produktes  bei  dem  Miniinum  weniger 
n  Drittel  des  Wertes  bei  300"*  Brack  beträgt,  und  bei  welchem  dann  ein 
lides  Ansteigen  des  Produktes  eintritt,  dafs  die  Kompressibilität  dieses 
in  h<5hem  Drucken  ohne  Zweifel  kleiner  wird,   als  das  aller  übrigen 

Kberall  findet  man  aber  das  zuerst  v^on  Natterer  gefundene  Resultat 
,  dafs  je  weiter  ein  Gas  komprimiert  wird,  um  so  mehr  dasselbe 
Mariotteschen  Gesetze  abweicht,  dafs  das  Volumen  ganz  erheblich 
imer  abnimmt^  als  es  nach  diesem  Gesetze  der  Fall  sein  müfste. 
Das  Mariottesche  Gesetz  ist  semit  nur  ein  ideales  Gesetz,  dem  sich 
L'^n  Gase  bei  geringen  Drucken  mehr  oder  weniger  anschliefsen, 
II  von  weniger  als  di-ei  Atmosphären  so  nahe,  dafs  wir  es  in  den 
en  Fällen  unbedenklich  bei  Gasmessungen  anwenden  dürfen,  das  heifst^ 
ir  Gasquantitäten  durch  Messung  des  Volmnens  unter  solchen 
bestimmen  oder  vergleichen  wollen,  dafs  wir  sie  mit  Anwendung 
iotteschen  Gesetzes  auf  das  bei  einem  Normal  drucke,  etwa  dem 
er  Atmosphäre  von  ihnen  ausgefüllte  Volumen  reducieren  dürfen. 

§  100, 

Dynamisohe  Theorie  der  Gase.  Die  Gase  sind  gegenüber  den  festen 
lüssigen  Körpern  dadurch  charakterisiert,  dafs  sie  kein  selbsttindiges 
oen  haben,  dafs  eine  bestimmte  Quantitüt  Gas  nur  unter  einem  be- 
llen Dnick  auch  ein  bestimmtes  Volumen  ausfüllt,  wubei  dann  die 
auf  die  W^de  des  Baumes,  in  dem  sie  eingeschlossen  sind,  einen 
oe  in  dem  Raum  haltenden  genau  gleichen  Gegendruck  ausüben.  Der 
igie  nach  liegt  es  nahe,  in  diesem  Drucke  der  Gase  wie  bei  den  festen 

kigen  Körpern  eine  elastische  Gegenwirkung  gegen  den  äufsern 
sehen,  also  eine  gegenseitige  Abstofsung  der  Molekül©  des  Gases, 
des  die  Gase  stets,  ihr  Volumen  mag  so  klein  oder  so  grofs  sein  wie 
,11 1  einen  bestimmten  Druck  erheischen,  um  in  einem  bestinmiten 
ti9Q  gehalten  zu  werden  und  den  diesem  gleichen  Gegendruck  aus- 
90  mtlfste  man  schliefsen,  dafs  die  Moleküle  der  Gase  sich  gegen- 
^ets  und  unter  allen  Umstünden  abstofsen,  eine  Annahme,  die  man 
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stolBung  der  GasnnolBküle  niit  einer  Kraft  stattfindet,  die  mit  wi 
Entfernung  abnimmt,  llifst  sieb  in  der  TLat  das  die  Gase  wenigste] 
11  barakt er i gierende  Mariottescbe  Gesetz  ableiten.  Wir  werden  indes  in 
Wärmelebre  bei  Besprecbung  der  innem  Arbeit  bai  Ausdehnung  der  ö«| 
Erscheinnugen  kenntm  lernen,  welclie  den  Beweis  liefern,  dals  eine  8olc 
Abstolsiuig  zwiscben  den  GasmolekUlen  nicbt  vorbanden  ist. 

8cbon  Daniell  Bernoulli^)  spracli  es  aus,  dafs  man  sich  ancb 
ganz  andere  YorsteMung  Yon  der  Natur  des  gasförmigen  Zustandes  macii 
kann,  dafs  die  Annahme  genüge,  dafs^  die  G*smolekül©  sich  ganz  anabblii| 
von  einander  frei  im  Raunie  bewegen,  bis  sie  aneinander  oder  an  eine  fa| 
Wand  troffen,  wo  sie  dann  nach  den  Gesetzen  des  elastischen  Stol 
zurückgeworfen  werden.  Diese  Ansicht  wurde  mehr  als  ein  Jahrbund 
kaum  oder  nur  ganz  vereinzelt  btauhtet  imd  geteilt,  bis  sie  vor  etwa  drei! 
Jahren  infolge  unserer  nouern  Auffassung  über  das  Wesen  der  Wärme  k; 
nach  einander  von  drei  Physikern,  von  jedem  selbständig  und  ohne  Keuni 
der  frühern  vereinzelt  ausgesprochenen  Vorstellung,  wieder  neu  gebij 
wurde,  von  Joule"),  Krßnig^)  und  Clansius*).  Besonders  Clausius  Ulli 
diese  Auffassung  des  Gaszui^tandes  in  der  glück  liebsten  Weise  durch  \ 
leitete  t\ir  eine  Reihe  von  Erscheinungen  die  Gesetze  des  Verhaltens  j 
Gase  ab.  Wenn  auch  die  ganze  Fruchtbarkeit  dieser  Theorie  der  Gase  j 
in  der  Wärmelehre  hervortreten  wird,  so  ergeben  sich  doch  eine  H^ibd  i 
Erscheinungen,  die  uns  im  dieser  Stelle  zu  betrachten  obliegen,  so  uiüni( 
bar  aus  dieser  Theorie,  dafs  wir  dadurch  veranlafst  werden,  dit^selbe  j 
vorzuführen,  ihre  Ver\^ollstündiguiig  in  der  Lehre  von  der  Wärme 
behaltend 

Nach  dieser  Theorie  existiert  in  den  Gasen  kein  eigentÜeber 
gewichtszustand ,  die  Moleküle  sind  vielmehr  immerfort  in  einer  geradi' 
fortschreitenden  Bewegung^  bis  sie  an  eine  feste  Wand  stofsen  und 
dieser  als  vollkommen  elastische  Körper  zurückgeworfen  werden,  oder^ 
zwei  Moleküle  in  geradem  oder  schiefem  Stofae  an  einander  prallen,  1 
denke  sieh,  sagt  schon  Bernonlli,  ein  cylindriscbes  senkrecht  stehei 
Gefäfs  und  darin  einen  beweglichen  Stempel,  auf  welchem  ein  Gewicht  1^ 
Die  Höhlung  möge  äufserst  kleine  Kör|jercben  enthalten,  welche  sich  ( 
gröfster  Geschwindigkeit  nach  allen  liichtimgen  hin  bewegen;  dann  wü« 
diese  Kürperchen,  welche  gegen  den  Stempel  anprallen  und  ihn  tragen,  i 
elastische  Flüssigkeit  darstellen.  | 

Um  die  Möglichkeit  einer  solchen  stetig  fortdauernden  Bewegung 
veranschaulichen,  stellt  sich  Krönig  einen  Kasten  vor,  in  welchem  eine! 
zahl  absolut  elastischer  Kugeln  sich  befinden,  deren  Volumen  jedocii  g^ 
den  ganzen  innem  Raum  des  Kastens  nur  klein  ist.  Wenn  man  di^ 
Kasten  lebhaft   auf  und   ab   und   hin  und   her  schüttelt,   so  erhalten 
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^)  BernouUi  in  seiner  HydrodjoaTOik,  sectio  decima,  aua  dem  JaJire  I 
Nach  einer  Bemerkung  von  P.  litt.  Bots  lieifmond  Poggend.  Ann.  Bd.  CVll 
*)  Jöuh^  Philoa    Mag.  Series  IV  vol.  XIV.  p    211. 
•)  Erönig,  Poggend.  Ann.  Bd.  XCIX. 

*)  Ctausius,  Poggeod.  Ann.  Bd.  C.     In  Poggend.  Ann.  Bd,  CXV  pj 
liut  an,  wie  weit  man  eich  in  frühem  Zeiten  dieser  Hypothese  ftnge?ch!< 
^it  der  Theorie   von  ClausiuB   Btimmt  im   wesentlichen  die  Theorie 
,  Phil.  Mag.  Series  IV  voL  XIX  mnd  XX.  "Eine  andere  Theorie  entwielf 
ftpätur  Phil  Mag.  SericB  IV  voL  XXXll  und  XXXV, 
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©ine  Bewegung,  wie  sie  ftJr  die  GasmolekQle  angenommen  ist,  tmd 
(Üese  Kugelu  sowie  die  Wände  des  Kastens  als  absolat  elastisch  an- 
»en  werden,  so  dauert  die  Bewegung  ohno  Ende  fort, 
fser    dieser    geradlinig    fortschreitenden    Bewegung    müssen,    wie 
ht?rvorgehoben ,   die  Molekille  znniichst  noch   eine  rotierende  Be- 
ag  haben  ^  da  im  allgemeinen  die  Stöl'se^  mit  denen  die  Moleküle  auf 
l«r  pralli»n,  nicht  lediglich  centrale  sein  werden;  jeder  schiefe  Stofs 
Aber,  wie  wir  sahen,  eine  Rotation  der  Moleküle  tftn  eine  in  ihnen 
itt  Axo  hervor.     Dadurch  ist,  bei  den  zusammengesetzten  Molekülen 
s^  sofort  auch   die  Wahrscheinlichkeit  o  sei  liierender  Bewegungen 
Keinen  Teile  der  Moleküle  gegeben.    Diese  rotierende  und  oscillierende 
Regung  nennt  Claiisins  im  Gegensatze  zu  der  fortschreitenden  Bewegung 
ihtjn  die  Bewegung  der  Bestandteile.    Bei  einem  bestimmten  Gase  und 
ftln»ner   T«?mperatur  müssen   die   lebendigen   Kräfte    dieser    beiden   Be- 
jen  in  einem  konstanten  Verhältnisse  stehen.    Es  folgt  das  einfach 
der  Cberlogimg,  dais  in  einem  eine  lUifserst  grolse  Anzahl  von  Mole- 
cmihaltenden  Baume  in  jedem  Zeitelemente  alle  Überhaupt  nur  mQg- 
^   *nn  von  Stc^fsen  stattfinden  müssen;   da  nun   die  Bewegung  der 
-^  nur  von  der  Ai*t,  wie  die  Moleküle  aufeinander  prallen,  bei 
bgt^benen  Zahl  von  Ötöfsen  abhängig  ist,  so  wird  sie  in  jedem  Zeit- 
in der   gleichen  Weise  erzeugt;   es  raufs  sich  daher  die  gesamte 
ag  in  einem  Stationliren  Zustande  befinden,  in  welchem  die  leben- 
Krilfte   beider  Bewegungen   in   einem    bestimmten   und    für    immer 
bleibenden  Verhältnisse  stebeu. 

§  101. 

Mittlere   Wegelänge   der  Moleküle.      Um   über    den    durch   diese 
ag   gegebenen  Gaszustand  nähera  Aufschlufs   zu   erhalten,   unter- 
wir  zunächst  die  Wegestrecken,  welche  die  einzelnen  Gasraoleküle 
[ittel  zurücklegen  zwischen  je  zwei  Stöfsen.    Bo  schwierig  diese  Auf- 
sn  sein  scheint,  in  so  einfacher  Weise  ißt  dieselbe  von  Clausius  durch 
lung  der  Wahrseheinlichkeitsrecbmmg  gelost  worden*). 
fe  Moleküle   stolsen   einander  und  ändern   ihre  Bewegimgsrichtung, 
lieh  bis  zu  einem  gewissen  Abstände  genähert  haben;  diese  Ent- 
eist durch  den  Radius  einer  Kugelfläcbe  gegeben,  welche  wir  uns 
fden  Schwerpunkt  der  Moleküle  gelegt  denken.     Diesen  Radius  nennt 
ins  den  Radius  der  Wirkungssphäre,  imd  den  von  jener  Kugelfläche 
ehlossemen  Raum  die  Wirkungssphäre.    Diese  soll  düranach  so  bestimmt 
fg.  wenn  der  Schwerpunkt  eines  andern  Moleküls  in  diese  Kugeb 
eintritt ^  der  Stofs  zwischen   beiden  Molekülen  selbst  stattfindet.    In 
Verbllltnisse  der  Radius  der  Wirkungssphiire  zur  Gröfse  des  Mole- 
elbsi  stellt,  darüber  lilfst  sich  nm*  aul'  Grund  von  Hypothesen  etwas 
Nimmt  man  i^  B,  an,  die  Moleküle  haben  Kugelform  und  die 

•*)  Ciatmuü  hfit  diese  Frn^a  zuerst  Folgend.  Ann.  ßd,  CY,  Abhandluugen 

"      "       ■  ■■'■■-    w  --   "^h---    'Braunschweig   bei   Vieweg    1864—1867)    Ab- 

r  iiocbiualB  iu  etwas  anderer  Weise  Sitzunga- 
^._,.r,i , ,,  ,M.-..ur_  ii  ^.Ttrt  iJtscbaft  für  Natur-  und  Heilkunde  1874.  Poggend, 
^.-0d.  VIL     Obige  Ablcitoug  schliefat  sich  an  die  zweite. 
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Stofswirkung  trete  wie  bei  elastisclien  Kugeln  ein,  wenn  die  Ober 
sich  berühren,  so  erkennt  man,  dafs  der  Radius  der  Wirktmgssphären 
dem  Durchmesser  der  Molekille  ist,  denn  in  dem  Falle  tritt  der  Sic 
wenn  diD  Mittelpunkt-e  der  Moleküle,  also  deren  Schwerpunkte  u 
Bumme  der  beiden  Radien  von  einander  entfernt  sind. 

Um  die  zwischen  zwei  fttöfsen  zurückgelegte  Wegestreeke  i 
re**hnen,  denken  wir  uns  zunilchst  einen  irgendwie  durch  eine  belieU 
regelmafsige  Oberfläche  begrenzten  Raum  und  in  diesem  einen  bewG| 
Punkt.  Der  Punkt  betinde  sich  an  einer  beliebigen  Stelle  des  Bann 
dafs  flir  alle  gleich  grofsen  Teile  des  Raumes  die  W&hrscheinlichk« 
Punkt  zu  enthalten  gleich  grols  sei.  Der  Punkt  mache  dann  eine  i 
lieh  kleine  Bewegung  von  der  Liioge  dl  nach  irgend  einer  beliebigen 
tung,  so  dafs  alle  möglichen  Richtungen  gleich  wahrscheinlich  sind 
untersuchen  zuerst  die  Frage,  wie  grofs  ist  dann  die  Wahrscheinli 
dafs  der  Punkt  bei  dieser  unendlich  kleinen  Bewegung  die  Übe 
treffe. 

Zu  dem  Zwecke  suchen  wir  zunächst  die  Wahrscheinlichkeit  an 
der  Punkt  irgend  ein  Element  ds  der  Oberfläche  treffe.  Man  den) 
den  Punkt  rahond  und  statt  dessen  das  betrachtete  Flächenelemant  d 
der  der  vorher  angenommenen  Bewegung  des  Punktes  entgeg^ngte 
Richtung  uin  die  Strecke  dl  bewegt.  Dadurch  beschreibt  das  Fl 
element  einen  unendüch  kleinen  prismatischen  Raum  und  die  Wahr 
lichkeit,  dais  der  ruhend  gedachte  Punkt  in  diesem  Räume  lief 
ganz  dieselbe  wie  diejenige,  dafs  der  bewegte  Funkt  das  Flikshenfi 
ds  trifft. 

Für  alle  diejenigen  Fälle,  in  denen  die  gedachte  Bewegung  des  Y, 
elementes  von  dem  begrenzten  Räume  nach  aulsen  geht  (welche  jen 
wegung  des  Punktes  entsprechen,  bei  denen  er  sich  von  dem  FliLchenc 
dB  entfernt)^  so  dafs  also  der  von  dem  Flächenelemente  beschriebene 
Raum  aufserhalb  des  gegebenen  Raumes  liegt,  ist  die  Wahrscheinli 
dafs  der  Pimkt  in  dem  kleinen  Räume  liegt,  gleich  Null.  Für  solch 
dagegen,  in  denen  die  gedachte  Bewegung  des  Flächenelemenies  nae) 
geht,  so  dafs  der  von  demselben  beschriebene  kleine  Kaum  einen  T 
gegebenen  Raumes  bildet,  wird  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der 
sich  gerade  in  diesem  Teile  des  gegebenen  Raumes  befindet,  gleich 
Rmclie,  dessen  Zähler  dieser  Teil  des  Raumes  und  dessen  Nenn 
ganze  Raum  ist. 

Sei  d'  der  Winkel,  welchen  die  Bewegungsrichtnng  des  Elemeni 
der  auf  dem  Elemente  nach  innen  gerichteten  Noimalen  macht,  s 
die  GrÖfse  des  kleinen  Raumes  dargestellt  durch  den  Ausdnick 

ds  cos  ^  '  dl  ^  fl 

denn  der  Raum  ist  ein  schiefes  Prisma  von  der  Länge  dl^  dessen  zt 
senkrf^ehter  Querschnitt  ds  -  cos  ^  ist.  Der  Raum  ist  positiv,  wei 
kleine  Raum  im  Innern  des  gegebenen,  negativ,  wenn  er  aufserhall 
denn  im  letztern  Falle  ist  der  Winkel  ^  ein  stumpfer.  Für  negative 
des  Ausdmckes  ist  somit  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  Null.  1 
^  '  -i^n  ganzen  gegebenen  Raum  U^  so  ist  die  Wahrscheinlichkeii 
H  ^gedachten   Bewegungsrichtimg   der   Punkt   sieh    in    den 
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^mne  befinde 

ds  cos  9  dl 
~Ü 

Damit  ist  indes  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  Punkt  sich  in  dem 
(trachteten  Räume  befinde,  respektive  die  Wand  treffe,  nur  gegeben,  wemi 
0  Bewegnngsrichtung  mit  dem  Element  ds  den  Winkel  O  bildet.  Um  die 
rihrscheinlichkeit  überhaupt  zu  finden,  dafs  der  Punkt  in  dem  kleinen 
mme  sich  befinde,  müssen  wir  erst  noch  die  Wahrscheinlichkeit  anf- 
lehen, dafs  der  Punkt  sich  in  dieser  Richtung,  die  wir  die  Richtung  0 
mifin  wollen,  bewege. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  um  den  Punkt  eine  Kugel  beschrieben 
ü  dem  Radius  eins.  Die  möglichen  Bewegungsrichtungen  sind  dann  samt- 
ite  Radien  der  Kugel.  Denken  wir  uns  jetzt  durch  den  Punkt,  also  den 
pttelpunkt  der  Kugel  die  Richtung  der  Normale  zu  dem  Flächenelement 
liegt,  so  liegen  alle  Richtungen  9  auf  einem  Kegelmantel,  der  die  Kugel- 
|afläche  in  einem  Kreise  schneidet,  nicht  in  zwei  Kreisen,  da  wir  nur 
JB  Winkel  O  mit  der  nach  innen  gezogenen  Normalen  des  Elementes  in 
liracht  zu  ziehen  haben.  Der  Radius  des  Kreises,  in  welchem  der  Kegel 
i Oberfläche  schneidet,  ist  sin  ^,  somit  der  Umfang  des  Kreises  27r  sin^. 
ittiplicieren  wir  den  Umfang  27C  sin  ^  mit  dem  Bogenelement  J^,  so  er- 
sten wir  eine  kleine  Zone  auf  der  Kugelfiäche,  deren  Flächeninhalt 
psindd^  ist.  Die  Wahrscheinlichkeit  nun,  dafs  der  Punkt  bei  seiner 
hregnng  eine  Richtung  habe,  die  zwischen  9  und  dem  davon  unendlich 
enig  verschiedenen  d  -|-  d^  Hegt,   ist  dann  gleich  dem  Quotienten  aus 

t  Flächeninhalt  dieser  Kugelzone  und  dem  Flächeninhalt  der  Kugel, 
die  zwischen  &  und  9  -{-  dd"  liegenden  Richtungen  schneiden  die 
Igelfläche  sämtlich  in  dieser  Zone,  während  die  Durch schnittspunkte 
ptlicher  möglicher  Richtungen  mit  der  Kugelfiäche  die  ganze  Kugelfiäche 
MD.  Da  der  Radius  der  Kugel  gleich  eins  angenommen  wurde,  ist  die 
porfläche  der  Kugel  47r.  Die  Wahrscheinlichkeit  somit,  dafs  die  Be- 
igimgsrichtung  mit  der  Innenseite  der  Normalen  einen  spitzen  Winkel 
|Ue,  der  zwischen  d  und  dd"  liegt,  ist 

t"  2n  sin  Jf^dd^    sin  d'  dß' 

>  • 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  Punkt  sich  in  der  Richtung  0  he- 
ge und  bei  der  Bewegung  dann  das  betrachtete  Oberfiächenelement  ds 
Ä,  ist  dann  gleich  dem  Produkte  aus  den  beiden  berechneten  Wahr- 

keinlichkeiten.    Denn  unter  den  Fällen ,  in  denen  sich  der  Punkt 

ider  verlangten  Richtung  bewegt,  sind  es  nur  die  Fälle jy ,    in 

{Mq  er  das  Flächenelement  ds  trifft,  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  beides 
iunmen  eintritt,  ist  somit 

ds  cos  d'  dl  sin  d'  dd' 


2U 


\ 


Da  wir  nun  über  die  Lage  des  Oberfiächenelementes  gar  keine  nähere 
gemacht  haben,  so  gilt  die  gleiche  Wahr&cheix^c\i\!Lei\\>  ^cc 
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jedes  Element  der  Oberfläche;  ist  s  ein  Stück  der  Oberflfidie,  so 

Wahrscheinlichkeit,  dafs  dieses  unter  dem  Winkel  O  von  dem  um 

beliebigen  Richtung  durch  die  Strecke  dl  bewegten  Punkte  getroff< 

in  dem  Verhältnis  gröfser  als  die  eben  berechnete  Wahrscheinlich 

welchem  s  gröfser  ist  als  ds.     Um  diese  Wahrscheinlichkeit  zu  e 

g 
haben  wir  somit  die  vorhin  berechnete  mit  -i-  zu  mnltiplicieren, 

8  cos  &  dl  sin  d'dd' 

Um  dann  die  Wahrscheinlichkeit  zu  erhalten,  dafs  die  OberdI 
Gefäfses  überhaupt  an  irgend  einer  Stelle  unter  dem  Winkel  9  { 
wird,  haben  wir  nur  s  durch  die  ganze  Oberfläche  S  zu  ersetzen, 
wird  also 

5  •  008  a*  sin  <e-  d» 


2U 


dl 


Wir  wollen  jetzt  annehmen,  der  Punkt  bewege  sich  nicht  ni 
die  kleine  Strecke  dl^  sondern  habe  eine  gewisse  G^schwindigker 
der  er  sich  fort  bewegt,  bis  er  die  Oberfläche  triff't  und  von  dieser  i 
Elasticitätsgesetzen  abpralle,  worauf  er  nach  einer  andern  Bicht 
derselben  Geschwindigkeit  weiter  geht.  Dabei  soll  vorausgesetzt 
dafs  die  Wechselwirkung  zwischen  Oberfläche  und  Punkt  nur  in  i 
barer  Nähe  stattfinde,  so  dafs  die  Änderung  der  Bewegungsrichi 
dem  Stofse  in  unmerklich  kleiner  Zeit  vor  sich  gehe,  und  denmacli 
schwindigkeit  trotz  der  während  der  Stofszeit  stattfindenden  Ab^ 
als  konstant  betrachtet  werden  dürfe.  Dann  ist  die  Zeit  df,  in 
Punkt  den  Weg  dl  zurücklegt,  immer  dieselbe,  und  wir  könne 
setzen  dl  =  udt.  Setzen  wir  das  für  dl  ein,  so  erhalten  wir  für  di 
scheinlichkeit,  dafs  das  Stück  s  der  Oberfläche  in  der  Zeit  dt  i 
Punkte  unter  dem  Winkel  O  getroff'en  wird, 

8  008  &  Bin  &  dd'  '  u      -. 


2U 

für  die  ganze  Oberfläche  haben  wir  nur  s  mit  S  zu  vertauschen. 

Hieraus  erhalten  wir  die  Anzahl  von  Stöfsen,  welche  das  Fläc 
5  in  der  Zeit  einer  Sekunde  unter  dem  Winkel  0*' erhält,  durch 
Überlegung.    Nennen  wir  den  Faktor  von  d<  für  einen  Augenblick  i 
Ausdruck  sagt  dann,  dafs  das  Flächenstück  8  darchschnittlich  eis 
unter  dem  Winkel  O  in  einer  solchen  Zeit  ndt  bekommt,  dafs 

nxdt  =  1,     ndt  «==  -   : 

denn  im  Verlaufe  dieser  Zeit  wird  die  Wahrscheinlichkeit  des  Stof» 
eins.  Wenn  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreten  eines  Fal 
gleich  1  ist,  so  bedeutet  das,  dafs  der  Fall  wirklich  eintritt;  i 
Wahrscheinlichkeit  wird  mathematisch  durch  den  Quotienten  aus  < 
der  zutreffenden  und  der  Zahl  der  möglichen  Fälle  definiert  Ist  ab 
Quotient  gleich  1,  so  heifst  das,  die  Zahl  der  zutreffenden  Wß»  n 
der  Zahl  der  möglichen,  odei  die  vermutete  Erscheinung  txitt  eÖL 
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i^det  nun  in  der  Zeit  ndt  ein  Stofs  statt,  so  ist  die  Zahl  der  Stöfse 
Zeit  einer  Sekunde 


1 
ndf 


SU  COB  e-  sin  ^  d^ 

2tr 


Das  ist  also  die  Zahl  der  t^ti'Jfse,  die  das  Fläcbeiisiaek  ä*  der  überflJtelie 

dem  Winkel  9  erhält  im  Laufe  einer  Sekunde;  ersetzen  wir  8  durch 

,  fo  erhalten  wir  die  Zahl  der  Störse,  welche  die  ganze  Oberfläche  in  der 

btUDg  ^  wührend  einer  Sekunde  erhält. 

Um  daraus  die  Zahl  von  Stulsen  zn  berechnen,  welche  die  Oberliäche 

Lcdner  Seknnde  überhaupt  erhält,  haben  wir  den  zuletzt  gefundenen  Aus- 

yck  filr  jeden  zwischen  0  und   —  liegenden  W«?rt  von  d^  zu  bilden,  da 

Winkel  &  nni*  ein  spitzer  sein  darf,  und  dann  die  Sujimie  aller  dieser 
drttcke  zu  büden.    Die  Zahl  Z  der  StÖlse,  welche  die  ganze  OberÜfiche 
ider  Sekunde  erbält,  ist  somit  nach  E  lY,  E  5  und  E  VIll 


0 

sich  nach  oft  ausgelilhrter  Rechnung  gemüfs  den  Entwicklungen  der 
latnng  ergibt.  Die  Zahl  der  Stofse  ist  also  gleich  dem  Produkte  aus 
Geschwindigkeit  des  Punktes  und  der  Gröfse  der  Ohertiliche  dividiert 
th  den  vierfachen  Raum,  in  welchem  sich  der  Punkt  bewegt. 
Aus  der  ZaM  der  Stöfse  in  der  Sekunde  erhalten  wir  den  zwischen 
Stdlsen  zurückgelegten  Weg,  indem  wir  die  in  der  Sekunde  zurück- 
Streeke  durch  die  ^tol'szahl  dividieren,  sie  wird 

iU         AU 


bu 


Der   hier   abgeleitete  Satz  über  die   Zahl  der  St^ifse  Z  imd  über  den 
eben  zwei  Stofsen  im  Mittel  zurückgelegten  Weg   tUbrt   uns  mm  uu- 
elbar  zur  Lösung  unserer  Aul  gäbe  der  Bestimmung  der  mittleren  Wege- 
der  Moleküle, 

Der  Raum  W  Bei  mit  Gas  gefüllt;  er  enthalte  die  sehr  grofse  Zahl  N 
Mulnküie  von  der  von  uns  vorhin  angenommenen  Beschaffenheit;  der 
\iüä  der  Wirkungssphären  sei  gleich  g.  Vm  auch  jetzt  wieder  vom  ein- 
Fall  auszugehen,  denken  wir  uns  zunliehst,  dal's  nur  eines  der 
lle  sich  in  der  für  die  Gasmoleküle  angenommenen  Bewegimg  befinde, 
f  Übrigen  seien  fest,  das  heilst  sie  ändern  ihren  Ort  im  Räume  nicht, 
Anordnung  dieser  Moleküle  sei  eine  ganz  beliebige,  jedoch  so,  dafs 
in  gleich  grofsen  meisbaren  Stücken  des  betrachteten  Raumes  die 
ke  Anzahl  von  Molekülen  vorhanden  sei.  Der  in  unsem  Entwicklungen 
ommene  bewegliehe  Punkt  repräsentiert  uns  dann  den  Schwerpunkt 
reglichen  Moleküls.  Derselbe  bewegt  sich  so  lange  fort^  bis  er  in 
firkmigssphilre  eines  festen  Moleküles  oder  an  der  Wand  des  Raumes 
at,  welche  das  Gas  einschliefst-  Wir  haben  demnach,  um  die  Zahl 
U5Iiie,  die  das  bewegliche  Molektü  in  der  Zeiteinheit  erfahrt,  in  dem 
iiin  für  Z  entwickelten  Ausdrucke  nur  für  S  die  Summe  der  Oberflächen 
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aller  Wirkungssphären  der  im  Banm  vorhandenen  Molektlle  und  dei 
düngen  des  GefUTses  einzusetzen.  Denn  die  Summe  aller  dieser  Flfieb 
uns  die  Begrenzung  des  Raumes,  in  welchem  sich  unser  Ponk 
bewegen  kann.  Da  wir  bei  unserer  Entwicklung  die  Form  de 
grenzung  des  betrachteten  Raumes  ausdrücklich  als  ganz  beliebig  ang 
men  haben,  gilt  unsere  Entwicklung  für  den  in  dieser  Weise  begr 
Raum  unmittelbar. 

Der  Raum  U',  in  welchem  sich  der  Punkt  bewegen  kann,  ist  d( 
der  gegebenen  Gasmenge  ausgeftülte  Raum,  vermindert  um  den  ] 
welchen  die  Wirkungssphären  der  Moleküle  ausfüllen,  denn  in  die  Wiri 
Sphären  kann  der  Punkt  nicht  eindringen^). 

Die  Oberfläche  der  Wirkungssphäre  jeden  einzelnen  Moleküls  ist 
die  Summe  der  Oberflächen  für  N  Moleküle  somit  N '  4:Q^7t,  Set« 
die  GröfsS  der  GefUfswand,  welche  das  Gas  einschliefst,  gleich  2^  s( 

Ist  femer  Y  der  von  der  gegebenen  Gasmenge  eingenommene 
so  wird,   da  ^Q^n  der  von  der  Wirkungssphäre  jedes  einzelnen  M( 
eingenommene  Raum  ist, 

Damit  erhalten  wir,  wenn  u  dfe  Geschwindigkeit  des  bewegten 
küls  ist, 

_     N^g^n  +  Z 

und  für  die  mittlere  Wegelänge  des  Moleküls  die  zwischen  je  zwei  i 
im  Mittel  zurückgelegte  Strecke 

^i  ""  *    NA.q*n  +  Z   ' 

Bei  der  Bestimmung  dieses  Wertes  l^  ist  noch  die  Yoraussetzn 
macht,  dafs  die  Moleküle  mit  Ausnahme  des  einen  betrachteten  in 
seien.  Nach  unserer  Gastheorie  sind  nun  alle  Moleküle  in  Bewegun 
Geschwindigkeit  der  Bewegung  ist  im  Mittel  für  alle  dieselbe,  wir 
sie  also  für  alle  gleich  u. 

Zunächst  sieht  man,  dafs  die  Zahl  der  Stöfse,  welche  das  Molel 
festen  Wand  erteilt,  dadurch  nicht  geändert  werden  kann,  da  di< 
Wand  an  der  Bewegung  der  Moleküle  nicht  teilnimmt,  die  Verhältnii 
Moleküls  der  festen  Wand  gegenüber  somit  nicht  geändert  werden.  Sdi 
wir  daher 

so  kann  nur  das  erste  Glied  des  Ausdruckes  für  Z^  geändert  werden 


*)   Darauf,    dafa  bei   Berechnung  der  mittlem   Wegel&nge   der  t< 
WirkanffBsphären  der  Moleküle  ausgefüllte  Baum  in  Betracht  gezogen 
müsse,  hat  zuerst  Van  der  Waah  in  seiner  Abhandlunff:  „Ovar  de  Coai 
van   den  Gas-    en  Yloeistofftostand.     Academisch  ProAdhzift,   Leideiij 
hingewiesen. 


IIOI. 
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Di«  Ändenuig  desBelbeji  ergibt  sieb  aaf  folgende  Weise;  die  Zahl  dieser 
ist  b«i  nibende»  Molekülen  der  Ges^ibwindigkeit  u  des  bewegten  pro- 
iieiin  sie  ist,  wenn  wir  den  Faktor  von  14  der  Ktinte  halber  mit  a 
ersU  Glied  des  Ausdruckes  filr  Z^  mit  ^,  bexeicbnen^ 

Z/=  au. 

'  di€i  zwischen  zwei  Stöfsen  im  Mittel  t erstreichende  Zeit  x  erhalten 


1 
^1' 


_l 
au 


Snd  mtn  auTser  dem  betrachteten  auch  alle  übrigen  Molektlle  in  Be- 
»g»  so  ist^  wenn  wir  zunilebst  annehmen,  dafs  während  der  Zeit  t  die 
mg  aller  Molektlle  anfser  dem  betrachteten  dieselbe  Richtung  habe, 
riachen   zwei    Stöfsen   stattfindende    Zeit   in  dem  Mafse  kleiner  oder 
als  r,  in  welchem  die  Molektlle  durch  ihre  Bewegung  sich  dem  be- 
ten genäbert  oder  von  demselben  tintfemt  baben.     Für  die  Berech- 
iie^or  geänderten  Btofsz'eit  t   gelangen  wir  zu  demselben  Resultate, 
^wir  auch  jetzt  noch  uns  alle  Molektlle  als  ruhend  denken,   dagegen 
bi^tracbteten  Moleküle  eine  in  dem  MaTse  grofsere  oder  kleinere  Ge- 
ekelt  beilegen,   dafa  es  den  bei  ruhenden  Molekülen  vorhandenen 
in  derselben  Zeit  t'  zurücklegt,  wie  den  durch  die  Bewegung  tler 
lo   verkleinerten   Abstand   mit   der  Geschwindigkeit  u.     Wir  haben 
öfa«h  anstatt  der  Geschwindigkeit  u  die  relative  Geschwindigkeifc  des 
is  gegenüber  derjenigen  der  anderen  Molektlle  zu  setzen.     Bewegen 
W%,  B.  alle  Moleküle  mit   dem  betrachteten   in  derselben  Kiehtun^'  mit 
^  Geschwindigkeit  t\  sü  entfernt  sich  ein  in  der  Bahn  des  Mulekül  liej/en- 
anderes  MolektÜ  in  der  Zeit  t  um  die  Strecke  t;r,  das  Molekül  hat  al&o 
dem  frühem  Wege  noch  den  Weg  vt  zurückzulegen,  um   an   das 
anzustofsen.    Zu  demselben  Resultate  gelangen  wir,  wenn  wir  dem 
iteten  Molekül  die  Geschwindigkeit  (u  —  v)  heileg€fn,   während  die 
ruhen,  auch  dann  hat  es  nach  der  Zeit  t  noch  den  Weg  vx  zuröck- 
I,  nm  zum  Stofs  zu  gelangen*     Ebenso  wie  bei  gleichgerichteter  Ge- 
jkeit  haben   wir  auch,   wenn  die   Geschwindigkeit  t'  eine  andere 
hat,    anstatt  u  die   relative   Geschwindigkeit  des    betrachteten 
zu  setzen,   das  heifüt  also  jene  Geschwindigkeit,   mit  welcher  es 
ijtwisehen  den  als  nihond  gedachten  andern  Molektllen  bewegen  müfste, 
an  dieselben  die  gleiche  Bewegung  zu  erhalten,   welche  durch  die 
aller  Molektlle  bewirkt  wird.     Bildet  die  Geschwindigkeit  v  mit 
u  den  Winkel  9,  so  ist  nach  dem  Satz  von  dem  Parallelogramm 
regungen  diese  relative  Geschwindigkeit 


r  =  y«*  +1;^  —  2 UV  '  cos  g? , 

weim  wir  voraussetzen,  dafs  die  Geschwindigkeit  aller  Molekflli  die- 
H  ie&  betrachteten  sei 

r  «BS  w  ]/2  |/l  —  cos  ip. 

iu*'ti  die  Moleküle  nicht  alle  die  gleiche  Kichtujig  der  Bewegung, 
mit  d«.rr  d^'s  betrachteten  Molektiles  den  Winkel  qt  bildet,  sondern 
deren    Bewegungen   alle   möglieben   Richtungen,  so  dafs  für  ^edes 
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Molekül  jede  Richtang  \m  Räume  gleich  wabrscheinJicli  ist,  so  i» 
lative  Geschwindigkeit  des  Moleküles  gegen  jedes  der  anderen  I 
eine  andere.  Nehmen  wir  aher  aus  allen  diesen  relativen  Geschwind 
das  arithmetische  Mittel,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  dieses 
an  ein  anderes  stijfst,  also  auch  ini  Mittel  die  zwischen  zwei  Stöli 
strichene  Zeit,  dieselbe  als  wenn  das  Molekül  diese  ndttlere  GreschifB 
hesäfse,  allt!  übrigen  aher  »n  Ruhe  wären.  | 

Zur  Berechnung  dieser  mittlem  relativen  Geschwindigkeit  r  ha 
dieselbe  Beirachtung  anzustellen  wie  vorhin,  als  wit*  die  Zahl  dm 
berechneten,  welche  die  Oberiiäche  unter  dem  Winkel  0"  treffen.  I 
zahl  der  Moleküle,  deren  Bewegungsrichtimg  init  derjenigen  des  bi 
ten  Molükills  Winkel  bilden,  w^elche  zwischen  (p  und  fp  -{-  dq)  liegt 
hält  sich  zur  Gesaratzalil  der  Moleküle  wie  die  Zone  2n  sin  fpdq>  zxi 
tiücbe  der  Kugel  4?r,  sie  ist  somit,  da  wir  die  Anzahl  der  in  dem 
vorhandenen  Moleküle  N  genannt  haben,  m 

JV^  sin  qp  d(p. 

Denn  auch  jetzt  sind  sämtliche  Bewegungsrichtungen  die  Kadi' 
Kugel,  die  zwischen  (p  und  ^  +  eiqp  gelegenen  die  zu  der  entsprei 
Zone  gehörigen  Radien.  Nach  dem  Begriffe  der  mittlem  Geschwij 
als  der  Summe  aller  Geschwindigkeiten  dividiert  durch  die  Anzahl  di 
ktile,  müssen  wir  zur  Berechnung  von  r  die  Summe  aller  möglichi 
tiven  Geschwindigkeiten,  und  zwar  jeder  einzelnen  so  oft,  als  Molek 
ihr  begabt  sind,  bilden,  und  dann  die  Gesamtsumme  durch  N  dii 
Die  vorhin  berechnete  Geschwindigkeit  r  besitzt  die  Anzahl  ^^  ^  si 
Das  Produkt 

Nu  y2  '  ^  sin  qp  Yl  —  cos qp  •  tiqp  M 

gibt  somit,  wenn  wir  auch  jetzt  n  als  die  mittlere  absolute  Geschwii 
aller  Moleküle  bezeichnen,  den  Anteil ,  den  die  mittlere  Geschwind 
an  der  Gesamtsumme  hat.  Bilden  wir  nun  den  gleichen  Ausdruck 
zwischen  o  und  jt  liegenden  Werte,  so  erhalten  wir  in  der  Sumr 
dieser  Ausdrücke  dividiei-t  durch  N  die  gesuchte  mittlere  Gesch 
keit  i\    Dieselbe  wird  somit 


~Jf  f  Nti  y"2  '  ^  sin  (p  "j/l  —  cos  gp  <  d<p. 


Da  nun 


y  1  —  cos  f  s^  y2  •  sin  -^ ; 


sm  qp 


2  sm  Y  ^^ 


80  wird,  wenn  wir  gleichzeitig  die  konstanten  Faktoren  vor  das  Si 
zeichen  setzen, 


Nach  den  schon  oft  benutzten  Sätzen  der  Einleitung  iat 

i{sin'y  —  sin^ö),^  ^, 


j 


i  *P 


cos 


<p    d(p 
2    ~2~ 
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dammich  wird 

f  =  |u. 

Für  die  zwischen  zwei  Stöfsen  innerhalb  der  Moleküle  im  Mittel  ver- 
itriehene  Zeit  ergibt  sich  darnach 

'=  J_  =      L_ 

ar  «  3 w  ' 

1  KBnit  f%Lr  die  Stofszahl 

1 


Z'  = 


4         -*-  4  N4iQ*nu 


[rißt  ftlr  die  Stofszahl  Z,   welche  das  Molekül  im  Mittel  in  der  Sekunde 
[inerh&lb  der  Moleküle  und  an  der  Wand  des  Gefäfses  erhält, 

iN^Q^n  +  Z^ 

daraus   für  die  von  dem  Molekül  im  Mittel  zwischen  zwei  Stöfsen 
dckgelegte  Wegestrecke 


1  =  4 


Da  wir  in  den  letzten  Entwicklungen  die  mittlere  Geschwindigkeit  des 
beliebiger  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  u  zwischen  der  nach  be- 
Bichtungen  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  u  sich  bewegenden 
JV^  berechnet  haben,  gilt  dieser  unser  Ausdruck  für  jedes  der 
r Moleküle,  so  dafs  also  der  gefundene  Wert  für  l  uns  die  mittlere  Wege- 
irgend  eines  Moleküles  in  dem  mit  Gas  gefüllten  Baume  V  liefert, 
mittlere  Wegelänge  hängt  demnach  einigermafsen  von  der  Ausdehnung 
Wandflächen  des  Gefäfses  ab,  das  heifst  denken  wir  uns  einen  Kubik- 
Luft  in  der  äufsem  Atmosphäre  ohne  Wandfläche,  so  ist  die  Wege- 
etwas gröfser,  als  wenn  wir  ihn  durch  eine  feste  Wand  umgrenzen. 
B,  wenn   auch  die   Wirkungssphäre   eines   Moleküles   eine  sehr  kleine 
che  hat,  so  ist  doch,  wenn  die  Gase  nicht  sehr  verdünnt  sind,   die 
der   Moleküle  eine  so  grofse,   dafs  wir  in  dem  Ausdrucke  für  l  im 
er  £  gegen  das  erste  Glied  vernachlässigen  und  schreiben  dürfen 

V-  N^Q^n 


1  = 


r 


Das  Verhältnis  der  mittleren  Wegelänge  zu  dem  Radius  der  Wirkungs- 
ist also  gleich  dem  Verhältnisse  des  von  den  Wirkungssphären  der 
e  freien  von  dem  Gase  eingenommenen  Raumes  zu  dem  von  den 
likungssphären  der  Moleküle  ausgefiillten  Räume.  Dieses  letztere  Ver- 
können  wir  auch  als  den  für  jedes  Molekül  vorhandenen  freien 
mi  bezeichnen,  das  heifst  denken  wir  uns  den  gegebenen  Raum  in  soviel 
krfel  geteilt,  als  derselbe  Moleküle  enthält,  so  ist  der  Quotient  aus  der 
!Üem  Wegelänge  und  dem  Radius  der  Wirkungssphäre  gleich  dem  Quo- 
iken  ans  dem  Bauminhalt  eines  solchen  Würfels  weniger  dem  Raum- 
it  einer  Wirkungssphäre   und  dem  Rauminhalt  der  letztem.     Nennen 

▼tudOB,  Physik.  1.  4.  Auß.  ^^ 
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wir  also  l  die  Seite  eines  solchen  Wttrfels,  so  dafs  Nl^^  V,  so  irird 


-{^k -')'■• 


die  mittlere  Wegelänge  ist  also  gleich  dem  Quotienten  aus  dorn  RaiB-l 
inhalte  eines  der  Würfel  dividiert  durch  den  Bauminhalt  einer  Wirkm^gi-j 
Sphäre  weniger  eins  multipliciert  mit  dem  Radius  der  Wirkungssphblj 
Dieselbe  ist  jedenfalls  eine  sehr  kleine  Gröfse,  so  dafs  wir  erkennen,  dibi 
die  Entwicklung  unserer  Auffassung  über  den  Gaszustand  dahin  f&brt,  dabi 
die  Bewegung  der  Gasmoleküle  wesentlich  eine  oscillierende  ist,  wobei  sie  1 
aber  nicht  bei  jeder  Oscillation  denselben  Weg  hin  und  her  zurückleg«)  | 
und  wobei  nicht  die  Oscillationsweiten  immer  dieselben  sind. 

Um  das  letztere  zu  erkennen,   müssen   wir  noch  einmal  auf  die  Bi-| 
deutung  der  mittlem  Wegelänge  zurückkommen.     Dieselbe  ist  nicht 
dafs  jedes  Molekül  zwischen  je  zwei  Stöfsen  den  Weg  l  zurücklegt, 
in  Wirklichkeit  zurückgelegten  Wege  sind  sehr  verschieden,  sie  sind 
bald  gröfser  bald  kleiner  als  ^,  und  im  ganzen  so,  dafs  wenn  wir  die  zi 
einer  gi'ofsen  Zahl  Stöfsen  zurückgelegten  Wege  durch  die  Zahl  der  1 
dividieren,  diese  Länge  herauskommt.    Oder  auch,  zählen  wir  die  von  i 
liehen  Molekülen  N^  die  den  Raum  V  erfüllen,  zwischen  je  zwei 
zurückgelegten  Wege  zusammen,   so  ist  diese  Summe  dividiert  durch  i 
Zahl  der  Moleküle  gleich  der  mittlem  Wegelänge,  die  von  sämtlichen  ICol 
külen  zurückgelegten  Wege  sind  also  so  grofs,  als  wenn  jedes  den  Wegj 
zurückgelegt  hätte 

Um  den  Gaszustand  vollständig  zu  übersehen,  wollen  wir  deshalb  ( 
Frage  noch  untersuchen ,  welche  Wegstrecken  die  Moleküle  wirklich  : 
legen;  wir  berechnen  deshalb  zunächst  nach  den  Gesetzen  der  Wa 
lichkeit  die  Anzahl  Moleküle,  welche  einen  Weg  von  x  Wegelängen 
legen,  keinen  gröfsem  und  keinen  kleinem.     Sei  die  Wahrscheinlieh 
dafs  ein  Molekül  die  mittlere  Wegelänge  l  zurücklegt,  ohne  schon  toi! 
anzustofsen,  gleich  a,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  es  nochmals 
Weg  l  zurücklegt  ohne  anzustofsen,  gleich  a  *  a  ^^  a^^  die  Wahrscheinüd 
keit,  dafs  es  den  Weg  3/,  ohne  vorher  anzustofsen,  a',  also  diejenige, 
es  den  Weg  x  •  /   zurücklegt,   ohne  vorher  anzustofsen,  o*.     Schreiben  ^ 
nun,  da  a  ein  echter  Bruch  ist,  a  =  e~~",  so  können  wir  diese  Wa 
lichkeit  schreiben 

W  =  e-f". 

Enthält  unser  Raum  N  Moleküle,  so  bedeutet  der  Satz,  dafs  die  Wal 
scheinlichkeit,  dafs  jedes  Molekül  den  Weg  x  •  l  zurücklegt,  gleich  TTi 
nichts  anderes,  als  dafs  von  der  ganzen  Zahl  N  eine  solche  Zahl  n  < 
Weg  zurücklegt,  ohne  schon  vorher  anzustofsen,  dafs 

ist.    Die  Zahl  n  der  den  Weg  x/,  ohne  vorher  anzostoüeen,  nurfirklegeiM 
Moleküle  ist  somit 

n  =  NW  «=  Ne-"". 
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Alle  übrigen  Moleküle  werden  schon  nach  Zurücklegnng  kleinerer 
ITege  gestofsen.  Um  nnn  aber  die  Zahl  der  Moleküle  zu  bestimmen,  welche 
erade  den  Weg  x  •  l  zurücklegen  und  keinen  gröfsem,  müssen  wir  aus- 
keimen ,  wie  viele  am  Ende  dieses  Weges  einen  Stofs  erhalten.  Wir  finden 
lese  Anzahl,  wenn  wir  von  der  eben  gefundenen  Zahl  diejenige  abziehen, 
eiche  ohne  anzustofsen  den  von  x  unendlich  wenig  verschiedenen  Weg 
p+  ^^)^  zurücklegen;  denn  die  Differenz  dieser  Zahlen  ist  eben  jene  An- 
ihl  von  Molekülen,  welche  keinen  gröfsem  Weg  als  (x  +  dx)  ?,  wofür  bei 
5r  vorausgesetzten  Kleinheit  von  dx  auch  x  •  l  gesetzt  werden  darf,  ohne 
lots  zurücklegen  kann.    Diese  Differenz  ist 

Bei  der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  dx  können  wir  setzen 
gr-arf*^  1— «da?, 
id  erhalten  somit  für  die  Zahl  der  Moleküle,  die  gerade  den  Weg  x  ohne 
oJOs  zurücklegen,  keinen  gröfsem  und  keinen  kleinem 

^er-«*  .  adx. 

Hiermit  sind  wir  imstande  den  Koefficienten  a  zu  bestimmen,  indem 
ir  die  Summe  aller  von  den  Molekülen  zwischen  je  zwei  Stöfsen  zurück- 
legten Wege  berechnen,  die,  wie  wir  sahen,  gleich  Nl  ist. 
'    Da  die  eben  berechnete  Molekülzahl  gerade  den  Weg  x  zurückgelegt 
i,  so  ist  das  Produkt 

X  •  Ner"'  •  adx 

r  in  Summe  von  diesen  Molekülen  zurückgelegte  Weg.  Den  von  allen 
Molekülen  zurückgelegten  Weg  erhalten  wir  dann,  wenn  wir  für  jeden 
ert  von  x  zwischen  Null  und  Unendlich  den  gleichen  Ausdruck  bilden 
d  alle  diese  summieren,  also  in  der  Summe 


OD 

I  xNe-^'^'adx. 


Für  diese  Summe  gibt  die  Integralrechnung  den  Wert 

N 
a    ' 

nun  die  Sxunme  der  von  allen  Molekülen  zurückgelegten  Wege  gleich 
ist,  so  folgt 

^  AT    7  ^ 

Mit  dem  so  bestimmten  Werte  von  a  ergibt  sich  somit  die  Wahrschein- 
kkeit,  dafe  ein  Molekül  den  Weg  xl  zurücklegt,  zu  e~',  und  hiemach  die 
hl  der  Moleküle,  welche  den  Weg  xl  zurücklegt,  zu  Ner-^.  Die  Zahl  der 
ileküle,  welche  also  die  mittlere  Wegelänge  ohne  vorher  angestofsen  zu 
ben  zurücklegt,  ist 

JVTe-i  =  0,3679  N, 

]t^  BXir  etwa  37%;  alle  übrigen  haben  schon  nach  Zurücklegung  eines 
laem  Weges  einen  Stols  erhalten.  Für  den  doppelten  Weg  findet  man 
[18,5%,  ftr  den  dreifaehen  4:,9%,  für  den  zehnfachen  0,0045^|^,  «o 
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also   von   einer  Million  Moleküle  im  Durchschnitt  nur  45   ungestört  die 
10  fache  mittlere  Wegelänge  zurücklegen. 

§  102. 

Ableitung  des  Mariotteschen  Gesetzes.  Die  Entwicklungen  des 
letzten  Paragraphen  führen  uns  sofort  zu  der  Beziehung,  welche  zwischen 
dem  Druck  eines  Gases  und  dem  von  demselben  eingenommenen  Banm  be- 
stehen mufs.  Nach  unserer  Theorie  kann  der  Druck,  den  das  Gas  auf  die 
Wandungen  des  Gefäfses  ausübt,  in  welches  es  eingeschlossen  ist,  nnr  hn- 
rühren  von  den  Stöfsen ,  welche  die  an  die  Wand  prallenden  Moleküle  der 
Wand  ei-teilen. 

Wenn  ein  Raum  von  der  Gröfse  U  ein  mit  der  Geschwindigkeit  «  aek 
bewegendes  Molekül  enthält,  so  erhält  das  Flächenstück  s  der  Wand  in 
Durchschnitt  pro  Sekunde  (p.  445) 

SU  cos  &•  sin  d-dd" 

Stöfse  in  der  Richtung  &.  Enthält  der  Raum  N  Moleküle,  so  ist  ftlr  jed« 
dieser  N  Moleküle  die  Stofszahl  dieselbe,  die  in  der  Richtung  d  von  alki 
diesen  Molekülen  ausgeübten  Stöfse  haben  somit  die  Zahl 

N SU  coB  '&  sin  '& d <& 
2~Ü 
Das  an  die  Wand  anprallende  Molekül  wird  nach  den  Gesetzen  des^ 
elastischen  Stofses  von  der  Wand  zurückgeworfen,  das  heilst  also  die  geget 
die  Wand  senkrechte  Komponente  der  Geschwindigkeit  wird  in  die  eafcr 
gegengesetzte  verwandelt.  Die  zur  Wand  senkrechte  Komponente  der  Ge- 
schwindigkeit für  die  in  der  Richtung  <^  gegen  die  Wand  fliegenden  Mote- 
küle  ist  u  •  cos  d-]  indem  diese  in  die  entgegengesetzte  verwandelt  wird,ii' 
es  dasselbe,  als  wenn  dem  Molekül  in  der  von  der  Wand  fortgewandU 
Richtung  die  Geschwindigkeit  2  u  cos  ^  erteilt  würde.  Nennen  wir  nim  \ 
die  Masse  des  einzelnen  Moleküls,  so  ist  die  dieser  Geschwindigkeit  eidr 
sprechende  Bewegungsgröfse  m  •  2  u  cos  d:  Die  gesamte  BewegungsgrO^ 
welche  die  in  der  Richtung  y>  gegen  die  Wand  fliegenden  Moleküle  infolge 
ihres  Anpralls  an  das  Stück  .«?  der  Wand  in  der  Zeit  einer  Sekunde  erh»lt«i| 
ist  demnach,  da  jedes  in  der  Richtung  ^  gegen  die  Wand  fliegende  Molekl 
bei  jedem  Stöfse  dieselbe  Bewegungsgröfse  2mu  cos  ^  erhalt, 

Nsu  cos  ^  sin  d'dd'           sNtnu* co^^d"  sin-^d^- 
2  m  u  cos  9  '     '  ^jj     = ,T 

Hieraus  erhalten  wir  in  schon  oft  abgeleiteter  Weise  die  Bewegonp 
gröfse,  welche  sämtliche  in  allen  möglichen  Richtungen  gegen  die  Wi 
fliegenden  Moleküle  infolge  ihres  Anpralls  an  die  Wand  in  einer  Sebai 
erhalten,  in  der  Summe 

n 

sN      -     ^•''' 

denn  die  möglichen  Richtungen  entsprechen  allen  Werten  von  ^  zwischen  ( 
entsprechend  dem  senkrechten  Anprall,  und  - 
parallelen  Bewegung.    Diese  Summe  ist,  da 


—  I  cos*^  sm  ^a-^. 


entsprechend  dem  senkrechten  Anprall,  und  —  entsprechend  einer  der  Wi 
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J 


n 


n 


cos^  0  8inOd^=  —  i  (cos^        —  cos*  o) 


i- 


2 
sNmu^ 


Denken  wir  uns  jetzt  die  Wandfläche  5  vollkommen  frei  beweglich,  so 
ifs,  damit  sie  nicht  durch  die  Stöfse  der  Moleküle  zurückgetrieben  wird, 
n  der  andern  Seite  auf  die  Wand  ein  Druck  ausgeübt  werden,  und  zwar 
afs  wegen  der  grofsen  Zahl  von  Stöfsen,  die  in  stetiger  Folge  stattfinden, 
eser  Druck  ein  stetiger  sein.  Die  Gröfse  dieses  Druckes  ist  dadurch  ge- 
>ben,  dafs  er,  die  Zeit  einer  Sekunde  wirkend,  der  Masse  der  gegen  die 
'andfläche  s  prallenden  Moleküle  dieselbe  Bewegungsgi*öfse  erteilen  mufs. 
ennen  wir  diesen  Druck  für  die  Flächeneinheit  p ,  so  mufs  nach  dem  §  1 1 
)geleiteten  Satze,  dafs  der  Antrieb  einer  Kraft  in  der  Zeit  t  gleich  der  in 
eser  Zeit  t  erreichten  Bewegungsgröfse  sein  mufs,  und  da  die  hier  in  Be- 
B/cht  gezogene  Zeit  die  Zeit  einer  Sekunde  ist, 

.    aNmu^ 
PS  =  \ jj , 

ler 

Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  sahen,  ist  U  der  von  den  Wirkungs- 
hären der  Moleküle  freie  Raum  des  mit  dem  Gase  gefüllten  Gefäfses,  so 
fs  wir  also  zu  dem  Satze  gelangen,  dafs  das  Produkt  des  Druckes,  den 
1  Gas  auf  die  Flächeneinheit  ausübt  in  den  von  den  Wirkungssphären 
den  Raum,  den  das  Gas  einnimmt,  gleich  einem  Drittel  der  doppelten 
)endigen  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  der  in  dem  Räume 
wegten  Moleküle  ist^).  Für  die  Gröfse  U  erhielten  wir  im  vorigen 
ragraphen 

U  =  V  —  Nl^^n. 

Bei  den  jedenfalls  sehr  kleinen  Werten  von  q  kimnen  wir,  wenn  das 
s  nicht  eine  sehr  gröfse  Dichtigkeit  hat,  den  von  den  Wirkungssphären 
sgefüllten  Raum  vernachlässigen,  und  erhalten  dann 

Da  für  eine  gegebene  Gasmasse  die  Zahl  der  Moleküle  konstant  ist, 
tnso  die  Masse  m  jedes  Moleküls  und,  wie  wir  schon  hier  hervorheben 
Uen,  für  eine  konstante  Temperatur,  auch  die  Geschwindigkeit  «,  so  ist 
letzte  Gleichung  der  Ausdruck  des  Mariotteschen  Gesetzes,  dafs  das 
>diikt  aus  dem  Drucke  und  dem  Volumen  bei  einer  gegebenen  Gasmenge 
l  gegebener  Temperatur  konstant  ist. 

Die  Entwicklung  läfst  aber  zugleich  erkennen,  dafs  das  Gesetz  nur 
genähert  richtig  sein  kann,  und  dafs  die  Gase  um  so  mehr  davon  ab- 
kchen  müssen,  je  kleiner  der  von  dem  Gase  eingenommene  Raum  ist, 
oigstens  danU;  wenn  der  von  den  Wirkungssphären  eingenommene  Raum 

^)  Krönigy  Poggend.  Ann.  Bd.  XCIX.  Genauer  abgeleitet  zuerst  von 
MMMf ,  Poggend.  Ann.  Bd.  C. 
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nicht  yerschwindend  klein  ist.     Setzen  wir  in  die  Gleicbnng  den  riditign 
Wert  für  ü"  ein,  so  wird: 

p  (7—  N^q-^n)  =  \Nm%i\ 

Da  für  eine  gegebene  Gkismasse  der  von  den  Wirknngsspliftrai  der 
Moleküle  ausgefüllte  Baum  eine  konstante  Gröfse  ist,  so  können  wir,  wem 
wir  denselben  mit  h  bezeichnen  und  die  Eonstante  der  rechten  Seite  mitiZ, 
diese  Gleichung  auch  schreiben 

Wir  erkennen  demnach^),  dafs  die  dynamische  Gastheorie  anstatt  n 
dem  Mariotteschen  Gesetze,  zu  dem  Satze  gelangt,  dafs  das  Produkt  in 
dem  Drucke  und  Volumen  eines  Gases  nicht  konstant  ist,  sondern  daCs  ei 
mit  wachsendem  Drucke  wachsen  muTs  und  zwar  um  so  mehr,  je  gr5to 
der  Druck  p  ist,  unter  welchem  das  Gas  steht.  Weiter  aber  erkennt  mia, 
dafs  diese  Beziehung  nur  so  lange  gültig  sein  kann,  wie  die  Bewegongti 
die  in  der  Theorie  vorausgesetzten  sein  können«  Das  ist  höchstens  so  laap 
möglich,  als  der  Abstand  der  Schwerpunkte  zweier  Moleküle  nicht  klein« 
als  der  doppelte  Badius  der  Wirkungssphäre  ist,  denn  nur  dann  kOnnti 
noch  ein  Molekül  zwischen  zwei  andern  hindurchgehen;  es  kann  also  diMI 
Beziehung  nicht  meht  gelten,  sobald  der  ganze  von  dem  Grase  angefUtti 
Ilaum  nicht  gröfser  ist  als  der  doppelte  Baum,  den  die  Wirkungssphlni 
der  Gase  ausfüllen. 

Von  den  von  Begnault  untersuchten  Gasen  entspricht  indes  nur  der 
Wasserstoff  dieser  Beziehung,  denn  nur  bei  diesem  wächst  das  Produkt jif 
mit  wachsendem  Drucke,  bei  allen  übrigen  Gasen  dagegen  nimmt  mit 
wachsendem  Drucke  zunächst  das  Produkt  |?  F  ab,  um  dann,  erst  wenn  der 
Druck  auf  60 — 70  Atmosphären  gewachsen  ist,  wieder  zuzunehmen,  wie 
sich  übereinstimmend  aus  den  Versuchen  von  Cailletet  und  Amagat  ergtbi 

Wir  müssen  daraus  schliel'sen,  dafs  unsere  Theorie  noch  nicht  gau 
den  wirklichen  Verhältnissen  entspricht;  in  der  That  haben  wir  bei  Ent- 
wicklung derselben  eine  Voraussetzung  gemacht,  die  nicht  strenge  richtig 
sein  kann^),  die  Voraussetzung  nämlich,  dafs  die  zwischen  den  Molekülen 
thätigen  Kräfte  nur  im  Augenblicke  des  Stofses  wirksam  seien,  und  dafe 
die  Dauer  dieser  Wirkungen  so  klein  sei,  dafs  der  Einflufs,  den  sie  auf  die 
Geschwindigkeit  der  Bewegung  haben,  vernachlässigt  werden  dürfe.  Iflt 
das  nicht  der  Fall,  wird  die  Geschwindigkeit  durch  den  Stofs  für  eine  geg€i 
die  Zeit  der  freien  Bewegung  erhebliche  Zeit  geändert,  so  mufs  die  Ge-  ' 
schwindigkeit  u,  die  wir  als  mittlere  der  Moleküle  für  ein  gegebenes  Gas 
und  gegebene  Temperatur  bezeichneten,  einigermafsen  von  der  Zahl  der 
Stöfse  abhängen,  somit  da  die  Stofszahl  von  dem  Volumen  der  gegebenen 
Gasmenge  abhängt,  mit  dem  Volumen  des  Gases  sich  etwas  ändern. 

Anstatt  die  Änderung  der  Geschwindigkeit  zu  berechnen,  kann  man, 
wie  Van  der  Waals*)  gezeigt  hat,  den  Einflufs  der  Molekularkräfte  dniek 

^)  Dieser  Aasdruck  ist  zuerst  von  Van  der  WaaU  in  der  schon  erwähnten 
Abbandlnnff  Over  de  continniteit  van  den  Gas-  en  Vloeistofitostand,  Leiden  1871. 
p.  48  abgeleitet 

*)  Clau9iu8^  Poggend.  Ann.  Bd.  C;  neue  Folge  Bd.  IX. 

")  Van  der  Waah,  a.  a.  0.  p.  64ff. 
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ine  etwas  andere  Betrachtung  in  Bechnnng  ziehen.  Wir  erhielten  für  den 
^ck  des  Gases  für  die  Flächeneinheit  der  Wandfläche 

—       ^ 

P-^V^b)' 

Sind  nnn  zwischen  den  Gasmolekülen  anziehende  Kräfte  thätig,  so 
tofs  dadurch  die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Moleküle  gegen  die  Wand 
legen  und  damit  der  Druck  p  kleiner  werden.  Der  Effekt  ist  also  derselbe, 
ie  wenn  die  gegen  die  Wand  fliegenden  Moleküle  eine  gegen  das  Innere 
BS  Gases  wirkende  Anziehung  erhalten,  durch  welche  der  Druck  p  nicht 
Idch  dem  berechneten,  sondern  kleiner,  also 

B 

an  mufs.  Jedes  auf  die  Wand  drückende  Molekül  erfährt  diese  Druck- 
mninderung,  dieselbe  mufs  also  zunächst  proportional  sein  der  in  einem 
igebenen  Momente  in  der  Wandschicht  yorhandenen  Moleküle.  Diese  ist 
MT  der  Zahl  der  in  der  Volumeinheit  yorhandenen  Moleküle,  also  der 
ichtigkeit  des  Gases  proportional.  AuTserdem  mufs  die  auf  jedes  einzelne 
blekül  wirkende,  gegen  das  Innere  des  Gases  gerichtete  Anziehung,  wie 
ir  das  bei  allen  ähnlichen  Wirkungen  finden,  der  Anzahl  der  auf  das  in 
ir  Grenzschicht  befindliche  wirkenden  Moleküle  proportional  sein. 

Denken  wir  uns  nun  um  ein  solches  Molekül  mit  dem  gröfsten  Ab- 
lade, bis  auf  welchen  die  Moleküle  anziehend  auf  dasselbe  wirken,  eine 
Bgel  gelegt,  so  wird  jedes  innerhalb  der  in  das  Gas  fallenden  Halbkugel 
igende  Molekül  auf  das  betrachtete  anziehend  wirken.  Die  Zahl  der  in 
Bser  Hiiibkugel  liegenden  Moleküle  ist  wieder  der  Dichtigkeit  des  Gases 
oportional,  so  dafs  also  die  Gröfse  a  dem  Quadrate  der  Dichtigkeit  pro- 
rtionaJ  ist.  Da  nun  bei  einer  gegebenen  Gasmenge  die  Dichtigkeit  dem 
inmen  umgekehrt  proportional  ist,  können  wir  schreiben 


«  —   y% 

i 

B               a 
P           V—b           F*  ' 

r  auch 

{p+  v-r)i7-^)-^- 

In  der  Form 

5iint  man,  dafs  der  Gang  der  Werte  pv  wesentlich  von  dem  Verhält- 
e  a  und  h  abhängig  ist,  dafs,  wenn  der  Wert  von  a  hinreichend  grofs 

der  Wert  von  pv  mit  abnehmendem  Volumen  zuerst  bis  zu  einem 
bnnin  abnehmen  kann  und  dann  erst  bei  wachsendem  Volumen  zunimmt. 

So  lange  das  Volumen  nicht  zu  klein  ist,  können  wir  in  dem  Gliede 
3en  Druck  p  nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  durch 

B 
P-yr 
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ersetzen,  und  dann 

..TT—  i?^iL:i^_i 


TT        z>        a-'bB     ,     ah 


schreiben.  In  dieser  Form  erkennt  man,  dafs  die  aus  der  Theorie  sie 
gebende  Gleichung  mit  der  empirischen  Gleichung  •zusammenflQlt,  w 
Begnault  zur  Darstellung  seiner  Beobachtungen  gewählt  hat.  Die 
war  (§  98  la) 

pr=l-^(-i-l)+^(^-l)' 

so  dafs 

R=l  +  A  +  B,     a  —  hR  =  Ä  +  2B,     ah  =  B. 

Die  Eegnaultschen  Beobachtungen  zeigen  somit,  dafs  bis  zu  e 
Drucke  von  20  Meter  Quecksilber  das  Verhalten  der  Grase  ganz  der 
wickelten  Theorie  entspricht. 

An  den  Messungen  von  Cailletet  und  Amagat  läfst  sich  dann  pr 
ob  auch  bei  gröfsem  Drucken  die  Volumabnahme  der  Theorie  entspi 
Ich  habe  zu  diesem  Zwecke  die  Versuche  Amagats  mit  Stickstoff  gevi 
Amagat  gibt  die  Produkte  jp  F  in  Metern  Quecksilber  und  den  willkürli 
Volumeinheiten  seines  Apparates  an.  Um  die  Produkte  in  denselben 
heiten,  wie  sie  Regnault  zur  Darstellung  seiner  Versuche  zu  Grunde 
bei  denen  das  Volumen  des  Gases  bei  dem  Drucke  von  1  Meter  Queckf 
gleich  1  gesetzt  wird,  auszudrücken,  habe  ich  zunächst  nach  den  Regs 
sehen  Angaben  (§  98)  das  Volumen  V  fttr  den  kleinsten  von  Amaga 
gewandten  Druck  20,740°*  berechnet.  Dasselbe  ergibt  sich  zu  0.( 
Dann  wurde  aus  den  von  Amagat  gegebenen  Werten  für  p  V  und  |)  da 
demselben  beobachtete  Volumen  berechnet.  Das  Volumen  bei  20,740" 
ergab  sich  so  zu  2458  in  den  Amagatschen  Einheiten.    Durch  Multi] 

0  0477 

tion  mit  "  o'45r"  wurden  dann   sämtliche  Volumina   auf  die   Regnaol 

Einheit  reduciert.  Es  wurde  dann  aus  den  Regnaultschen  Konst 
A  und  B 

A  =  0,000  690  1 

7i  =  0,000007  04 

die  Konstanten  a,  6,  li  der  Gleichung  bestimmt.    Dieselben  ergaben  s 

J^  =  1,000  697     a  =  0,00303     h  =  0,002  325. 

Schliefslich  wurden  aus  den  Amagatschen  Beobachtungen  nac 
Gleichung 


{v-\-i.?f{V-h)=^R 


die  Konstanten  jR  berechnet,  welche,  wenn  die  Beobachtungen  mi 
Theorie  stimmen,  den  oben  angegebenen  Wert  von  B  liefern  müssen, 
gende  Tabelle  enthält  einige  Werte  zur  Vergleichung  von  Theorie 
Beobachtung: 


p 

a 

-w 

20,740 

1,331 

47,176 

6,936 

69,140 

14,794 

96,441 

28,105 

128,296 

47,400 

158,563 

68,745 

221,103 

117,760 

V—h 

B 

0,045  37 

1,0012 

0,018  57 

1,0049 

0,011  97 

1,0049 

0,008  06 

1,0032 

0,005  67 

0,9963 

0,004  315 

0,9811 

0,002  570 

0,9319 
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7 
0,047  7 
0,020  9 
0,014  3 
0,010  38 
0,007  995 
0,006  64 
0,005  07 
Die  bis  zu  einem  Drucke  von  128"  berechneten  Worte  entsprechen 
r  Theorie  so  genau  es  sich  erwarten  läfst,  wenn  man  erwägt,  dafs  die 
•nstanten  a  und  h  aus  den  Beobachtungen  Rcgnaults  abgeleitet  sind,  die 
r  bis  zu  einem  Drucke  von  etwas  über  20™  gehen.  Eine  Ableitung  der 
(nstanten  der  theoretischen  Gleichung  aus  Begnaults  und  Amagats  Be- 
achtungen würde  ohne  Zweifel  Werte  geben,  welche  eine  noch  bessere 
lereinstimmung  zwischen  der  Beobachtung  und  der  Theorie  liefern  würden« 
e  beiden  letzten  Beobachtungen  geben  schon  zu  kleine  Werte  von  1?, 
dafs  wir  schliefsen  müssen,  dafs  schon  wenn  V  zwischen  zwei  und  drei  h 
^,  die  Bewegungen  der  Moleküle  unsem  Voraussetzungen  nicht  mehr 
bqnrecben. 

Wir  werden  auf  die  Vergleichung  von  Theorie  und  Beobachtung  in 
r  Wärmelehre  bei  Gelegenheit  der  Besprechung  der  von  Andrews  ent- 
dcten  kritischen  Temperatur  nochmals  zurückkommen  und  dann  auch  den 
nflufis  der  Temperatur  auf  die  von  der  Theorie  gelieferten  Konstanten 
Baen  lernen. 

Für  die  drei  andern  von  Regnault  ausführlicher  untersuchten  Gase 
^ben  sich  aus  den  §  98  angeführten  Konstanten  folgende  Werte  von 
ind  hl 

Luft a  =  0,005  Ol  h  =  0,003  87 

Wasserstoff  a  =  0,002  65  h  =  0,003  17 

Kohlensäure  a  =  0,009  33  h  =  0,000  78 

Schliefslich  wollen  wir  noch  hervorheben,  dafs  durch  die  Bestimmung 
Wertes  6  sich  auch  in  Zahlen   das  Verhältnis   zwischen   der   mittlem 
(glänge  und  dem  Badius  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle  angeben  läfst. 
r  die  mittlere  Wegelänge  hatten  wir 

V—N^fi^n  V-h 

^'^  —NiQ^n  '^=  b  ^' 
Bei  der  Berechnung  der  Konstanten  der  Regnaultschen  Gleichungen 
l  damit  auch  der  aus  denselben  abgeleiteten  Werte  von  a  und  h  ist 
Volumen  des  Gases  unter  dem  Drucke  1  Meter  Quecksilber  als  1  gesetzt. 
I  Werte  h  geben  also  etwa  in  Litern  den  Raum  an,  den  die  Wirkungs- 
ftren  der  Moleküle  ausfüllen,  welche  sich  unter  dem  Drucke  von  1  Meter 
»cksilber  in  einem  Liter  befinden.  Für  diese  erhalten  wir  dann  den 
jfficienten  von  ^,  indem  wir  V  =  1  setzen,  also 

Darnach  werden  für 

Stickstoff  {  =  429  q     Wasserstoff  1=    314  p 
Luft  .  .  .l  =  2öd  Q     Kohlensäure  l  =  1281  q. 
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Es  bedarf  demnach  nur  nocB  der  Bestimmimg   der  absoluten  ^ 
von  ly  um  auch  die  Oröfse  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle  zu  bere< 

§  103. 
Bestimnnmg  der  Geschwindigkeit  u  der  Moleküle.  Die  im  t< 

Paragraphen  erhaltene  Gleichung  für  den  Druck,  den  ein  im  Volumen  F 
dem  Drucke  p  befindliches  Gas  auf  die  Wandungen  des  G^ftTses  a 
gestattet  uns  auch  die  Geschwindigkeit  u  der  Moleküle  zu  berechnen'] 
Konstante  B  unserer  Gleichung  hat  darnach  die  Bedeutung 

somit  wird 


u=Y- 


SB 


-|/8pl 


Nm  ' 

woftlr  wir  auch,  da  besonders  bei  kleinen  Drucken  R  nur  sehr  weni 
p  V  abweicht,  setzen  dürfen 

Ntn 

Hierin  bedeutet  Nm  die  Masse  des  den  Raum  V  unter  dem  I 
p  ausfüllenden  Gases.  Drücken  wir  dieselbe  durch  das  G^ewicht  des 
aus,  so  müssen  wir  auch  den  Druck  durch  Gewicht  ausdrücken.  E 
wir  uns,  um  den  Wert  von  u  in  Metern  zu  bestimmen,  ein  Kubü 
Luft  unter  dem  Druck  einer  Atmosphäre,  so  ist  p  der  Druck  einer  . 
Sphäre  auf  das  Quadratmeter  10333  Kilo.  Ein  Kubikmeter  Luft 
wenn  die  Temperatur  diejenige  des  schmelzenden  Eises  ist,  1,293 
somit  ist 


u = y^ 


9 


103*3.9,81   _485M. 


1,293 

Die  Luftmoleküle  bewegen  sich  somit  bei  der  Temperatur  des  si 
zenden  Eises  mit  einer  Geschwindigkeit  von  485™.  Für  ein  andere 
tritt  in  diesen  Ausdruck  an  Stelle  des  Gewichtes  der  Luft  dasjeni^ 
betreffenden  Gases.  Nennen  wir  das  specifische  Gewicht  des  Gases,  b< 
auf  Luft,  ^,  so  dafs  also  das  Gewicht  von  1  Kubikmeter  des  Oases 
dem  Druck  einer  Atmosphäre  gleich  1,293  •  d  ist,  so  wird  der  Wert 
für  dieses  Gas 


u  =  485  ]/-^  • 


Die  Geschwindigkeit  der  Gasmoleküle  ist  also  der  Quadratwnr» 
der  Dichtigkeit  des  Gases  umgekehrt  proportional.  In  der  Wärm 
werden  wir  nachweisen,  dafs  bei  steigender  Temperatur  die  Dichtigke 
Gase,  und  zwar  für  alle  sehr  nahe  gleichmäfsig,  abnimmt,  so  dafs  n 
einer  nach  der  Centesimalskala  genommenen  Temperatur  das  Gewicl 
1  Kubikmeter  Gas  schreiben  können 

1,298  •  d 


1  +  0,003  67 


')  ClauHus^  Poggend.  Ann.  Bd.  C. 
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Daslialb  wird  bei  der  Temperaitir  t  die  Geschwindigkeit 


„  =  485  1/1+^ 


CW)3  67  t 


ii  nir  Luft  ^  ==  1  ZM  setzen  ist. 

Für  einige  i  »ase  werden  hiernach  die  Werte  von  u  fUr  die  Temperatur 
O  des  schmelzenden  Eises 

Sanerstoff      S  =  1,105  m  ri  =    461"» 

StickstoÖ'       6  ^  0,971  a  h  ^    49  2 "^ 

Wasserstoff   d  =  0,069  2  u  =1844™ 

Kohlensäure  6  =  1,529  0  u  =    392"*, 

Hierbei  ist  jedoch  zu  beachten»  dafs  die  so  bereübnet^n  Werte  von  u 
;  die  arithmetischen  Mittel  der  Geschwindigkeit  der  Moleküle  sind;  es 
Tielmehr  jene  Werte  der  Geschwindigkeit,  welche  alle  Molekille  haben 
ten,  damit  der  Druck  dem  wirklichen  gleich  ist;  u  bedeutet  also  die 
,r2el  aus  dem  mittlem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  welch  letz- 
:ht  mit  dem  Quadrate  der  mittleni  Geschwindigkeit  zusammen filllt, 
ffie  mittlere  Geschwindigkeit  zu  bestimmen^  bedarf  ea  erst  einer  Unter- 
Ung,  wie  die  verschiedenen  Geschwindigkeiten  auf  die  Molcküli*  verteilt 
,  eine  Untersachmig,  welche  Maxwell*)  durchgeführt  hat,  auf  welche 
etnzngehen  hier  zu  weit  tUhren  würde.  Wir  begnügc^n  uns  mit  An- 
des  Resultates,  dafs  hiemach  die  mittlere  Geschwindigkeit  etwas 
r  ist  als  der  Clausiiissohe  Wert,  und  zwar  dafs 


„y 


Bit 


Hoi  den  Molekülen  kommen  alle  Geschwindigkeiten  vor  von  sehr  kleinen 
a  ööhr  grofsen;  etwa  1,5  Procent  der  Moleküle  hat  eine  Geschwindig- 
die  weniger  als  ein  Viertel  der  mittlena,  t^twa  0^5  Proeent  eine  solche, 
lehr  ab  das  Doppelte  der  mittlem  beträ.gt. 

§  104 

Abnahme  de»  Luftdrucks  mit  der  Höhe.  Barometrische  Höhen- 

iUngen.    Nachdem  wir  in  den  letzten  Paragiaphen  die  Bedeutung  des 

inttesrhen  Gesetzes   für  unsere    Kenntnis   der  Natur   de«  Gaszustandes 

len  gelernt  haben,  gehen  wir  zunächst  dazu  über,  das  Mariottesche  Ge- 

'War  Ableittuig  einiger  aus   demselben  sich  ergebenden  Erscheinungen 

Wir  beginnen  mit  Ableitung  des  Gesetzes,  nach  welchem  der 

:ck  abnehmen  mufs,  wenn  wir  uns  in  der  Atmosphäre  emporheben, 

weil  die  Dichtigkeit  der  Gase  mit  dem  Druck  sich  lindert,  mufs  das 

der  Druckabnahme  bei  vertikaler  Erhebung  in  der  Atmosphäre  ein 

s    sein,   als  wenn  wir   uns   in   einer    tropfbaren   Flüssigkeit   empor- 

• 

Um  das  Gesetz  abzuleiten,  nehmen  wir  an,  die  Luft  habe  Überalt  die- 
Temperatur  und  sei  im   Gleichgewicht,      Sei   dann  der  durch   den 


Matwellt  PhU.  mag,  IV.  Series  voL  XIX  und  XXXV.    BoUzmann.  Wiener 
LVni,  LXni,  LXVI,  LXXII.    Man  sehe  auch  0.  E.  Mtyer:  KiuetiBche 
norie.    Brctlau  1877.  p.  31  ff.  und  p,  269  ff. 


460  Abnahme  des  Lnftdracks  mit  der  Hohe.  |t 

Barometerstand  gemessene  Luftdruck  in  irgend  einer  Höbe  h  ftber  d 
Meeresniveau  gleich  &,  wir  suchen  denselben  in  irgend  einer  andern  H5he 
Steigen  wir  von  der  Höhe  h  um  eine  so  kleine  Höhe  dh  auf,  daüs 
die  Dichtigkeit  der  Luft  in  dieser  überall  als  gleich  und  zwar  gleieb  ( 
jenigen  s  setzen  dürfen,  welche  dem  Drucke  h  entspricht,  so  mufs  das  6i 
meter  um  eine  solche  Höhe  dh  sinken,  dafs  das  Gewicht  der  Qneeksill 
Säule  vom  Querschnitt  1  und  der  Höhe  dh  gleich  ist  dem  Gewichte 
Luftsäule  von  gleichem  Querschnitt  und  der  Höhe  dh,  Ist  das  speci& 
Gewicht  des  Quecksilbers  gleich  <y,  so  mufs  demnach 

sdh  =  —  adh^ 

wenn  wir  rechts  das  negative  Vorzeichen  schreiben,  um  auszudrücken, 
das  Barometer  um  dh  sinkt.     Setzen  wir  die  Dichtigkeit  der  Luft  a 
dem  Normaldruck  B  =  760°^  gleich  5^,  so  ist 


und  demnach 


Dieser  Ausdruck  enthält  schon  das  zu  suchende  Gesetz,  denn  es  z 
dafs  das  Barometer  jedesmal  um  denselben  Bruchteil  des  an  der  m 
Grenze  der  Schicht  dh  vorhandenen  Barometerstandes  sinkt,  wenn  wir 
irgend  einer  Stelle  aus  um  die  Höhe  dh  emporsteigen;  denn  für  einen 
denselben  Wert  dh  ist  die  rechte  Seite  unserer  Gleichung  eine  konst 
Gröfse.    An  der  obem  Grenze  der  Schicht  wird  der  Barometerstand 


»o:s 

=  B: 

b 

s  = 

s,b 
B 

db 
b 

_       «0 

—  cB 

dh. 

b^  =  h^  dh  =  h[i  —  -^-  dh) , 


oder  der  Quotient  aus  den  Barometerständen  h^  und  h  an  SteUen,  die 
Höhendifferenz  dh  besitzen,  ist  immer  d^selbe,  wo  wir  auch  die  Hö 
differenz  nehmen,  das  heifst,  von  welcher  Höhe  h  wir  auch  ausg« 
Daraus  folgt,  dafs  wenn  wir  von  irgend  einer  Höhe  h  eine  Anzahl  Mal 
die  Höhendifferenzen  dh  aufsteigen,  die  Barometerstände  einer  geometria 
Reihe  angehören.  Zunächst  sagt  obige  Gleichung  das  nur  ans,  wenn 
Differenzen  dh  verschwindend  klein  sind,  indes  was  von  diesen  verscb 
dend  kleinen  Höhenunterschieden  gilt,  das  gilt  auch  von  beliebigen 
liehen.  Steigen  wir  nämlich  um  eine  so  grofse  Anzahl  Mal  die  verschwur 
kleine  Höhe  dh  auf,  dafs  mdh  einen  endlichen  Wert  bat,  so  werden 
Barometerstände  in  Orten,  die  mdh^  2 mdh  -  -  höher  liegen, 

6.,  =  6  (l    -     /^     dh)"\         b2rn  =  ^{^--^    dhY"'^  .  . 

Wir  gelangen  also  allgemein  zu  dem  Satze,  dafs  an  Orten,  deren  H 
in  einer  arithmetischen  Reihe  stehen,  die  Barometerstände  eine  geometr 
Reihe  bilden,  deren  Quotient  abhängig  ist  von  der  Differenz  dar  artthi 
sehen  Reibe. 
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Wir  gelangen  zu  demselben  Satze,  wenn  wir  direkt  aus  der  Gleichung 
r  db  den  Barometerstand  in  der  Höhe  H  berechnen;  sei  derselbe  &»,  so 
halten  wir  ihn,  wenn  wir  die  Summen  bilden 


-/^=/.V- 


Diese  Summen  sind  nach  E  YIII,  E  2  und  E  1 

—    [loghn—logh]    =l0gh  —  l0gbn=-^{H—h), 

irin  die  Logarithmen  natürliche  sein  müssen.  Wollen  wir  briggische 
garitbmen  nehmen,  so  müssen  wir  die  rephte  Seite  mit  der  zur  Ver- 
Bdlnng  yon  natürlichen  in  briggische  Logarithmen  nötigen  Zahl  M,  gleich 
n  briggischen  Logarithmus  der  Zahl  e,  multiplicieren. 

Die  Gleichung  zeigt,  dafs  jedesmal,  wenn  wir  in  der  Atmosphäre  um 
laelbe  Höhe  H  —  h  emporsteigen,  die  Differenz  der  Logarithmen  der 
rometerstände  an  der  untern  und  obem  Grenze  dieser  Höhe  denselben 
Brt  hat,  oder  dafs  der  Quotient  aus  den  Barometerständen  derselbe  ist. 

Dieses  Gesetz  gestattet  unmittelbar  aus  den  an  einer  untern  und  obem 
ition  beobachteten  Barometerständen  die  Höhendifferenz  der  beiden  Orte 
bestimmen,  wir  haben  nur  die  Gleichung  nach  H  —  h  aufzulösen  und 
lalten 

welcher  Gleichung  dann  nur  noch  der  Koefficient  der  rechten  Seite  aus- 
irerten  ist.  Li  demselben  ist  J5,  wenn  wir  die  Höhendifferenz  in  Metern 
srechnen  wollen,  in  Metern  gleich  0,76  zu  setzen,  a  die  Dichtigkeit  des 
uecksilbers  ist,  wie  schon  früher  erwähnt  wurde,  gleich  13,595  93;  die 
hl  M  ist  gleich  0,434  29. 

Für  Sq  ist  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  Barometerstande  0,76  zu 
lien.  Ist  die  Temperatur  der  Luftschicht  H  —  h  gleich  der  Temperatur 
I  Bcbnielzenden  Eises,  so  bedeutet  $q  die  Dichtigkeit  der  Luft  unter  dem 
bnalcn  Barometerstande  bei  dieser  Temperatur,  ist  die  Temperatur  eine 
iere,  etwa*  t  der  Centesimalskala,  so  müssen  wir  für  Sq  die  der  Tem- 
ntnr  t  und  dem  normalen  Barometerstande  entsprechende  Dichtigkeit 
iBMtzen.    Wie  wir  in  der  Wärmelehre  nachweisen  werden,  ist  diese 

0,001292  673 

^^^    1  +  Ö",ÖÖ3  QTt  ' 

Setzen  wir  diese  Werte  ein,  so  wird 

H—h  =  18405  (1  +  0,003  67  t)  (log  b  —  log  hn). 

Zur  genauem  Berechnung  der  Höhendifferenz  nach  dieser  Gleichung 
id  in  derselben  noch  einige  Korrektionen  anzubringen. 

Zunächst  ist  der  Zahlenkoefficient  etwas  anders  zu  setzen,  weil  mit 
ithmender  Hohe  die  Schwerkraft  kleiner  wird.  Die  Abnahme  des  Luft- 
lekes  ist  infolge  der  Abnahme  der  Schwerkraft  eine  kleinere,  als  wir  sie 
to  Bfieksicht  auf  diese  fanden,  und. deshalb  ist  die  Höhendifferenz  in  der 
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That  eine  etwas  gröfsere,  als  sie  obige  Gleichnng  aas  den  BinmMterr 
ständen  gibt.  Nach  den  vorliegenden  Erfahrungen  tiiLgt  man  diesem  ü» 
stände  hinreichend  Bechnnng,  wenn  man  den  Zahlenkceffidenten  in  IBiB 
verwandelt. 

Ferner^  da  die  Schwerkraft  mit  der  geographischen  Breite  sich 
so   ändert  sich  mit  derselben  auch  die  Dichtigkeit  der  Luft  unter 
Drucke  von  0,76™  Quecksilber,  und  zwar  ist  sie,  da  der  von  einer 
silbersäule  von  0,76°  Höhe  ausgeübte  Druck  der  an  dem  betreffendmi  tt 
vorhandenen  Schwerkraft  proportional  ist,  dieser  letztem  proportional 
oben  für  Sq  angegebene  Wert  gilt  fttr  die  Breite  von  45®.     Setzen  wir 
Gröfse  der  Schwerkraft  für  diese  Breite  gleich   1,  so  erb&lt  man  ftr 
Dichte  der  Luft  bei  dem  normalen  Barometerstande  unter  der  Breite  9 
dem  §  40  mitgeteilten  Ausdruck  für  ^'leicht 

^0  =  %  (1  —  ^fi^^  259  cos  29), 
wenn  wir  jetzt  den  oben  angegebenen  Wert  mit  s^^  bezeichnen.    Daraus 
dafs  wir  den  Ausdruck  fttr  IT  —  h  mit  diesem  Eoefficienten  dividieren  < 
was  hinreichend  genau  ist,  mit  dem  Koefßcienten  (l  -f~  0,000  259  -  eoi 
multiplicieren  müssen. 

Der  für  Sf^  angegebene  Wert  setzt  weiter  voraus,  dafs  die  Luft  j 
trocken  ist,   und  in  der  ganzen  Höhe  von  h  bis  H  dieselbe  Temperatv 
habe.     Beides  ist  nicht  der  Fall.     Feuchte  Luft  ist  leichter  als  trocl 
und  da  die  Feuchtigkeit  in  der  Luft  mit  steigender  Temperatur 
wird  die  Dichtigkeit  der  Luft  mit  steigender  Temperatur  etwas  kleiner, 
sie  es  nur  durch  die  Ausdehnung  würde.     Da  die  Temperatur  der  Luft 
Höhenmessungen  in  der  Regel  höher  ist  als  0^,  so  genügt  es,  zur 
sichtigung  des  Einflusses  der  Luftfeuchtigkeit  den  Koefücienten  0,003 
durch  den  Wert  0,004  zu  ersetzen. 

Für  die  Temperatur  t  müfste  man  die  mittlere  Temperatur  der  Li 
Schicht  H  —  h  einsetzen.  Da  man  indes  nicht  angeben  kann,  wie  die  T< 
peratur  in  der  Luftschicht  verteilt  ist,  um  so  weniger,  da  man  wohl  ] 
mals  zwei  genau  vertikal  über  einander  befindliche  Orte  zur  Beobaehtn 
hat,  so  begnügt  man  sich  in  Ermangelung  eines  Bessern  die  mittlere 
an  beiden  Orten  beobachteten  Temperaturen  t^  und  f„,  also  i  (^0  "H 
einzusetzen. 

Schliefslich  ist  darauf  zu  achten,  dafs  die  Barometerstände  2»  imd 
nach  §  94  auf  die  Temperatur  0®  reduciert  werden  müssen;  ist  f  die  T< 
peratur  des  Quecksilbers  im  Barometer  an  der  untern,  f^  ^^  der  obem  Statil 
so  wird  die  Gleichung  für  //  —  //  mit  allen  diesen  Korrektionen  *)  ' 

7/-^=18482(l  +  0,00259cos2ep)(l+0,004■^^)(log  i~^~^ 

—  1  6, 

')  Ausführlichere  Behandlung  der  Gleichung  far  barometriache  HOh 
messungen  gibt  La  Place,  M^canique  Celeste  Livre  X  chap.  IV.  jpptew,  T^ 
de  Mäcanique  Tome  II,  livre  IV,  chap.  6.  Eine  gate  Zosammenitellong  ■]!«  1 
barometrischen  Höhenmessungen  zu  beachtenden  Umstfizide  gilit  Brtmdm 
Gehlers  phjsik.  Wörterbuch,  Artikel  Höhenmessung,  Bd.  V,  Teil  1.  ta 
R.  RÜhlmann,  Die  barometrischen  Höhenmessungen,  Leiptig  1870.  Xan  li 
aach  Baeyer,  Poggend.  Ann.  Bd.  XCVIII. 

J 
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üerbei  liegt  nun  noch  die  Yorausseizimg  zu  Grunde,  dafs  die  Aimo- 

iin  .Oeichgewicht  sei,  was  nach  den  Bemerkungen  des  §  96  nicht 

_istv     üix\  die  dort  erwähnten  Variationen  des  Luftdruckes  zu  be- 

»ufs  man  entweder  den  mittlem  Barometerstand  an  beiden  Sta-^ 

r enden,  oder  wenn  das,  wie  es  meist  der  Fall  ist,  an  der  obem 

der  Spitze  eines  Berges  nicht  möglich  ist,  mufs  man  eine  Zeit 

r  die  Atmosphäre  mi^gliehst  ruhig  ist,  damit  sie  möglichst 

I         des  Gleichgewichtes  ist,  den  unsere  Rechnung  voraussetzt, 

\  dann  ferner  gleichzeitige  Beobachtungen  an  beiden  Stationen  an- 

8©n-     Da  die  Änderungen  des  Luftdruckes  meist  nicht  so  lokal 

iafs  derselbe  in  nahe  liegenden  Orten  sehr  verschieden  ist,  so  kann 

kjnenilich  sicher  sein,  korrespondierende  Barometerstände  zu  er- 
nsere  Formel  ergibt  dann  die  Hube  der  zweiten  Station  mit  dem 
eterstande  Ü>„  über  der  ersten  bis  auf  einige  Meter  genau, 
eant  man  die  Höbe  eines  Ortes  fiber  der  Meeresfläche  und  zugleich 
iroraeterstand  b  an  demselben,  so  kann  man  mit  Hülfe  dieser  Formel 
krometerstand  B  erhalten,  welcher  in  dem  Niveau  des  Meeres  unter 
^ite  und  Länge  des  Ortes  stattfinden  würde.  Auf  diese  Weise  werden 
^b  verschiedenen  Orten  beobachteten  mittlem  Barometerstände  anf 
^Bq  des  Meeres  rediiciert. 


§  105. 


irwendung  des  MarlotteBChen  Gesetzes  atif  Manometer.     Die 

nesser,  welche  wir  bisher  kennen  gelernt  haben,   beinhen  auf  dem 
tatischen  Grundgesetze,   dafs   in   komiminicierenden 
i   nur  daim  Gleichgewicht  ist,  wemi  der  Druck  auf  ^^^'  *-'^' 

ettnungsÜäcbe  der  beiden  Flüssigkeiten  von  beiden 
Heicb  grofs  ist.  Bei  diesen  wird  also  der  Druck 
H^  die  Eipansivkraft  desselben,  durch  eine  Flüssig- 
nle  gemessen,  welche  in  der  einen  der  beiden  kom- 
erenden  Röhren  ftber  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  in 
dem  erhoben  ist.  Bei  hohen  Drucken  müssen  diese 
umer  eine  bedeutende  Länge  haben,  wie  z.  B.  die 
«go  und  Dttlong  oder  Eegnault  eine  Länge  von  36*" 
H.  Man  bat  deshalb  auf  das  Mai*iottesebe  Gesetz 
ädere  Art  von  Manometern  gegründet,  welche  den 
eines  Gases  durch  die  Kompression  eines  abge* 
enen  Luftvolumen  bestimmen.  Da  die  Luft  fast 
d^au  Mariotteschen  Gesetze   folgt,   so  erhalten  wir 

^delegung  des  Gesetzes  nur  wenig  von  der  Wahr- 
hende  Besnltate. 
>  gewfSlinli«!hste  Form  der  Manometer  ist  die  folgende. 
l>eii  ge??chIo8sene  mit  trockner  Luft  gefüllte  Glasröhre 
59)  taucht  in  ein  Gejlfs,  welches  zum  Teil  mit 
über  geftllH  ist.  Das  Gefäfs  steht  in  einem  festen 
»r  von  Eisen,  durch  dessen  Deckel  die  geschlossene 
luAdicht  lündurchgefUhrt  ist.  Die  Bohre  ist  in  dem  Deckel  fest  ein- 
t  Qod  der  Deckel  luftdicht  und  fest  auf  den  Cylinder  aufgeschraubt. 
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Durch  eine  mit  einem  Halm  verschliefsbare  Bohre  kann  das  GefUs  mit 
Räume  in  Verbindung  gesetzt  werden,  in  welchem  das  QaA  eingeschk 
ist,  dessen  Druck  gemessen  werden  soll. 

^  Bei  dem  äufsem  Druck  der  Atmosphäre  steht  das  Quecksilber  in 
Röhre  und  dem  GeMse  gleich  hoch;  tritt  durch  den  Hahn  das  xosami 
gedrückte  Gas  in  das  Ge^fs  und  drückt  auf  die  äufsere  Quecksilberfll 
so  dringt  das  Quecksilber  in  die  verschlossene  Röhre  ein  nnd  das  Yok 
des  abgesperrten  Gases  gibt  die  Gröfse  des  Druckes  an. 

Man  graduiert  den  Apparat  auf  folgende  Weise. 

Ist  der  Radius  der  Röhre  gleich  r  und  ihre  Länge  gleich  /!t,  so  ist 
dem  anftlnglichen  Drucke  von  760™™  das  Volumen  des  abgesperrten  Gas 

V  =  r^Tt '  h. 

Wenn  nun  der  äufsere  Druck  bis  zu  n  •  760™™  wächst,  so  steigt 
Quecksilber  um  x  in  der  Röhre  in  die  Höhe  und  der  dann  von  der ' 
eingenommene  Raum  ist 

V  =  r^n  (h  —  x). 

Während  das  Quecksilber  in  der  Röhre  um  x  steigt,  sinkt  es  in 
Gefäfse  um  y.  Nennen  wir  den  Radius  des  ebenfaJls  als  cjlindrisch  voi 
gesetzten  Gefäfses  JR,  so  haben  wir 

Ttr^x  =  nR^y, 

da  das  in  der  Röhre  aufgestiegene  Quecksilber  vorhin  in  dem  GefiLfse 
Raum  nB^y  einnahm. 

Die  Spannung  oder  der  Druck  der  eingeschlossenen  Luft  auf  die  C 
fläche  des  Quecksilbers  ist  gleich  dem  äufsem  Drucke  n  •  760™™,  je 
vermindert  um  die  Höhe  der  gehobenen  Quecksilbersäule,  also 

/=n-  760  —  a;  —  y 

/==n.760-a:(l  +  -J-). 

Und  da  die  Volumina  v  und  v  sich  verhalten  umgekehrt  ¥rie 
Drucke ,  so  haben  wir 

nr^h  :  nr^  Qi  —  x)  =  n  760  —  o:  (l  -j-  -^)  :  760 , 

und  setzen  wir 


so  ist 


li  :  h  —  X  =  n  —  kx  :  1 

-, —     ==  w  —  kx. 
h —  X 


Diese  Gleichung  nach  x  aufgelöst  gibt 

X  =  ^j^  j«  +  kh  ±  y{n  +  khf  —  4Ä/I  (n  —  1)1  , 

wo  wir  zur  Berechnung  von  x  dem  Wurzelausdruck  das  negative  Yonai 
geben  müssen. 
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enn  für  n  ==  1  ist  rc  =  o,  unser  Ausdruck  gibt 

ichen  wir  den  Wurzelausdruck  negativ 

iir  Graduierung  eines  solchen  Manometers  bedarf  es  also  nur  einer 
n  Messung  der  Radien  r  und  1?;  daraus  wird  die  Gröfse  h  und  mit 
dann  x  berechnet  fürw  =  l,  2,  3  ••••  Die  so  gefundenen  Höhen  x 
^  von  dem  Niveau  des  Quecksilbers  im  Geföfse  aus,  neben  der  Röhre 
-agen  und  mit  1 ,  2 ,  3  •  •  •  bezeichnet.  Die  Quecksilberstände  geben 
nmittelbar  die  Gröfse  des  Druckes  in  Atmosphären  an. 
t  die  Röhre  sehr  enge,  das  GefUfs,  in  welches  sie  taucht,  aber  sehr 
IG  kann  man  die  Niveauveränderung  im  Gefäfse  vernachlässigen.    In 

r*  1 

•  Formel  ist  dann  jR  =  cx),  -^  =  o^  k  =  ^^,  und  wir  erhalten 


760 
'    2 


'  I- +  4 -V(""+y»)'-*l  ("-»!• 


Fig.  160. 


ft  gibt  man  diesen  Manometern  eine  ü-förmige  Gestalt  (Fig.  160). 
ene  Arm  erhält  den  Druck,  der  gemessen  werden  soll,  und  der  ge- 
Bne  Arm  enthält  in  dem  Räume  NA  ttber  dem  Quecksilber  trockne 
Unter  dem  Drucke  der  Atmosphäre  steht  das 
ilber  in  beiden  Röhren  gleich  hoch.  Steigt  der 
auf  n  •  760™™,  so  sinkt  das  Quecksilber  in  dem 
Schenkel  bis  N^  und  steigt  in  dem  geschlossene  n 
el  um  ebensoviel  bis  N'\  Um  den  Apparat  zu 
Ten,  dient  unsere  obige  Formel,  indem  wir 
und  somit 

2 


k  = 


760 


wodurch  wir  erhalten 

3  ist  übrigens  zu  bemerken,  dafs  bei  dieser  Art. 
iduierens  vorausgesetzt  wird,  dafs  die  Röhren 
cjlindrisch  sind,  also  r  überall  denselben  Wert 
Es  wird  das  nur  selten  mit  aller  Strenge 
sein,  und  deshalb  ist  es  im  allgemeinen  besser,  die  Röhren  durch 
rsuch  zu  graduieren.  Man  biingt  sie  dann  mit  einem  Quecksilber- 
eter  in  Verbindung,  wie  es  zum  Beweise  des  Mariotteschen  Gesetzes 
jidt  wurde,  und  vergleicht  die  Volumina  der  abgesperrten  Luft  mit 
Tseren  Drucken. 

m  den  Druck  zu  messen,  welchen  ein  Gas  in  einem  abgeschlossenen 
etwa  einem  gröfsem  Reservoir,  ausübt,  hat  Regnault^)  vor  kurzem 


StffmmU,  Mämoires  de  TAcad.  T.  XXVI.  p.  680.  Poggend.  Aüu.  M.C^&XAW. 

UOB,  VhjtSk  X   4.  Avß.  ^0 
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©in  Manometer  angegeben,  welches  bis  tu  Draekeu  ron  etwit  30  A' 
die  Beqnemliclikeit  der  znletzt  beschriebenen  Manoroet«4r  irut  dci 
keit  des  einfachen  Q  neck  Silbermanometers  verbindwi.  Die 
dieses  Manometers  zeigt  Fig.  161a»  Es  besteht  äqs  einMn  t1i< 
Messingrohr  ÄB^  welches  durch  den  Tförniig  durch  hol 
die  Rübrenleitung  C  mit  dem  Keservoir  in  Verbindung  gt 
welches  das  komprimierte  Gas  enthält.  Neben  der  Röhre  A  B 
das  aus  den  kommuni  eieren  den  Röhren  DE  und  FG  besteh 
Quecksilbermanometer,  Diese  beiden  Röhren  kommumcierr^ii 
einem  in  der  Bodenplatte  des  Apparates  eingei^etzten  Iv 
liehen  ebenfalls  T förmig  durchbohrten  Hahn  /?",  welch- 
drehter  Htelhmg  (Pig«   161c)   den   innem  Raum  des  Rohres  D 

untern  Ausfioi 


Fiff.  lÄla, 


Plfr  1,61  i». 


Verbindung 
beiden  Röhreaj 
GF  sind  riiöglj 
lind ri seh  und  bt*i 
einer  Millimeti^T 
versehen.  Das  ulie 
au-  '^lli 

den    leii    des    m 
Hahne  E  koma 
den    Rohres 
kittet,    ünmit 
der  Rohre  €i 
der    rechtwinli 
bohrte    Hahn 
den  das  Innerei 
ED    entwedei 
ättfsem   Imft 
dung  ;j  ^*i 

oder  <i« 

W^Fig.  16lli)  i 
Hahne    U   bi   Koj 
kaiion    gelirai*ht 
kann.      Dir 
sind  vou  ti! 
Fassung  dnr  UofH 
elngekitteton     (lll 
der  MM  umgeben^   welcher  mit    Wasser  gefUUt  wird,   tun   den  i 
während  des  Gebrauches  aul*  konstanter  Temperatur  zu  halten. 

Zum  Gebrauche  des  Apparates  wird  zmiUfhst  das   Rohr  AB_^ 
tuifc    Gas   geitlllten   Reservoir   in  Verbindung  gesetzt,    duri:h   81 
Hahnes  11  wie  in  Fig.    löla   und   dann  dnix-h   Fuit^llr^n    von 
durch  das  Rohi'  FG  das  Rohr  ED  soweit  mit  Quecksilber  gef 
aus  der  Ufthung  0  hervortritt.     Darauf  wii*d  der  Hahn  H 
Fig.  101b   gedreht   und   dann   der  Hahn    E'  langBam  so  _    ^^ 
innere  Baum  von  AB  mit  der  Röhre  DE  in  Verbindiuig  staht  1 


m 


m. 
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in  ^üi  kompnmierte  Luft  tritt  dann  zum  Teil  m  DE  über.  Man 
iiJlt  gleichzeitig  den  untern  Hahn  i?"  so,  data  sowohl  aus  der  Röhre  DE 
aus  GE  das  Quecksilber  au BÜi eisen  kann,  und  läl'st  so  lange  unten 
ick&Uber  austiiefsen,  bis  in  den  bBiden  letztctren  Rühren  die  Quecksilber- 
ftans  eine  bequem  zu  messende  Höhendiii'erenz  h  zeigen. 

Der  gesuchte  Druck  j  der  in  dem  Reservoir  vorhandenen  Luft  er- 
!>t  sich  folgend ennafsen.  Durch  die  Verbindimg  des  Rohres  ^4^  mit 
m  betreffenden  Reservoir  hat  sich  das  Volumen  V  dieses  Rohres  mit 
IS  unter  dem  Drucke  r  geftlllt.  Nach  Herstellung  der  Verbindung  der 
iden  Röhren  AB  und  DE  hat  sich  dann  dieses  Gasvolumen  ausgedehnt^ 
d  zwar,  wenn  wir  ihit  W  das  Volumen  Im  Rohre  DE  bezeichnen,  welches 
ek  Herstellung  der  KiveaudilFerenz  h  von  dem  Gase  mit  angefüllt  ist, 
r  das  Volumen  F+  W.  Ist  H  der  Baronu  terstand  zur  Zeit,  als  das 
ilumen  V  -f-  ^^"  hergestellt  war^  so  steht  dieses  Gas  jetzt  unter  dem 
ncke  H  -\-  h.     Nach  dem  Mari  otteschen  Gesetze  ist  deshalb 

Zur  Bestimmung  von  ;t  ist  deshalb  aufser  der  Kenntnis  von  //  und  h 
sli  jene  der  Volumina  V  und  W  erforderlich.  Zur  Bestimmung  von  W 
It  man  zunächst  ED  wieder  mit  Quecksilber  vollständig,  bis  es  also  hei 
auszuHiefsen  beginnt,  stellt  dann  den  Hahn  J{  in  die  dltellung  Fig.  161h 
d  den  Hahn  R  so,  dafs  der  Raum  von  ED  durch  die  beiden  Hahne  If 
id  i?  und  die  Rühre  T,  welche  jetzt  in  die  freie  Luft  mündet,  mit  der 
foem  Luft  kommiiniciert.  Man  stellt  dann  den  Hahn  7?"  in  die  Stellung 
ll>lc  und  lüfst  aus  deni  Rohre  ED  das  Quecksilber  ausliiefsen.  Das 
«geflossene  Quecksilber  sajimielt  liian  in  eine  Flasche  und  wägt  dasselbe, 
bestimmt  so  direkt  durch  das  Gewicht  des  ausgeflossenen  Quecksilbers 
Rauminhalt  der  Rubre  bis  zu  äen  verschiedenen  Teilstriclien,  imd  hat 
i  zur  Bestimmung  des  Volumens  (T  jedesmal  nur  ndtig  den  Teilstrich 
,  beobachten,  bis  zu  welchem  das  Quecksilber  in  der  Röhre  ED  hemh- 
drtlckt.  ist. 

Um  scbJiefslich   V  zu  bestimmen  wird  AB  mit  Luft  unter  dem  Druck 

Atmosphäre  gefUllt  und  das  Manometer  gerade  wie  zur  Bestimmung 

Druckes  x  hergerichtet.     Verfahrt  man  nnn  gerade  so  wie  zur  Unter- 

ung  des  Druckes  jr,  so  wird  auch  jetzt  Luft  In  DE  übertreten,   wenn 

is  -R"  Quecksilber  austreten  llilst,  es  wird  aber  i;i  GE  das  Quecksilber 

her  sinken  als  in  DE,     Ist  in  DE  ein  Volumen  IV '  eingetreten, 

^J^  das  Quecksilber  um  //  tiefer  gesunken,  so  ist  jetzt,  wenn  wieder 

die  Höhe  des  Barometers  ist, 


H-K 


V^W 


Indem  man  so  die  Luft,  aus  A  B  bis  zp  verschiedenen  Volumen  V  ~|^  W 
ausdehnen  iLLfst,  erhült  man  eine  Reihe  von  Werten  F,  die  sich  gegen- 
litag  konti^lieren. 


Yolumenometer. 


im 


V  = 


Weitere  Werte  von  V  kaDii  man  erb  alten,  indem  man  zuiiilchst  du 
Bohr  AB  und  das  Robr  DE  bis  zu  einem  Volumen  v  mit  Luft,  füllt,  mid 
dann  durch  EinflllJen  von  Quecksilber  in  GF  diese  Luft  komprimiert.  Hl 
man  sie  so  weit  komprimiert,  dal's  in  D^  not^ii  ein  Volumen  Tl'^  mit  Lufl 
gefüllt  ist,  und  stebi  infolge  dessen  das  Quecksilber  in  FG  um  h^  liulier, 
80  ist 

Regnault  gab  bei  seinem  Manometer  den  Rubren  ABuikdDE^ 
Liinge  von  1  Meter  und  ersterer  einen  Dtirebmesser  von  5™™,  letzterer  ti 
20*^™^  so  dal's  also  der  Querscbnitt  des  letztem  Rohres  16  mal  so  grol 
war  als  der  von  AB.  Wurde  also  AB  mit  Gas  imter  einem  Drucke  vi 
32  Atmosphären  gefüllt,  so  konnte  man  V  -\-  }V  leicht  so  herstellen,  dt 
es  gleich  16  F  war,  es  wurde  dann  die  Niveaudifferenz  h  gleich  dei 
Barometerstände . 

Man  sieht  leicht  ^  wie  man  durch  Verkleinuiiing  von  V  und  Vei 
grörsening  von  W  auch  stärkere  Drucke  mit  nicht  gröfseren  Niveaudifierenz« 
messen  kann;  es  ist  dann  nur  auf  die  Bestimmung  von  V  und  W  die  grSfi 
Sorgfalt  zu  verwenden,  da  je  kleiner  V  ist^  ein  kleiner  bei  der  Bestimmt! 
dieses  Volumens  begangener  Fehler  von  sehr  grofseni  Einflufs  ist. 

Zur  Messung  sehr  grofser  Diiicke  ist  das  §  ti4  beschriebene  Man 
meter  von  Desgotfe  wohl  das  genaueste. 


Yoliimenonieter.     Eine   andere    Anwendimg   des   Mariottesch 
setzes  ist  die  Messung  der  Volumina  von  Köq>ern  und  so  die  Besti; 
ihrer  Dichtigk^t,   ohne  einer  Wilgung  in  Wasser  zu  bedürfen.     Der  *^\ 
Apparat   der   Art   wurde   von    8ay^)  unter  dem  Namen   Stereometer 
etwas  später  von  Leslie*)  beschrieben.    Regnault^J  gab  demselben  folgern 
Form  (Fig.  1G2  und   ItIBj.      Eine  Glaskugel  A  von  300  Kubikcentinwl 
liauminhalt   ist   mittels    einer   Metallfassung  auf  ihrem    Hals    durch 
Bchrauben  und  Zwischenlegung  von  eingefettetem  Leder  luftdicht  mit 
manometrischen  Apparat  ah  cd  verhtmdem    Das  Manometer  besteht  aus 
l^rnm  ^reiten  Glasröhren  h  und  t\  welche  in  ein  eiseracs  mit  einem  T 
durchbohrten  Hahn  r  versehenes  RöhrenstUck  eingekitt^^t  sind.     Fig-  H 
und  165  zeigen  einen  Durchschnitt  des  R^hrenstttckes  mit  zwei  vei 
denen  Stellungen  des  Hahnes.    In  Fig.  Iti4  kommunicieren  die  beiden 
meterröhren  mit  einander,  in  Fig.  1  65  h  mit  der  iiursern  Luft,   e  ist 
schlössen.    In  einer  andern  Stellung  würde  c  ohne  b  und  in  einer  vii 
beide  mit  der  ttufsem  Luft  in  Verbindung  stehen.    Die  R5hre  cd  ist 
imd  oben  ofien;  die  Rrdire  /j,  welche  oben  mit  der  Kugel   durch  das 


*)  Smi,   Atmales  de   chinue  par  GujtoD,   Lavoisier  etc.     T.   XXUl   17^ 
Auch  Giibert,  Aanalen.    Band  II. 

"^yLesUe,  Aim,  of  rhiloäoph.  No.  LXIV, 

IttfinauUy  Ann.  de  chim.  et  de  pbya.    UI.  S^r.  T.  XIV.    Auch  Poggei 
.   Bd.  LXVl. 


Yolumenometer  von  Regntiult, 
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aA   ia   Verbindung  steht,   bat  nahe    unter  der   Krllmmung   a   eine 

J?  und  zwei  Marken  mn  nnd  /j//,  die  eine  über,  die  andere  nnter  B^ 

n  Hiihn  .*?  kann  man  auch  die  Efihre  ah  oben  mit  rler  freien  Lnfl 

ing  setzen. 

Man  mufs   das  Volumen  der  eiiiÄelnon  Teile  der   Euhre  06,   Ton  da 

de   in   die   Kugel  A  tritt  bis  zur  Murke  mw,    und  des   zwischen  den 

ien  Marken  enthaltenen  Teiles  genau  kennen^  ebenso  das  Volumen  der 

5«!  A.     Um  den  zwischen  den  Marken  enthaltenen  Raum  zu  erhalten, 

tman  den  Hahn  .v^  stellt  r  so,  dafs  ah  und  cd  kommunicieren  (Fig.  164) 

•ßÜJt  in  c<i  Quecksilber  ein,  bis  es  an  mn  steht.   Daraul'  dreht  man  den 

n  r   in   die  Stellung  (Fig.    165)   und   UUst   soviel   Quecksilber  in   ein 

irgestellt^s   Oetllis  abfliefsen,   dafs   lüe   Quecksilbersäule   in   ah   gerade 

pq  St^jbt, 


Fi^.  tat. 


tig.  uu. 


Mj&o  achliefst  den  Halm^  so  dafs  die  Röhren  nicht  mehr  mit  der  äufsem 

in  Verbindung  stehen  und  erhitlt  aus  dem  Gewicht  des  ausgeflossenen 

rküilbers  da»  zwischen  ptf  und  mn  enthaltene  Volumen,    Dies  Volujnen 

beiden  andern  Volumina,  das  der  Kugel  und  der  Verbindungs- 

tmnit  man  zusammen^  da  man  nur  die  Summe  der  Volumina  zru 

braucht.    Diese  sei  V.    Man  füllt  dazu  bei  ge^ftietem  Hahn  s  \xx\A 


iJ&^ 


4T0 


Yolamenometer  von  Begnault, 


HO«. 


bei  Ktellung  des  Halmes  r  wie  in  Fig.  164,  bmde  Röhren  bis  7Mt  Marke  p-j.  | 
DiLi'atil'  schliofst  man  5,   und  fUllt  in  od  soviel  Quecksilber  nach,  \a^^ 
Quecksilber  in  ab  bis  mn  steht.    Das  Quecksilber  steht  dann  in  cd  i 
LUtige  A,  die  man  mit  dem  Kathetometer  milst^  h5her  als  in  06,    Diel 
in  der  Röhre  ab  über  dem  Quecksilber  und  in  der  Kugel  -4  ist  nun 
jirimiert  diin^h  die  Quecksilbersäule  h.     Unter  dem  atmosphärischen  Druckl 
bei  geöifiietem  Halm  s  tiillt©  sie   den  Raum  F+  ü  ausj   unter  dem  vet' 
stllrkten   Drucke   nur   mehr   den  Raum   V.     Nennen   wir   den  Baroineti 
stand  II,  90  haben  wir  nach  dem  Mariotteschen  Gesetze 

V+vt  Y  =  H+h',H 

TT  ^ 

Somit  kennt  man  den  Rauminhalt  der  einzelnen  Teile  des  Appar&b 
desson  man  bedarf,  um  das  Volumen  x  eines  Köriiei*s  zu  bestimmen. 

Man  legt   den   Körper,   dessen  Volumen  x  gefunden  werden  soll, 
dit»  KugeL   Dei^selbe  verdrängt  dadurch  eine  ibm  an  Volmnen  gleiche  Lt 
.miXkge«    Wenn  man  mm  bei  geofi&ietem  Hahn  .^  wieder  Quecksilber  bis: 
'V&rke  pq  einnUlt  und  dann  den  Hahn  ^^  schlieist.  äo  ist  jetzt  das  Vola 
der  aligt^sporrten  Luft  nicht  mehr  F+  u,  stmdem  F+  r  — ^  x.    Füllt  1 
dann  in  cd  wieder  Quecksilber  nach,   bis  es  in  ab  bei  m»  st^ht,   so 
joljd  das  Volumen   T  +  t*  ^ —  x  auf  das  Volumen  V  —  x  komprimiert 
man  b«olMtcht<«t  in  cd  eine  Quecksilbersäule  h\  welche  diese  Koiripressj 
bewirkt     Nennen  wir  wieder  II  den  Barometerstand,  so  ist 

r+f-jr:  F-x=ff+V:H 
H{V+  r  —  «)  =  (H+  U)  (F—  ^) 

T~  p ^^ 

Kiv  IWtimmung   vcm  r  idiüt  man  auf  dem   omgek 

\NVg<^.     ^  Wi  gvHvfo<!'tem  üala  $  aorol  QaecksUber  in  das 

|lMkim\  ilaCV  «^»  in  41  li  hl»  nr  Mailc«  »!•  si^L    Bei  geschlossenem  Hi 
lUnn  di«^  *  ""'    hiMMifi  r —  X  aligBSpairt    Itannf  stellt  man  den 
tix\  dafV  hiw  mit  cimttdir  üd  sit  der  iofseni  Luft  in  Verbindi 

s^wl  Qoeelrsülnr  dbliifeaii  dals  es  in  n5  bis  2ur 
rlf^nvMift  r  —  «  kAlwh  dam  auf  das  Volumen  F-}-«'- 
>nl^  nnd   «ngl^k'li  WnJiMblel  nm,  daXs  das  Quecksilber  in 
1^.  nii    .  ,/  n^t^  Hn#  ^ln«ofeft  Jbi*  tMftt  sldd  als  m  ulr.    Nach  dem  }äm0 
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h'  -  h" 

*)  hat  schon  früher  ein  anderes  Volumenometer  konstruiert,  welches 

iegnaaltscben  den  Torzng  der  gröfsem  Einfachheit  hat,  so  dafs  es 

leicht  selbst  herstellen   kann,  Fig.  16t>   stellt  dasselbe  dar.    In 
Teil  mit  Quecksilber  gefüllten  Cylinder  K  bewegt  sich  ein  queck- 

sebliefsender  Kolben  mit  schwacher  Keibnng, 

Cylinder  ist  iinton  iiüt  einer  Kork- 
ehlossen,  und  ein  gekrünnntes  Rohr 
in  mit  einem  unten  und  oben  ge- 
Cylinder  ii  konuuunicieren.  Der 
IS  letzteren  Cj linders  ist  von  zwei 
arch bohrt  cd  und  <j. 
Idhre  cd  ist  gerade»  an  ihren  beiden 

,  und  gegen  eine  willkürliche  Teilung 
reo  Nulli>unkt  etwas  über  dem  CjHnder 

Kühre  7,  gykrllmnit,  wie  die  Figiu' 

durch  den  Boden  in  ein  cylindrisches 

n.     Von  de  Ol   Deckel  des  Cy  linders 

mehrere«  Platinspitzen  von  versohie- 
Ige  rt,  h  in  den  Cylindor  hinab.    Das 

e  C?ief^rs  r  kann  ein  anderes  GeHifs 

,    welches    den    zu    untersuchenden 
Eibält,     Kine  Scheibe  m  von  nrnttge- 
Glase  wird  durch  die   Schraube   ( 

zw  ischengelegten  elastischen  Körper 

iibges<:hliffenen  obem  Hand  des  Cy- 
ftlegt  und  verschiieCst  ihn  luftdicht. 
(der  iL  und  li  sind  bis  zu  einer  ge- 
he mit  t^uecksilber  gelullt, 

jdeht  zunächst  den  Kolben  in  K 
MTAuf,  dafs  die  Luft  frei  durch  cd  m 

en  kann.    Sei  bei  dem  Barometerstande  H  das  Voinnien  der  Lull» 
</',  q  und  r  abgesperrt  ist,  wenn  das  Quecksilber  gerade  hei  v 

cd  verschliefst^  gleich   F. 
kt  man  nun  den  Kolben  herab,  so  steigt  das  Quecksilber  in  //, 
^nn  es  leicht  dahinbringen,  dafs  es  gerade  die  Spitze  a  berührt. 

}pp^  Annale!)  der  Chemie  und  PliMmacie  von  Liebig.  Bd.  XXXV. 
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Dabei  wird  das  Quecksilber  in  der  Röhre  cd  um  eine  Höhe  h  stdgea, 
die  Höhe  h  mifst  jetzt  den  Druck,  unter  welchem  die  komprimierie  ] 
steht.  Diese  Höhe  wird  bei  verschiedenem  Barometerstand  Yerschieden  i 
da  mit  H  die  Dichtigkeit  der  anfänglich  abgesperrten  Luft  sich  Sndert 
Sei  V  das  Volumen  der  abgesperrten  Luft,  wenn  das  Quecksilber  l 
steht,  so  haben  wir 

7:  V'=H  +  h:H 

V:V—  V'=H+h:h 
7^7'= - 7 

Um  nun  das  Volumen  7  zu  bestimmen,  bedarf  es  noch  einer  we 
Beobachtung;  man  legt  dazu  in  das  Gefäfs  r  einen  Körper  von  bekam 
Volum  r,  und  verfährt  gerade  wie  vorhin.  Man  erhält  dann  das  Volu 
auf  folgende  Weise.  Das  Volum  der  anfänglich  abgesperrten  Luft  ist 
V —  v,  beim  Hinaufdrticken  des  Quecksilbers  bis  a  ist  es  V'  —  »;  h 
Bohre  cd  ist  das  Quecksilber  dann  bis  zu  einer  Höhe  h'  gestiegen, 
haben  demnach 

V—v:V'—v  =  H  +  )i:  H, 

und  wenn  wir  wieder  gerade  wie  vorhin  verfahren 

und   setzen  wir   für    V  —  7'   den   soeben   erhaltenen   Ausdruck  ein 
bringen  die  passenden  Transformationen  an: 

jr  h'  H  +  h 

Ist  V  so  ein  für  allemal  bestimmt,  so  erhält  man  aus  einem 
vorigen  ganz  gleichen  Versuch  das  Volumen  x  eines  zu  untersuch 
Körpers.  Man  legt  den  Körper  in  den  Cylinder  r,  und  komprimiei 
Luffc,  bis  das  Quecksilber  die  Spitze  a  berührt.  In  der  Bohre  cd  steij 
Quecksilber  bis  zu  einer  Höhe  Ji\  und  es  ist 

_  h"       H^  h 
^  ~  H   '    h"-h   *^' 

und  daraus,  wenn  wir  die  Gleichung  nach  x  auflösen, 

_   //        h"  —  h 
^  —  u"   '    II  +'h  '  ^' 

Der  Apparat  ist  mit  mehreren  Platinspitzen  versehen,  um  xU| 
mehrere  Werte  für  x  erhalten  zu  können,  welche  sich  gegenseitig  h 
lieren,  und  aus  denen  man  das  Mittel  nimmt,  wenn  die  einzelnen  Vei 
kleine  Abweichungen  zeigen. 

Man  kann  diese  Apparate  sehr  gut  anwenden,  um  das  specifiscb 
wicht  von  Körpern  zu  bestimmen,  bei  denen  man  die  gewöhnliche  Mc 
des  Eintauchens  in  eine  Flüssigkeit  nicht  anwenden  kann.  Man  besi 
das  Gewicht  des  Körpers  in  Grammen  und  das  Volumen  mittels 
Apparates  in  Kubikcentimetern.  Der  Quotient  beider  gibt  das  sped 
Gewicht. 


Die  Luftpumpe. 
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in  aich  von  der  Genauigkeit  der  Methode  zu  überzeugen,  bestimmte 
snnftchst  das  specifische  Gewicht  von  Blei,  Zinn  und  einigen  Salzen, 
omt,  wie  folgende  Zahlen  zeigen,  sehr  genau  mit  den  von  andern 
;htem  gefundenen  specifischen  Gewichten  dieser  Substanzen  tiberein. 

s  ist  das  specifische  Gewicht  von 

3i           nach  Kopp  11,404,    nach  gewöhnlicher  Methode  11,373 
m             „         „        7,363,       „              „                   „  7,358 

Imiak       „         „        1,50,         „    Wollaston 1,45. 


ür  eine  Reihe  anderer  Substanzen  hat  Kopp  dann  folgende  Zahlen 
n: 


Substanzen  Sp.  Gew.  il 


Substanzen 


Sp.  Gew 


tein  (gepulvert).  .  .  2,15 

e  von  Buchenholz   .  2,85 

er  (weiss,  gepulvert)  1,58 

salz  (gepulvert)    .  .  2,15 

enmehl 1,49 

[mehl I  1,56 

isfaser '  1,45 

►  (Coconfaden) .  ...  1,56 

uwoUe 1,27 

fwoUe   (verarbeitet)  i  1,29 


Korkrinde 

i  Faser  von  Lindenholz  .  . 

„  „  Tannenholz  .  . 
'      „       „  Nufsbaumholz 

„       „  Apfelbaum.  .  . 

„       „   Zwetschenbaum 

„       „  Birnbaum  .  .  . 

„        „  Eichenholz.  .  . 

„        ,,  Buchenholz  .  . 


0,33 
1,13 
1,16 
1,17 
1,20 
1,22 
1,23 
1,27 
1,29 


§  107. 

de  Luftpumpe.  Auf  der  zweiten  Fundamen taleigenschaft  der  Gase, 
estreben,  jeden  ihnen  dargebotenen  Baum  auszufällen,  beruht  einer 
:  den  Physiker  wichtigsten  Apparate,  die  Luftpumpe,  durch  welche 
nstande  ist,  aus  einem, Baume  die  Luft  herauszuschaffen. 
>er  einfachste  Apparat  dieser  Art  ist  die  Hahnluftpumpe,  wie  sie  der 
3T  derselben,  Otto  von  Guericke,  Bürgermeister  von  Magdeburg,  kon- 
te.  (Experimenta  nova  Magdeburgica  de  spatio  vacuo.  Amstellod. 
fol.).  In  einem  hohlen,  gut  gearbeiteten  Cylinder  A  kann  ein  luft- 
jchliefsender  Kolben  Ic  hin  und  hergeführt  werden.  Der  Boden  des 
ers  ist  durchbohrt  und  eine  Röhre  rr,  welche  in  der  Mitte  eines 
5  tt  mündet,  setzt  den  durch  die  Glocke  G  umgebenen  Raum  mit  dem 

des  Cylinders  in  Verbindung. 
Q  der  Röhre  rr  sind  überdies  zwei  einfach  quer  durchbohrte  Hähne 
•acht  h  und   l.     Wenn  man   die   beiden  Hähne  so   stellt,    dafs   der 

Raum  des  Cylinders  weder  mit  der  Glocke  G^  noch  mit  der  äufsem 
n  Verbindung  steht,  und  nun  den  Kolben  gegen  a  hin  bewegt,  so 
it  im  Cylinder  ein  luftverdünnter  Raum,  da  sich  die  vorher  in  einem 
1  Teile  des  Cylinders  befindliche  Luft  jetzt  in  dem  ganzen  Cylinder 
itet.  Dreht  man  den  Hahn  h^  so  wie  die  Zeichnung  es  zeigt, 
ie  Glocke  mit  dem  Cylinder  Ä  in  Verbindung  steht,  so  strömt  die 
re  Luft  aus  der  Glocke  durch  die  Röhre  rr  in  den  luftverdJitaiWDL 
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lUuiit  düi  (Jylind'^rii,  unrJ  die  Luft  unter  der  Gloeka  iA  tagmet  wie  rorfaor.  I 
Hriilitsrnt  oian  daiin  durch  /«  <lie  Glocke  wieder  Tom  Cjli]i4ier  ab,  so  kAnal 
miUi  diircih  ^urOckiN^biebeii  den  Kolbens  bei  ge^ffneteftn  Hahn  l  die  Luft  aitfl 
ilorii  i-ylifulißr  bomuftdrllckeD.  Durch  mehrfache  Wiederholung  dieser  (Jpepi-j 
tioriftn  kitnn  man  dttim  aÜJnHblicb  die  Lutlt  unter  der  Glocke  bb  auf  einen j 
^Hwinmn  Oro^  vonlüniien. 


r 


i'-^pr 


Uiftio  Luttpumi^e  ist  nun  iwar  die  einlacbste,  aber  auch  die  unbequem! 
da  itmii  bt^i  jinlt^r  Vcriitluuujig  drei  Operationen  vornehmen  mufs^  das  Hm 
^it^bi^n   uud   lUuinu»oUiob«li  des  Kolbens  und   die  Stellung  zweier  Hfl 
UW   iiHohild   Y«arbi8Mnil|^f   welche  u  de&  Maschinen  angebracht 
wtt^'  iWtyy  dafli  man  alalt  tweier  Hilme  mir  einen  doppelt  durchbohr 
lUhu  \^Fig.  U^8^  ettwioidle.    Die  eine  DnreXibdliniiig  geht  wie  bei  den 
flM^h«ii  HUmen  qnev  chir^  deosAlVeii^  und  verbindet  mi 
^%\^^plKh'mApn  St^Uimg  ^h»  Glocke  mit  dem  Cvlinder. 
«wetW  büdkcl  mmm  leetid^ittfcelig  gokrUmmlea  Kanal  ab , 
^        I  «eM  fbü  huMNre  i»  OfBaiere  mH  d»  tttfeeni  Lnft  in  T|| 

1  '  r  (»Mm«.  ^  «i«l  ttim  «HB,  die  Jmü  Mm  Zuittckf 

in  ICidWae  M»  dem  CyiUer  : 

J|g|l  i*«ii  d»r  $lellu^  4er  Hlhne  gant  llberiiobeii  xn 

tMki  uMMi  wati>r  üiBiUim  Ak«Ii  TtBtae  mnmitsi   \  Fig.  16 
IVi^  in  ikm  i^lMh»  4  lnwigBribi  ri^iy  JT  iü  dwA  eis  raitrales 


Y<4    1^ 


VttJk'tiLkkiäieiii 

«lenk  iMark^NEi«   t^fiNiA   4m  Luft  iit 

XmitiDl  /  diM  tkQlfcfff  «ad  dbi^  dft 


m. 


Ventillüft  pumpe. 
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FJff.  16!». 


Indes  würde  bei  dieser  einfachsten  Ventilluft-pmiipe  die  Verdünnung 

Luft  unter  der  Glocke  bald  ihre  Grenze  erreichen,  da  die  Luft,  nor  dann 

der  Glocke  in  den   Cyliader  A'  strilmen  kann,   wenn  sie  das  Ventil  h 
1    Die  Luft  wird  also  aufhören,  in  den  Cy linder  einzuströmen,  sobald 

^tück  der  Luft  in  der  Glocke  so  klein  geworden  ist,  dais  er  nicht  mehr 
Ä  ist,  das  Ventil  zu  heben.   Des- 

hat  man  an  der  Maschine  weitere 
iräJideningen  angebracht,  und  he- 
d^  d&Ts  der  aufsteigende  Kolben  das 
Eitil  h  5ffiiet,  der  niedergehende  es 
liefst 

Der  Kolben,  wie  er  an  den  ver- 
ierten    Maschinen    angewandt    wird, 

folgende  Einrichtung  (Fig.  170). 

Der  Kolben  enthält  im  Innern  einen 
ialüschen  Kern,  der  aus  einer  dicken 
tii  unten  sich  erweiternden  Rohre  HR 
iebl  Um  diese  Röhre  und  auf  der 
tt*5  PP  sind  Lederscheiben  gelegt, 
che  vollständig  mit  Ol  getränkt  sind. 

Lederscheiben  sind  durch  die  Derk- 
Ae  QQ^  welche  mit  der  Schraube  S 
ggen  gedrückt  wird,  xusammenge- 
kt..  Die  Umlage  dieser  Lederscheiben 

so   begrenzt,   dafß   dieselben   einen   Cylinder  bilden,  der  ganz   genau 
Cylinder  der   Pumpe  hineinpafst  und   nur  mit  schwacher  Reibung 
In  auf  und  ab  bewegt  werden  kann. 

Es  ist  nicht  schwierig,  den  Kolben 
&n  einzupassen,  denn  jedesmal,  wenn 

die  Bchmnbe  S  anzieht,  wird    dor 

rchmesser    des    Kolbens   gr5fser,   da 

die  zusaromengepre raten   Scheiben 

der   Seite   sich   ausdehnen.      Man 

auf     diese    Weise     den     Kolben 

genau    luftdicht    einpassen ,    ohne 

die  Reibung  zu  stark   zu    inacheni 

m    den   Gang   der   Pumpe    zu    er- 


Fig..lia 


tn 


Tm  Innern  der  Röhre  B  betJndet  sich 

Ventil    /.     Dasselbe  ist    eine  kleine 

iförmige  Platte,  welche  abt(«?schliffen 

und  die  Öifnung  0  in   der   Boden- 

tle  vollsUlndig  bedenkt.  Sie  wird  durch 

1  ,   welche  an  einem  kleinen  in 

II  Stelle  der  Röhre  bafestigtren  Gestelle  befestigt  ist,   gegen  die 

nplÄtte  angedrtlckt.   Die  Feder  ist  andererseits  an  einen  von  der  Platte  / 

igenden  Stiel  befestigt.      Die  Feder  ist  nur  sehr  schwach,  da  sonst 

Druck  der  Luft  im  Innern  des  Cylinders  bald  nicht  mehr  ausreichen 

um  das  Ventil  zu  heben. 
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Anstatt  der  einfachen  Kliipiie^  welche  die  zur  Qlocke  führende 
verschliefst,  hat  man  folgende  Einriehtiing  angebracht.  Der  Kolben 
einer  Dnrchbohrimg  versehen,  durch  welche  ein  MessingatÄb  fs  hh 
»gebt,  der  luftdit-ht  eingepafst  ist.  An  dem  StAbe  ist  eine  nach  tinten 
l'Abgedrebtt^  Vordickung  angebracht,  welche  in  die  konische  Öffiinng 
Boden  des  Cylinders  h  eingeschliffen  ist  und  dieselbe  luftdicht  abB< 
Wird  der  Kcdben  herabgediückt^  so  niinint  er  den  Messingstab  m 
bis  die  kegeiftirmige  Verdickung  die  Bodenoti&iung  abschliefst  D 
schloCs  dauert  so  lange,  wie  der  Kolben  niedergeht.  Wenn  der 
aufgezogen  wird,  bebt  er  zunächst  den  Stab  as^  öffnet  die  Bodenöfl 
und  stellt  auf  diese  Weise  die  Kommunikation  der  Glocke  m 
Pumpen  Stiefel  her.  Damit  aber  der  Stab  nicht  zu  hoch  gehoben 
nacliher  der  rtichtxeitige  Verscblufs  beim  Hinabdrücken  nicht  vei 
wird,  stöfst  der  Stab,  gleich  nachdem  er  gehoben  ist,  gegen  den 
des  Pumpcncvlinders^  und  der  Kolben  gleitet  an  der  Messingstang« 
Höhe. 

Diese  Einrichtung  bewirkt  also,  dafs  man  beim  Pampen  sei 
Kommunikation  des  Recipienten  mit  dem  Pumpenstiefel  herstellt  um 
bricht,  dal's  also  die  Luft  aus  der  Glocke  ohne  Hindernis  in  die  Pun 
treten  kann. 

Zweistiefelige  Pumpen.  Bei  den  einstiefeligen  Pumpen  ist 
meidlich  jedesmal  ein  toter  Gang,  indem  beim  Herabdrücken  des  \ 

nur  die  Luft  aus  der  Pompe 
üreie  LuE,  nicht  aber  ans 
pienten  in  die  Pompe  g\ 
Aufserdeni  haben  sie  noch 
Unbequemlichkeit.  Wenn 
Luft  fast  voUstfindig  anagepuu 
so  moXs  man  bei  Hebung  des  I 
nicht  nur  die  Reibung  des  Kot 
den  Wänden  des  Stiefels  über 
sondern  auch  den  Druck  de 
welcher  aiif  dem  Kolben  lastet  n 
kein  Gegendruck  das  Gleichge^ 
Dieser  Druck  ist  bei  ei 
des  Kolbens  sehr  bedeutend, 
schreitet  100  Kilogramm, 
Querschnitt  des  Kolbens  einei 
decimeter  gleich  wird.  Di( 
der  bei  dem  Anf^^pg  der 
gleich  O  ist,  wächst   sehr 


Flg.  171. 


ms  4g| 


maeht  das  Auspumpen  von  Luft  bald  eelir  schwierig,  wenn  nicht  i 
Vm  diesen  beiden  übeUtänden  zn  begegnen,  hat  man  zweistiefeu 
pumpen  ( Fik»    ITl")  konstruiert,  bei  deoeii  man  zwei  solcher  Pujn| 
"  n   täuander   stellt   imd    mit    dem^lben  Becipienten   ! 

'  -^^     I*»**  Kolben  sind  an  Zahnstangen  befestigt,  de 

u   'iu^   tun^s   geEähuton   Rades   eingreifen.      Das   Zahnrad  sitat 
inoiHlli!>chen  Aif*,  an  drr  luglekh  em  twwomtger  Hebel  befe 
den  üt^bel  an  den  an  aeineii  Mden  Kaden  aAgebmcht» 


2 wei»tie  feiige  VLmtilpumpe. 
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tuul  senkt  die  Kolben  durcb  Drehimg  des  Bades.    Man  sieht,  wie 

per  der  eine  Kolben  steigt,  wenn  der  andere  herabhängt,  und  wie 

vorhin  bemerkte  Übelstö-ude  abgestellt  sind.    Denn  henirnt  jetzt 

aek  den  aufsteigenden  Kolben,  m  befördert  er  in  ganz  gleichem 

niedergebenden;  der  üufsere   Luftdruck  ist  also   kein   llemmnis 

ition,  »ie  geht  am  Ende  bei  fast  leerer  Glocke  ebenso  leicht  als 

Üherdies  ist  aber  auch  der  tote  Gang  vermieden,  denn  geht 

Ci)H>en  nieder,  um  die  Luft  aus  dem  Körper  der  Pumpe  fortzn- 

30  steigt  der  andere  Kolben  auf  und  pumpt  Luft  aus  dem  Reci- 

rbindang  der  Pumpen   mit   dem  Becipienten*     Um  mit  den 

leicht  die  verschiedensten  Apparate  in  Verbindung  setzen  zu  können, 
luf  einem  festen  Tische  befestigt  (Fig.  172).  Die  Kanäle,  welche 
peuatiefel  mit  dem  Recipienten  in  Verbindung  setzen,  vereinigen 
leh    hinter    den 

einen  einzigen  *'**-  *"'** 

Br  dann    hori- 
ber  dem  Tische 

Rist^  in  einiger 
l  vertikal  auf- 
in  der  Mitte 
Xeiiers   von   roatt- 
lem    Glase    en- 
hervorstehende 
'^.       '^  ist  mit 
k;4ewindo 
auf    welchem 
Apparate    auf- 
kann,  in  wel- 
i  einen  luftleeren 
lii'rsUllen     will 
zu  dem  Zwetkt* 
^r     Sehrauben- 
ftrseheUi   welche 
}  Gewinde    palst. 
sind    bei  einer 
juftpnmpe  stets 

ocken  mit  abgeschliffenem  Rand,  welche    aut   den  Ttller   gesetzt 

pumpt  werden  können.     Um  den  Verschluls  einer  solchen  Glocke 

,en  luftdicht  zu  machen,  bestreicht  man  den  Rand  derselben  dann 

einer  dünnen  Schicht  Fett. 

nometer.    IJm  zu  bestimmen,  wie  weit  die  Verdünnung  der  Luft 

Aippariit^ru  vorgeschritten  ist,    besitzen  alle  Luftpumpen  ein  Baro- 

g.  11*3),    Dasselbe  ist  von  einer  Glasglocke  umgeben,  welche  in 

igfassung  eingekittet  ist,  die  dvu'ch  eine  Röhi-enleitung  mit  dem 

lienten  zu  den  Pumpen  führenden  Kanal  in  Verbindung  steht.    So 

'S  dem  Recipienten  und  dieser  Glocke  die  Luft  ausgepumpt. 

jj  i,  wie  bei  jedem  Kolbenhub  das  Quecksilber  in  dem  einen 

dtf  Barometer  lUllt,  so  lange  bis  die  Verdttnotmg  der  Luft  ihxexL 


478  Grad  der  Verdünnung. 

höchsten  Grad  erreicht  hat,  und  das  Niveau  des  Quecksilbers  im  Banx 
röhr  nur  wenig  mehr  über  das  in  dem  offenen  Schenkel  erhoben  ist 
Druck  der  noch  im  Recipienten  vorhandenen  Luft  und  somit  ihre  Di 
keit  wird  in  jedem  Moment  durch  den  Unterschied  def  Quecksilbern 
angegeben.  Gewöhnlich  wendet  man  anstatt  eines  gan» 
^^'  abgekürztes  Barometer  an  von  30  bis  40  Centimeter  ! 

Das  Quecksilber  in  dem  geschlossenen  Schenkel  beginnt 
nicht  eher  zu  fallen,  als  bis  der  Druck  der  Luft  auf  die 
reduciert  und  somit  die  Luft  zur  Hälfte  ausgepumpt  ist 
man  die  Verdünnung  schon  früher,  ja  überhaupt  genau  n 
so  verbindet  man  mit  der  Pumpe  ein  einfaches  ü-foi 
Quecksilbermanometer,  dessen  einer  Schenkel  durch 
Kautschukpfropf  geschlossen  ist,  der  von  einer  zur  Luft] 
geführten  Glasröhre  durchbohrt  ist.  Der  andere  Sehen) 
offen;  die  Röhren  sind  zur  Hälfte  mit  Quecksilber  § 
Wird  mm  die  Luft  in  dem  mit  dem  Recipienten  der  Luft 
in  Verbindung  gesetzten  Schenkel  verdünnt,  so  steigt  das  ( 
Silber  in  demselben,  sinkt  in  dem  andern  und  die  Niveaudi 
gibt  den  Überschufs  des  äufsem  Luftdruckes  über  den 
der  Luft  im  Recipienten.  Zieht  man  demnach  den  }^ 
unterschied  vom  Barometerstande  ab,  so  erhält  man  den 
der  Luft  im  Recipienten. 

Der  Niveauunterschied  wird   mit  dem  Kathetomet 
messen. 

Grad  der  Verdüzmung.  Wenn  man  die  Verdünnu 
Luffc  im  Recipienten  durch  fortgesetztes  Pumpen  möglich 
treibt,  so  wird  man  doch  niemals  in  dem  abgekürzten 
meter  das  Quecksilbemiveau  in  beiden  Schenkeln  gleicl 
oder  im  U-förtnigen  Manometer  die  Niveaudifferenz  dem  Baromete 
gleich  finden.  Man  erhält  daher  niemals  in  dem  Recipienten  eine 
leeren  Baum,  und  es  fragt  sich,  wie  weit  kann  man  die  Verdünnung  i 
Es  hängt  das  wesentlich  ab  von  der  guten  Eonstruldion  der  Pump 
auch  theoretisch  betrachtet  kann  man  niemals  einen  vollkommen 
Raum  erhalten,  wie  sich  leicht  nachweisen  läfst. 

Sei  Ä  die  Kapacität  des  Recipienten,  B  die  des  Pnmpencv 
Nehmen  wir  an,  wir  hätten  eine  einstiefelige  Pumpe  und  der  Kolbe 
auf  dem  Boden  des  Pumpencylinders.  Sei  femer  die  daim  im  Reci 
abgesperrte  Luftmenge  gleich  der  Einheit. 

Wird  nun  der  Kolben  gaiiz  in  die  Höhe  gezogen,  so  verbreil 
die  Luft  aus  dem  Recipienten  in  den  Cylinder  und  die  vorhin  den  B 
einnehmende  Luft  nimmt  jetzt  den  Raum  A  -{'  B  ein.  Die  Dichtigt 
Luft  ist  demnach  jetzt  in  dem  Räume  des  Recipienten  sowohl  als  des  0} 


A  +  B 


Wird  jetzt  durch  Hinabdrücken  des  Kolbens  die  Luft  ans  dem  Q 
getrieben,  so  ist,  wenn  der  Kolben  den  Boden  wieder  berOhrt,  aoflii 
Luftmenge  1  in  dem  Recipienten,  dessen  Kapacität  gleich  A  ist,  d«0 1 


Grad  der  VerdOoDung. 
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Hiun 


CTÄ 


Lütt  wie  vorher  abgesperrt ,   dieses   hat  aber  nur  die  Dichtigkeit 
•  Na4:h  dem  zweiteü  Kolbenhübe  breitet  sich  nun  die  Lnft  von  dieser 


btigkeit  ans  dem  llaume  A  wieder  in  den  Raum  A  -\'  B  aas,  die  Bichtig- 
nimmt  demnach  wieder  im  Verhältnis    ä  A~  B  *^»  ^^^^  ^^^  ^^^  jetzt 

^* 

Beim  Niedergang  des  Kolbens  wird  wieder  das  Yoliinien  B  dieser  Luft 
StofÄeu,  berührt  der  Kolben  den  Boden,  so  ist  im  Riiuni  A  die  LulV 
A* 
TaZL'B*)  ^^^'^^^^^^ 

^Jllieh  df^m  dritten,  vierten  etc.  Auf-  und  Niedergänge  des  Kolbens  er- 
in  gleicher  Weifte  als  im  Hecipienten  zurückbleibende  Luftriiengen 


Nun  i^t 


man  sieht,  dafs  dieser  Ausdruck  nur  dann  gleich  0  wird,  wenn  n  un- 
[ich  grofs  wird,  wenn  man  also  unendlich  viele  Kolbenhübe  voraühme. 
Man  kann  daher  mit   keiuer  Luftpumpe   einen   absolut   leeren  Raum 
Jten,  sondern  unter  den  obigen  Voraussetzungen  sich  dem  vollstilndig 
im  nur  durch  andauerndes  Pumpen  iinnilhem.    Aber  selbst  dieses, 
siötzte  iUinlihei-ung   an    den    luftleeren  Kaum   ist   in    der  Pi^axis 
»tu  erreichen;  selbst  bei  den  besten  Pumpen  ist  es  mir  eine  gewisse 
le  der  Verdünnung,   der  man  sich  bei    fortgesetztem  Pumpen   immer 
nJihert,    Selbst  die  besten  Maschinen  reichen  nicht  weiter  als  bis  zu 
Verdünnung  von  etwa  1"*"*  Quecksilberdmck,    Der  (fründe  dafür  sind 
borbii. 
He  gut  auch  die  Maschine  gearbeitet  ist,  so  können  doch  niemals  die 
lungen   zwischen   den   einzelnen    Teilen    vollkommen    luftdicht   sein. 
[^sehltefsi  der  Kolben  nicht  absolut  luftdicht  an  den  Cylinder,  die  Stange 
ITentile  nicht  im  Kolben,  ebenso  nicht  das  Boden-  und  Kolbenventil. 
ist  durch  die  mancherlei  Verbindungen  am  Apparat  das  Innere  des- 
t   ganz  vollkommen  von  der  iiufsern  Luft  abgeschlossen.    Wenn 
M    Verdiinnung  einen  hohen  Grad  erreit:ht  hat,   sickert  die  Luft^ 
th  diese  verschiedenen    sehr  feinen  Rtlume    in  die  Pump©  hinein    und 
rc:iter6  Pumpen  ist  vergeblich;  die  Luftmenge,  welche  wir  durch  das 
fortnehmen,  wird  durch  die  nachsickemde  Luft  wieder  ersetzt. 
*^in  anderer  wesentlicherer  ITmstand  ist  vorhanden,  der  es  an- 
seht, die  theoretisch  mögliche  Verdünnung  in  der  Praxis  zu  er- 
es ist  der  schädliche  Raum  zwischen  dem  Kolben  imd  dem  Boden 
Pumpencylinders,      Der  Kolben  steht  nämlich  auch   in  seiner  tiefsten 
^}\mii  öiemalB  ganz  dicht  auf  dem  Boden  der  Pumpe,  sondern  immer  ist 
^.  '      '  '         it  gearbeitf-ten  Pumpen,  noch  so  kleiner  Raum 

ich-  ^g^7  tlafs  nicht,  wie  wir  bei  unsertit  lifttft't\s33k?as\% 
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Babinete  Hahn. 


Fig«  174«. 


atmahinen,  bei  jedem  Niedergänge  das  Luftvoluinen  B  förtgeseü 
sondern  da  von  dem  Räume  7/  unter  dem  Kolben  noch  ein  Raun 
bleibt,  nur  das  Volumen  B  —  h.  Bei  weit  vorgeBcbritt^iier  Ver 
wird  deshalb  ein  Punkt  eintreten,  wo  die  Luft  in  dem  Pompenstief« 
nicht  mehr  durcli  den  Kulbeu  austritt;  wo  sie  nicht  mehr  imstand 
das  Ventil  zu  heben,  sondern  nur  in  dem  Räume  h  komprimiert  wird 
weitereu  Auf-  uud  Nieder  gongen  des  Kolbens  tritt  daher  keine  Luft 
ans  dem  Ret-ipienten  in  den  Pump ency linder  und  aus  diesem  durd 
Kolben  in  die  üulsere  Luft,  sondern  es  wird  nur  die  in  dem  Hauine  1 
haltene  Luft  abwechselnd  ausgedehnt  und  komiirimiert. 

Babinets  Hahn,  Um  diesen  störenden  Umstand  auf  ein  Min 
ziirilekzutllhreu,  hat  Babinet  zur  Luftpumpe  einen  besondem  naol 
benannten  Hahn  biuzugelligt.  Derselbe  befindet  sich  in  der  Äxe  der  1 
welchß  die  von  beiden  Pumpenstiefeln  kommenden  Kanäle  verbinde 
mittelbar   unter    denselben.      Dieser  Hahn   hat   zunächst   eine   X'R 

Durchhohning,    so    dafs    die    Qner 

bohruug    der    beiden    Pumpenstieff 

der    in    der  Äxe    des   Hahnes    gef 

Längsdurchbohrmig,    und    da    dief 

Fortsetzung    des    smr    Glocke    flSk 

Kanals  ist,  mit  diesem  in  Verbindung 

In  der  Stellung  Pig.  174a,  sie  ist  ai 

Hahn    gewöhnlich   mit    2    bezeichn< 

also  die  Verbindung  der  innem  Tei 

Maschine  die  bisher  von  uns  angenon 

Anders  aber,  wenn  man  den  Hahn  t 

^  i^rffll«  dreht,  ihn  in  die  Stellung  Fig,  174b  1 

■■        I  ^B      fl  ^^^  Durchbohrung    des  Hahnes    ist 

-IL      II  -^B     |li         ^^^»  ^^^^  ^^^  ^^^^  Purapeiistiefel  no< 

JUP     l^  ^R.  M  i_     der  Glocke  in  Verbindung  steht,  d 

^  tf  ff         I    (äere    jedoch    nicht    mehr.      Dafiir 

durch  eine  andere  Dnrchhohrung  d» 
nes,  die  in  der  Figur  durch  die  punk 
Linien  angedeutet  ist,  dieser  Stief 
dem  ersten  Stiefel  in  Verbindung.  Geht  nun  der  Kolben  in  dem 
Stiefel  in  die  Höhe,  so  tritt  die  Luft  aus  dem  Recipienten  in  ihn  1 
geht  er  herab  und  dpr  Kolben  des  zweiten  Stiefels  in  die  Höhe,  so 
der  letztere  nicht  Luft  aus  dem  Recipienten,  sondern  die  Luft  an 
ersten  Stiefel  in  *üesen.  Dadurch  wird  also  die  Luft  aus  dem  sekiU 
Räume  des  mit  dem  Recipienten  in  Verbindung  stehenden  Stiefel 
gepumpt,  und  mau  kann  die  Verdünnung  viel  weiter  treiben  als  vor] 
weit,  dafs  die  zurückbleibende  Luft  nur  weniger  als  1™*"  Di-uck  au» 
imstande  ist. 

Hahn  rum  Wiedereinladaeii  der  Luft.     Ist  unter  der  Oloc 

Lun]>uiiipe  der  verdünnte  Raum  hergesteHlt^  so  wird  dieselbe   dun 

Druck  der  aulsem  Luft  so  festgehalten,  dafs  es  nicht  möglich  ist,  i 

ssuheben.    Es  ist  deshalb  nötig,  eine  Vorrichtung  anzubringen,  um  dj 

•^elbe  wieder  einlassen  zu  können.     Dazu  dient  der  unter 

f2)  angebrachte  Hahn.      Derselbe  hat  ebenfalls  mohrfacll 


Fig.  171 k 


^ 


Habnltiftpump©. 
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^t*%  um  den  Teller  der  Luftpampe  vollständig  absperren  zu  können, 
(h  aber  in  die  Pumpe  Luft  einlassen  zu  können. 

KunSchst  ist  er  quer  durchbohrt  und  setzt  in  der  Stellung  (Fig.  t7ö) 
I  Glocke  mit  der  Pumpe  in  Verbindting,  Aufser  dieser  Durchbohrung 
( «f  noch  eine  «weite 

176),    welche    im  ''«"*•  ^- "'■  ^'«- »"• 

em  döii  Kanales  recht- 
umbiegt ,  und 
I  in  einem  zu  dem  in 
175  gezeichneten 
echten  Durchschnitt 
Dieser  Kanal  mtin- 
I  in  der  ttuTseni  Luft 
kann  durch  einen 
t  luftdicht  geschlossen 
damit  in  der 
IIuAg  Fig.  175  keine 

durch   diesen  Kanal  eintreten  kann.    In  der  Stellung  Fig.  176  setzt 
'Hahn  die  Glocke  der  Luftpumpe  mit  der  tlufsern  Luft  in  Verbindung;  er 
It  also  2um  Einlassen  der  LuJt  in  die  Glocke.    In  der  Stellung  Fig.  177, 
■reicher  der  Hahn  gegen  Fig.  17G  um  180**  gedreht  ist,  ist  die  Glocke, 
Dipient,  sowohl  von  der  äufsern  Luft  als  von  der  Pumpe  abgesperrt, 
kommuniciert  jetzt  die  Pumpe  mit  der  äufsern  Luft, 
^iif  dem  Griffe  des  Hahnes  sind  die  Stellungen  gezeichnet,   auf  der 
?eit©  steht  E  und  auf  der  andern  F.    In  Fig.  17Ü  ist  der  Buchstabe  R 
ktr^e)  oben,  die  Luft  kann  in  die  Glocke  zurücktreten;  in  Fig.  177  ist  F 
5©)  obeu,  die  Glocke  ist  abgesperrt. 
Anstatt  der  zweistiefeligen  Ventilluftpampen  werden  auch  vielfach  zwei- 
polige Hahuluftpumpen  angewandt,  besonders  ausgezeichnet  sind  die  der 
itjr  Mechaniker  Schulze  und  Kleiner     Die  Verbindung  des  Tellers  tnit 
P  am  penstiefeln  ist  dieselbe  wie  bei  den  Ventilluffcpumpen,  die  wir  bis- 
beschrieben  haben ^   die  Kolben   in   diesen  Pumpen  sind  ganz  massiv, 
der  wesentlichste  Unterschied  zwischen  diesen  und  den  Ventilpumpen 
pht  in  der  Einrichtung  des  Hahnes,  der  an  der  SteMe  des  Babiuetschen 
angebracht  ist,  um  beim  Aulsteigen  des  Kolbens  den  Pumpenstiefel 
Recipienten,  beim  Niedergange  aber  mit  der  Uufsera  Luft  in  Ver- 
%u  setzen,   des  nach   seinem  Er&nder   benannten  Grassmann sehen 


id  Einrichtung  dieses  Hahnes  und  seine  Verbindung  mit  der  Pumpe 
Fig.  178  und  179.    Von  dem  Boden  der  beiden  Stiefel  L  und  B 
r^rade  wie  bei  der  Ventilpumpe,  eine  Durchbohrung  zu  dem  mittlem 
I,  der  den  Hahn  in  sich  auftiimmt. 
An  der  Stelle,  wo  das  von  dem  Teller  der  Pumpe  herkommende  Eohr 
Kanal  mündet,  ist  der  Hahn  quer  ganz  durchbohrt,  bei  h]  von  der 
di#ji^«r  Qoerdurchbohrung  geht  durch  den  Hahn  schräg  hindurch  ein 
hi^  der  in  der  Lage  Fig.  178  dort  aus  dem  Hahn  hervortritt,  wo 
[yon  dem  Stiefel  L  herkommende  Durchbohrung  mündet.     Eine  zweite 
Darchhohning  des  Hahnes  hl^  welche  in  dem  Griffe   des  Hahnes 

Lamm,  PL^iÜi.  L    1  XuA.  %\ 
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IS  die  Hufsere  Luft  mtlndet,  rerbrndet  dann  den  tou  dem  Stiefel  R  ber*] 
kommenden  Kanal  mit  der  iiuisem  Luft, 

Zieht  man   den  Kolben   L  in   die  H^Jbe^   wobei  gleichzeitig   *ler  M^ 
ben  li  hinabgedrückt  wird,   so  tritt  in  Z  die  Luft  ans  dem  R^cipienti 
während  aus  Jl  durcb  kl  die  Luft  lierausged rückt  wird.     Dreht  man  je^ 
den  Hahn  um  180^  in  die  Lage  (Fig.  179),  so  ist  durch  den  Kanal  hiäi 
Verbindung  des  Stiefels  E  mit  dem  Kecipienten,  durch  11  die  des  Stiel^ls  T 
inii  der  flufsem  Luft  hergestellt. 

Um  scbliefslicb   den  liahn  auch  als  Babinetschen  zum  Auspumpea  < 
oinon  Stiefels  durch  den  andern  gebrauchen  zu  künnen,  bat  man  den 
nur  aus  den  oben  angedeuteten  Stellungen  um  90**  zu  drehen ^  die  dr 
Durchbohrung  m^  welche  einfach  quer  durch  den  Hahn  geht,  verbindet  < 
die  beiden  Hticfel  mit  einander,  während  weder  eine  Yerbindimg  mit 
Itccipienten  noch  mit  der  äufsem  Luft  vorhanden  ist. 


Fi*,  m. 


M^ 


Bei  den  Hahnluflpmnpen  muTs  man  allerdings  nacJi  jedem  Kolbenhii: 
d»m  Hahn  umlogeri,  also  eine  Operation  mehr  vornehmen  als  bei  der  Yenlj 

Snmpef  da  man  indes  jetzt  Stiefel  von  bedeutender  Grüfse  nimmt,  ist  dio 
^beistand  nicht  selir  grols.     IHe  Hahnlnftpumpen  haben  dagegen  deai  TJ 
lug  der  einfachem  Konstruktion  und  gestatten  deswegen  im  allgyffliflbl 
die  Voi*dünnung  weiter  lu  treiben  als  die  Tentilpumpen, 

Schliefslich  sei  noch  erwähnt,  d&fs  man  statt  der  zweistiefe ligen 
doppelwirkende  einstiefelige  sowohl  Hahn*  als  Ventilpumpen  konstruiert  1 
bei  welchen  der  Stiefel  beim  Ansteigen  des  Kolbens  unten,  beim  Nie 
gftHg»  oben  mit  dem  Reeipienten  in  Verbindung  steht.  Bei  diesen 
wird  gleichteitig  das  Auf*  und  Niedergehen  des  Kolbens  durch  die  ka 
ttuivrUehe  Bolation  eines  Rades  eneugt^  dnich  einen  Keehamsmos,  der  ( 
L  jeaigaii  gam  ilinlieli  ist^  den  wir  spüer  hei  dem  Nitierersc^en  Apparat  1 
liehmbea  w«rdeiL  TortrolTliche  Piü^Mni  dieser  Art  kaastraieren  St 
k  QiilteD,  Sdiiibe  in  Berlin  und  Boneht  in  Fui& 

fint  «ig«Btlüntielie  doppehrizlDande  esnstk&lige  T^ittünapumpe 
vor   ktun««n  Oaleilil  konstraierl'X  v^te  sich   toh   den   eben  erwi 
daduroh  iuilier»eli«idi4,  da(k  dar  Kolhai  mM  dieht  an  dem  düe&l  < 
wnium  da&  twbdMü  ihm  naid  d^r  StäcMwanteig  ein  Ki 
•Im  Vm"*  tel,  «ft  sind  die  wfiinannliiH  P^u^nn  i  pirton  iilira.    In' 
ki^llMfn  ZwisciMmwB  ivinelMi  Selb«  vad  Stiefel  drlniliert  die 
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in;  indem  man  uxm  den  Kolben  recht  lang  ninunt»  gleich  dem 
Dttrchmesser  des  Stiefels,  und  da  auf  dem  gröfsten  Teile  des 
in  der  Kolben  zurücklegt^  die  Lnft  an  beiden  Seiten  desselben 
enig  verschiedene  Dichtigkeit  hat,  kann  man  trotz  des  nicht 
üiegrens  des  Kfdbens  verdünnt«  Räume  herstellen^  in  denen  die 
twa  mehr  10*"°*  Qnecksilberdruok  hat.  Die  Maschine  geht,  da 
nicht  reibt,  leichter  wie  die  andern  Pumpen,  sie  hat  zugleich 
%  dafs  der  Kolben  nicht  gefettet  wird. 


§  108. 

der  Körper  im  luftleeren  Hatun.     In  §  89  erwähnten  wir 
fs  wegen  des  Daseins  der  Luft  nicht  alle  Körper  gleich  schnell 

wir  aber  <lie  im  ersten  Kapitel  des  ersten  Abschnittes      Fig.  i»o. 

Proportionalität  von  Gewicht  und  Anzieh  im gskraft 

den  Sat«,   dafs   alle   Körper  gleich   schnell    fallen, 
Sie  specilisch  leichtesten  Kfirper  mit  der  Luftpumpe 

ki5nnten.    Zu  dem  Ende  wendet  man  eine  Röhre  an, 
der  einen  Seite  in  eine  Metallfassung  eingekittet  ist, 

mit  einem  Hahn  versehene  Röhre  übergeht,  welche 
nf  das  Schraubengewinde    der   Luftpumpe   passende 

lUtter  endigt.    Das  andere  Ende  der  Rohre  ist  durch 
fassnng  luftdicht  geschlossen. 

e  Röhre  bringt  man  ein  Sohrotkom  und  eine  Flaum* 
ein  Stückchen  Platin  und  ein  Siückchon  Papier, 
iß  auf  die  Luftpumpe  und  macht  sie  so  luftleer  als 
Jarauf  schliefst  man  den  Hahn,  schraubt  die  Röhre 
nnd  kehi*t  sie  um.  Die  in  der  Röhre  enthaltenen 
lau  dann  herab ^  und  man  sieht,  dafs  die  Flaumfeder 
i»n   Augenblicke    unten   ankommt   wie  ^das   Schrot- 

daa  Stück  Papier  ebenso  rasch  fUllt  als  das  Stdck 

man  dann  durch  teilweises  Öffnen  des  Hahnes  all- 
©der  Luft  in  die  Röhre  eintreten,  so  sieht  man,  wie 
die  leichtem  Körper  immer  mehr  zurtlckbleiben, 
die  Luft  wird-  ein  Beweis,  dafs  die  ungleiche  Ge- 
mt  des  Falles  dieser  Körper  nur  Folge  des  störenden 
der  Luft  ist 

Beihe  von  Versuchen,   welche   gewöhnlich   mit  der 
le  »ingestellt  werden,  um  die  Existenz  des  Luftdruckes 
]^m,  als  das  Zersprengen  einer  über  einen  üjünder 
Blase,  das  fegte  Aneinanderhaften  der  sogenannten 
r  Halbkugeln  u.  s.  L,  genüge  es,  hier  erwähnt  zu 
haben  viel  von  ihrem  Interesse  verloren,  welches 
ten,  als  sie  dasm  dienten,  den  grofsen  Druck 
beitrugen,  das  Phantom  des  Horror  vacui  zu 
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QueckBilbßrliiftpaCDpeti. 
•    §  109. 


IHK 


Queoksüberluftpumpen.  Eine  von  den  bisher  besprochenen  dai 
aus  verschiedene  Form  der  LuftpurDpen  ist  die  zuerst  von  Dr.  Geissler 
Bonn  konstruierte  Quecksilber! uftpumpe  *).  Bei  dieser  wird  die  Pump« 
setzt  durch  eine  barometerartige  Vorrichtung,  in  welcher  durch  Heben 
Senken  von  Quecksilber  die  Toricellisehe  Leere  hergesteljt  wird,  mit 
dann  diejenigen  Apparate  verbunden  werden,  aus  welchen  die  Luft  entff 
werden  soll.  Die  Einrichtung  dieser  Pumpe,  mit  einem  sehr  be<jue] 
Gestell,  zeigt  Fig.  18L  An  einem  festen  an  den  Tiscth  T  ange8< 
Breite  ist  die  bei  B  mit  einer  etwa  1,5  Liter  enthaltenden  bimformt 
Erweiterung  versehene   oben   und    imten   offene   Glasröhre   A  C    befesi 


Tinten  bei  C  ist  die  Bohre  umgebogen  und  auf  die  ümbiegung  ein  dii 
Ivautschiik schlauch  gezogen,  der  die  Rohre  A  C  mit  dem  Geföfse  G  in  '' 
bindung  setzt.  In  die  Rclhre  A  C  ist  hei  II  ein  Glashahn  eingesetzt,  dt 
ganz  ähnlicher  Weise  wie  der  §  107  Fig.  176  beschriebene  Hahn 
Einlassen  der  Luft  in  die  Pumpe  durchbohrt  ist.      Die  eine  nach  att 

*)  PoggemJorf  weißt  zwar  nach  (Poggend.  Aun.  Bd,  CXXV),  daf«  die 
der  Queckailberpüjnpe    sehr   alt,  ja  faat  ebenso   alt  als  die  der  gewöhnlit 
Luftpiampe  ist;   man  wird  aber  trotzdem   Geüäer  als  den   Erfinder    dieser^ 
Uuttpuinpen  beEeichnen  müssen,  da  er  der  Erste  war,  der  (1867)  eine 
^utxte  Pampe  kootstraierte. 


Qjieser 


Q  aeckailberluftp  Qmpen. 
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■^  Darcbbi^lirung  m linde t  in  das  kleine  an  den  Halm  angescbmnlzene 
^Bfi  ff,  die  andere  Durubbohrnng  geht  quer  durch  den  Hahn.  Die 
^Bf    '  l>en  konisch  ausgeschliifen^  und  in  dieses  Ende  ist  das  Ende 

jHf'  I  Bohres  /  luftdicht  eingeschliffen.     Dieses  X^^^^rmige  Rohr 

^bierseit?  das  Manometer  M^  weluhes  luftdicht  in  das  obere  Ende  des 
eingescbliffen  ist,  andererseits  mündet  das  Bohr  t  in  ein  kleines 
Berfreier  Phosphorsäure   halb   geflilltes  Gefttfs,   von   dem  aus   das 
lige  Glasrohr  f/  einerseitü  /u  den  Apparaten  ftlhrt,  welche  luftleer 
Werdern  sollen,  andererseits  durch  das  Ü-tormig  gebogene  Rohr  t» 
doppelhalsige  Flasche  n  in  die    freie   Luft  führt.      Letztere  Ver- 
I  dient  dazu,  na(;h  dem  Auspumpen  wieder  Luft  einzulassen,  und  zu 
Iß  ist  in  dieselbe  ein  einfach  diirrh  bolirt-er  Glashahn  h  eingesetzt, 
Einge  die  PuDvp«.^  luftleer  sein  soll,  geseblosi^en  bleibt.    Die  Rohre  m 
Flasche  n  sollen  die  in  die  Pumpe  eintretende  Luft  vnllkommen 
aen-    Die  Flasche  n  ist  zu  dem  Ende  einige  Centimeter  hoch  mit 
lierter  Schwefelsäure  gefüllt,  so  dafs  das  In  den  Hals  der  Flasche 
jfölit  eingesetzte  an  beiden  Enden  offene  Rohr  r,  durch  welches  die  Luft 
Apparat  eindringen  kann,  unter  der  SchwefelsHure  mündet.    Alle  in 
pparat  eintretende  Luft  mufs  deshalb  zunächst  diu-ch  diese  Schwefel* 
"*    m   durch  das    mit  Chlnrcalcium  oder    mit    in  Schwefelsäure    ge- 
bimst ninstücken  gefüllte  Rohr  ni,  und  wird  so  aller  Feuchtigkeit 

liH  i  tmipe  zu  gebrauchen,  wird  das  Gefötö  G^  dessen  Inhalt  etwas 

als  derjenige  des  Rohres  ÄC^  mit  Quecksilber  gefüllt.   Wird  der 

dann   so   gestellt,   dafs   das  Rohr  BC  durch    denselben  mit   der 

fju^  kommiiniciert,  t%t«  s^teigt  das  Quecksilber  im  Rohr  BC  zimächst 

löhe  des  Niveaus  im  GeMse  G.    Man  hebt  dann  das  GefUfs  G  so 

das  Niveau  des  in  ihm  vorhandenen  Quecksilbers  etwas  höher 

fer  Hahn  II ^  das  Quecksilber  stei^  dann  in  BC  bis  zur  selben 

Ireibt  alle  Luft  aus  demselben  und  dringt  schliefsHch  in  kleinen 

^  durch  den  Hahn  in  die  Kugel  ff.     Man  dreht  dann  den  Hahn  H 

en    kleinen   Winkel    und    senkt   G    bis    zu    dem   Schemel    S^    auf 

len  man  dasselbe  aufsetzt.     Da  der  Schemel  S  um  mehr  als  TGO'""* 

siebt  ala  die  bimförmige  Erweitex*img  B,  so  sinkt  da.s  Quecksilber 

Ibe   hinab,   und   stellt   in   demselben  ebenso  einen  vollkommen 

II  her,  wie  ein  solcher  ira  Barometer  über  dem  Quecksilber  eich 

Dreht  man  dann  den  Hahn  //  so,  dafs  der  Ra.um  des  Rohres  i 

ixLTch  dasselbe  die  au szupmnp enden  Gefafse  mit  diesem  leeren  Raum 

jfrbindung  gesetzt  werden,  so  tritt  aus  jenen  die  Luft  in  diesen  hinein, 

ie  sie  aus  dem  Recipienten  in  den  ausgepumpten  Stiefel  bineintritt. 

at  dann  den  Hahn  wieder  zurück,  so  dafs  BC  mit  der  Uursern  Luft 

liciert,  und  wiederholt  die  Operationen  in  der  angegebenen  Weise, 

des  grofsen  Gewichtes  des  zu  hebenden  Quecksilbers  kann  eine 

iftpumpe  immer  nur  in  kleinen  Dimensionen   ausgeführt  werden, 

■  gx>1fsern,  als  sie  vorhin  angegeben  wurden;  deshalb  ist  die  Pumpe 

lei,  um  kleinere  Apparate  auszupumpen.    Bei  diesen  gestattet  sie 

in  der  Pumpe  krin  schädlicher  Raum  ist,   imd  da  die  Glasver- 

weit  dichter  hergestellt  werden  können,  ein  weit  vollkommneres 

herzustellen  als  die  gewöhnlichen  Luftpumpen.    Wir  ^ötc^öu  ^v^ 
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Q  aeoksüb  erl  af tpumpen. 


Wirksamkeit  der  Pumpe  näher  kennen  lernen,  wenn  w5r  '^^  *1" 
lehre  die  Herstellung  der  Geissl ersehen  Röhren  bespr» 
IT m  das  immerhin  lästige  Heben  und  Senken  des 
zü  machen»  hat  Jollj^)  eine  Pumpe  konstnüerl.  hei 


auf  einem  Tis^che  steht,  weichet  durch  eine  Kurbel  mid  ein 
hohen,  und  gesenkt  werden  kann.    Äulserdem  hat  Jollj  die 
Hähne  von  Gufsstahl  ersetzt,  welche  ebenso  dicht  halten   » 

Poggendorff -)  hat  die  Geissierache  Pumpe  mit  der  gowöhnlifiil 

*)  Eine  von  der  Geisalerschen   abweichende  Pumpe,   iodem  «i« 
©nthehrlich  macht,  hat  Töphr  konstruiert;  dieselbe  ist  be8chrie^'''   ^"'" 
mann  in  WiedemanDö  Annalen   Bd.  X.     Töpkr  erreicht  das 

oberhalb  des  GefEfees  B  statt  des  Hahnes  eine  später  vertikal  ,   ,. 

Röhre,  deren  abwIUrt«  gebogener  Schenkel  800™"*  lang  i»t,  anieizt,  wu 
Quecksilber  mündete  Die  EöhreUf  welche  am  dem  anszutmmneQdd 
führen,  werden  unterhalb  B  angesetzt,  und  dann  «r»t  et  ti 

wärts  geführt.     Man  hebt  dann  das  Gef&fs  G,  bia  dat<  Qi  >hi 

Stelle  de»  Hahne«  angebrachte  liOhre  abfliefst,  und 
das  Quecksilber,   in  dem  sie  möodet,   austreibt     Sri 
das  Quecksilber  in   dieser  Röhre   bia   zu   einer  dnrch   tlji 
bedingten  Höhe  stehen.     Da«  Quecksilber  dieser  Röhre  l 
das  die  Luft  aus  der  Pumpe  beraua,  aber  nicht  znrri<!k  ti 

*)  Jolh/^  Repertorium  für  physikalische  Technik  voi 
Manchen  l^BO. 


\m. 
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..^  j  „  um  des  Hebens  des  Quecksilbers  ganz  überhoben  zu  sein.  Die 
ifsclie  Eiixricbtxmg  zeigt  Fig,  182.  Ib  den  obem  Hals  der  doppelt 
1  mit  Quecksilber  gefttllten  Flasche  A^  welche  in  dem 
,1,  ist  der  lange  untere  Hals  des  eiförmigen  öefUfses  B, 
er  bis  last  auf  den  Boden  von  Ä  reicht,  luftdicht  eingeschlifien.  Der 
te  Tubulus  der  Flasche  Ä  kann  durch  einen  einfach  durchbohrten 
f  entweder  luftdicht  geschlossen,  oder  mittels  eines  auf  die  Dille  i 
i  ^ten  Schlauches  mit  der  Luftpumpe  verbimden  werden. 
'  kurze  Ilals  des  Geftifses  B  ist  mit  einer  Fassung  versehen, 
piüii  durch  den  Hahn  ff  verschliersbare  Durchbohi-ung  zu  dem  luftdicht  in 
Fassung  gekitteten  Gläschen  d  t^llhrt,  welches  auf  seinem  Halse  die  aaf- 
itteie  eiserne  Dille  k  tj*ägt.  Der  Hahn  ß  ist  doppelt  durchbohrt;  steht 
*  Griff,  wie  in  der  Zeichnung,  vertikal,  so  setzt  er  einfach  das  GlMischen  d 
dem  GotUfs  B  in  Verbindung;  wird  er  um  45*^  gedreht,  so  sperrt  er  ^ 
ff  ab,  wird  er  um  90^  gedi-eht,  so  dafs  der  GriflF  horizontal  ist,  so  ver- 
det  er  das  Gefafs  B  mit  dem  Seitenkanal  l^  an  dem  die  Gegenstände 
astigt  werden,  welche  mit  der  Pumpe  evakuiert  werden  »ollen. 

Um  mit  dieser  Pumpe  zu  arbeiten,  wird  zunächst  das  Ende  Je  mit  der 
linHnpe  verbimden,  der  Hahn  /'  ge*'iönet  und  g  m  gestellt,  dafs  d  mit  B 
eiert;   durch  einige    Kolbenhübe   der  Luftpumpe   steigt   dann   das 
ber  bis  in  das  Fläschchen  d     Dann  wird  der  Hahn  ff  geschlossen, 
aji9tafei  der  Dille  k  die  mit  i  bezeichnete  mit  der  Luftpumpe  verbunden 
durch  einige  Kolbenztige   die  Luft  in  A  so  weit  verdünnt,   dafs   das 
k«ilWr  bis  in  den  Hals  des  Getafses  B   hinabsinkt.     Auf  diese  Weise 
7i  ebenso  die  Barom^terleere,  wio  in   der  Pumpe  von  Geissler 
Sinken   des   Quecksilbergettlises.      Verbindet   man    dann   durch 
mn^  des  Hahnes  ff  die  zu  evakuierenden  Gegenstände  mit  B^  so  strömt 
denselben  die  Luft  in  den  leeren  Eamn.    Das  weitere  Auspumpen  ge- 
bt dann  durch  Wiederholung  derselben  Operationen. 
Die  PoggendorÖ'sche  Vorrichtung  unterscheidet   sich,   wie   man  sieht, 
der  Geisslersehen  Pumpe   durchaus  nicht,   und  auch  die  Quecksilber- 
weiche  2U  derselben  gebraucht  wird,  ist  bei  gleicher  Kapacität  des 
'    B  ganz  dieselbe,   sie  vermeidet  nur   das  Heben  und  Senken   des 
3  durch  Anwendung  der  Luftpumpe. 

ni  ganz  andern  Princip  beruhende  Quecksilberluftpumpe 
i  angegebene*);  dieselbe  beruht  auf  den  §  84  abgeleiteten 
Ober  den  hydraulischen  Dru»  k. 
An   ein  trichter-  oder  flaschenfrirmiges  GetUfs  T  (Fig.  183)  ist  unten 
«Hineni  Kautschukschlauch  eine  etwa  800^™   lange   dickwandige  Glas- 
liberall  gleichem   etwa   2"*°*   grofsem   Dm-chmesser   Migehängt, 
|.  res  offenes  Ende  in  ein  kleines  mit  seitlichem  AusÜufsrohr  a  ver- 

Lgies  Gef^fs  F  mündet.  An  das  Rohr  R  ist  etwa  äO"**^  unterhalb  des 
tuebukschlanches  eine  seitliche  Röhre  B^  angeschmolzen,  in  weiche  man 
pA  passend  einen  Glashahn  einsetzt.  Diese  Röhre  föhrt  zu  den  Appa- 
t  "  '  '  Is   der  Pumpe    hit'tleer    gemacht  werden  &<dlen.     Über 

n  iiicb  ist  ein  tjuetschhahn  gelegt,  dm*ch  welchen  man  den 
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QueeluUlierlultpttiiipeD. 


Fi«.  l«3. 


Scblaucb  «chHefsen  kann.     Vm  die  Pumpe  wirken  za  ««»«., 
Trichter  mit  Quecksilber,  öffnet  durch  einen  Druck  auf  de»! 
den  Kautftehakschlaacb  und  läfst  das  Quecksilber  in 
auBÜierson.    Die  durch  die  Röhre  7?^  mit  dem  Apparat 
werden  ilann  allmäh  lieb  leer  gepumpt,  indem  die  Lnlt  «iorch  das  I 
vorbeifaUende  Quecksilber  mitgerissen  und  unten  aus  dem  Rohre  1 

getrieben  wird.    Hat  d«r  A] 
die   angeftlhrten  DimensioiiK 
kann    man    ziemlich    to 
Barometerleere  durch  for 
Ausfliefsen    erhalten, 
sieb  das  uniDittelbar  aus  \ 
ten  Gleichung  des  §  84. 
wir  h  die  Tiefe  des  Ansät 
unter  dem  Niveau  des  Qu 
in  r,   ff  den  Abst 
AusflufsöilTimig     von 
Niveau,  p^  den  Druck 
Sphäre,  der  auf  dem  ohet 
des  Quecksilbers  lastet 
in  der  Ausflufsöfliiung  wirt 
der  bei  R^  vorhandene  hydm 
Druck 


P^Po  —  ^{^  — 
'  //.  die  L1 


I 


Ist  nun  H- 
Queeksilbersäiile  unterhal] 
gleich  der  Hohe  des  Baroi 
so  ist  j>  =  0,  es  wird 
den  mit  i?|  verbundenen 
in  die  Röhre  M  die  Li 
80  hereingezogen  wie  in  den 
Raum   des  Barometers,   um 


d  4 
enfl 
jufl^ 


halb    jeder    mit    B^     vi 


16  n 


Kaum  durch  fortgesetzte 
ebenso  weit  entleert  wie 
andern  Quecksilberluftpum|] 
Man  kann  nattlrlich  di 
bindung  des  Fallrohrs  mi^ 
GefUlse  T  -anstatt  durch 
Kautschukschlaucb  auch  di 
herstellen,  dai's  man  mit  Zwj 
«etaung  eines  Qlashahns  dasselbe  direkt  an  das  Gelafs  anschniüzt 
i«t  dieat»  Hefostigung  nicht  ratsam,  da  bei  häutigem  Gebrauche  dfl 
tluri^h  dit^  KvHobatti^rmig  infolge  der  Stöfse  des  fallenden  Queoks 
M..n.,^,l,,,  SprUngt*  bekommt  und  erneuert  werden  mufs. 

V'ii   ^im/  demselben  IVincip  wie  die  Sprengeische  Pumpe 
4  hl*  Wa»serhiftinimpe,  in  welcher  nur  das  Quecksilber  durcl 
Hl  M  die^ur  »Ulis  uatürlich  das  Fallrohr  der  geringem  D 
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Ik  des  Wassers  entsprechend  toger  sein;  gibt  man  dem  Fallrohr  eine 
^n  von  etwa  8  Meter,  so  kann  man  mit  dor  Bunsenschen  Pumpe  in 
^auszupumpenden  Räumen  deu  Druck  bis  auiV  etwa  0,25  Atmosphären 
■DDindem. 

f  §  HO. 

f  Die  KompressionflSaaBOhiiie.  Die  Kompressionsmaschinen  haben  eine 
jBCJenigen  der  Luftpumpe  entgegengesetzte  Aufgabe^  sie  dienen  dazu,  um 
1  irgend  einem  Räume  die  Luft  zu  verdichten.  Die  Fig.  167  dargestellte 
Umluftpumpe  kann  ohne  jede  konstruktive  Vertlnderung  lua mittelbar  auch 

■  Kompresßionspumpe  benutzt  werden.  Bei  der  Benutzung  muls  nui'  das 
jpifti  der  Hähne  umgekehrt  werden.  Üfljien  wir  den  Habn  /,  wenn  der 
bdben  zurückgezogen  wird,  so  tritt  von  anfsen  her  gerade  so  Luft  in  den 
Umder,  wie  bei  der  fiHbem  Benutzung  aus  dem  Recipienten,  scblielsen 
BT  beim  Ktlckgange  des  Kolbens  den  Hahn  f  und  Ö&en  h^  so  wird  die 
llft  in  den  Recipienten  geprefsi  Es  ist  klar,  dafs  in  diesem  Falle  der 
BBpient  auf  dem  Teller  der  Pumpe  befestigt  werden  mufs,  da  die  im 
ntm   desselben  verdichtete  Luft   sonst   denselben   aufbebt.     Ebenso  wie 

■  wnstiefelige  kann  auch  die  zweistiefoligo  Hahhlüftpumpe  mit  dorn 
bissmannschen  Hahne  unmittelbar  als  Kompressionspumpo  gebraucht  wer- 
WSLj  indem  man  einfaeh  den  Hahn  bei  dem  Pumpen  umgekehrt  legt.      * 

Die  Ventilluftpumpen  können  nicht  so  unmittelbar  als  Kompressions- 
uischinen  verwandt  werden,  bei  ihnen  müssen  die  Ventile  sich  in  entgegen- 
iMteter  Richtung,  also  anstatt  von  unten  nach  oben,  von  oben  nach  unten 
ihen.  Wird  dann  (Fig.  169)  der  Kolben  aufgezogen,  so  öffnet  sich  diu*ch 
bn  Druck  der  'äufsem  Luft  das  Ventil  l  des  Kolbens^  dagegen  versehliefst 
tib  durch  den  Druck  der  Luft  im  Recipienten  das  Ventil  //,  während  vorher 
[ngekehrt  l  durch  den  Druck  der  ilufsern  Luft  sich  scklofa  und  //  durch 
bi  der  im  Recipienten  enthaltenen  Luft  sich  öffnete.  Wird  dann  der 
Üben  herahgedrtickt,  so  schliefst  sich  das  Ventil  l^  weil  jetzt  der  Druck 
m  Cjlinder  A  gröfser  wird  als  der  der  äulsern  Luft.  Ist  die  Luft  im 
^linder  dann  bei  weiterm  Niedergang  des  Kolbens  stöj-ker  komprimiert 
b  die  Luft  des  Recipienten,  so  öffuet  sich  das  Ventil  h  und  die  Luft  wird 
bs  dem  Cy linder  in  den  Recipienten  gop reist.  Durch  Wicderbolung  der 
nmition  kann  man  die  Ltift  iin  Recipienten  sehr  weit  verdichten;  man 
phngt  aber  auch  bier  zu  einer  Grenze,  welche  man  mit  einer  gegebenen 
ntope  nicht  tiberscbreiten  kann. 

I  Wegen  der  nicht  vollkommenen  Dichtigkeit  des  Apparates  wird  von 
■tem  gewissen  Augenblicke  an  ans  deruselhen  ebensoviel  Luft  entweichen, 

■  beim  Aufzieben  des  Kolbens  geschöpft  wird.  Wegen  des  Vorhandenseins 
h  schädlichen  Raumes  wird  niiui  femer  bei  sehr  grofser  Verdichtung  der 
■j^im  Recipienten  dabiu  gelangen,  dafs  selbst  in  der  tiefsten  Stellung 
^Kolbens  die  Lutt  im  Cylinder  nicbt  dichter  ist  als  die  im  Recipienten 
^^ammelte  Luft,  dann  wird  sieb  das  Ventil  h  nicht  mehr  öffnen  können, 

'    dann  der  von  innen  aus  auf  dasselbe  ausgeübte  Druck  gleich  ist  dem 

m  Cylinder  her  wirkenden.    Femer  mit  der  Dichtigkeit  der  ahgesjjerrten 

nft  nimmt  der  von  unten  ber  auf  den  Kolben  wirkende  Druck  sehr  rasch 

iii^  nnd  bald  wird  man  dahin  gelangen,  dafs,  wenn  nicht  der  Querschnitt  des 

tdbens  sehr  klein  ist,  man  denselben  nicht  mehr  ganz  herahdrücken  kann. 
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Man  hat  auch  Eompressionspumpen  mit  zwei  Stiefeln  komir 
welche  äuTserlich  gerade  so  eingerichtet  sind,  als  die  bisher  besehrifll 
zweistiefeligen  Luftpumpen,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  daiüs  die  Y 
sich  alle  in  entgegengesetzter  Bichtung  öffiien  und  schliefsen.  Indes  I 
sich  dieselben  nicht  bewährt  und  man  findet  sie  daher  änfserst  seit« 
geftlhrt. 

Die  am  häufigsten  zur  Anwendung  konmienden  Eompressionspi 
sind  einfache  Bohren  von  starkem  Eisen  oder  Messing,  in  denen  ein  mt 
Kolben  auf-  und  abgeht.  Dieselben  werden  an  das  mit  dem  entsprecl 
Verschlusse  versehene  GefUfs,  welches  die  verdichtete  Lnfb  au6iehme 

Fig.  184. 


angeschraubt.  Zum  Schöpfen  der  Luft  dient  dann  ein  Loch  in  der 
welches  nahe  an  dem  andern  Ende  der  Bohre  sich  befindet,  so  d 
Kolben  in  seiner  äufsersten  Stellung  sich  über  demselben  befindet,  d 
also  frei  in  den  innem  Raum  des  Cjlinders  unter  dem  Kolben  eh 
kann.  Derart  sind  z.  B.  die  kleinen  Kompressionspumpen,  deren  nu 
bedient,  um  die  Luft  in  dem  Kolben  der  Windbüchse  zu  komprimiei 
Eine  etwas  andere  Einrichtung  der  Kompressionspnmpe  zeigt  Fi 
und  Fig.  185.  Sie  dient  zugleich,  um  andere  Gase  als  atmosphftriadi 
in  einem  Baume  zu  verdichten. 

^^impe  ist  einstiefelig,  sie  wird  auf  den  Boden  tei  an^gescb 
(fe  des  ganz  m^iA^honii  Kolbens  befindet  aieti  obvi  m  Sm 
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mit  beiden  Händen   Mät,    und   an   dem   man   den   Kolben   ab- 
ieJud  auf  und  nieder  bawegt.     In  dem  Boden  der  Pumpe  sind  zwei 
und  ?>,   deren  eines   sieb   von   unten   nacb  oben  öffiaet  und  den 
tiefel    mit   der   freien  Luft  oder  mit  dem  GeftiXse  in  Verbindung 
[  welchem  da«  zu  yerdiehtende  Gas  angesammelt  ist;  es  til&et  sieb. 


Kolben  in  die  Höbe  zieht.  Das  andere  Ventil  b  öffnet  sich 
|wig©8etzter  Eicbtung,  wenn  der  Kolben  niedergebt.  Dieses  setzt 
»der  der  Pumpe  durch  die  Bubrenleitung  bd  mit  dem  Räume  in 
r,  in  welchem  das  (i^s  komprimiert  werden  soll, 
siebt,  dafs  dieser  Apparat  zugleich  als  Luftpumpe  und  auch  als 
Bionspumpe  dienen  kann.  Bringt  man  die  mit  dem  Ventil  a  in  Ver- 
l^tabeade  Röhre  mit  einem  Eecipienten  in  Verbiadun^  \mi\  VäSäX, 
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die  Röhrenleitung  hd  mit  der  äufsem  Luft  kommnnicieren,  so  dient  der 
Apparat  als  Luftpumpe ,  macht  man  die  Verbindungen  umgekehrt,  als  Eon- 
pressionsmaschine. 

Eine  Kompressionspumpe,  welche  sehr  starke  Verdichtungen  herroia- 
bringen  imstande  ist,  bietet  der  Apparat  von  Natterer.  Er  dient  Yonogi- 
weise  dazu,  um  Gase  in  den  flüssigen  Zustand  zu  versetzen. 

Der  Natterersche  Apparat  (Fig.  186)  besteht  im  wesentlichen  aus  mm 
dickwandigen  Rohr  l  von  sehr  kleinem  innem  Durchmesser,  in  welch« 
sich  ein  massiver  Kolben  auf  und  ab  bewegt.  Zur  Sicherung  der  vertihki 
Bewegung  des  Kolbens  ist  derselbe  durch  einen  Bing  geführt.  ünteriuA 
desselben  ist  mit  dem  Kolben  durch  ein  Scharnier  die  Schubstange  .v  inVff- 
bindung,  die  ihre  auf  und  nieder  gehende  Bewegung  durch  das  Schwungrad  I 
bekommt,  an  dessen  Axe  sie  mittels  einer  Kurbel  excontrisch  befestigt  Ü 
Der  Pumpencylinder  ist  durch  eine  Röhrenleitung  L  mit  einem  Gtso-; 
meter  in  Verbindung,  aus  welchem  beim  Niedergange  des  Kolbens  das  G« 
in  den  Pumpencylinder  eingesaugt  wird. 

Auf  den  Pumpencylinder  ist  eine  starke  Flasche  vou  Schmiedeei« 
(Fig.  187)  befestigt,  in  welche  das  Gas  hineingeprefst  wird.  Dieselbe  il 
vorher  auf  ihre  Festigkeit  geprüft,  indem  man  mittels  Wasser  auf  fii 
Innenfläche  derselben  einen  Druck  von  150  Atmosphären  ausübt.  Das 
nach  dem  Innem  der  Flasche  zu  öffnende  Ventil  l  (Fig.  187)  läfst  das 
eintreten.  Um  das  verdichtete  Gas  oder  das  fitlssig  gewordene  anstretfl 
zu  lassen,  ist  an  dem  obern  Ende  der  Flasche  eine  kleine  Öffnung,  weldi 
in  dem  Röhrchen  r  mündet,  angebracht.  Dieselbe  wird  verschlossen  dnnl 
den  mit  einem  Schraubengewinde  versehenen  Stift  5,  der  konisch  in 
engen  Hals  der  Flasche  eingeschliffen  ist.  Will  man  das  flüssige  Gas  att 
strömen  lassen,  so  schraubt  man  die  Flasche  ab,  kehrt  sie  um,  so.dafs  dk 
Öffnung  r- unten  ist,  und  öffnet  dieselbe  durch  Drehen  der  Schraube 
Der  Druck  des  über  dem  flüssigen  stark  verdichteten  Gases  treibt  dann  i 
Flüssigkeit  heraus.  Aui'ser  diesen  Kompressionspumpen  kann  man 
den  Orstedschen  Apparat  zur  Kompression  der  Gase  benutzen,  wie 
Dospretz  that  (§  98).  . 

Vielfach  dient  auch  folgendes  Verfahren  dazu,  um  ganz  ohne  mecbfr 
nische  Mittel  ein  Gas  zu  komprimieren.    Man  schliefst  in  eine  heberßnfli 
p.    ^^  gebogene  Röhre  von  starkem  Glase  die  Snk 

stanzen,   durch   deren  Einwirkung  auf 
ander  das  Gas  entwickelt  wird.     Durch  dil 
Entwickelung  des  Gases  in  diesem  gescblo» 
senen  Räume  und  die  Ansammlung  desselta 
wird  der  Druck  des  Gases  in  der  Röhre 
ganz  enormer  und  es  bedarf  grofser  VorsicM 
damit  der  Apparat  nicht  springt.    Einen  nach  diesem  Principe  konstruierttl 
Apparat  wandte  Thilorier  an,  um  flüssige  Kohlensäure  in  grofsen  Meng* 
herzustellen  *). 

§  111. 

FlÜBBigmsohen  der  Gase.     Im  §  99  haben  wir  das  Verhalten  dM 
sogenanntenpermanenten  Gase,  Wasserstoff,  Sauerstoff,  Stickstoff  und  Kohki 

')  Thüorier^  Annalea  de  chim.  et  de  phys.  T.  hJ,.  1886. 
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itet  hohen  mit  der  Kompression smaschine  bersteUbaren  Drucken  be- 
tn,  und  gesehen^  dafs  dieselben  von  gewissen  schon  ziemlich  starken 
an  sehr  viel  weniger  «usanuuengedrtlckt  werden,  als  es  das  Ma- 
e  Gesete  verlangt,  wenn  man  die  Kompression  bei  gewöhnlicher 
-tiir  oder  auch  "bei  derjenigen  des  schmelzenden  Eises  vornimmt 
tor  denselben  Umständen  verhalten  sich  die  tlbrigen  Gase  ganz  an- 
5;  bei  diesen  zeigt  sich  vielmehr,  dafs  mit  steigendem  Drucke  die  Korn- 
Wibilität  stetig  wächst  bis  zu  einem  gewissen  für  die  versckiedenen  Gase 
jcbiedenen  Drucke.  Ist  dieser  Druck  erreicht,  so  kann  man  das  Volumen 
Oases  beliebig,  bis  zu  einer  bestimmten  Grenze,  weiter  vermindern, 
le  dal's  die  Spannung  des  Gases  zunimmt,  ohne  dafs  man  also  den  äufsern 
lek  vermehren  mufs.  Bei  diesem  Drucke  ändert  nämlich  das  Gas  seinen 
jregatzustand,  es  hört  auf  Gas  zu  sein,  es  wird  tropfbar  flüssig,  jede 
umTermindenmg,  welche  nach  Erreichimg  jenes  Grenzdruckes  dem  Gase 
beil  wird,  fiihrt  die  dem  verminderten  Volumen  entsprechende  Gasmenge 
\m  flüssige  Form  über, 

Pest  Zustaiidsänderung  geht  plötzlich  vor  sich,  sie  bereitet  sich  aber 
tetiges  Wachsen  der  Kompressibilität  vor.  Daraus  ergibt  sich  schon, 
i  man  die  vier  genannten  permanenten  Gase  durch  Vennehrung  des 
irkes  nicht  flüssig  machen  kann.  Es  würde,  nach  der  schon  §  98  ge- 
übten Bemerkung  über  den  Einfluls  der  Teniperatur  auf  die  Kompressi- 
M  der  Gase,  indes  voreilig  sein,  daraus  zu  schliefsen,  dafs  dies  ein  in 
Natur  der  Gase  begründeter  wesentlicher  Unterschied  zwischen  den 
Oianeuten  und  nicht  permanenten  Gasen  wäre.  Es  hängt,  die  Fähigkeit 
üg  2U  werden  wesentlich  von  der  Temperatur  ab,  bei  der  man  das  Gas 
kprimiert. 

wegen  des  Einflusses,  den  der  Wärmezustand  des  Gases  auf  die- 
lten hat,  wollen  wir  die  Frage  nach  der  Kondensation  der  Gase 
ft  Wärmelehre  verweisen.    Wir  beschränken  uns  hier  daraui*,  anzugehen, 
he  Gase  man  bei  gewöhnlicher  Temperatur  flüssig  machen  kann,  welche 
;e  dazu  erfordert  werden*),  und  welche  specifischen  Gewichte  einige 
igen  Gase  bei  der  Temperatur  des  schMielzenden  Eises  haben*)* 

nicht  viel  von  der  des  schmelzenden  Eises  verschiedenen  Tempe* 
werden  flüssig-. 

Dmck,  unter  welchem 
sie  flüssig  werden 

1,5  Atmosphären  , 
*2  4 


Name  der  Ga^e 
ßbwefölige  Säuro 


Specifißche 
Gewichte  bei  0^ 


Lnimoniak    ...  4,4  „ 

riienwasserstoff  8,G  „ 

ihwefelwasserstotf    ...     9,9  „ 

pblorwasserstoft*  25,3  „ 

tiekstofl*oiy  dul  31,1  ^ 

^hlensanre.  .  .  37,2  „ 

Ibild€9ide8  Gas  42,5  „ 

•)  JFaradaff,  Philo».  Tranaactions  of  London. 
nd.  Aüü    Ergänz üugabaud  IL 
^Jlnäreeff^  Liebigs  Anoaleo  Bd.  CX. 


1,4333 

0,866^) 
0,6362 


.   .     »J,936y 
...     0,1*4695 

E.  S.  for  the  year  1846;  auch 


494        Molekiilarwirkmigen  zwischen  festen  und  ganförinigen  Edrpeni.^^ 

Alle  diesp  Fltlssi^keiteii  besitzen  sehr  merkwürdige  ^}g^fl^| 
welt*he  wir  in  dtr  Wäniielehre  weiter  betracliten  werden.  Es  8tii^H 
gemeine»  sehr  iUssige^  tmgefiirhte  Flüssigkeiten,  welche  aich  in  W 
nicht,  in  Alkohol  und  Äther  aber  sehr  gut  lösen.  ^^ 

§  112.  " 

Molekularwirkuiigen  zwischen  festen  und  gasrdrmigen  Kdf] 
Wenn  man  in  einen  mit  Gas  erfüllten  Raum  einen  festen  Kurper  briii| 
zieht  derselbe  die  ihn  zunüehst  umgebenden  Gasmoleküle  an,  und  die ! 
davon  ist  eine  Verdicbtimg  des  Gases  an  der  Oberfläche  des  festen  Köi 
Je  grölser  die  OberfSicbe  des  festen  Körpers  ist,  an  um  so  mehr  Ptt 
ist  er  mit  dem  Gase  in  Bertlkrmig,  um  so  mehr  Punkte  desselben  il 
daher  Gas  teile  an  sieb,  um  so  mehr  Gas  wird  an  der  Oberfläcln 
Körpers  verdichtet  werden.  Man  kann  diese  Thatsache  leicht  durcl 
Versuch  beweisen.  Füllt  man  eine  oben  geschlossene  und  mit  ikGeiu 
nen  Ende  in  Quecksilber  tauchende  Glasröhre  mit  Kohlensäure,  und  1 
dann  über  das  Quecksilber  in  die  Glasröhre  eine  frisch  in  Quecksilb« 
gelöschte  Kohle  von  liuehsbaumholz,  so  siebt  man,  wie  sich  sofort  da 
hunen  des  Gases  vermindert^  indem  das  Quecksilber  in  die  GlasrÖhp 
steigt.  So  wie  die  Kohle  Kohlensäure,  so  absorbiert  sie  sowohl  ak 
andere  Körper  andere  Gase.  .^ 

Die  außgedehntesteu  Versuche  über  die  Absorption  der  Gaif 
feste  Köi-per  rttbren  von  Theodor  von  8aussure  her*). 

Zunächst  wnes  derselbe  nach,  dals  nur  geglühte  und  trlsch  abgell 
Köi-per  zu  den  Absoi*ptionsversuchen  brauchbar  sind.  Der  Grund 
liegt  darin,  dafs  Körper,  die  längere  Zeit  an  der  Luft  gelegen  habdi 
reits  atmosphlirische  Luft  und  Wasserdampf  an  ihrer  Oberfläche  verf 
bubem  Die  ausgeglühten  Körjjer  brachte  Saussure  unter  eine  Gloel 
welcher  über  Quecksilber  ein  gemessenes  Gasvolnm  aufgefangen  wai 
mala  die  eintretende  YolumÜ.nderung.  Er  fand  dann,  dafs  ein  xmi 
selbe  Körjier  verschiedene  Gase  und  verschiedene  Körper  dasselbe  ( 
verschiedener  Menge  absorbierten.  So  erhielt  er  z.  B,  für  BucbsbanDc 
und  Meerschaum  von  Valecas  folgende  Zahlen,  welche  angeben,  wieri« 
ihr  eigenes  Volum  Gas  unter  dem  darunter  angeführten  Drucke  die  t 
absorbieren. 

Kohle  Meerschaum 

Ammoniak  . 90  16 

Chlorwasserstoff 85  — 

Schwefelige  Säure  .....  65  .  — 

Schwefelwasserstoff  ....  55  11,7 

Stickstoffoxydul    ,.,...  40  3,75 

Kohlensaure .   35  5,26 

Elajl  ,  .  _ 35  3,7 

^L  Kohlenoiyd    ........     9,42  1,17 

^F  Sauerstoff    ...  .     9,25  1,49 

^L  Stickstoff 7,5  1,60 

^^^  Wasserstoff" 1,75  0,44 

^^^^^^  Druck  p  =  724"°»  730"", 

^^^^^^^»«  Gilberta  Auiialen  Bd,  XLVIl. 
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feucbt 

17 
6,5 
3,25. 


BS  Versndies  war  24^ — 36    Stmiden^   na«h   denen   keine 
mens  mehr  eintrat}  nur  bei  dem  Sanerstoff  dauert  die 
Jahre, 
sieht,  dajii  im  allgemeinen  die  absorbierten  Gasmengen  bei  den 
Den  Köri>ern  in  derselben  Beihe  folgen,  nnd  dafs  die  Gase,  welche 
Druck  flüUHig  mach*^n  kann,  im  weit  höherem  Mafse  absorbiert 
die  permanenten  Gase.     Das  spricht  auf  das  entschiedenste  für 
se,  dafs  wir  es  hier  nur  mit  einer  Molekular anziehnng  der  Mo- 
festen  Körpers  auf  die  ihn  zunächst  berührende  Gasschicht  zu 
,    Dabei  ist  es  jedoch  möglich,  wie  aus  der  nicht  vollständigen 
wnung  der  beiden  Reiben  zu  schliefsen  ist,  dafs  auch  cheniische 
üt  wirksam  sind. 

te  Kühle  absorbiert  weniger  Gas  als  trockne;  so  fand  Saussure 
munkohle 

trocken 

Kohlensäure 33 

^H  Stiükstof  .  .         7,5 

^f  Sauerstoff    .  .      l\25 

Kber  die  Gasmenge,  wt^lcht»  von  den  festen  Köqiern  unter  ver- 
i  Drucken  absorbiert  wird,  hat  Saussure  Versuche  angestellt,  indes 
fdelben  nichts  Gesetzmäfsiges  ergeben.     Bei  gemindertem  Dinicke 
sieh  das  Volum  des  absorbierten  Gases. 

o  wie  Kohle  zeigen  alle  Köq)er,  wenn  sie  nur  eine  hinreichende 
besitzen,  die  Fähigkeit,  grofse  Mengen  Gas  zu  verdichten,  so 
KQrper,  Platinschwamm  etc. 

ler  grofsen  Verdichtung  des  Biraerstoffes  der  Luft-  in  Platin- 
boruht  die  Wirkung  der  Döberoinerschen  Ztlndmasehine  und 
die  Fübigkeit  des  Platins,  Wass*.»rytoff  und  Sauerstoft'  in  Wasser 
n.  Bei  der  Verdichtung  der  Gase  tritt  nämlich,  wie  bei  jeder 
m,  Wlirmeentwicklung  ein.  Wird  nun  Platin  in  ein  Gemische 
toff  imd  Wasserstoff  gebracht,  oder  auf  Platinsebwamm,  der  mit 
»  Sauerstoff  erfüllt  ist,  Wasserstoffgas  geleitel,  so  ist  die  ent- 
ärmemenge  grofs  genug,  um  das  Knallgas  zu  entzünden, 
rerden  splVter  bei  Betrachtung  des  Siedens  nochmals  Gelegenh«3it 
die  Verdichtung  des  Gases  an  der  OberMcbe  fester  Kiirper  zü- 
rnen. 

ke')  leitet  aus  einer  Reihe  von  Erscbeimmgen,  welche  verschie- 

liehen  Atmosphären  verdichteten  Gases  erfüllte   Kru^ier  in  man- 

ehung  zeigen,  die  uns  grufstenteils  im  weitem  Verlauf»^  unserer 

egegnen  werden,  den  Satz  her^  dafs  die  Menge  des  absorhiert-en 

nur  mit  der  Gr*Jfse  der  Oberflilcho,  sondeni  auch  mit  der  Dich- 

kondensierenden  Körpers  zunimmt;  ein  Satz,  der  allerdings  aus 

ihen  Grllnden  viel  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat. 

8  113. 
BChe  Bilder,     Moser ^)  hat  zuerst  beobachtet,  dafs,  wt*rm  man 
Hobßtlibchen  Über  eine  glatte  Fläche,   sei   es  Metall  oder  Glas 
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oder  irgend  eine  andere  Substanz,  hinfährt  und  dann  die  Stelle  bahnc^ 
dafs  dann  durch  eine  Verschiedenheit  in  dem  Beschlagen  der  Flieh  h 
Züge  auf  der  Fläche  deutlich  hervortreten.  Noch  deutlicher  xeigen  fk  wA^ 
wenn  man  die  Fläche  Quecksilberdämpfen  aussetzt,  indem  sich  die  QoMi- 
silberdämpfe  entweder  vorzugsweise  an  den  berührten  Stellen  niedencUigH 
oder  an  den  nicht  berührten. 

Ebenso  zeigte  Moser,  dafs,  wenn  man  auf  eine  beliebige  Platte 
geschnittenen  Stein,  einen  gravierten  Metallstempel  oder  irgend  emen  i 
Körper  legt,  nach  einiger  Zeit,  wenn  man  die  Platte  behaucht  oder  m 
Einflüsse  von  Quecksilberdämpfen  aussetzt,  ein  Bild  des  Steines  oder  ~ 
pels  auf  der  Platte  sichtbar  wird,  indem  die  Dämpfe  sich  an  den  bertM 
Stellen  mehr  oder  weniger  niederschlagen,  oder  doch  ein  anderes 
bieten,  als  an  den  nicht  berührten  Stellen.  Selbst  wenn  der  Stempel 
Metallplatte  nicht  berührte,  sondei*n  durch  zwei  an  der  Seite  imtergekf 
Glimmerblättchen  in  einem  geringen  Abstände  davon  gehalten  wurde, 
nach  dem  Behauchen  das  Bild  desselben  auf  der  Platte  hervor. 

Waidele')  hat  diese  Bilder  auf  das  vollständigste  aus  der  OasatK 
Sphäre  erklärt,  welche,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  sahen,  u 
Oberfläche  der  Körper  verdichtet  ist,  und  seine  Erklärung  durch  eine  gn 
Reihe  von  Versuchen  bestätigt. 

Durch  das  Hinüberführen  eines  Holzstäbchens  oder  das  Aufsetzen  < 
Stempels,  selbst  wenn  er  die  Platte  nicht  unmittelbar  berührt,  wird 
Änderung  in  der   Gasatmosphäre   bewirkt,  und   diese  Änderung  hem 
an  den  verschiedenen  Stellen  eine  verschiedene  Kondensation  der  Dio| 

Um  dieses  nachzuweisen,  versah  Waidele  Platte   oder  Stempel 
Gasatmosphären,  oder  nahm  sie  ihnen  und  zeigte,  dafs  er  dadurch  imst« 
war,  die  Bilder  willkürlich  zu  ändern. 

Dafs  eine  Änderung  der  Gasatmosphäre  eine  verschiedene  Eoidi 
sation  der  Dämpfe  bewirkt,  wies  Waidele  zunächst  durch  folgenden  Ti 
such  nach. 

Wenn  man  auf  eine  mit  einer  Gasatmosphäre  versehene  Platte 
Körper  von  sehr  grofser  Oberfläche  bringt,  dem  durch  Olühen  seine  0 
ätmosphäre  genommen  ist,  so  mufs  nach  dem  Vorigen  der  Platte  ihreG 
atmosphäre  genommen  werden.  Wenn  man  daher  eine  Dagnerresche  Pli 
eine  mit  Silber  plattierte  Kupferplatte ,  mit  frisch  geglühtem  und  dann  i 
Abschlufs  der  Luft  erkaltetem  Trippel  oder  Kohlenpulver  belegt,  und 
das  Kohlenpulver  mit  reiner  Baumwolle  abkehrt,  so  ist  der  Platte 
Gasatmosphäre  genommen.  Beim  Behauchen  zeigt  diese  Platte  eine  I 
liehe  Färbung,  während  eine  an  freier  Luft  gelegene  Platte  beim  Behtttfi 
eine  bräunliche  Färbung  zeigt. 

Bringt  man  die  Platte  aber  mit  einem  Körper  in  Berührung,  dff 
grofser  Oberfläche  eine  dichte  Gasatmosphäre  besitzt,  so  wird  die  A 
an  ihrer  Oberfläche  von  dem  Körper  Gas  aufnehmen  und  verdichten. 

Waidele  nahm  nun  eine  Daguerresche  Platte  und  belegte  die 
Hälfte  derselben  mit  frisch  geglühtem  und  unter  AbscbloTs  der  Luik 
einem  Platintiegel  erkaltetem,  die  andere  Hälfte  mit  frisch  geglühtem,  i 
in  einem  Strome  von  Kohlensäure  erkaltetem  Kohlenpulver  und  wü 

')  Waidele,  Poggend.  Ann.  Bd.  LIX. 
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lütte  mit  reiner  Baoinwolle  ab.    Beim  Behauchen  zei^e  die  eine 

blUnliche,  die  andere  eine  bräunliche  Färbung. 
i«  die  Pktte  in  Qnecksüberdampf  gebi*acht,  so  kondensierte  sich  der- 
ut'  der  nicht  mit  Gag  bedeckten  Hälfte,  die  andere  Hillfte  blieb  frei. 
ßht  man  eine  Platte  mit  einer  Atmosphäre  von  Kohlensünre,  in- 
ie  mit  Kühlenpulver  bedeckt,  welches  in  der  angegebenen  Weise 
war,  nnd  legt  dann  eine  kleine  flai^ho  Scheibe  frisch  geglühter 
ikohle  auf  dieselbe,  so  wird  an  der  Stelle  in  sehr  kurzer  Zeit  die 
|i&re  fortgenommen;  behaucht  man  die  Platte  nach  Entfernung 
9,  so  zeigt  sie  an  der  Stelle,  wo  diese  lag,  eine  bl&uliche,  im 
,e  brJlunliche  Filrbong. 
st  man  einen  Stempel,  putzt  ihn  mit  einer  durch  Alkohol  befeuch- 
te,  so  kann  man  ihn  von  seiner  Gasatmosphäre  befreien.  Setzt 
10  frisch  gereinigt  auf  eine  mit  Kohlensäure  überzogene  Platte, 
>r  das  Gas  von  derselben  fort.  Wird  die  Platte  nach  Abheben 
C^Qeokdlberdämpfen  ausgesetzt,  verdichten  sich  letztere  vorzugs- 
en  vom  Stempel  berührten  Steilem 

jnBXk  den  Stempel  in  kohlensflurehaltiges  Kohlenpulver  und  setzt 
le  von  ihrer  Gasatmosphure  betreite  Platte,  so  nimmt  die  Platte 
tempel  Kohlensäure  auf.  Wird  die  Platte  nach  Fortnahme  des 
»ehaucht  oder  Quecksilberdümpfen  ausgesetzt,  so  zeigt  sich  das 
Stempels,  indem  vorzugsweise  an  den  Stellen  sich  der  Dampf 
t,  welche  mit  dem  Stempel  nicht  in  Berührung  waren, 

man  dagegen  einen  fi-isch  gereinigten  Stempel  auf  eine  frisch 

Platte,  so  zeigt  sich  so  gut  wie  kein  Bild,  die  Dumpfe  werden 

ig  kondensiert.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man  einen  mit  Kohlen- 

henen  Stempel  auf  eine  mit  Kohlensllure  bedeckte  Platte  legt. 

ele  stellte  ferner  einen  mit  Kohlensäure  bedeckten  Stempel  nach 

nf  sechs  verschiedene  frisch  gereinigte   Silberplatten.     Auf  der 

zweiten  Hefs  er  ihn  30  Minuten,  es  zeigte  sich  beim  Behandeln 

iilberdampf  ein  deutliches  Bild,  auf  die  dritte  und  vierte  Platte 

hn  eine  Stunde,  die  dritte  zeigte  ein  Bild,  wenn  auch  schwach, 

Leim  Behauchen  nur  die  Spur  eines  Bildes.    Auf  der  fünften  und 

hkiie  Uefs  er  den  Stempel  zwei  Stunden  stehen;  sie  zeigten  gar 

verschied  beim  Behauchen,  es  zeigte  sich  gar  kein  Büd. 

er  Versuch  beweist  auf  das  allerentschiedenste  die  Richtigkeit  der 

len  Erklärung,   dafs   es  eine  Ändenrng   der  Gasatmosphäre  auf 

1   sei,  welche   die   Moserschen   Bilder   erzeugt.     Denn    bei   den 

uchen  war  der  Stempel  mit  der  dichten  Atmosphäre  versehen, 

kurzen  Zeit  von  30  Minuten  kondensiei-te  die  Platte  rings  umher 

Loft  an  ihrer  Oberfläche,  die  Bilder  vmrden  deutlich  und  scharf; 

ler  die  Gasatmosphäre  am  Stempel  abnahm  und  die  Verdichtung 

Hl'  der  übrigen  Platte  gröfser  wurde,  um  so  undeutlicher  wurde 

sind  also  berechtigt,  die  Moserschen  Bilder  als  eine  Folge  der 
iB  Stellen  geänderten  Gasatmosphäre  anzusehen;  denn  im  all- 
;^erden  die  Gasatmosphären  an  den  verschiedenen  Körpern  immer 
diclit  sein,  eine  Berührung  zweier  Körper  also  auch  an  der  Be- 
die  eine  Ändenmg  der  Dichtigkeit  hervorbringen. 


«Ik.   T     1   Aaß, 
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Das  wird  selbst  dann  der  Fall  sein,    wenn  sich  die  Körper  nicht  mi-| 
mittelbar  bertibren,  da  die  Gasatmosphären  eime  gewisse  Dicke  haben  mll 
und   selbst   wenn  sie  nicht  so  dick  sind,   dal's  sie  in  einander  übergehe^ 
doch  ein  Austausch  zwischen  denselben  stattfinden  mufa*). 


§  114. 

Molekularwirkungen    zwiBChen   Grasen    tind    Flüssigkeiten, 

gleicher  Weise,  wie  die  festen  Körper  die  Gase  anziehen  und  absorhien 
thueu  es  auch  die  Fl iissigkeiten. 

Füllt  man  z.  11   eine  üben  geschlossene  Glasrohre,  welche  in  Qne 
Silber  taucht,  mit  Ammoniakgas,  und  bringt,  dann  über  das  Quecksilber  i 
die  Röhre  ein  wenig  Wasser,  so  steigt  das  Quecksilber  sofort  in  derT 
in  die  Höhe;  ein  Beweis,  dafs  das  Gas  vom  Wasser  verschluckt  ist. 

Ein  und  dieselbe  Flüssigkeit  verschluckt  von  verschiedenen  Gasen 
gleichem  Dnieke  und  gleicher  Tomperatitr  verschiedene  Mengen;  ve 
dene  Flüssigkeiten  von  demselben   Gase,   unter  sonst  gleichen  Umsti 
ebenfalls  verschiedene  Mengen,  so  dals  die  Menge  des  absorbierten  Os 
bei   gleichem   Drucke  und  gleicher  Temperatur  von  der  Natur  des 
sowohl,  als  auch  der  der  absorbierenden  Flüssigkeit  abhängt» 

Seit  Priestlej,  der  zuerst  die  Absorption  der  Gase  untersuchte,  ind 
er  nachwies,  dafs  unter  gew< ähnlichem  üarometerdrucke  ein  gegebenes 
lumen  W^ asser   ein  gleiches  Volumen   Kohlen&äure  absorbiere,   haben 
viele  Physiker  und  Chemiker  mit  den  Absorptionserscheinungen  beschä 
und  zu  bestimmen  gesucht  ^  welche  Gasmengen  verschiedene  Fltssigk 
aufzunehmen  imstande  sind,   und  wie  die  aufgenommene  Menge  de 
Gases  bei  gleicher  Flüssigkeit  sich  mit  dem  äufseni  Drucke,  unter  we 
das  Gas  steht,  ändert. 

Was  die  letztere  Frage  betrllTt,  so  haben  die  Versuche  von  Henr 
ergeben,  dafs  das  Volumen  des  von  einer  Flüssigkeit  aufgenommenen  Ga 
stets  dasselbe  ist,  weiches  auch  der  äufsere  Dniek  ist,  unter  welchem  ; 
das  Gas  über  dem  Wasser  befindet.  Bo  absorbiert  ein  gegebenes  Wt 
Volumen  bei  gewöhnlicher  Temperatur  (15^C.)  ein  nahezu  gleiches  Yolo 
Kohlensäure,  ob  nun  die  KohlensUure  in  dem  Baume,  in  welchem  die 
Sorption  vor  sich  geht,  unter  dem  Drucke  von  einer  oder  meli 
Atmosphären  steht.  Da  nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  die  Dich 
eines  Gases  sich  direkt,  verhillt,  wie  der  äufsere  Druck,  so  folgt 
dafs  die  Gewichtsmengen  des  absorbierten  Gases  sich  direkt  verhalten,  ^ 
die  üufseren  Drucke,  unter  denen  dtis  Gas  steht. 

Kennt   man   darnach  die  Gasmenge,   welche   unter  einem  bestinuii^ 
Drucke  absorbiert  wird^  so  kann  man  daraus  leicht  für  alle  anderen  Dr 
die  absorbierten  Gasmengen  berechnen. 

Bimsen^)  nennt  deshalb  das  auf  O"  und  den  Druck  von  760° 
eierte   Gasyolumen,   welches  die  Volumeinheit  der  Flüssigkeit  unter  < 


e,  Poggend.  Ann.  Bd.  CVIll. 
y,  PhilOfl.  Traneact.  for  1803.  Part.  1.  p.  29.     Gilbert,  Ann.  X2 
Ben,  GaBometrische  Methoden.  Brauns chweig  1857.  Liebigs  Ann 
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-acke  von  760"*™  absorbiert,  den  Absorptionskoefficienten  des  Grases  für 
>  Flflssigkeii 

Diese  Zabl  gibt  dann  sogleich  das  Volumen  an,  welches  unter  irgend 
lem  Drucke  P  absorbiert  wird,  und  wir  erhalten  fllr  die  G^asmenge,  welche 
isem.  Volumen  entspricht, 

_   «•  P 
^~     760     ' 

nn  wir  mit  a  den  Absorptionskoefficienten  bezeichnen  und  als  Grasmenge 
i  Volumen,  welches  eine  gegebene  Gasmenge  unter  dem  Barometerdruck 
1  760™"  einnimmt.  Für  die  von  dem  Wasservolum  h  absorbierte  Qas- 
nge  erhalten  wir  dann 

^    ah'  P 
^ "       760 

Kennt  man  in  einem  dem  Eingangs  erwähnten  ähnlichen  Versuche 
t  Volumen  des  in  der  Bohre  enthaltenen  Gases  V  und  den  Druck  P,  unter 
Q  es  steht,  die  Differenz  zwischen  der  Barometerhöhe  und  dem  Niveau- 
ierscliied  des  Quecksilbers  in  und  aufser  der  Bohre,  läfst  man  dann  ein 
i89%keitsvolumen  ^  in  die  Bohre  eintreten  und  bestimmt  das  Volum  V 
1  den  Druck  P'  des  nach  der  Absorption  übrigbleibenden  Gasvolumens, 
kann  man  den  Absorptionskoefficienten  leicht  erhalten. 

Die  vor  dem  Versuche  in  dem  Bohre  enthaltene  Gasmenge  ist 

F.  P 


die  absorbierte  also 


Da  der  endliche  Druck  P'  ist,  so  ist  die  Flüssigkeit  unter  diesem 
leke  gesättigt.  Nach  dem  Henrjschen  Gesetze  verhalten  sich  die  ab- 
lierten  Gasmengen  wie  die  Drucke;  unter  dem  Drucke  760™"  würde 
mach  die  absorbierte  Gasmenge 

/VP_  _    V'P'\  760  _  /       P^  _       A 

\  760  760    /  P'    ~"  \  ^    P  W 

iMexi  sein. 

*  Diese  Gasmenge  würde  beim  Drucke  760  von  der  Flüssigkeitsmenge  h 
inrbiert  sein,  das  Flüssigkeitsvolumen  1  hätte  demnach  die  Menge 

rbiert.    Diese  Gröfse  a  ist  es,  welche  wir  den  Absorptionskoefficienten 

Zur  Bestimmung  des  Absorptionskoefficienten  der  verschiedensten  Gase 

tehrere  Flüssigkeiten  wandte  Bunsen  das  Absorptiometer  an,  welchem 

3«fende  Einrichtung  gab  (Fig.  189).    Ein  seiner  ganzen  Länge  nach  in 

«eter  geteiltes  ksJibriertes  Bohr  ^,  welches  oben  geschlossen  ist,  ist 

inem  nntem  offenen  Ende  in  eine  Schraubenhülse  h  (Fig.  190)  ein- 

•i^  wdehe  der  Schraubenmutter  des  kleinen  Stuhles  aa  eint^^ris^V 


760 

? 

V 

.  P' 

7orht 

mde] 

^^        760 

VP 

760 



VP' 
760 

AbsoiptiometeT  von  Bunseo. 
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Die  Boi3enplat-te  des  Stublos  a  ist  mit  Kautschuk  t)berzog<»n,  «oj 
Hinabscbrauben  des   Rohres  c  dessen  unterer  abgoscbliffencr 
den  Kautschuk  drticktr,   und  damit  das  Rohr  geBchloaaen   wird, 

Fedeni  cc  am  StaliJ 
(Fig,  190)  {laftsüm  in  zm 
neu  dt>s  Fufses  f  (Fig.  I* 
dafs  wenn  man  das  Br»l 
den  Fiifs  f  eln»ptat, , 
na  nur  anf  imd 
nicht  ab r 
Eine  Div 

wirkt  deahalb  ein  IJSm 
Festerzielien  der  Sclim 
und  damit  eine  Erhidioi 
der  Bodenplatte  und  Ö 
des  Hobres  f,  oder  ein 
Diilcken  gegen  dJoselk 
«liühien  Verschlufü  töü  / 
Bobr  e  dient  als  Absei] 
rohn  Das  Rohr  ift 
ganzen  Länge  nach 
Glascylinder  <yp 
t^ylinder  ist  mit 
Bcbltifenen  Rändern,  i 
Kautschuk  rin 
Fufs  f  und  _ 
Rand  des  eisernen  Bl 
tels  der  Schrauben 
geprefst.  Die  ETShi«  r, 
mit  dem  innem  Hanme  i 
linders  ffg  kommunic 
7.um  Eingieisen  tmi 
von  Quecksilber,  um  i 
im  Innem  des  Absn^rpfiJ 
res  e  regulieren  ?:u  ki%miiO 
weitere  Cy linder  ist  üb( 
Qm^cksilber  mit  Wasser 
füllt,  um^  daa  Absorpüc 
auf  konstanter  Tem|i«fif 
erhalten,  welche  mit« 
monieter  k  be 
äul'sere    < 

des  Deck'  st 

werden,   in  desaoa 
mit  einer  Kau^«"^* 
zogene  eißHirti 
Kopf  des  Abßorptionsrohres  c  drttckt,  um  daBselbe  nnv^ründtii 
btellen- 

Die  Versuche  werden  Colgendermafsen  angestellt.     In  ein« 


J 
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ililbenn«me  läfst  man  in  das  zunächst  ganz  mit  Quecksilber  gefüJlte  Ab- 
ptiooÄrohr  das  zu  untersuchende  Gas  einsteigen,  und  mifst  das  Volum  V 
I  Gsses  und  den  Druck  P,   unter  dem  es  steht,   um  die  Gasmenge  (das 
rO^  and  760"°*  Druck  reducierte  Volum)  zu  erhalten.    Darauf  läfst  man 
daa  Quecksilber  ein  gemessenes  Volum  /*  völlig  luftfreien  Wassers  ein- 
1.  schliefst  das  Rohr  mittels  des  Stuhles  ti  und  setzt  es  in  den  Boden 
f^a  mit  Quecksilber  und  darüber  vollständig  mit  Wasser  gefüllten  Cylin- 
i  ^  ein. 
Durch  eine  kleine  Drehung  öfi&iet  man  dann  das  Absorptionsrohr^  setzt 
ch  den  Druck  im  Innern  desselben  mit  dem  äufsern  Druck  ins  Gleich- 
richte  verschliefst  es  wieder  und  schüttelt  dann  den  ganzen  Apparat  eine 
nute  lang  auf  das  heftigste,  öffnet  dann  wieder  das  Absorptionsrohr,  um 
Drucke  neuerdings  auszugleichen,   schliefst   und   schüttelt  wieder  und 
>fo(rt,  so  lange  bis  beim  öffiien  des  Absorptionsrohres  keine  Volumtlnderung 
I  Oase8  mehr  eintritt. 
Darauf  wird  das  Volum  \\  des  rückständigen  Gases  und  sein  Druck  Pj 
at,   und  wir  haben  alle   Daten   zur  Bestimmung   des  Absorptions- 
enten a. 
Um  V^  und  Pj  zu  bestimmen^  bedarf  es  aulser  der  Benbachtung  des 
aeter  und  Tbermometer  /:  folgender  Ablesungen^  die  njit  dorn  Kathete- 
y  gemacht  werden, 
estimmung  des  Quecksilbemiveau  h  im  Absorptionsrohr, 
.  Beetimmung  des  obem  Wassemiveau  im  AbsorptionBrohr  c. 
\fi.  Bestimmung  des  Qnecksilbemiveau  a  (Fig,  180)  und 
I  4*  Bestimmung  des  Wassemiveau  d  im  äufsem  Cylinder  ffg. 

TTm  den  Gang  des  Versuches  und  der  Berechnung  deutlich  zu  machen, 
es  am  besten  sein,  einen  Versuch   Bunsens  voUstilttdig  vorzuführen, 
I  ist  ein  Versuch  über  Abnoqjtion  des  Stickstoffes, 

Um  V  und  P  zu  bestimmen,  dienen  folgende  Daten.     Ehe  Wasser  in 
Absorptionsrohr  eingelassen  war,  fand  sich: 
I  Der  Unterschied  der  Quecksilbeniiveaus  im  Äbsorptions- 

röhre  und  der  Quecksilberwanne    ...........  315°"^'^1 

I  Barometerstand   ..,*.,..........      .....  714     ,4 

Druck  des  trockenen  BtickstoÜ's  .  .  .  . P  =  429"*^,3~^ 

IVolmnen  des  Gases  unter  diesem  Drucke     V=    32     ,608, 

Darauf  wurde  Wasser  eingelassen  und  in  der  vorhin  beschriebenen 
Itise  operiert;  es  fand  sich  am  Schlüsse  des  Versuchs 

I  Barometerstand  .  .  ,  .  , ...........  <!  ^  743,8 

[Quecksilbemiveau  bei  &................,  t  =  350,7 

'^*^-^  ^'-Tlbemiveau  bei  a a  ^^  352,2 

/,  der  Niveaus <J,  &^       1,6 

der  Wassersäule  in  t^,  ch  ^    .,,..,.....  «7*5=  285,2 

der  Wassersäule  im  Cylinder  ad  = h\  ^  344,2 

KlTerenz  beider,  also  auf  das  t  i  as  in  f  drückendeWaüsersJUile  w^ —w=    59,0 

Hese  Differenz  auf  Quecksilherdrack  reduciert    ,  .  .  .  7  =      4,4. 

Somit  ist  der  innere  Druck  änii  Gases  im  Abaorj^Üometer  stärker  als  der 

lek  der  ftuTsem  Atmosphllre,  da  der  Unterschied  der  Quecksilbeniiveaus 

1™^,5  betrftgt,  dagegen  durch  die  höhere  Wassersäule  in  (fg  nach  dem 
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Innern  von  c  bin  ein  Druck  ausgeübt  wird,  der  gleich 

Druck  ist.    Um  Pj  zu  erbalten,   müssen  wir  demnach  zu 

stände  d  die  Differenz  dieser  Drucke  oder  2™'^,9  addieren.    Darnach  wflrda 

p^  =  746°^,8. 

An  diesem  Drucke  müssen  wir  aber  noch  eine  Korrektion  anbringeiL 
Wir  werden  später  in  der  Wärmelehre  sehen,  dafs  ebenso  wie  die  Gase,  so 
auch  die  Dämpfe  auf  die  Wände  der  Gefäfse,  in  denen  sie  eingeschlossa 
sind,  einen  Druck  ausüben,  der  sich  mit  der  Temperatur  ändert.  Das 
Wasser  im  Absorptionsrobre  verdampft  und  fallt  den  Baum  über  dem 
Wasser  mit  Dampf  an.  Dieser  Dampf  drückt  das  Quecksilber  herab,  und 
zwar  bei  der  zu  19^,2  beobachteten  Temperatur  des  Absorptiometers 
^gmm  3  "Wäre  demnach  kein  Wasserdampf  im  Absorptiometer,  so  würde 
das  Niveau  des  Quecksilbers  im  Absorptiometer  um  16™™,3  höher  steb 
Der  Druck  P^  des  trockenen  Stickstoffgases  ist  demnach  um  diese  Gröbi, 
kleiner,  oder 

p^  =  730°^,5. 

Das  Volumen  V^  des  nicht  absorbierten  Gases  war  auf  0®  reduciert 

Fl  =  16,52. 
und  schliefslich  das  absorbierende  Wasservolumen 

h  =  182,37. 
Damach  wird  der  Absorptionskoefficient 

«  =  l(^ I-  -  n)  =  -ii,  (32,608  ^  -  16,52) 
«  =  0,014  48, 

das  heifst,  das  Wasservolumen  1  absorbiert  bei  der  Temperatur  von  19^2( 
0,014  48  seines  Volimiens  an  Stickstoff. 

Bunsen   fand,   dafs   der    AbsorptionskoefQcient   sich    mit  der  Temfi 
ratur  der  absorbierenden  Flüssigkeit  ändert.     Ein  Gesetz  dieser  Ändei 
liefs  sich  nicht  erkennen,  man  mufste  sich  begnügen,  eine  empirische  Fond 
aufzustellen,  um  die  Werte  von  a  zu  bestimmen. 

Die  Formeln  von  Bunsen  haben  alle  die  Gestalt 
a  =  a  +  hf  +  ct^, 

worin  /  die  Temperatur  in  Graden  nach  der  hundertteiligen  Skala  a,  6, 
drei  für  jedes  Gas  und  jede  Flüssigkeit  verschiedene  Eonstanten  sind, 
durch  eine  Anzahl,  wenigstens  drei  Versuche  bei  verschiedenen 
turen  zu  bestimmen  sind. 

Für  Stickstoff  in  Wasser  ist  z.  B. 

•to  =  0,020  346  —  0,000  538  87  t  +  0,000  011 156  •  fi. 

Für  Stickstoff  in  Alkohol  aber 

of  =  0,126  338  —  0,000  418  t  +  0,000  006  0  f«. 

Diese  Formehi  gelten  jedoch  nur  bis  zu  ungefiLhr  20^,  bis  wohin  i 
Versuche  reichen. 

Wir  lassen  hier  eine  Beihe  der  Absoxptionskoefißoienteia  dar  wiehtig 
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e,  welche  Bunsen  nntersnchte,  folgen,  ftir  Wasser  und  Alkohol  bei  der 
iperator  15°. 

Namen  der  Gase  a  in  Wasser    a  in  Alkohol 

Stickstoff 0,014  78         0,121 42 

Wasserstoff 0,019  30         0,067  25 

Sauerstoff 0,029  89         0,283  97 

Kohlensäure 1,002  0  3,199  3 

Kohlenoxydgas  ....       0,024  32         0,204  43 

Stickoxydul 0,777  8  3,267  8 

Grubengas 0,039  09         0,482  80 

Elayl 0,161 5  2,882  5 

ithyl 0,021 47  — 

Methyl 0,050  8  — 

Schwefelwasserstoff   .       3,232  6  9,539 

Schwefelige  Säure  .  .     43,564  144,55 

Ammoniak 727,2  — 

Atmosphär.  Luft .  .  .       0,017  95  — 

Mit  Htilfe  des  Henryschen  Gesetzes  und  der  von  Bunsen  bestimmten 
»rptionskoefficienten  ist  man  auch  imstande,  die  Absorption  eines  Gas- 
sches  oder  die  Mengen  zu  bestimmen,  welche  von  den  einzelnen  Gasen  eines 
Lsches  absorbiert  werden,  umgekehrt  aber  auch,  wenn  man  die  Zusammen- 
ng  des  absorbierten  Gases  bestimmen  kann,  daraus  die  Zusammensetzung 
lasgemisches  zu  berechnen,  welches  der  Absorption  ausgesetzt  wurde. 
Ein  Volumen  atmosphärischer  Luft  besteht  z.  B.  aus  0,79  Stickstoff 
0,21  Sauerstoff.  Übt  dasselbe  den  Druck  p  aus,  so  ist  der  Druck  des 
Stoffes  0,79  p  und  der  des  Sauerstoffes  0,21  p.  Ist  der  Absorptions- 
cient  des  Stickstoffes  cr^,  der  des  Sauerstoffes  ag,  so  ist  die  von  einem 
ervolumen  h  aus  der  Luft  absorbierte  Menge  Stickstoff 

a,^  •  0,79  p 

9\  —       ~~760  ' 

a  X  «.  «,  .  Ä  .  0,21  p 

[es  Sauerstoffes  g^  =  — ^ — ^^^ 

Setzen  wir  ä  =  1,  |)  =  760,  so  mufs  g^  +  g^  gleich  dem  Ab- 
onskoefficienten  flir  atmosphärische  Luft  sein.  Die  Rechnung  gibt  mit 
Versuche  übereinstimmend 

g^J^g^  =  0,79  •  0,014  78  +  0,21  •  0,029  89  =  0,017  95 
bsorptionskoefficient  für  atmosphärische  Luft  bei  15^. 
Hat  man  allgemein  ein  Gasgemisch  unter  dem  Drucke  p ,  welches  r^  Teile 
Oases,  r^  eines  zweiten,  **3,  r^  •  •  •  Vn  .Teile  eines  3,  4  •  •  •  w  Gases 
It,  so  sind  die  von  jedem  Gase  absorbierten,  in  der  Volumeinheit  ent- 
len  Gasmengen  p 

/7i  =  «1  •  »-1  76Ö 


p 
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Kennt  man  die  Zusammensetzung  des  asur  Absorption  verwandten  Qmm 
nicht,  aber  kann  man  die  Zusammensetzung  des  absorbierten  Oases  uidioait 
Oit  921  9z  ' '  '  bestimmen,  so  kann  man  daraus  r^,  r^  •  •  •  oder  die  Zusunm» 
Setzung  des  zur  Absorption  verwandten  Gases  berechnen.  Anf  diese  Wei« 
hat  Bunsen  der  Absorptiometrie  in  der  Analyse  der  Oase  eine  wiehtigi 
Anwendung  gegeben. 

§  115. 

AxLBBtrömen  der  Gase.  Wenn  in  die  Wand  eines  mit  Gas  unter  te 
Drucke  p  gefüllten  GefUfses  eine  öffhimg  gemacht  wird  und  vor  der  öf&nqf 
weniger  dichtes  Gas  oder  ein  leerer  Baum  ist,  so  strömt  das  Gas  ans 
öfhung  hervor,  um  so  rascher,  je  höher  der  Druck  ist,  unter  welchem  dii 
Gas  im  GefUfse  steht  und  je  geringer  die  Spannung  des  ftuTsem  Gases  M 
Wegen  der  freien  Beweglichkeit  der  Teile,  welche  die  Gase  mit  den  tni|t 
baren  Flüssigkeiten  gemein  haben ,  müssen  auch  die  AusströmungsgeseH 
der  Gase  mit  denen  der  Flüssigkeiten  übereinstimmen. 

Wir  gelangen  daher  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeit,  mit  welch« 
ein  Gas  aus  einer  Öffnung  in  der  Wand  eines  Gef&fses,  in  welchem  es 
stärkerm  Druck  steht,  als  der  Druck  aufserhalb  des  GeflUses  ist,  ansffiflU 
durch  Anwendung  ganz  derselben  Principien,  welche  wir  auch  §  84 
wandten.  Wit  denken  uns  zunächst  das  Gas  im  Innern  des  Gefftfses  u 
einem  konstantem  Drucke  p^  und  ebenso  werde  der  Druck  aufserhalb  i 
konstanter  Höhe  erhalten,  so  dafs  ein  stationärer  Strömungsznstand  eini 
Das  Kennzeichen  dieses  stationären  Zustandes  ist  dann,  dafs  durch  jei 
Querschnitt,  durch  welchen  das  Gas  hindurchtritt,  in  gleichen  Zeiten  gle« 
Mengen  des  Gases  hindurchgehen  müssen.  Haben  wir  deshalb  zwei  Qiii 
schnitte  Q  und  Q^  und  sind  die  mittleren  gegen  diese  Querschnitte  seafc 
rechten  Geschwindigkeiten  n  und  u^^  so  sind  die  durch  die  Querschnitt 
in  der  Zeiteinheit  hindurchtretenden  Gasvolumina  Q  -  u  und  Q^  •  Mj.  Du 
Volumen  entsprechen  aber  nur  dann  gleiche  Mengen,  wenn  in  diesen 
schnitten  die  Drucke,  welchen  die  Gase  dort  ausgesetzt  sind,  gleich 
da  nur  dann  die  Dichtigkeit  des  Gases  dieselbe  ist.  Sind  die  Drucke 
gleich,  sondern  ist  der  Druck  im  Querschnitt  Q  gleich  P,  im  Querscl 
^1  gleich  Pj,  so  ist  die  Dichtigkeit  im  Querschnitt  Q  gleich  s,  im 
schnitt  §1  gleich  6'^,  und  die  durch  diese  Querschnitte  hindurchiliefsendi 
Gasmengen,  die  einander  gleich  sein  müssen,  sind 

sQu  =  Sj^  Qt^Vi. 

Da  mm,  bei  der  von  uns  als  überall  gleich  vorausgesetzten  Temperata 
nach  dem  Mariotteschen  Gesetze 

so  können  wir  die  Gleichung  schreiben 

p.Q^u  =  P,'Q,u,, 

Eine  weitere  Beziehung  erhalten  wir  auch  hier  wieder  durch  dieBemerkiq 
dafs  bei  dem  stationären  Zustande  die  Gase  sich  in  konstanten  Bahnen ' 
wegen;  denken  wir  uns  deshalb  wieder,  wie  in  §  84  einen  Kanal  OÄ  i 
überall  gleichem  Querschnitt  q  durch  das  Gas  gelegt,   so  kSimaii  wir 
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B  Creschwindigkeitsändenmg  bestimmen.  Sei  Fig.  191  MMNN 
,  aus  dem  das  G^s  aus  einer  engen  öffiiung  ausfliefst,  in  welchem 
ante  Druck  etwa  dadurch  erhalten  wird,  dafs  das  GefUfs  mit 
ler  gelegenen  Wasserreservoir  1?,  welches  auf  konstantem  Niveau 
ivird,  in  Verbindung  steht.  Sei  OÄ  der  betrachtete  Kanal,  und 
nd  n  zwei  unendlich  nahe  Querschnitte.  Tritt  das  Gas  durch  den 
tt  m  mit  der  Geschwindigkeit  v,  so  ist  die  in  der  Zeit  dt  durch 


s  '  q  '  V  '  dt.  In  derselben  Zeit 

Flg.  191. 


hindurchfliefsende  Gasmenge  gleich 
las  Gas  den  Querschnitt  n, 
i  der  Geschwindigkeit  v-^-  dv 
o  dafs  die  in  der  Zeit  dt  durch 
ehnitt  m  fliefsende  Gasmenge 
Bn  Zeit  den  Geschwindigkeits- 
dv  erfährt;  die  Bewegungs- 
Qmt  also  zu  um 

—  qvdtdv. 


3  Zunahme  der  Bewegungs- 
rd  durch  die  in  der  Zeit  dt 
Kraft  erteilt;  als  solche  haben 
nur  die  Änderung  dp  des 
zu  betrachten,  da  dieser  gegenüber  die  Wirkung  der  Schwere 
>  geringen  Gewichtes  der  Gase  vernachlässigt  werden  darf.  Ändert 
n  bis  n  der  Druck  um  dp,  so  ist  qdp  die  Gröfse  der  wirksamen 
dafs  wir  die  Gleichung  erhalten 


-     qvdtdv  =  —  qdp  dt, 

if  der  rechten  Seite  das  negative  Vorzeichen  setzen  müssen,  weil 
>m  Druck  abnehmende  Geschwindigkeit,  abnehmendem  Druck 
>    Geschwindigkeit    entspricht.     Bezeichnen    wir   die    Dichtigkeit 

bei  dem  Drucke  n  der  Atmosphäre  mit  ö,  so  ist,  wenn  p  den 

Querschnitt  m  bedeutet, 


i  unsere  Gleichung 


pqvdtdv  =  —  qdpdt 


vdv 


=  __  ^^     ^P 


Lie  Geschwindigkeit  an  der  Grenze  des  Gases  bei  0  gleich  Vq, 
i  dort  jPo,  so  erhalten  wir  die  Geschwindigkeit,  welche  das  Gas 
o  der  Druck  p  ist,  besitzt,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  der 
summieren,  wie  im  §  84,  auf  der  linken  von  Vq  bis  t;,  auf  der 
m  Pq  bis  p. 
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Diese  Summen  sind,  wie  wir  schon  öfter  sahen,  nach  E  VIU,  I 
und  E  2 

Da  wir  über  die  Lage  des  gedachten  Gaskanals  gar  keine  beson^ 
Voraussetzung  gemaifcht  haben,  so  gilt,  wie  wir  schon  §  84  ftlr  die  i 
fliefsende  Flüssigkeit  bemerkten,  diese  Gleichung  für  die  ganze  ausströme 
Gasmasse,  es  ist  überall  dort  die  Geschwindigkeit  der  strömenden  Gasm 
gleich  V,  wo  der  Druck  gleich  p  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Druck  in  der  Ausströmungsöffiinng  mit  p^,  die 
schwindigkeit  des  Gases  dort  mit  v^^  so  erhalten  wir 


».•(1--^)-»^'««^ 


»o 


Um  schliefslich  das  Verhältnis     -  zu  bestimmen,   setzen  wir  wi 

voraus,  dafs  in  der  Fläche  bei  0,  wo  die  Bewegung  des  Grases  beginnt 
in  der  öffiiung  bei  J.,  die  wir  als  sehr  klein  nehmen,  die  Geschwii 
keiten  Vq  und  v^  die  mittlem  gegen  die  betreffenden  Querschnitte  s 
rechten  Geschwindigkeiten  seien.  Ist  dann  Q  der  Querschnitt  des  Gefl 
^1  der  der  öflftiung,  so  ist 


Vi        PoQ 
und  damit 

2  ^  log  ^ 

-.  2  _  ^  Pl 


^PoQ^ 

Ist  der  Querschnitt  der  Öffnung  gegen  jenen  des  Geföfses  hinreic 
klein,  so  können  wir,  da  auch  Pi<ipQ  sein  mufs,  wenn  überhaupt  ein 
strömen   stattfindet,   das   zweite   Glied  des  Nenners   vemachlässigen, 
dann  wird 


V 


l!^log^ 


Der  Ausdruck  für  v^  wird  einfacher,  wenn  der  Druck  Pq  nur  ^ 
von  dem  Drucke  p^  in  der  Ausflufsöffiiung  verschieden  ist.  Wir  erh 
zunächst 

log^  =  -  log  -?!-  =  _  log  (l_  ^o_Zl.M. 
^   Pi  ^    Po  ^  ^  Po        / 

Nun  ist,  wie  in  der  Analjsis  bewiesen  wird, 

-  '»8  (•  -  ^)-^+ i(^)'+*(*=^r+  ■ 

Wenn  Pq  nur  wenig  gröfser  als  p^  ist,  so  können  in  dieser  Reihe 
Glieder  nach  dem  ersten  vernachlässigt  werden,  und  es  wird 


l/l^ü. 


Po— -Pl 
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ergibt  sich  somit,  dafs  bei  kleinen  Überdrucken  die  Geschwindigkeit 
iströmens  bei  einem  nnd  demselben  Gase  der  Quadratwurzel  aus 
otienten  des  Überdruckes  Pq  —  pj^  und  des  Druckes  im  Gasbehälter 
onal  ist;  bei  gleicher  Druckdifferenz  jp^  —  p^  nimmt  also  die  Aus- 
;hwindigkeit  proportional  der  Quadratwurzel  aus  dem  Drucke  p^  ab. 
r  Luft  von  der  Temperatur  0^  wird  der  Wert  des  Eoefficienten 

j   da   die   Dichtigkeit  der   Luft  bei   dem  Drucke   der  Atmosphäre 

iuecksilber,  gleich  0,001  293  ist,  und  die  Dichtigkeit  des  Queck- 
^leich  13,59  ist. 


|/i^_|/l3l«_-Jg_.^_3,e-,002, 


Vj  =  396'°,002 1/-^"      ^' 


ßeichnen  wir  das  specifische  Gewicht  irgend  eines  andern  Gases, 
r  Luft  gleich  1  gesetzt,  mit  d,  so  erhalten  wir  für  die  Ausflufs- 
idigkeit  desselben 


""^  —  yv^d'  ~~^^  —    Vd      V 


Po 


gleichen  Drucken  p^  und  p^  ist  die  Ausflufsgeschwindigkeit  ver- 
er  Gase  der  Quadratwurzel  aus  ihrer  Dichtigkeit  umgekehrt  pro- 
1. 

le  Prüfung  dieser  Sätze  durch  Messung  der  Geschwindigkeit  v^^  ist 
»glich,  da  die  Geschwindigkeit  des  Gases  in  der  AusfluTsöffnung  sich 
essen  läfst.  Dieselbe  ist  dagegen  möglich,  indem  man  die  Menge 
reflossenen  Gases  miTst. 

D  kann  das  am  besten,  indem  man  bei  einer  der  in  Fig.  191  an- 
en  ähnlichen  Vorrichtung  die  Volumverminderung  des  Gases  in  dem 
mifst,  welche  sich  unmittelbar  aus  dem  Volumen  oder  Gewichte  der 
menden  Flüssigkeit  ergibt.  Ist  der  Querschnitt  der  öf&iung  g^,  so 
in  der  Sekunde  ausfliefsende  Gasvolumen 

dieses  Volumen  aus  der  öf&iung  bei  dem  Drucke  p^  hervortritt,  so 
it  in  dem  Gefäfse,  in  welchem  der  Druck,  wenn  wir  dasselbe  als  ein 
jches  Reservoir  voraussetzen,  überall  gleich  Pq  ist,  ein  Volumen  «?, 
nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  sich  ergibt 

W'.W^^P^IPQ 


^iPi    _  „    Vi_    l/2«^    Po—Pi 
Po  "~^'  Po      r    c^d        p' 


Tst  man  die  Gase  in  die  freie  Luft  ausströmen  und  wendet  nur 

einen  Überdruck  an,  so  kann  man  für  den  Druck  in  der  AusfluTs- 

den  Druck  der  äufsem  Atmosphäre   einsetzen,  und  erhält  dann, 

in  Quadratmetern  gegeben  ist,  das  Volumen  der  ausgeflossenen 

;e  in  Eubikmetem. 
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Die  Versuche  ergeben  auch  hier,  wie  bei  den  tropfbaren  f 
keiten,  dafs  die  wirkliche  Ausflufsmenge  kleiner  ist  als  die  theore 
während  indes  bei  den  tropfbaren  Flüssigkeiten  der  sogenannte  Erfal 
koefficient  konstant  war,  scheint  er  bei  den  Gasen  mit  wachsendem  ] 
Pq  eiwas  abzunehmen,  schon  innerhalb  der  Grenze,  bei  welcher  c 
genäherte  Formel  noch  ausreicht,  was  bis  etwa  1™  Wasserdruck  als 
druck  der  Fall  ist.  Bei  sehr  geringen  Differenzen  der  Dmcke  p^ 
zwischen  0°',028  und  0°',14  Wasserdruck  fand  D' Aubuisson  *)  d( 
fahrungskoefficienten  bei  Öffnungen  in  dünner  Wand 

^  =  0,65, 

Weisbach*)  erhielt  bei  ähnlichen  Verhältnissen 

f*  =  0,671, 

also  sehr  nahe  mit  dem  übereinstimmend,  mit  welchem  man  die  theo 
berechnete  Ausflufsmenge  der  Flüssigkeiten  multiplicieren  mufs,  i 
beobachtete  Ausflufsmenge  zu  erhalten. 

G.  Schmidt')  erhielt  für  eine  Druckhöhe  von  0™,913  als  Koeffi 

(i  =  0,52 

und  einen  nicht  viel  davon  verschiedenen  Wert  bestimmte  Koch*)  i 
Ausströmen  der  Luft  aus  Öffnungen  in  dünner  Wand. 

Diese  Verschiedenheit  der  Resultate  aus  den  Beobachtungen  u 
Theorie  weist  darauf  hin,  dafs  bei  der  theoretischen  Entwicklung  de 
flufsgesetze  nicht  alle  Umstände  in  Betracht  gezogen  sind,  welche  i 
Bewegung  des  Gases  von  Einflufs  sind.  Wir  erkennen  dieselben  le 
ähnlichen  Verhältnissen  wie  bei  den  Flüssigkeiten,  das  Gas  bewej 
von  allen  Seiten  gegen  die  Öf&iung  hin  und  dadurch  wird  die  gej 
Öffnung  senkrechte  Geschwindigkeit  des  ausfliefsenden  Gases  gestört 

Den  experimentellen  Beweis  dafür  liefert  uns  der  Einflufs  von  . 
röhren  an  die  Gefäfsöflhung  auf  die  Menge  des  ausfliefsenden  Gases, 
den  Versuchen  von  D'Aubuisson,  Schmidt,  Koch  und  Weisbach  w 
Menge  des  ausfliefsenden  Gases  durch  solche  Röhren  ähnlich  wie  1 
tropfbaren  Flüssigkeiten  gröfser,  so  lange  die  Röhren  nicht  zu  en 
zu  lang  sind.  Nach  den  Versuchen  von  D'Aubuisson  ist  für  kürzt 
drische  Röhren,  deren  Länge  gleich  ist  dem  fünffachen  Durchmesser  fi 
und  für  kurze  konische  Ansatzröhren,  den  engem  Durchmesser  nach 
gekehrt,  (a  =  0,93,  Weisbach  findet  für  cylindrische  Ansatzrohre  fi  = 
für  konische  0,883. 

Schmidt  findet  fUr  konische  Ansatzröhren,  wenn  der  gröfsere 
messer  nach  aufsen  gekehrt  ist,  (a  noch  um  vieles  gröfser,  nämlich  1, 
dafs  also  die  beobachtete  Ausflufsmenge  selbst  gröfser  ist  als  die  the< 
berechnete. 

Wendet  man  anstatt  kurzer  verhältnismäfsig  weiter  Ansatzröhre; 
und  enge  Röhren  an,  so  zeigt  sich  auch  hier  ähnliches  wie  bei  den  tro 

^)  p^Aubuiasofif  Annales  de  chim.  et  de  phys.  XXXIL 
■)  Weishach,  Experimental- Hydraulik  p.  184  ff. 
>)  G,  G.  Schmidt,  Gilbert  Annalen  LXVL 

*)  Fr,  L.  Koch,  Versuche  und  Beobachtungen  über  die  Geachwindig] 
Quantität  verdichteter  Luft,  welche  aus  Offnungen  eto.  «nsstrOmi  GOttm 
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Plfissigkeiten;  der  Ausflufs  der  Gase  folgt  ganz  andern  Gesetzen  als  bei 
Anwendimg  von  Offiiungen  in  dünnen  Wänden.  Nach  den  ausgedehnten 
Yersncben'  von  Girard  ^)  verhalten  sich  die  Ausflufsmengen  bei  nicht  zu 
flogen  Bohren  direkt  wie  die  Drucke,  unter  welchen  das  ausfliefsende  Gas 
iteht,  und  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  RöhrenlÄngen,  durch  welche 
4u  Gas  abfliefsi 

Dafs  die  AusfluTsgeschwindigkeit  der  Gase  der  Quadratwurzel  aus' 
ikier  Dichtigkeit  umgekehrt  proportional  ist,  kann  man  am  bequemsten 
^urch  nachweisen,  dafs  man  gleiche  Volume  verschiedener  Gase  unter 
denselben  Druckverhältnissen  aus  einer  engen  Öfi^ung  ausströmen  läfst,  und 
die  dazu  erforderliche  Zeit  beobachtet.  Die  Quadrate  dieser  Zeiten  müssen 
sieh  dann  verhalten  wie  die  Dichtigkeiten  der  Gase.  Bunsen  hat  diese 
Methode  angewandt  und  darauf  ein  Verfahren  gegründet,  die  specifischen 
Gewichte  der  Gase  mit  einander  zu  vergleichen^),  ein  Verfahren,  welches 
^besonders  für  technische  Zwecke,  wie  zu  Dichtigkeitsbestimmungen  von 
!  Leuchtgas,  sehr  bequem  ist. 

L&Tst  man  verschiedene  Gase  durch  lange  Böhrenleitungen  gehen,  so 
lingt  nach  den  Versuchen  von  Girard  die  Ausflufsgeschwindigkeit  nicht 
iiehr  von  der  Dichtigkeit  des  Gases  ab;  unter  Voraussetzung  gleicher 
;Arockverhältnisse  ist  die  Ausflufsgeschwindigkeit  für  die  verschiedenen 
Oase  dieselbe. 

Noch  in  einer  andern  Weise  können  wir  die  abgeleiteten  Gleichimgen 
frflfen,  indem  wir  aus  ihnen  die  Verteilung  des  Druckes  in  der  strömenden 
jBtsmasse  berechnen.  Bezeichnen  wir  in  irgend  einem  Querschnitt  q  der 
trtmenden  Grasmasse  den  Druck  mit|),  die  Geschwindigkeit  mit  t;,  so  er- 
ilten  wir  ftlr  die  Ausflufsgeschwindigkeit  v^^  wenn  in  der  Ausflufsöfihung 
pr  Druck  gleich  p^  ist,  aus  der  vorhin  aufgestellten  Gleichung 

j  ng    dp 

vdv  = —  —^, 

o       p    ' 

idem  wir  jetzt  von  v  bis  t\  und  von  j;  bis  p^  summieren 

V(.-^)-2^i««|,. 

Gleichung,  welche  uns  mit  Hülfe  der  Beziehung 

reiche  gilt,  wenn  wir  eine  derartige  Form  dos  Gefäfses  und  der  Ausflufs- 
ing  voraussetzen,  dafs  wir  die  Greschwindigkeiten  als  senkrecht  zu  den 
itroffenden  Querschnitten  annehmen  dürfen,  den  in  den  verschiedenen 
Mrschnitten  des  GefiLfses  vorhandenen  Druck  p  zu  berechnen  gestattet. 
«n&chst  erhalten  wir 


'H'-iffi^n-^^^o^f 


')  CHrard,  Mtooires  de  TAcadämie  de  Flnstitut  de  France.  T.  V. 

Neuere  Versuche: 
SaM-VenoKt  und  Wofntzel,  Comptes  rendus  de  TAcad.  de  Paris.   T.  XVII. 
*)  BüttMn,  GaiometriBohe  Methoden,  p.  128  ff. 
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Setzen  wir  nun  vorans,    dafs  das  Ausfliefsen  überbaopt  mu 
kleinen  Drucken  erfolge,  so  können  wir  zonftchst  set^n 


und  weiter 


,.g^_,.4i+«^) 


Pi 


Pi 


(ff-  (ir-(' + ^r- '  -  ^■'-?- + '  (*i^)' + 


Pi     '  Px 

und  können  in  dieser  Beihe  schon  das  dritte  Glied  yemachlSssigeiL 
erhalten  wir 

Px 

und  daraus 

P— Pi  _       2*  — 2i* 


v(.-(fr+2^(t)'i-^^ 


2«5f 


(Z"~2gj« 


oder,  indem  wir  im  Nenner  rechts  v^  durch  seinen  Wert 

^^9      Po—Px 


Pi 


ersetzen , 


P— Pi 


Fig.  192. 


Das  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  hängt  davon  ab,  ob  ^  >^ 
^  <  (?i ,  denn  da  unsere  ganze  Entwicklung  nur  gilt,  so  lange  p^  —  Pi 
Pi  sehr  klein  ist,   so   ist   der  Nenner  der  rechten  Seite   bei  allen  : 

Praxis  herzustellenden  Vorrichtung 
positiv  zu  nehmen.  Dann  ergib 
dafs  in  allen  Querschnitten,  welche  { 
sind  als  die  Ausflufsö&ung,  p  > 
allen,  welche  kleiner  sind  als  di( 
flufsöf&iung,  dagegen  p  <  pj^,  Läfs 
deshalb  Gas  oder  Luft  in  die  I 
Atmosphäre  ausströmen,  so  dafs 
Ausflufsöffnung  der  Druck  p^  gleic 
der  äufsem  Atmosphäre  iist,  so  w 
allen  Stellen,  an  welchen  das 
strömende  Gas  einen  Querschnitt  pa 
der  kleiner  ist  als  die  AosströD 
öffiiung,  der  Druck  kleiner  als  dei 
der  Atmosphäre. 

Mit  Hülfe  des  kleinen  App 
Fig.  192  kann  man  diesen  gerii 
Druck  leicht  nachweisen.  Eine  Glasröhre  mündet  in  der  Mitte  einer  Schd 
in  einiger  Entfernung  von  letzterer  ist  eine  zweite  nicht  dnrehlOeherte  8 


II 
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iMs  dreier  Drahte  festgehalten,  welche  sich  der  Mündung  der  Rohre 
lern  käxm.  Blilst  man  kriLftig  in  die  Bohre  bei  h  hinein,  so  sieht  man^ 
I  sich  die  Scheibe  c  der  Sehwere  entgegen  zur  Scheibe  a  hinbewegt, 
Bn  Moment  die  öifiiung  der  B/^hrc  verschliefst,  dann  wieder  ahgestofsen 
d,  wieder  sich  gegen  a  hinbewegt  und  so  auf  und  nieder  sich  bewegt, 
lange  man  in  die  Eöhre  hineinbläst.  Die  AusflufsöÖiiung  ist  hier  die 
rniige  Spalte  zwischen  den  RUndem  der  beiden  Scheiben,  nach  welcher 
der  Mitte  aus  die  Luft  sich  auf  den  Radien  hinbewegt.  Die  einzelnen 
den  ^littelponkt  der  Scheibe  n  gelegten  zur  Scheibe  a  und  c  senk- 
m  kreisßirmigen  Schnitte*  bilden  also  die  verschiedenen  Querschnitte, 
a  somit  aÜe  kleiner  sind  als  die  Ausfliirsölfining,  so  dafs  auf  die  ganze 
von  unten  nach  oben  ein  stärkerer  Druck  wirkt  als  von  oben  nach 
In  dem  Augenblicke  aber^  in  welchem  infolge  dieses  Druckes  die 
€  sich  vor  die  Offiaung  der  Röhre  legt,  die  Luft  also  am  Ansfliefsen 
.df?ri>  wird,  tritt  der  statische  Druck  der  in  der  Röhre  h  verdichteten 
In  Wirksamkeit,  und  treibt  die  Platte  fort^  welche  dann  wieder  gegen 
egt  wird,  und  so  fort. 
Mit  der  Anordnung  Fig.  193  kann  man  diesen  kleinem  Druck  ebenso 
t  sichtbar  machen.  Man  steckt  in  ein  weiteres  Glasrohr  A^  an  welches 
Manometerrohr  M  an- 
ist, mit  einem  Stopfen  ^  «•  • 
engeres  Rohr  b  und  schiebt 
Ib^  soweit  hinein,  dafs  das 
sich  in  dem  Querschnitt  he- 
fl,  in  welchem  das  Manometer- 
angeschmolzen  ist  Füllt  man 
das  Manometer  nut  Wasser, 
blftst  durch  das  Bohre  ben 
D  si<eigt  das  Wasser  in  dem 
nkel  des  Manometerroh  res 
>r,  welcher  mit  der  Rohre  A  in  Verbindung  steht.  Die  Niveandifl'erenz 
ett  b<^ö<len  Röhren  gibt  die  DirtV^renz  der  Dnicke  in  der  Mündung  des 
m   R< 'irres  und  an  der  Ausfkiis<iffmmg. 

§  116. 

Reibnng  der  Gkiae.    Die  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Be- 

imgen  gelten  nur  fUr  das  Ausiiefsen  der  Gase  durch  eine  Ö&ung  in 

Wand   oder   durch  Röhren,   welche    einen  im  Yerhältnis  zu  ihrer 

ge    nitsht   zu   kleinen   Querschnitt    haben;    lilfst    man    die   Gase    durch 

t  ' '  ''hren  ausflielsen,  so  werden,  wie  das  sich  zuerst  aus  ausgedehn- 

lien  von  Graham^)   ergab,   die  Gesetze   des   Ausflusses  wie   bei 

i  "U  ganz  andere,  welche  beweisen,  dafs  auch  bei  den  Gasen  eine 

viong  vorhanden  ist,   und  ebenso  eine  Reibung  an  den  Wänden 

Bohre,  durch  welche  die  CJase  Hielsen. 

jy^»  in  der  That  bei  den  Gasen  eine  innere  Reibung  vorhanden  sein 

^  und  welchen  Gesetzen  dieselbe  folgen  mufs,  ergibt  sich  anmiitelbar 
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aus  der  dynamischen  Gastheorie,  wie  zuerst  Maxwell^)  aus  seiner  IltoB, 
wie  wir  erwähnten,  im  wesentlichen  mit  derjenigen  yon  ClansiiXB  Obena* 
stimmenden  Anschauung  über  die  Natur  der  Gase  abgeleitet  hat  ^ttr 
ist  dann  die  Theorie  der  Reibung  in  einfacherer  Weise  von  0.  E.  Hejar' 
behandelt  worden,  und  noch  einfacher  von  v.  Lang'). 

Wir  denken  uns  zu  dem  Ende  eine  Grasmasse,  welche  nach  einer  Bi^ 
tung  strömt,  nehmen  an,  dafs  die  einander  parallelen  Schichten  mit  m- 
schiedener  Geschwindigkeit  strömen,  und  untersuchen,  welche  VerzGgen^ 
eine  Schicht  dadurch  erhalten  mufs,  dafs  die  an  einer  Seite  neben  ihrto* 
ündliche  eine  kleinere  Strömungsgeschwindigkeit  hat.  Denken  wir  im 
jetzt  durch  die  strömende  Gasmasse  der  Strömungsrichtung  parallel, 
zwar  so  eine  Ebene  gelegt,  dafs  die  sämtlichen  in  einer  der  Ebene  panlUa 
Gasschicht  liegenden  Teilchen  dieselbe  Strömungsgeschwindigkeit 
dafs  aber  mit  der  Entfernung  von  der  Ebene  nach  der  einen  Seite  die  Cl^ 
schwindigkeit  der'  fortschreitenden  Bewegung  zunimmt,  nach  der 
Seite  mit  wachsender  Entfernung  abnimmt.  In  einer  ruhenden  Gasmaä 
haben  nach  der  von  uns  vorgetragenen  Theorie  alle  Moleküle  diead 
Geschwindigkeit,  welche  nach  allen  Richtungen  des  Raumes  gerichtet 
so  dafs  keine  Richtung  vor  der  andern  bevorzugt  ist.  In  einer 
einer  bestimmten  Richtung  bewegten  Gasmasse  haben  die  Moleküle  z\ 
diese,  von  uns  bisher  mit  u  bezeichnete  Geschwindigkeit  und  anÜBerdl 
eine  der  Bewegungsrichtung  parallele  Geschwindigkeit,  welche  der  Strömi 
geschwindigkeit  des  Gases  gleich  ist.  Nennen  wir  diese  Strdmin| 
geschwindigkeit  in  der  gedachten  durch  die  strömende  Gasmasse  gelegll 
Ebene  Vq^  so  ist  sie  in  dem  von  uns  angenommenen  Falle  fÜT  alle  Gl 
schichten  an  der  einen  Seite  der  Ebene  Vq  +  9,  an  der  andern  r^ 
worin  tp  mit  wachsendem  Abstände  von  der  gedachten  Ebene  gröfser  wt 
Infolge  der  den  Gasmolekülen  eigentümlichen  nach  allen  Eichtungen  i 
Raumes  gleichmiifsig  mit  der  Geschwindigkeit  u  stattfindenden  Bewegd 
werden  durch  die  gedachte  Ebene  in  jedem  Momente  Moleküle  von 
einen  zur  andern  Seite  gehen,  und  zwar  mufs,  da  die  Dichtigkeit  an  alk 
Stellen  der  Gasmasse  dieselbe  bleibt,  die  Zahl  der  Moleküle,  welche  n 
Seiten  der  rascher  bewegten  zu  den  langsamer  strömenden  Schichten  binllh 
gehen,  genau  so  grofs  sein  als  die  Zahl  der  umgekehrt  von  den  langsad 
zu  den  rascher  strömenden  Schichten  übertretenden  Moleküle.  Da 
letztem  nun  aber  eine  geringere  Geschwindigkeit  in  der  Richtung 
Strömung  besitzen,  so  mufs  ihnen  von  der  strömenden  Gasmasse  eine  ( 
wisse  Geschwindigkeit  mitgeteilt  werden;  ebenso  übertragen  die  zn 
langsamer  strömenden  Gasmasse  hinübertretenden  Moleküle  dorthin 
gewisse  Bewegimgsgröfse.  Das  geht  aber  nur  auf  Kosten  der  Beweg« 
der  rascher  strömenden  Gasmasse,  so  dafs  diese  eine  der  den  eintreten* 
Molekülen  erteilten  und   der  an  die  langsamer  strömenden   übertrageoi 

*)  Maxwell,  Philosophical  Magazin  IV.  series  yol.  XIX.    Eine  etwas 
Theorie  der  Reibung  aus  seiner  spätem  Gastheorie  gibt  Maxwell ^  Phil 
IV.  series  vol.  XXXV. 

*)  0.  E.  Meyer,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXV.    Einetische  Theorie  der  Gtl 
Breslau  1877.  p.  126  ff. 

*)  V.  IjanQj  Poggend.  Ann.  Bd.  CXLV.     Man  sehe  auch   SUfam^  Wj 
Berichte  Bd.  LXV.  p.  848  ff.    BolUsmann,  Wiener  Berichte  Bd.  LXVL  p.  8S6 
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au  gleiche  Bewegnngsgröfse  verliert.    Diese  verlorene  Bewegungsgröfse 

rascher  strömenden  Gasmasse  ist  der  Effekt  der  Beibnng.  Eine  genau 
!che  Bewegnngsgröfse  erhalten  die  langsamer  fliefsenden  Schichten,  so 
{  diese  eine  Beschlennignng  erhalten  müssen,  deren  Wert  ebenso  grofs 
als  derjenige  der  Verzögerung  der  rascher  strömenden  Schichten. 

Man  sieht,  dafs  hieraus  zunächst  die  Thatsache  der  Reibung,  wie  sie  bei 

Beobachtungen  sich  ergibt,  als  in  der  Konstitution  der  Gase  begründet 
iheint. 

Um  die  Gröfse  der  Reibung  zu  bestimmen,  haben  wir  nur  die  Be- 
;angsgrörse  zu  berechnen,  welche  den  in  der  Zeiteinheit  durch  die 
sheneinheit  der  vorhin  gedachten  Ebene  von  der  Seite  der  langsamer 
menden  Schichten  auf  die  Seite  der  rascher  strömenden  Schichten 
Lber  tretenden  Molekülen  mitzuteilen  ist. 

Um  die  überhaupt  durch  eine  Ebene  hindurchtretenden  Moleküle  zu 
dien,  können  wir  die  Annahme  machen,  dafs  nur  solche  Moleküle 
;h  sie  hindurchgehen,  welche  in  der  Richtung  ihrer  Bewegung  nicht 
»r  von  ihr  entfernt  sind,  als   die  mittlere  Wegelänge  l  beträgt,  imd 

ans  allen  Schichten  bis  zu  dieser  Entfernung  die  gleiche  Anzahl  von 
)k€Qen  ttbertritt.      Denken  wir  uns   also  etwa  ein  Flächonelement  ds 

auf  diesem  unter  dem  Winkel  ^  einen  prismatischen  Raum  von  der 
ge  I,  so  wird  aus  jeder  Schicht  dieses  Raumes  von  der  Dicke  dl  die 
jhe  Anzahl  von  Molekülen  durch  das  Flächenelement  ds  hindurchtreten. 
9r;^bt  sich  das  xmmittelbar  aus  der  Bedeutung  der  mittleren  Wege- 
e.  Die  gesamten  zwischen  zwei  Zusammenstöfsen  der  Moleküle  zurück- 
gten  Wege  dividiert  durch  die  Zahl  der  Moleküle  sind  diese  mittleren 
re;  anstatt  die  einzelnen  Moleküle  mit  ihren  Wegen  in  Betracht  zu 
Ml,  ist  es  somit  im  Effekt  dasselbe,  wenn  wir  annehmen,  alle  Moleküle 
a  von  einem  Stofs  zum  andern  diesen  Weg  zurück.     Dann  wird  aber 

Molekül,  welches  weiter  in  der  Richtung  seiner  Bewegung  von  der 
ize ,  als  die  Strecke  l  beträgt,  entfernt  ist,  in  Betracht  zu  ziehen  sein, 
8  vor  Erreichung  der  gedachten  Grenzebene  an  ein  Molekül  stöfst  und 
ckkehrt;  alle  in  der  Richtung  -^  sich  bewegenden  aber,  deren  Ent- 
ing  zwischen  Null  und  l  beträgt,  treten  über,  und  zwar  so  weit,  dafs 
znrttckgelegte  Weg  gleich  l  geworden  ist.  Da  nun  die  Moleküle  ganz 
thmäfsig  im  Räume  verteilt  sind,  so  müssen  dann  auch  aus  jeder  Schicht 
iher  Dicke  gleich  viel  Moleküle  sich  herausbewegen. 

Wie  wir  im  §  102  sahen,  ist  die  Zahl  der  Moleküle,  welche  gegen  eine 
he  von  der  Gröfse  s  in  der  Richtung  d-  anprallen, 

sNu  coB  9'  sin  d'dd' 

Nennen  wir  die  Zahl  der  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  Molektile 

N 

getsen  wir  für  5  die  Flächeneinheit,  so  gibt  uns  der  Ausdruck 

n  «  cos  ^  sin  ^  d^ 
r-g  — 
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aucb  die  Anzahl  der  in  der  Richtung  O  durch  die  betrachtete  ElSchi 
Gases  pro  Fläcbeneinbeit  hindurchgebenden  Zahl  von  Molekülen:  denn  i 
der  betreffenden  Stelle  keine  Wand,  so  gehen  die  Moleküle  eben  dure 
Fläche  hindurch^  die,  wenn  eine  Wand  vrirbanden  ist,  an  dieselbe  anpr 
Da  alle  diese  Moleküle  aus  der  zwischen  Null  und  /  Hegenden 
femung  berkommen,  so  kommen  aus  jeder  Schicht  zwischen  0  nnd 
der  Richtung  ^  von  der  I>ieke  d^  eine  Anzahl  von  Molekülen,  weicht 

zur  Gesamtzahl  verhält  wie     .    •    Aus  einer  in  der  Richtung  der  Bewi 

genommenen  Entfernung  |  <  l  und  einer  Schicht ^  welche  in  dieser 
timg  die  Dicke  di  hat^  passieren  also  unsere  gedachte  Grenseben 
Flächeneinheit  *''       ^_ 

n  u  coB  J^  Mn'fr  d9'       di  ^M 

Moleküle.  W^ir  berechnen  jetzt  die  Bewegungsgroise,  welche  dieae 
der  Entfernung  ^  kommenden  und  durch  die  gedachte  Grenzebene  T( 
langsamer  zu  den  rascher  strömenden  Schichten  in  der  Richtung  ^  h: 
gehenden  Molekülen  erteilt  werden  mofs.  Indern  wir  dann  für  |  nac 
nach  alle  Werte  von  0  bis  I  einsetzen  und  die  so  für  alle  innerhalb 
Entfernung  befindlichen  Moleküle  erforderliebe  Bewegungsgroise  bild( 
halten  wir  in  der  Summe  aller  dieser  Werte  zunJlcbat  die  BewegungSj 
welche  den  in  der  Ricbtimg  -^  übertretenden  Molekülen  erteilt  werden 
Wir  bezeichneten  schon  vorhin  die  ÖtrÖmungsgeschwindigkeit  ; 
gedachten  (trenzebene  mit  i\j  und  in  einiger  Entfernung  davon  an 
der  langsamer  strömenden  ►!?chichten  mit  r^  ^ ^  qp ;  die  Urnfse  tp  wftch 
der  Entfernung  der  Schichten  von  der  Grenzebene.  Da  es  sich  hi« 
um  äufserst  kleine  Entfernungen  handelt,  dürfen  wir  q>  dem  senfcr 
Abstände  5^  der  betrachteten  Schicht  von  der  Grenze  proportional,  also 


dv 


1 

um  aS| 

utet,  t^ 


worin  fit'  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  gibt,  wenn  z  um 
somit  der  Quotient  d'w  Abnahme  der  Geschwindigkeit  bedeutet, 
senkrechte  Abstand  von   ihr  Grenze   um   die  Einheit   der  Entfemm 
nimmt ^   vorausgesetzt,   dais   die   Geschwindigkeitsabnahme   überall  j 
mäfsig  erfolgen  würde,  wie  an  der  gerade  betrachteten  Stelle. 

Ein  aus  dem  Abstände  |  in  einer  Richtung,  welche  mit  der  New 
den  Winkel  0  bildet,  kommendes  Molekül  kommt  aus  einer  Schicht, 
senkrechter  Abstand  von  der  Grenze 

JET  =^  I  cos  O 

ist,  es  hat  somit  die  Strömungsgeschwindigkeit 


dl 
dz 


—  ^v-  ^  I  cos  ^, 


^Dieses  Molekül  geht  an  der  andern  Seite  der  Qrenaebene  bis  ; 
mde  ■ 

r  =  (l  ^  I)  cos  9^ 
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mofs  somit  dort  eine  Strömungsgeschwindigkeit  erhalten 

^0  +  -57  G  —  S)  cos  &, 
ine  Strömungsgeschwindigkeit  mufs  somit  um 

(«'0+-57G— S)co9^)  -  («'o— -57Scos^)=^Uos^ 

nehmen.  Ist  m  die  Masse  des  einzelnen  Moleküls,  so  entspricht  dieser 
»schwindigkeitszunahme  die  Bewegungsgröfse 

m  -j—  l  cos  &, 
dz 

Für  die  aus  der  Entfernung  §  von  Seiten  des  langsamer  strömenden 
ses  kommenden  unter  einem  Winkel  -Ö*  die  Grenzebene  durchsetzenden 
»leküle  ist  somit  der  Zuwachs  an  Bewegungsgröfse,  welche  sie  auf  Kosten 
r  strömenden  Gasschicht  erhalten, 

nu  cos  ^  sin  ^(2^     di  dt?    , 

X-  •  m  -j—  l  cos  ^. 

2  l  dz 

Für  die  überhaupt  in  der  Richtung  -^  übertretenden  Moleküle  ergibt 
h  daim  die  erforderliche  Bewegungsgröfse  aus  der  Überlegung,  dafs  auf 
r  Strecke  J,  von  welcher  überhaupt  Moleküle  in  dieser  Richtung  über- 

ten,  -TT  Schichten    von    der    in    der    Bewegungsrichtung    genonunenen 

ike  d^  sind.  Da  aus  jeder  dieser  Schichten  die  gleiche  Zahl  von  Mole- 
len kommt,  und  da  nach  der  eben  gemachten  Entwicklung  für  jedes  der 
leküle  die  gleiche  Zunahme  der  Bewegungsgröfse  eintreten  mufs,  erhalten 
r   die  für  alle  in   der  Richtung  d'  übertretenden  Moleküle  erforderliche 

weg^ungsgröfse,  indem  wir  den  eben  gefundenen  Ausdruck  mit  -jr  nmlti- 

eieren.    Dieselbe  wird  somit 

-  -^ —  cos^  -^  sm  O  dO^  -5—  • 
2  az 

Diesen  Verlust  an  Bewegungsgröfse  erfährt  die  rascher  strömende  Gas- 
Bse  durch  die  von  Seite  der  langsamer  strömenden  Schichten  in  sie  in 
•  Kichtung  O  eintretenden  Moleküle.  Einen  genau  ebenso  grofsen  Verlust 
Bewegungsgröfse  erfuhrt  sie  dadurch,  dafs  von  Seiten  der  rascher  strö- 
Dden  Gasmasse  genau  so  viel  Moleküle  in  die  langsamer  strömende  über- 
len  and  dort  genau  denselben  Zuwachs  an  Bewegimgsgröfse  übertragen. 
an  die  Zahl  der  übertretenden  Moleküle  ist  genau  dieselbe,  und  jedes 
t  den  Weg  l  in  der  Richtung  von  der  rasöher  zu  der  langsamer  strö- 
aden  Gasmasse  zurück,  gibt  also  an  diese  genau  die  gleiche  Bewegungs- 
£se  ab,  welche  das  aus  der  entsprechenden  Lage  von  der  andern  Seite 
omende  zu  erhalten  hat. 

Der  Gesamtverlust,  den  die  durch  die  Grenzebene  in  der  Richtung  {> 
i  austauschenden  Moleküle  in  der  rascher  strömenden  Gasmasse  be- 
ken,  ist  somit  das  Doppelte  des  eben  berechneten,  oder 

•Hfl  ul  COS*  ^  sin  ^  (J^  -77-  • 
az 
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Wir  erhalten  dann  den  Verlust  an  BewegongsgrOlÜM,  den  die  nid« 
strömende   Gasmasse  überhaupt  durch   die   sich  aastauschendeo  Holektii 

erfährt,  wenn   wir  obigen  Wert  für  jeden  zwischen  0  und  y  liegeodfli 

Winkel  d"  bilden  und  alle  diese  Werte  summieren,  also  in  der  SmniiM 

tt 

mnul  --f—  f  cos*  &  sin  ^  dd, 

0 

da  mnul  -^—  für  jede  Richtung  O  denselben  Wert  hat.  Diese  Summe  ii^ 
wie  wir  schon  mehrfach  sahen, 

1  7   ^^ 

\mnul  -T—' 
^  dz 

Dieser  Verlust  der  Bewegungsgröfse  der  rascher  strömenden  GasmMV 
dem  ein  gena«  gleicher  Gewinn  auf  Seiten  der  langsamer  strömenden  gegM- 
über  steht,  ist  der  Effekt  der  Reibung. 

Gerade  wie  bei  den  Flüssigkeiten  können  wir  die  Reibung  auch 
als   einen  in  der  Grenzebene   der  Bewegungsrichtung  entgegenwirl 
Druck  definieren,  der  Druck   mufs  auf  die  Flächeneinheit  während  €i 
Sekunde    wirkend    der    strömenden  Gasmasse    denselben  Verlust  in  1 
wegimgsgröfse,  oder  dieselbe  Bewegungsgröfse  in  der  der  Strömung  a 
gegengesetzten  Richtung  erteilen.     Bezeichnen  wir   diesen  Druck  mit  fl 
so  ist 

K  =  ^mnul  -j— • 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  dem  §  86  für  die  Reibung  i 
Flüssigkeiten  erhaltenen  Ausdruck 

indem  wir  hier  z  fttr  x  setzen,  weil  wir  die  zur  Strömungsrichtung  nonnil 
Richtxmg  mit  z  bezeichnet  haben,  so  erkennt  man,  dafs  für  die  Gase  gai 
dasselbe  Reibungsgesetz  für  die  innere  Reibung  gilt,  und  dafs  der  Reibusgl 
koefficient 

V  =  ininul 

ist.    In  diesem  Ausdrucke  bedeutet  n  die  in  der  Volnmeinheit  Torhi 
Molekülzahl.     Nach  §  101  können  wir,  wenn  wir  die  von  den  Wirkiflg 
Sphären  der  Moleküle  ausgefüllten  Räume  auf^er  Acht  lassen,  für  /  setitt 

und  erhalten  dann  für  ri 

.     mu 

ein  Ausdruck,  welcher  zeigt,  dafs  der  Reibungskoefficient  von  der 
der  in  der  Volumeinheit  vorhandenen  Moleküle,  also  auch,  soweit  die  Gfli 
dem  Mariotteschen  Gesetze  folgen,  von  dem  Draoke  unabhängig  ist,  nnti 
welchem  das  Gas  steht. 
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Die  Notwendigkeit  dieses  aaf  den  ersten  Blick  sehr  auffaUenden  Bats^es 
|ibt  üicL  indes  aus  der  Natar  der  Gasreibiing  als  Abgabe  der  Bewagoiig 
ÄchaoUer  strömenden  Moleküle  an  die  in  sie  eindringenden  langsamer 
Isübreit^nden.    Wird  die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Voliimeinheit  kleiner^ 
t  in  demselben  VerhUltnisse  die  Wegelitnge  ly  also  die  Dicke  der 
er  strähnenden  Schicht,   aus  welcher   die  Moleküle   in   die  rascher 
'mende  übertreten,  zu,  die  Übertragene  Bewegungsgrofse  mufs  also  den- 
en Wert  behalten,  vorausgesetzt,  dais  die  strömende  Gasmasse  in  der 
Bewegung  senkrechten  Bicbtimg  eine  solche  Ausdehnung  hat,  dafs  die 
"      '  iiumder  Dichte,  wegen  des  Wachsens  von  l  wachsende  Dicke  der 
^1  _   nz  mit  Gas  ausgefüllt  ist. 

Bei  einer  sehr  weit  gehenden  Verdünnung  des  Gases  ist  indes  die  vor- 
bbrte  Theorie  nicht  mehr  gültig  M,  da  wir  dann  die  Annahme  nicht  mehr 
eben  dürfen^  dal's  nur  Moleküle  aus  Schichten  von  der  Dicke  l  sich  aus- 
öchen. 

§  117, 

Bestimmung  der  Beibtmgskoeffloienten  der  Gase*  Da  nach  den 
twicklungen  des  vorigen  Paragraphen  die  Theorie  lUr  die  Reibung  der 
e  zu  dem  auch  ttir  die  Flüssigkeiten  gültigen  Reibungsgesetze  führt,  so 
isen  auch  die  zur  Beobachtung  der  Plüssigkeitsreibung  dienenden  Metho- 

xur  Beobachtimg  der  Gasreibung  geeignet  sein.  Zunächst  rauPs  sieb 
das  Ausströmen  von  Gasen  aus  kapillaren  Röhren  ganz  der  entsprechende 
idruck  ergeben  wie  f(ir  das  Ausströmen  von  Flüssigkeiten.  Die  von 
E.  Meyer*)  durchgetlihrte  Theorie  des  Ausströmens  von  Gasen  durch 
KÜare  Röhren  fUhrt  denn  auch  zu  ganz  entsprechenden  Ausdrücken  für 

Volumen  der  durchströmenden  Gase.  Mifst  man  das  Volumen  des 
»r  konstanten  Druckverhältnissen,  das  heilst  während  des  ganzen  Ver- 
bes  konstantem  Drucke  2)«  beim  Anfange  luid  p^  am  Ende  der  kapillaren 
ire,  durch  die  Röhre  geströmten  Gases  unter  dt^m  arithmetischen  Mittel 

Drucke  pa  ^^^  P«y  also  unter  dem  Drucke  -^^ — -^  so  liefert  die 
^orie  für  das  in  der  Zeiteinheit  ausströmende  Volumen  V 

^-'-^V-^     («'+4  1^''). 
genau   denselben  Ausdrack,  welchen  wir  fttr  das  Volumen  der  aus- 
ossenen  Flüssigkeit  fanden,  wenn  wie  dort  tj  die  Konstante  der  innem^ 
te  der  äufsem  Reibung,  L  die  Länge  und  R  den  Radius  der  kapillaren 
ron  bedeutet. 
Mifst  man  das  Volumen  des  außfliefsenden  Gases  unter  einem  andern 
:ke,  etwa  pa  oder  pe ,  so  ändert  sich  dieser  Ausdruck  etwas,  da  dann  das 
T'  ein  anderes  wird;  messen  wir  das  Volumen  etwa  einfach  dm'ch 
I  Verminderung  des  Gases  in  dem  GetlUse,  aus  welchem  das  Gas 
iriimt,  also  unter  dem  Drucke  pa »    so  wird  dasselbe    F«  nach  dem 
.otteschen  Gesetze 

K%t$kM  und  Warburg  ^  Poggend.  Ann,  Bd.  CLV* 
E.  Mcyff,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXVIL 
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und  deshalb 


^.-4iil^(*'+*i*)- 


An  den  im  Anfange  des  vorigen  Paragraphen  erwlUmten,  in  den  J 
1846  und  1849  von  Graham  angestellten  Versuchen  hat  Meyer  die 
einstimmung  zwischen  Theorie  und  Erfahrung  nachgewiesen,  ünte 
vielen  Versuchsreihen  Grahams  ist  eine,  bei  welcher  die  Drucke  pa  t 
konstant  erhalten  wurden;  es  wurde  unter  konstantem  Drucke  pa  ei 
stimmtes  unter  dem  Drucke  pa  gemessenes  Volumen  |iuft  in  die  ( 
einer  Luftpumpe  strömen  gelassen,  in  der  durch  fortgesetztes  Pump 
konstant  luftverdünnter  Raum  erhalten  wurde,  und  die  Zeit  besi 
welche  bei  verschiedenen  Drucken  pa  dazu  erforderlich  war.  Beze 
wir  die  dazu  erforderliche  Zeit  mit  f ,  so  wird,  da  wir  |?,  =  0  setzen  k 

somit 

Va  16  1?  Tv  1 

pj  =  ^_    _  .- 

e 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  ist,  da  immer  dasselbe  Volumen 
dieselbe  Röhre  benutzt  wurde,  konstant,  es  mufs  also  bei  diesen  Ver 
das  Produkt  aus  dem  Drucke  pa  und  der  Zeit  t  konstant  sein.    Das  e 
auch  die  Versuche  Grahams;  bei  drei  Versuchsreihen  ergaben  sich  fc 
Werte 

Pa  t  pat 

1  Atmosph.  799",5         799,5 

0,75    „  1050  787,5 

0,5      „  1543  771,5 

Werte,  welche  so  wenig  von  einander  abweichen,  dafs  man  sie  in  Anb< 
der  Schwierigkeit  der  Versuche  als  eine  Bestätigung  des  Satzes  a 
mufs,  dafs  die  Gröfse  der  Reibung  von  dem  Drucke  unabhängig  ist 

Bei  den  übrigen  Versuchen  liefs  Graham  entweder  nur  pa  oder  j; 
stant;  indem  Meyer  aber  aus  obiger  fttr  den  stationären  Zustand  gel 
Gleichung  jene  ableitete,  welche  für  ein  nur  konstantes  pa  oder  j?« 
sind,  konnte  er  zeigen,  dafs  alle  Versuche  Grahams  mit  der  The( 
Übereinstimmung  sind. 

Später  haben  dann  0.  E.  Meyer  gemeinschaftlich  mit  Springmühl 
A.  von  Obermaier^)  in  ausführlichen  Versuchen  das  Ausströmungsges< 
Gase  durch  kapillare  Röhren  gepiUft,  und  gleichzeitig  gezeigt,  daC 
für  Gase  sich  dabei  der  Eoefficient  £  der  äufsem  Reibung  als  ime 
grofs  ergibt.  Man  wird  also  auch  bei  den  Gasen  unter  diesen  üms 
annehmen  müssen,  dafs  die  letzte  Schicht  fest  an  den  Wänden  der 


0  Meyer  und  SpringmüM,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXLVIII  p.  l  und  p. 

")  Ä.  von  Obermaier,  Wien.  Ber.  Bd.  LXXIII.  Carl,  Bepertoriam  B 
Bd.  XIII.  Man  sehe  auch  von  Lam,  Wien.  Ber.  Bd.  LIII  und  mmurs  Ber« 
dieser  Versuche,  Poggend.  Ann.  CXLVIII  p.  550. 
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IrWrt,   und  dafs   an   dieser  sich  die  strumenden  öassclüchten  vorbei- 

rnfolge  dieser  Erfahrung  ist  die  Beobachtung  der  durch  eine  kapillare 
re  str»*Jmenden  Gasmenge  auch  vortrefflich  geeignet,  um  die  Reibungs- 
icienten  der  Gase  in  absolutem  Mafse  zu  bestimmen;  sie  ist  zu  dem 
jke  von  lUeyer  und  Sprlngnitthl  und  von  A.  von  Obennaier  benutzt 
leXL  Die  von  diesen  Experimentatoren  erhaltenen  Resultate  werden  wir 
ker  lUr  einige  Grase  zusammenstellen. 

Bei  Besprechung  der  Reibung  der  Flüssigkeiten  haben  wir  noch  eine 
r©  Methode  zur  13estinmiung  der  Reibungskoefficienten  kenneu  gelernt, 
W  darin  bestand,  dafs  man  eine  kreisförmige  Scheibe  um  eine  durch 
t Mittelpunkt  gehende  und  zu  ihrer  Ebene  senkrechte  Axe  in  Schwingungen 
tat,  und  das  logarithmische  Dekrement  dieser  Seh wingimgen  bestimmt 
sicher  Weise  dieses  Dekrement  von  der  Reibung,  welche  die  Platte  in 

Bewegung  erleidet,  abhängig  ist,  haben  wir  §  86  abgeleitet 
jWie  wir  dort  sahen,  erhält  man  den  lieibimgskoeftieienten  der  Flüssig- 
s  der  Differenz  der  logarithmischen  Dekremente,   wenn  man  die 
en  der  Scheibe  in  der  Luft  und  in  der  Flüssigkeit  beobachtet. 

ser  Form  ist  die  Methode  anir  Bestimmung  des  Reibungskoefficienten 
nicht  anzuwenden,  da  man  einen  luftleeren  Raum  nicht  herstellen 
E.  Meyer,  der  diese  Methode  zuerst  zur  Messung  der  Luftreibung 
6,  verfuhr  deshalb  folgende rmafsen*).  An  dem  Draht,  dessen  Torsion 
eliwingungen  bewirken  soll,  deren  Dekrement  beobachtet  wird,  win^de 
Bitikel  herabhangender  cylindrischer  Stab  befestigt.     Auf  diesen  wur- 

jrei  kreisförmige  Scheiben  von  gleichem  Durchmesser,  entweder  Olas- 
Jen  von  iöO°^  oder  Messingscheiben  von  200™*"  Durchmesser,  ver- 
>bar  aufgesetzt,  so  dafs  man  entweder  die  Scheiben  in  einem  gewissen 
uide  von  einander  einklemmen  konnte,  ode^  alle  drei  fest  an  einander 
loben  m  einer  Scheibe  vereinigen  konnte.  In  dem  letztem  Falle  wirkt 
ijoftreibung  niu-  auf  eine  Scheibe,  in  dem  erstem  dagegen  auf  drei 
jben^  und  das  von  der  Luftroibung  herrührende  Dekrement  der 
r  n   ist   dann   das  dreifache  von  dt.uiijenigen,   welches  man  mit 

f  IM?   erholt.     Bezeichnen  wir    daher  jetzt  mit   Jl^   das   mit  einer 

he  beobachtete  Dekrement,  mit  l^  das  nicht  von  dpr  Luftreibimg  her- 
mde,  so  wird  mit  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  des  Dekre- 
^  ond  wenn  wir  die  Dicke  der  Scheiben  gegen  den  Radius  derselben 
iehltlssigen ,  nach  §  86 

|*i        ^0—     K    V  i 
den  Beobachtungen  gestatten  die  Clrofse  von  rj  zu  bestimmen. 
JUle  Scheiben  hingen  bei   diesen  Versuchen  in  einer  mit  einer  LuR- 
e  in  Verbindung  stehenden,  im  übrigen  luftdicht  verschlossenen  Glocke, 


<Jt/7',, 


Et  ji  den  Ivoefficienten  der  Luftreibtmg  und  a  die  Dichtigkeit  der 
fcuU?t.    Ist  das  Dekrement  bei  drei  getrennten  Scheiben  Ajj,  so  wird 


A,-i«=3^|/f  a.,r„. 
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so  dafs  man  die  Reibung  unter  sehr  verschiedenem  Bracke  beobad 
konnte. 

Eine  sehr  wesentliche  Verbesserung  wurde  dieser  Methode  dnreh] 
well^)  gegeben,  die  sehr  einfach  darin  bestand,  dafs  er  die  bewegli 
Scheiben  zwischen  denselben  sehr  nahe  stehenden  festen,  den  bewegfi 
parallelen  Scheiben  schwingen  liefs.  Es  wurden  über  und  unter 
schwingenden  Scheiben  und  zwischen  dieselben  dünne  aus  swei  Halbkr 
bestehende  Platten  geschoben,  so  dafs  zwischen  den  schwingenden 
festen  Scheiben  sich  nur  wenige  Millimeter  dicke  Lufbplatten  be&üi 
Durch  diese  Modifikation  des  Meyerschen  Verfahrens  wird  die  d&mpl 
Wirkung  der  Luftreibung  eine  ganz  erheblich  stärkere;  läfst  man  xdi 
die  Scheiben  ohne  zwischen  oder  nahe  gestellte  Platten  schwingen,  so  \ 
trägt  sich  von  der  schwingenden  Platte  aus  die  Bewegung  erheblich  w 
während  bei  den  zwischen  gestellten  Platten  die  an  der  festen  Platt 
'  liegende  Luftschicht  durch  die  Adhäsion  in  Buhe  bleibt;  infolge  dess( 
die    Geschwindigkeitsabnahme    der    Bewegung    mit    Entfernung  von 

schwingenden  Platte,  der  §  86  als  -^ —  bezeichnete  Diflferentialquotiei 

heblich  gröfser.  Die  theoretische  Behandlung  der  zwischen  den  PI 
stattfindenden  Bewegung  der  Luft  zeigt  dann  femer,  dafs  das  Ya 
Reibung  an  der  Luft  abhängige  logarithmische  Dekrement  in  diesem 
direkt  dem  Reibungskoefficienten  proportional  ist.  Ist  nämlich  jetzt 
beobachtete,  Xq  das  von  der  Luftreibung  nicht  abhängige  Dekrement,  sc 
nach  Maxwell 

wenn  N  die  Anzahl  der  Oberflächen  der  Scheiben  ist,  welche  der 
reibung  ausgesetzt  sind,  B  den  Abstand  der  Oberfläche  der  beweg 
von  der  zugewandten  Seite  der  festen  Scheibe  bedeutet.  Die  Gröfse 
eine  Korrektion  wegen  des  Scheibenrandes  und  &  ein  aus  der  Theori» 
ergebendes  Korrektionsglied,  welches  bei  kleinen  Werten  von  D  und  g 
Schwingungsdauem  der  Scheiben  vernachlässigt  werden  kann.  Bei 
Werte  D  von  4,6°^™  und  einer  Schwingungsdauer  von  36"  wird  nach 
well,  wenn  die  Luft  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  steht,  0=  —  0,0 
bei  kleineren  Drucken  wird  der  Wert  noch  kleiner. 

Indem  man  auch  in  diesem  Falle  die  Scheiben  teils  vereinzelt, 
aufeinandergelegt  schwingen  läfst,  bei  Anwendung  von  drei  Scheibei 
einmal  iV=  6,  das  andere  mal  ^=2  wählt,  läfst  sich  aus  den  bec 
teten  Dekrementen  t}  ableiten. 

Wegen  der  Gröfse  und  Unsicherheit  in  der  Bestimmung  der  i 
Reibung  wandten  später  Meyer ^)  sowie  Kundt  und  Warburg')  zur 
hängung  der  Scheiben,  die  zuerst  von  Gauss*)  bei  magnetischen  Be< 
tungen  benutzte  Bifilarsuspension  an.  Dieselbe  besteht  darin,  dal^  ma 
Körper,   der  Schwingungen  vollführen  soll,   an  zwei  Fäden  von  gl 


*)  Maxwell,  Philos.  TransactioDs  for  the  year  1866  p.  249. 
»)  0.  E.  Meyer,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXLUI. 
^)  Kundt  und  Warburg,  Poggend.  Ann.  Bd.  CLV. 
*)  Gauss,  Besnltate  aus  den  Beobachtongen  des  Magnetischen  Verei 
das  Jahr  1837  p.  1,  fOr  das  Jahr  1840  p.  1. 
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pltagtr  weicht  sich  in  gröl'seror  oder  germgerer  Entfemang  von 

Ifindon,  und  welche  entweder  einander  parallel  hüngen,  wenn  ihre 
unteren  Anknüpfungspunkte  gleich  weit  von  einander  entfenit 
aetrisch  zur  vertikalen,  wenn  die  nnteren  Anknüpfungspunkte 
oder  auch  von  einander  entfernter  sind  als  die  oberen.    Ein 
Körper  befindet  sich  in  der  Gleichgewichtslage,  wenn  die 
en  sich  ihrer  ganzen  hJSmge  nach  in  einer  Vertikalebene  befinden, 
irch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gelegte  Vertikale  sich  in  d er- 
befindet.    Bringt  man  den  Körper  aus  seiner  Lage  durch  eine 
die  Mittellinie  der  beiden  Fäden,  so  wird  das  Gleichgewicbt 
die  Gleichgewichtsbedingungen  nicht  mehr  bestehen;  die  Fllden 
parallel,  nicht  mehr  in  einer  Ebene,  und  gleichzeitig  wird 
des  K5i*pers  etwas  gehoben.  Es  entsteht  daher  ein  Drehungs* 
reiches  den  Körper  in  die  Gleichgewichtsstellimg  zurllckxutXlhren 
Um  die  Clrörse  dieses  Prehungsmomentes  zu  bestimmen,  sei 
Jl04)  ein  Durchschnitt  durch  den  Körper  in  der  Anfliängeebene 
seien  die  AulTi ungeladen  und 
[>unkt  des  Körpers  sei  in   der 
QO:      Ist    das    Gewicht    des 
so  können  wir  für  unsere  Be- 
g  annehmen,  in  jedem  der  Äuf- 
te  Ä  und  B  wirke  das  Gewicbt 

werde  der  Köi-per  in  die  Lage 

eht,  wobei  wir  voraussetzen 
b  die  Fäden  eine  solche  Liinge 
den  Abständen  AB ^=  2a  oder 
haben,  dals  wir  die  durch  die 
intretende  Hebung  des  Schwer- 
llser  Acht  lassen  können.  Dann 
ch  AB  und  A^B^^  in  derselben 

bene  und  AOA^  =  9  ist  der 
lu  welchen  der  Körper  gedreht 

imcht  ^,  das  dorch  die  Länge 
* 

stellt   sei,   greift  dann  in   A^ 

»wärts  an,  und  bUdet  niit  der 

es  Fadens  einen  Winkel  DA^^E^ 

ist  dem  Winkel  CFA^^  wenn  CFA^  die  durch  den  Faden  FA^ 

irtikale  gelegte  Ebene  ist.     Den  parallel  A^D  gerichteten  Zug 

wir   in  zwei  Komponenten  zerlegen,  deren  eine  parallel   der 

des  Fadens  A^E^  deren  andere  in  der  Ebene  GA^D  senkrecht* 
den  Körper  wieder  gegen  die  Gleichgewichtslage  zurückzieht. 
ll  AiP  senkrecht  m  A^O  genommene  Komponente  dieser  letztem 
'"  '  1  mit  A^O  ^=  a  gibt  uns  dann  das  den  Köi-per  in  die 
zur üekftlhr ende  Drehungsmoment.  Nennen  wir  den 
dei  Faden  FA^  mit  der  Vertikalen  bildet,  d,  so  ist  die  zum 

recht«  Komponente  -^  sin  ^j  da  die  mm  Faden  senki*echte  Kom^ 


Hl^ 
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ponente  EB  mit  der  Horizontaleii  CA^  denselben  Winkel  i  bildet,  vi 
parallel  CA^  genommene  Komponente  dieser  Kraft  y  sin  f  -  eos  4  imd 

zu  A^O  senkrechte  -|-  sin  d  cos  d  cos  CA^F\  zur  Bildung  des  Drelm 

momentes  haben  wir  diesen  Ausdruck  mit  A^O  =  a  zu  multiplicieren. 
nun  an  dem  andern  Aufhängepunkte  B^  ein  ganz  ebensolches  Drehn 
moment  wirkt,  ist  das  gesamte  den  Körper  zurückführende  Drehungsmoi 

a  •  ^  •  sin  d  cos  d  cos  CA^P. 

In  diesem  Ausdrucke  ist 

sin,d  =  sin  DA^E  =  sin  CFA^  =  -^j-  =  — y - 
'         GF         h 

cos  0  =   — y  "  =  ~7"  ? 

wenn  wir  die  Länge  der  Fäden  mit  l  und  den  vertikalen  Abstand  der  tu 
von  den  oberen  Aufhängepunkten  mit  h  bezeichnen.    Da  weiter 

cos(7^iP=sinCuiiO 
und 

CO 
sin  CA^  0  =  sin  COA^  ~ca' » 

so  wird  das  Drehungsmoment  unter  Beachtung,  dafs  CO  =  h  unc 
Winkel  COA^  =  q>, 

GA^      hb.  hb. 

ap  —y^  '  -j  -^-j-  •  sm  9  =  ai)  y  y  sin  g>. 

Wir  erhalten  demnach  ein  dem  Sinus  des  Drehungswinkels  pr 
tionales  Drehungsmoment;  somit  vollführt  der  aus  der  Gleichgewicht 
gebrachte  Körper  Pendelschwingungen  um  die  Gleichgewichtslage. 

Den   mit  *sin  q)  multiplicierten  Faktor,   das  Drehungsmoment, 
sin  9  =  1 ,  nennt  man  die  bifilare  Direktionskraft.    Ist  die  Länge  der 
hängefUden   so   grofs,   dafs   wir  die   Hebung  des   Schwerpunktes  ven 
lässigen  dürfen,  dann  dürfen  wir  auch  /» «=  2  setzen,  und  erhalten  fö 
bifilare  Direktionskraft 

ab 

sie  ist  dem  Gewichte  des  Körpers ,  dem  Produkte  aus  den  halben  Absti 
der  oberen  imd  unteren  Aufhängepunkte  direkt  und  der  Länge  der  F 
umgekehrt  proportional. 

Da  bei  einer  solchen  Aufhängung  keine  innere  Reibung  des  Aufhl 
^drahtes  vorhanden  ist,  hängt  das  Dekrement  der  Schwingungen  wesen 
von  dem  Widerstände,  den  die  Bewegung  in  der  Luft  findet,  also  we 
lieh  von  der  Reibung  des  an  den  Fäden  hängenden  Körpers  ab.  Indem 
Kundt  und  Warburg  sehr  feine  und  einander  sehr  nahe  Fäden  anwaai 
waren  die  Dekremente  innerhalb  der  Beobachtnngsfehler  nur  Ton  der  ] 
reibung  der  nach  der  Maxwellschen  Methode  schwingenden  ScheÜN 
hängig.  Wurde  anstatt  der  Scheibe  ein  Gewicht  angehlngt,  welehai 
einer  kleinen  Zinkscheibe  bestand^  so  war  das  logarithmisdie  Dekni 
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iTs  die  ans  demselben  berechnete  dämpfende  Kraft  nur  1  Procent 
i  Eeibimggversui'hen  sich  zeigenden  Blimpfiing  betrug,  Kundt 
Tg  konnteü  deshalb  das  ganze  bei  den  Bcbwingungsversuchen 
axwellschen  Methode  auftretende  Dekrement  als  von  der  Luft- 
■rührend  anst^b«m,  sie  konnten  daher  ihre  Beobachtungen  mit 
3n,  zwischen  nahe  stehenden  festen,  schwingenden  Scheibe  durch- 

m  Kundt  und  Warburg  bei  ihren  Versuchen  benutzte  Anordnung 
[95.  Die  schwingende  Hcheibe  sitzt  zunächst  an  einem  festen 
zugleich   oben  bei   w  den  zur   Beobachtung  der  Schwingungen 

ipiegel  trügt.  An  die^sem  Stiel  sind  die  Fäden  der  bitihmm  Auf- 
Igeknüpft.    Die  festen  Scheiben,  zwischen  denen  die  bewegliche 

soll,   deren  obere  aus  zwei  gegen  einander  geschobenen  Halb- 

ht,  die  erst  an  ihre  Stelle 


Krden,  wenn  die  schwingende 
shtig    hängt,    werden    von 
,en  getragen^  auf  welchem 
►Igenartige  Vorrichtung  be- 
an   der   oben   die  Bitilar- 
geknüpft    sind.       Die    ganze 
ist  mit  einer  Glasglocke 
eiche  auf  dem  Teller  pq , 
s  ganzen  Apparates  hüt- 
hüffen  isi  Aus  der  Glocke 
it  einem  Glasbahne  l  ver- 
ßöbre   zu  einem  weitern 
iperrenden   Xf^'i^tulgeu 
einer  Schenkel  zu  einer 
dessen  anderer  zn  eineju  "^ 
rt,  weiches  das  Gas  ent- 
Heibungskoofficient    be- 
den    soll,       0m    die 
bwingungen  zu  setzen, 
em  dieselbe  tragenden 
ekehen  Bisendraht  be- 
Öchwingungen  werden  ^ 
Annähe- 
Magnetes 
isendiTii 

IWarbii; 
jren  Ver- 
ehr hohem 

tchtigkeit  der  Gase  geändert,  zur  Prüfnng  des  aus  der  Theorie  sich 
I Gesetzes,  dafs  die  Reibimg  von  der  Dichtigkeit  des  Gases  nn* 
Da  die  Reibungskoeföcienten  bei   diesen  Beobachtimgen  den 
Dekrementen  proportional  sind,   so  miifs,  wenn  das  Gesetz 
Wert  den  logarithmiscben   Dekrementes  von  der  Dichte  des 
sein.      In  der  That  zeigte  sich  das,  ao  langQ  dex  DtNXKk 


iJtttt 
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mehr  als  20°^  Quecksilber  betrug;  wurde  er  kleiner,  so  naluniffl  diekgik' 
rithmischen  Dekremente  nicht  unerheblich  ab.  Die  beiden  Phjsiker 
indes,  dafs  hieraus  nicht  ein  Mangel  der  aus  unserer  Auffassung  sibh «» 
gebenden  Theorie  der  Reibung  folgt,  dafs  vielmehr  die  bei  der  AUattm 
der  schwingenden  Bewegung  mit  Berücksichtigung  der  Beibung  gemsflUp 
Voraussetzung,  dafs  die  an  den  festen  Körpern  anliegende  Gasachidil 
derselben  fest  haftet,  nicht  mehr  zulässig  ist.  Wird  der  Druck  klein«  i 
2Qmm  Quecksilber,  so  ist  der  mit  s  bezeichnete  Koefficiant  der 
Reibung  nicht  mehr  imendlich  zu  setzen,  es  tritt  ein  Gleiten  des  Gaset 
den  Wänden  des  festen  Körpers  ein.  Mit  Berücksichtigung  dieses  Oleihv 
dessen  Theorie  sie  entwickeln^),  konnten  die  beiden  Physiker  zeigen, 
bis  zu  einem  Drucke  von  0,6™™  Quecksilber  die  Koefficienten  der  ü 
Reibung  konstant  sind. 

Ehe    wir    die    von    den    verschiedenen   Experimentatoren   erhaltoi 
Werte  für  die  Reibungskoefficient'en  einiger  Gase  zusammenstellen, 
wir,  um  nicht   später  auf  diese  Untersuchungen  noch  zarttckkommei 
müssen,  noch  auf  eine  Folgerung  der  Theorie  hinweisen.    Die  Theorie  | 
für  den  Reibungskoefficienten  den  Wert 

sie  zeigt  somit,  dafs  derselbe  der  Geschwindigkeit  u  der  Moleküle  pi 
tional  ist.    Für  diese  gaben  wir  §  103  an,  dafs,  wenn  Uq  die  Gesch 
keit  bei  0^  ist 

u  =  Uq Yi  +"Ö,ÖÖ367~i  =  Mo  (1  +  0,003 67  f)* 

ist.  Nach  demselben  Gesetze  müfste  also  auch  der  Reibungskoefficient  i 
der  Temperatur  wachsen.  Diese  Folgerung  hat  sich  in  den  Versuchen 
bestätigt,  sämtliche  Versuche  ergeben  ein  rascheres  Wachsen  des  Beibo^ 
koefficienten.  Maxwell^)  folgerte  aus  seinen  Versuchen,  dafs  der  Reibu^ 
koefficient  der  Luft  nicht  der  Quadratwurzel,  sondern  direkt  1  -f- 0,0036 
proportional  zunehme.  0.  E.  Meyer  ^)  erhielt  für  Luft  einen  zwisdien 
theoretischen  und  dem  von  Maxwell  gefundenen  liegenden  Wert,  er  fui 

V=Voi^  +  0,002öO  =  i?o  (1  +  0,00367  0*, 

da  man  bei  der  Kleinheit  der  Koefficienten  von  t  sich  bei  Entwickhmg  ' 
Potenz  f  auf  das  erste  Glied  beschränken  kann.  Denselben  Wert  für  Li 
fand  Warburg*). 

Am  ausführlichsten  ist  die  Abhängigkeit  der  Reibungskoefficuiil 
von  der  Temperatur  fast  gleichzeitig  von  Puluj*)  durch  Ausflufsvenal 
und  Schwingungsversuche,  und  von  A.  von  Obermaier^  durch  AmM 
versuche  verfolgt  worden.  Beide  Experimentatoren  gelangen  Ubereinstimnü 


*)  Ktmdt  und  Warburp,  Poggend.  Ann.  Bd.  CLV.  p.  845  ff. 

*)  Maxwell  y  PhiloBOphical  Transactione  for  1866  P.  267. 

*)  O.  JE.  Meyer,  Pogffend.  Ann.  Bd.  CXLUI,  Bd.  CXLVUL 

*)  Warburg,  Poggend.  Ann.  Bd.  CLiX. 

^  Püluj,  Wiener  Berichte  Bd.  LXIX.  Bd.  LXX,  Bd.  LXXIIL  (M.) 
pertonom  Bd.  XIII. 

*)  Ä.  von  Oherfmier,  Wiener  Berichte  Bd.  LXXI,  Bd.  LXXIIL  CM,  1 
partorium  Bd.  XU,  Bd.  Xni. 
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f^gulfjite,  tltiis  dio  Änderting  der  Roibimgskoefficienteti  mit  der 
fmtur  nir  die  verschiedenen  Gase  verschieden  iftt,  f^r  alle  aber  er- 
^■Scher  erfolgt,  als  es  nach  der  vorgeiftihrten  Theorie  der  Reibung 
^S^  sollte.  Für  Luft  finden  beide  Expenmentatoren  tust  den 
a  Wert  wie  O.  E.  Mejer;  Puluj  gibt  als  Exponenten  des  Tenjperatur- 
Mlen  anstatt  ^  den  Wort  ü,722,  A.  von  Obermaier  0,76;  ftlr  Wasser- 
Hb  der  erstere  0,693,  der  letztere  0,70,  tHr  Kohlensäure  sind  die 
^^17  tmd  0,94,  wie  man  sieht  vortrefflich  übereinstimmende  Werte. 
ähnlichen  fast  der  Einheit  gleichen  Wert  erhielt  A.  von  Obermaier 
?koxydnl,  Chloräthyl  und  Äthylen,  Gase,  die  zum  Teil  bei  gewohn- 
Temperatur  dui-ch  Druck  flüssig  gemacht  werden  können,  teils,  wie 
ijlen  nach  §  99,  sehr  stark  yon  dem  Mariottescben  Gesetze  abweichen. 
fn  diese  Nichtttbe reinstimm nng  der  Erfahrung  mit  der  aus  unserer 
long  von  der  Natur  der  Gase  abgeleiteten  Theorie  der  Gase  iu  Ein* 
bringen,  nimmt  Stefan^)  an,  dafs  d\e  mittleren  Wegelüngen  mit 

ratur  des  Gases  auch  bei  konstanter  Dichtigkeit  des  Gases  etwas 
L,  eine  Annahme,  welche  nach  unserem  Ausdrucke  ftir  dieselbe 

.üskommt,  dal's  die  Radien  der  Wirkungssphären  mit  steigender 
r  kleiner  werden.  Ohne  auf  diese  Frage  hier  schon  nliher  ein- 
K  niMge  nur  bemerkt  werden,  dafs  diese  Annahme  darauf  hinaus- 
,  dafs  die  Ahstilnde,  bis  zu  welchen  die  Schwerpunkte  der  Moleküle 
neinanderpraüeu  sich  uitbem  krinnen,  mit  der  Geschwindigkeit,  mit 
'  sie  gegen  einander  fliegen,  etwas  kleiner  wird. 

folgender  Tabelle  sind  für  einige  Gase  die  Eeibungskoefticienten 
len  gestellt,  dieselben  gehen,  gerade  wie  bei  den  Flüssigkeiten  in 
kjiimen  den  auf  ein  Quadmtmillimeter  der  Strömung  entgegenwirken- 
iipk,  wenn  zwei  ein  Millimeter  von  einander  entfernte  Schichten  die 

itsdifferenz  von  einem  Millimeter  haben, 
,:  i._:L  ist  1^  bei  15**  uaeb 

well^)       0.  E,  Meyer*)        Puluj*)  K.  u,  W.-*)     A.  v.  Oberm.®) 
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I,  Wien,  Berichte  Bd,  LXV.  p.  S3S. 

tU,  Philos.  Transactions  for  186G. 

Metfcr,  Poggend.  Arm.  Bd,  C:XLVIII.  p,  225  u.  549. 
]j^  Wiener  Berichte  lid.  LXXHL     Carl,  at'pertoriiim  Bd.  XtU. 
"   und    Warburg.  Poggend,  Ann.  Bd.  CLV. 

'^^--    -'  r,  Wiener  Berichte  Bd.  LXXm.    Carl,  Äepfrd.B^.iaW, 
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Wie  man  sieht  stimmeti  die  von  verscbiedenen  Beobachtern  gefunden« 
Werte  recht  gut  nxit  einander  übrrein^  nur  ündet  A.  von  Obermaier  du; 
weg  etwas  kleinere  Werte. 


§  118. 

BifTusion  der  GaBd.     Vorbindet  man  zwei  GeiUrs©  etwa  durch 
Öflfeung  in  dünner  Wand^  welche  dasselbe  Gas  enthalten,  so  tritt  eine  \ 
wegung  der  Gase  nur  ein,  wenn  in  dem  einen  GefUfs  der  Druck  kleimri 
ab  in  dem  andern,  ist  keine  Druck diÖ'erenz  in  beiden  Gefilfsen  vorba 
so  tritt  auch  keine  StrumuDj3f  des  Gases  ein.     Das  ist  jedoch  nicht  mi 
der  Fall^  wenn  in  den  beiden  dureli  eine  Üfl'uung  in  Verbindung  stehe 
Räumen  versebiedene  Gase  vorhanden  sind.     Zwar  iälsi  sieb  durch  den  Ttj 
such  nachweisen,  dafs  substantiell  verschiedene  Gase  denselben  Drmrli  i 
einander  ausüben,  wie  die  Teilchen  gleichartiger  Gaee,  aber  dennoch 
stets  eine  Vermisclning  ein,  wann  verschiedene  Gase  unter  gleichem 
durch  eine  Öffnung  mit  einimdev  in  Verbindung  sieben,     Dafs  ersteros  i 
Fall  ist,  zeigt  folgender  Versuch*).     Wenn  man  eine  mit  Luft  gefüllte i 
verschlossene  Glasröbre  vom  Boden  aus  mit  einem  gefärbten  Gase  zur  Y 
anfüllt,  welches  schwerer  ist  als  Luft,  z.  B.  mit  unterchloriger  SiOftJ 
ruht  in  dem  obern  Teile  der  Rubre  anfiinglieb  eine  farblose  Luftsäu 
dem  gefärbten  Gase.    Brini^t  man  dann  rasch   das  obere  Ende  der 
mit  einer  Luftpumpe  in   Verbindung  und  pumpt  einen  Teil  der  Lnfl 
so  rückt  die  an  der  Farbe  erkenntliche    Greny.tläche  beider    Gase  mit  i 
zunehmenden  Verdünnung  aufwilrts ,  der  Druck  der  Gase  ändert  sich 
in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Rcihre  in  gleicher  Weise,  denn  seitlich  i 
gebrachte  Manometer  zeigen  in  jedem  MoTuente  an  allen  Stellen  der  \ 
den  gleichen  Druck.     Aber  imgeachtet  dessen^  dafs  die  verschiedeoai  i 
auf  einander  denselben  Druek   ausüben,   als  die  einzelnen  Teile  de 
Gases  ^  vermag  ein  Gas  ein  anderes  niebt  in  einem  Räume  absusperren. 

Der  erste  ^   welcher  diese  Vermischung  verschiedener  Gase  nadn 
war  Dalton^),  er  wandte  zwei  Flaschen  von  gleicher  EapacitHt  an, 
durch   einen  Hahn   mit    einander   in  Verbindung   gesetzt   werden  ko 
Die  eine  Rillte  or  mit  KohlensJlure^  die  andere  mit  atmosphilrisehM' 1 
unter  gleichem  Drucke  und  bei  gleicher  Temperatur,  und  stellte  sie  90  I 
dafs  die  Kohlensäure  in  der  untern,  die  Luft  in  der  ohern  Flasche  sich  I 
fand.    Auf  diese  Weise   konnte   durch   die   verschiedenen  specifischen 
Wichte  der  Gase  eine  Mischung  derselben  nicht  eintreten,  da  die  Kokk 
aUure  als  das  specifisch  schwerere  Gas  unten  luod  die  leichtere  Luft  darfthi 
war.    Nach  ge«">iaiietem  Hahne  war  der  Druck  im  Innern  der  Flaschen  [ 
geändert  derselbe  geblieben,  nach  mehreren  Stunden  waren  aber  beide  ' 
gleichmöTaig  in  beiden  Flaschen  verteilt,  ungeachtet,  dafs  die  Schwere  ( 
selben  getrennt  zu  erhalten  suchte.    Es  folgt  daraus,  dafs  jedes  der  ' 
Gase  ©oh  in  dem  ganzen  Baum  verbreitet  hatte,  als  wenn  es  in  de 
aUein  vorhanden  gewesen  wUre.    Jedes  der  Gase  dehnte  sich  dadurch  ] 
den  doppelten  Raum  aus,  sein  Druck  mufst^i  dadurch  die  Hälfte  des  frl 


*)  Funsen,  GasometriBche  Methoden  p.  209. 
">  Daitofi,  Gübert  Äimalen  B4  XXVfi. 
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;  di«  ünveränderlichkeif.  des  iAufsi^m  Druckes  xoigt  daher  ebenfaUs, 
^  atioh  die  Drucke  verschiedener  Gase  sieb  suminiereEL 

ßin  aw5ge/.eicbnetes  Beispiel  dieser  Misehimg  der  Gase  ihrem  Gewiehte 
j^gen  zeigt  uns  tinsere  Atmosphäre,  welche,  wie  wir  bereits  fiiiher  er- 
inten^  ein  Gemische  zweier  Gase,  Sauerstotf  und  Stick  stoß' ist.  Obwohl 
jUch  der  Sauerstoff  schwerer  ist  als  der  Stickstoff  und  zwar  im  Yerhält- 
110  zu  97,  so  zeigt  doch  die  Lufl  an  allen  Stellen,  wo  sie  geschöpft 
d,  wesentlich  dieselbe  Zusammeusetzting  von  79  Teilen  Stickstoff  und 
Teilen  Sauerstoff. 

Man  bezeichnet  diese  Mischung  von  unter  gleichem  Dnicke  stehenden 
Ben  ähnlieh  wie  die  albnäbliehe  Mischung  zweier  verschiedener  über  ein- 
l*»r  gelagerter  mischbarer  Flüssigkeiten^  als  Diffusion  der  Gase, 
Die  Diffusion  der  Gase  in  einander  zeigt  auch  daiin  eine  Analogie  mit 
Diffusion  der  Flüssigkeiten,   dafs  die  Bchnoiligkeit,  mit  welcher  zwei 
-  ntUch  von  der  Natur  der  Gase  abhängig  ist,  wie  das 
wlen  Versuche  von  Graham  *)  zeigten.     Graham  gibt 
ikü]»  sich  Wasserstoff  in  Luft  sehr  viel  schneller  verbreitet  als  Kohlen- 

Der  erste,  welcher  die  Diffusion  der  Gase  genauer  untersuchte,  war 
ehmidt '),  er  ging  davon  aus,  dafs  die  Diffusion  der  Gase  gan7>  denselben 
»t^uiu  füljL'PU  müss<i   wie  diejenige  der  Flüssigkeiten.    Die  Menge  eines 
welche,  konstante  Verhältnisse  vorausgesetzt,  in  der  Zeiteinheit  durch 
\  Qo^rschnittaeinheit  wandelt,  wenn  auf  den  beiden  Seiten  des  Querschnitts 
LKonxentration  des  Gases  eine  verschiedene  ist,  wird  der  Konzentrations- 
K,  und  t^inem  von  der  Natur  der  beiden  Oase  abhängigen  KoHfficienten, 
jsionsgeBch windigkeit  oder  dem  Ditt'usionskoefficienteu  proportional 
Als  Konzentration  des  Gases  können  wir  hier  einlach  den  Druck 
betreffenden  Gases  an  der  betrachteten  Stelle  einführen,  indem  nach  dem 
erwähnten  Gesetze  von  Dalton  an  jeder  Stelle  eines  zwei  Gase  ent* 
BD  llaumes  sich  die  Drucke  beider  Oase  zu  dem  im  ganzen  Hauine 
Uten  Gesanitdrucke  summieren,  jedes  Gas  aber  einen  solchen  Teil  des 
ickes  aufitlbt,  als  es  einen  Bnichteil  der  in  der  Volumeinbeit  an 
reffenden  Stelle  vorhandenen  f  Gesamtmenge  des  Gases  ausjuacht.    Der 
isionävorgang  wird  demnach  durch  dieselben  Gleichungen,  die  wir  §  82 
[  die  Diffiision  der  Flüssigkeiten  ableiteten,  dargestellt,  wenn  wii*  die  dort 
afUbrte  Konzentration   durch   den  Druck  j)  des  betreffenden  Gases  er- 
1,  aUi>  durch  die  Gleichung 

d*p 
fix'  ' 


wir  auch  jetzt  den  DiffusinnskoetTlcienteu  mit  k  bezeichnen. 
Betreffs  desselben  ist  nur  zu  liemerken,  dafs  der  Diffusionskoefficient 
immer  auf  zwei  Gase  beziehen  mufs,  dal's  wir  also  z.  B.  für  Kohlensäure 
|6ii  bestimmten  Diffiiaionskoefficienten  einem  bestimmten  zweiten  Gase 
r,  al»<i  etwa  dem  Wasserstoff  gegenüber  erhalten,  und  dafs  dann 
icient  des  Wasserstoffs  gegenüber  der  Kohlensäure  dor- 
[»J  ..  uige  der  Kohlensäure  gegenüber  dem  Wasserstoff*,    Dafs 


>)  Owüham,  Philosoph.  Magazin,  4  acriea,  vol.  XXV L    Foggend«  Ann.  CXX. 
')  Jjimdinüdt,  Wiener  Ber,  Bd.  LXl,  B<L  LXIl, 
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letzteres  der  Fall  sein  mufs,  ergibt  sich  unmittelbar  ans  dem  Daltonatte 
Gesetze,  dafs  sich  die  Drucke  beider  Gase  an  jeder  Stelle  eines  GtMm 
zu  dem  konstanten  Gesamtdrucke  summieren.  Ist  also  in  einem  g^beM 
Momente  an  einer  Stelle  des  Raumes  p^  der  Druck  des  einen,  p^  der  in 
andern  Gases,  so  ist  immer 

Pi  +Pi=P 
gleich   dem  konstanten  Gesamtdrucke.     Geht   dann  durch  Zuströmen 
einen  Gases  in  der  Zeit  dt  der  Druck  desselben  in  p^  -f-  dp^  über,  so 
durch  Fortströmen  des  andern  der  Druck  desselben  in  jp^  —  dp^  ül 
und  da  wieder 

Pi  +  ^Pi  +Pi  —  dP2=P 
sein  muTs,  folgt  dp^  =  dp^.    Es  ist  somit  der  Strom  des  einen  Gases 
das  zweite  stets  gleich  dem  des  zweiten  gegen  das  erste. 

Um  die  physikalische  Bedeutung  des  Diffusionskoefficienten  za  er) 
denken  wir  uns  wieder  den  stationären  Zustand  hergestellt,  das  heiCit 
wir  denken  uns  ein  G^HlIs  mit  Kohlensäure  gefüllt,  etwa  unter  dem 
einer  Atmosphäre   und  dieses   durch   einen   Cylinder  von  *'™"  Quei 
und  V^^  Länge  mit  einem  ebensolchen  mit  Wasserstoff  gefüllten  Oeftfae 
bunden.    Die  Gefäfse  denken  wir  uns  von  solcher  Gröfse,  dafs  die 
Diffusion  der  Gase   in  sie   übertretenden  Mengen  des  andern  Gases 
merkliche  Verunreinigung  des  in  dem  Gefäfse  vorhandenen  Gases 
oder  etwa,  wir  denken  uns  durch  irgend  ein  Mittel  die  in  das  Wj 
gefäfs  übergetretene  Kohlensäure  imd  den  in  das  Kohlensäoregef^ 
gangenen  Wasserstoff  sofort  weggenommen.    Dann  ist  auf  der  einen 
des  Cjlinders  der  Druck  des  einen  Gases  stets  konstant  und  gleich  p^^ 
der  andern  stets  gleich  Null,  und  auf  der  l^^  langen  Strecke  des  Cy] 
nimmt  der  Druck  von  Pq  auf  0,  und  zwar  nach  Eintritt  des  stationären 
Standes  in  solcher  Weise  ab,  dafs,  wie  sich  durch  eine  der  im  §  82  für 
analogen  Fall  gemachten  gleiche  Entwicklung  ergibt,  im  Abstände  x 
dem  Beginne  des  Cylinders  der  Druck  des  betreffenden  Gases  p^  gleich 

^^    ^  Po       ^ 

Pl=  Pq—     j-  '  ^• 

Für  das  unter  dem  Drucke  Pq  gemessene  Volumen  des  Ghises, 
dann  in  der  Zeiteinheit  durch  jeden  Querschnitt  des  Cylinders 
welches  somit  aus  dem  einen  Gefäfse  aus-  imd  in  das  andere  übertritt,  < 
sich  gemäfs  den  Entwicklungen  des  §  82 

Setzen  wir  mm  g  =  1,  ein  Quadratcentimeter,  /  =  l^p^  gleich  i 
Atmosphäre,  so  wird 

somit  ist  der  Diffusionskoefficient  jene  Menge  eines  Gases,  dieselbe  in  Kn 
centimetem  unter  dem  Drucke  Pq  gemessen,  welche  in  der  Zeiteinheit, 
welche  wir  die  Sekunde  wählen,  bei  dem  stationären  Zustand  daiA 
Fläche  ein  Quadratcentimeter  in  ein  anderes  Gas  übertritt,  wenn  anf 
Strecke  1^"^  der  Druck  des  ersten  Gases  von  1  Atmosphäre  auf  0  aboiii 
somit  der  des  zweiten  Gases  von  0  auf  eine  Atmoq>h&re  Koniaiinl  1 
I>iffasion8koef&cient  dea  zureiten.  Qi^^%  l^t  dann  ganz  derselbe. 
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Das  hier  gedachte  einfache  Verfahren  iäfst  sich  in  der  Praxis  allerdings 

til  durrhfahren.    Lo&chmidt  verfahr  deshalb  zur  Bestimmung  des  Dilfu* 

isko^^iHicieat^n  folgendennafsen.    Ein  vertikal  zu  stellendes  Glasrolir  von 

LiLngc  und  2,6*^™  Dorchmesser  wird  an  beiden  Enden  dui'ch  Spiogel- 

tten  geschlossen^  in  welche  je  zw^ei  Glashähne  eingekittet  sind.    In 

ist  dasselbe  durchschnitten  und  beide  Hülften  sind  in  zwei  durch 

Metallplatten  verstrirkte  Spiegelglastafeln  eingelassen,  zwischen 

ein  Scliieber  von  dünnem  Stahlblech  mittels  eines  Schrauben- 

ade»  hin  und  herftlhten  Ulfst.    Derselbe  ist  mit  einer  dem  liebten  Quer- 

des  Glasrohres  entsprechenden  kreisfürmigen  Öffnung  verselien,  nnd 

örichtet»  dafs  er  in  der  einen  Stellung  I  die  beiden  Rohrhälften  von 

ader  gasdicht  absperrt,  in  der  andern  Stellung  II  dagegen  die  Kommuni- 

awiachen  ihnen  vollkommen  frei  läfst.    Es  wurden  bei  der  Schieber- 

Quiig  1  beide  RnhrhJlirton  mit  Quecksilber  geftlllt,  dasselbe  dann  durch 

wohJgetrockneten   (rase  verdrängt,   und  der  Apparat   in  die  Vertikal- 

IhiBj?  gebracht. 

etwa   einer  Viertelstunde   wurde  der  Schieber   möglichst  rasch 
^  tllnng   II  gebracht,    wodurch   der  Beginn  der  DifFusitm   herbei- 
wurde.    Nach  Ablauf  einer  passenden  Zeit,  eine  halb©  oder  eine 
Stunde,  ward  der  Schieber  geschlossen,  und  damit  die  Diffusion  he- 
Das  Resultat  der  Diffusion  wurde  durch  eine  genaue  Analyse  der  in 
(?r  Erihrbnlfte  vorhandenen  Gase  festgestellt.    Wie  man  sieht,  entspricht 
reriahren  im  wesentlichen  dem  einen  von  i^chuhmeister  (§  82)  zur  Be- 
atmg   der  Diffusion  der  Salze  angewandten.    Der  Diffasionskoefficient 
sich    in    ähnlicher   Weise    aus    den   trefundenen   Gasniengen ^).     In 
Weise  erhielt  Loschmidt  unter  andern  tolgende  DiffuaionskoefJicienten 
IrQckt  in  den  oben  angenommenen  EiDheiten 

Wasserstoff  —  Kohlensäure  k  =  0,556 

Sauerstoff  —  Kohlensäure  U,141 

Wasserstoff  —  Sauerstoff  0,722 

Luft  —  Kohlensäure  0,142. 

liosclunidt  fand  weiter,  dafs  die  Diffunionskoefficienten  einer  und  der- 
Kombination  der  Summe  der  Gasdrucke,  oder  dem  in  dem  Diffusions- 
vorhandenem Gesamtdrucke  umgekehrt  proportional  seien,  und  dals 
erheblich  mit  der  Temperatur  wachsen.   Obige  Werte  beziehen  sich 
Temperatur  des  schmelzenden  Eises. 
ar  die  bei  gleichem  Drucke  und  gleicher  Temperatur  den  verschiedenen 
aationen    entsprechenden   Werte  der   Diffus ionskoefficienten   ergeben 
öbachtungen  Loschmidts,   dafs  dieselben  der  Quadratwurzel  aus  dem 
der  specifi sehen  Gewichte  umgekehrt  proportional  sind,  oder  wenn 
Dichtigkeiten  der  beiden  Grase  mit  ö^  und  d^  bezeichnen,  dafs 


Dustante   Gr5fsf 
90  wird: 


ist,     Setzen    wir   das   specilische  Gewicht  der  Luft 


tobe  anlBor  Lmchiaidt  a,  a  O,  Stefan.  Wiener  Berichte  Bd.  LXHl. 


I|a-'k>k      I-i.t*jlk.      I       t    Amt 
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Luffc  ^  =  1  Luft  —  Kohlens.         h  }/^,  =  0,1776 

Kohlensäure     1,53  Wasserst.  —  Kohlens.         „     «« 0,1811 

Wasserstoff      0,0693       Wasserst  —  Säuerst  „     —  0,1990 

Sauerstoff         1,103         Säuerst.  —  Kohlens.  „     =  0,1848. 

Die  Zahlen  der  letzten  Kolumne  weichen  in  der  That  nur  wenig  \ 
einander  ab. 

§  119. 

Ableitung  der  Diffusion  aus  der  dynamischen  GkwULeoxie.   '. 

langsame  Mischimg,  welche  bei  der  Diffusion  zweier  Gase  eintritt,  glao 

Buys  Ballot^)    als  mit  der  dynamischen  Gastheorie  nicht  vertr&glich 

•  sehen  zu  können,  da  bei  der  grofsen  Geschwindigkeit  der  gasförmigen! 

wegung  es  nui*  sehr  kurze  Zeit  dauern  könne,  bis  in  geschlossenen  BSnii 

zwei  Gase  sich  mischen.     Clausius^)  wies  dem  entgegen  darauf  hin,  i 

die  Schnelligkeit,  mit  welcher  zwei  Gase  sich  mischen,  nicht  von  der' 

schwindigkeit   der  fortschreitenden  Bewegung  allein,   sondern  ebenso  8 

von  den  Strecken  abhängig  sein  müsse,  welche  die  Gasmoleküle  nngesl 

zurücklegen.    Es  war  das  fiir  Clausius  der  Anlafs,  die  mittlem  Wegelin 

der  Gasmoleküle  zu  untersuchen,  für  welche  sich  dann  Werte  ergaben,  §  1 

welche   nicht   sehr   grofse  Vielfache   des  Badius   der  Wirkungsphäre  s 

Eine  vollständigere  Ableitung  der  Diffusion  aus  der  dynamischen  Gastho 

gaben  Maxwell^)  und  besonders  Stefan*).   Wir  begnügen  uns  hier  damit| 

Diffusion  der  Gase  nur  so  weit  aus  der  Theorie  abzuleiten,  dafs  wir  erkm 

wie  der  Diffusionskoefiicient  von  den  das  Gas  in  der  dynamischen  Tfe 

.charakterisierenden  Gröfsen,  Geschwindigkeit  und  Wegelänge  abhängig 

wir  schlagen  dazu  im  wesentlichen  denselben  Weg  der  Betrachtung  ein, 

0.  E.  Meyer^)  gewählt  hat. 

Haben  wir  zunächst  einen  ganz  gleichmäfsig  mit  einem  und  demse) 

Gas  gefüllten  Baum,  so  ergeben  uns  die  Entwicklungen  des  §  101  und 

die  Anzahl  der  Moleküle,  welche  durch  irgend  eine  Ebene  in  der  Zeitein 

in  der  einen  Richtung  hindurchgehen.    Schon  im  §  116  leiteten  wir  dai 

ab,  dafs,  wenn  in  der  Volumeinheit  des  Raumes  n  Moleküle  vorhanden  s 

durch  eine  in  dem  Gase  gedachte  Ebene  pro  Flächeneinheit  in  der  Biebti 

welche  mit  der  zur  Ebene  senkrechten  Richtung  den  Winkel  ^  bildet 

der  Sekunde  ^  ,    o.  jo. 

nu  008  •&  sm  •&  dd" 

Molektlle  hindurchgehen.    Die  gesamte  durch  die  Flächeneinheit  dieser  B 
hindurchfliegende  Zahl  erhalten  wir  in  der  Summe  aller  den  verscbiedi 

Winkeln  d'  zwischen  Null  und     -  entsprechenden  Zahlen ,  also  in  der  Bai 

TT  .  ^ 

0 

*)  Buys  Ballot,  Poggend.  Ann.  Bd.  GUI. 

^  Clausius,  Poggend.  Ann.  Bd.  CV.    Abhandl.  zur  mechanisehen  Wil 
theorie  II  p.  260. 

')  Maxwell,  Philosoph.  Mag.  4  series.  yol.  XX. 

*)  Stefan,  Wiener  Berichte  Bd.  LXUI,  Bd.  LXV. 

*)  0.  E.  Meyer  ^  die  kinetische  Theorie  der  Gase.    Breftkn  1877.  p.  M 
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Es  passiert  also  ein  Viertel  der  in  der  Volomeinheit  vorhandenen 

>leküle  in  der  Zeiteinheit  die  die  Yolnmeinheit  begrenzende  Flächeneinheit 

der  einen  Richtung.    Oenan  die  gleiche  Zahl  passiei-t  die  Flächeneinheit 

n  der  andern  Seite,  so  dafs  die  Dichtigkeit  und  Druck  des  Gases  überall 

r  gleiche  bleibt. 

Denken  wir  uns  jetzt,  ein  Geföfs  enthalte  etwa  in  der  von  Loschmidt 
wfthlten  Anordnung  zwei  Gase,  und  die  Diffusion  habe  schon  eine  Zeit 
ag  gedauert  Es  wird  dann  die  Dichtigkeit  des  einen  Gases  von  unten 
A  oben,  die  des  andern  von  oben  nach  unten  abnehmen.  Nennen  wir 
a  (iesanitdmck  der  Gase  in  dem  GefUfse  p^  in  irgend  einem  Quer- 
kniife  den  Druck  des  einen  Gases  p^^  den  des  andern  p^^  so  ist  nach  dem 
iltonschen  Satze  überall 

Pi  +Pi=P' 

Gehen  wir  von  dem  betrachteten  Querschnitt  nach  der  Richtung  des 
■ahmenden  Druckes  um  eine  kleine  Entfernung  x  weiter,  so  werden  wir 
p  Bmckabnahme  dem  Werte  x  proportional  setzen,  und  somit  den  Druck 
,  Abstände  x  setzen  dürfen 

/  ^Pi 

p  ^p^^-^.x, 

iier  andern  Seite  des  betrachteten  Querschnitts  wächst  für  gleiche  Werte 

%  X  der  Druck  um  dieselbe  Gröfse. 

S    Für  den  Druck  des  zweiten  Gases  p'  an  derselben  Stelle,  wo  der  des 

hp'  ist,  erhalten  wir  ebenso 
/'  I     ^Pi 

d  da  nach  dem  Daltonschen  Satze   auch  T>  '\-p'  =Pi  so  mufs  dem 
frie  nach 

[  ^  =  IPi- . 

I  dx  dx 

\  Dieselbe  Beziehimg,  welche  für  die  Verteilung  des  Druckes  der  einzelnen 
■e  gilt,  gilt  auch  ftlr  die  Zahl  der  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  Mole- 
b.  Nach  einem  von  Avogadro  aufgestellten  Satze,  der  darauf  basiert, 
p  das  specifische  Gewicht  der  Gase  ihrem  chemischen  Molekulargewicht 
kportional  ist,  befindet  sich  nämlich  in  mit  Gas  gefüllten  Räumen  gleicher 
unter  gleichem  Drucke  und  bei  gleicher  Temperatur  stets  dieselbe 
von  Molekülen,  welches  auch  die  chemische  Natur  des  Gases  sei. 
'  werden  auf  diesen  Satz  in  der  Wärmelehre  bei  Untersuchung  der  Dampf- 
en zurückkommen.  Nach  diesem  Satze  können  wir  für  das  ganze 
nonsgefäfs  an  jeder  Stelle  setzen  für  die  Anzahl  der  in  der  Volumein- 
vorbandenen  Moleküle 

w  =  »1  +  ^2, 

n^  die  an  der  betrachteten  Stelle  in  der  Volumeinheit  vorhandenen 
des  einen  Gases  und  n^  die  des  andern  bedeuten.    In  einem  Ab- 
X  in  der  Richtung  der  abnehmenden  Dichte   des  ersten  Gases  ii 
in  der  Volumeinheit  die  Zahl  der  Moleküle  des  ersten  Gases 


dn^  ^ 


M,* 
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die  der  zweiten  Art 


n    =»2  + 


dx 


wo  wieder  dem  Werte  nach 


dn^    dn^ 

dx  dx 

Durch  den  betrachteten  Querschnitt  gehen  nnn  stetig  infolge  dftr 
schreitenden  Bewegung  Moleküle  der  beiden  Arten  nach  beiden  Richtn 
hin,  deren  Zahl  wr  zu  bestimmen  haben.  Zu  dein  Zwecke  machen 
wieder  die  Annahme,  daXs  der  von  allen  Molekülen  desselben  Oases  taii 
gelegte  Weg  derselbe  sei.  Da  indes  diese  Moleküle  sich  nicht  in  Molel 
der  gleichen  Art  bewegen,  sondern  da  Moleküle  beider  Gase  sich  nebed 
ander  befinden,  öo  dürfen  wir  für  diese  mittlere  Wegelänge  nicht  di« 
einsetzen j  welche  die  Moleküle  haben,  wenn  sie  sich  in  einem  mit  gl 
artigen  Molekülen  gefüllten  Räume  bewegen,  sondern  müssen  einen  ^ 
noch  niiher  xu  bestinmienden  Wert  einsetzen.  Wir  nennen  die  Wegd 
des  ersten  Gases  iinter  diesen  Verhilltnissen  T,  die  des  zweiten  T;  dieaj 
kommen  den  für  die  betreifenden  Gase  charakteristisuben  Wegel&ngei 
so  nfther,  je  weniger  Moleküle  des  zweiten  Gases  in  dem  betrachtet 
vorhanden  sind. 

Denken  wir  uns  das  Gas  I  sei  unten,  das  Gas  11  sei  oB 
durch  den  betrachteten  Querschnitt  nach  oben  tretenden  Moleküle  der  ^ 
Art  werden  dann  dorrb  den  allgemeinen  Ausdruck  flLlr  die  durch  die  PlU 
einheit  tretende  Molekülzalil  |  nu  gegeben,  wenn  wir  t\lr  n  die  Molektj 
n  setzen^  welche  der  Volum  einheit  der  Schicht  entsprechen,  die  um  f  \ 
dem  betrachteten  Querschnitt  sich  befindet.    Diese  ist 

^     '      dir      ' 
somit  ist  die  Zahl  der  übertretenden  Moleküle 

"<  =  *  "•  l"'  +  di 

ghiiz  entsprechend  ist  die  Zahl  der  von  unten  nach  oben  gehena 
des  zweiten  Gases 

V,  =  i  t«,  (»^  — -^  r). 

Von  oben  nach  unten  treten  Moleküle  der  beiden  Grase 

^'i  =  {  «1  ('^1 jt  V'       »''i?  =  i  «^  (%  +  -^  '")' 

Es  gehen  demnach  von  unten  nach  oben  überhaupt  mehr  Molsi 
von  oben  nach  unten 

.  Vi  —  v\  +  1%  —  vV 

Da  die  Mischung  der  Gase  in  so  geringen  Abständen  von  denil 
toten  Querschnitt  nicht  wesentlich  verschieden  sind,  können  wir  di^' 
Ausdrücken  für  \\  und  v\  vorkommenden  Werte  von  {  und  ebenso  ^ 
^Aeneu  für  v^  und  v\  vorkommenden  f  als  einander  gleich  setzen;  da  i 

ätXy   dn^ 

dx  da    ^ 


'h 
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wird 

V,  —  v\  +  v\  —  V  jj  =  ^  j^  (r^i  —  r«^). 

Durch  diesen  Überschufs  würde  indes  oberhalb  des  betrachteten  Quer- 
bnitts  eine  Vermehnmg  des  Druckes  eintreten;  infolge  dessen  treten  eben- 
fiel Moleküle  des  oberhalb  desselben  vorhandenen  Gasgemisches  durch 
n  Querschnitt  auf  die  andere  Seite  zurück.    Das  Gemische  enthält  in  der 

ifauneinheit  n  Moleküle  des  ersten,  n"  des  zweiten  Gases  oder  der  -      Teil 

n"  ^ 

■  Gemisches  besteht  aus  dem  ersten,  der         aus  dem  zweiten  Gas.    Es 

nbt  somit  als  Zuwachs  des  ersten  Gases  oberhalb  des  Querschnittes 

"ä^  ^  ((^  -  ^')  ^^1  +  '*'^'^J  =  "L-  ^^Z'  (""^"^  +  ''^'''^^' 

Genau  derselbe  Zuwachs  von  Molekülen  des  zweiten  Gases  findet  unter- 
Ib  des  Querschnittes  statt,  so  dafs  sich  also  zunächst  ergibt,  darsderDifiiisions- 
nm  der  Gaso  nach  beiden  Bichtungen  der  gleiche  ist. 

Weiter  enthält  dieser  Ausdruck  die  der  Theorie  der  Diffusion  zu  Grunde 
Ifende  Annahme,  dafs  nämlich  die  Menge  des  dui'ch  die  Querschnittseinheit 
irtietenden  Gases  der  Abnahme  der  Dichtigkeit  des  betreffenden  Gases 
1  einem  von  der  Natur  beider  Gase  abhängigen  Koefficienten  proportional 
;  dieser  vorhin  mit  k  bezeichnete  Quotient  ist 

Anstatt  der  Zimahme  der  Molekülzahl  des  ersten  Gases  erhalten  wir 
jenige  des  von  dem  ersten  Gase  ausgeübten  Druckes,  indem  wir  einfach 

—  durch  -^*    ersetzen,  da  wir  früher  gezeigt  haben,  dafs  der  Druck,  den 

Gas  in  einem  gegebenen  Räume  ausübt,  der  Zahl  der  in  demselben  vor- 
bdenen  Moleküle  proportional  ist. 

In  einer  Beziehung  weicht  dagegen  der  gefundene  Wert  von  k  von 
•  im  vorigen  Paragraphen  gemachten  Annahme  ab,  derselbe  ist  nicht  für 
li  Gase  bei  gegebenem  Gesamtdruck  und  gegebener  Temperatur  konstant, 
idem  ändert  sich  mit  dem  Mischungsverhältnisse  der  Gase,  da  sowohl  n 
I  n^  als  auch  t  und  t'  sich  mit  demselben  ändern. 

Bei  den  Versuchen  von  Loschmidt  wird  die  Diffusion  der  Gase  durch 
I  Querschnitt  beobachtet,  der  anfänglich  beide  Gase  von  einander  trennt, 
im  dieser  wird  am  Schlüsse  des  Versuches  wieder  geschlossen  und  dann 
r  Inhalt  jeder  Bohrhälfte  analysiert.  In  diesem  Querschnitt  und  in  dessen 
he  wird  man  mit  grofser  Annäherung  annehmen  dürfen,  dafs  während 
I  ganzen  Dauer  des  Versuches  die  Zahlen  n  und  w"  der  Moleküle  der 
■011  (jase  stets  gleich  sind,  so  dafs  jede  gleich**^  n  ist.  Für  diese  Ver- 
■e  ergibt  sich  dann  k 
r  k^i  {tu,  +  t\), 

^    In  dem  Falle  werden  wir  auch  t  ^^t\  also  die  mittlere  Wegelänge 
{[^Jlcdekllle  im  G^emiBche  einander  gleich  setzen  dürfen.   ¥^  ^q^^^^^^- 
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111«. 


länge  macht  dann  Stefan  die  Voraussetzung,  dafs  sie  dieselbe  sein  wttrh^ 
wie  wenn  der  Radius  der  Wirkungssphäre  aller  MolektÜe  derselbe  und  zmr 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  Badien  der  Moleküle  der  beiden  GtN; 
sei.  Vernachlässigen  wir  in  dem  Ausdruck  für  die  WegeUttgen  den  tot; 
den  Wirkungssphären  selbst  ausgefällten  Baum,  so  ist 

1 


h 


i«p"« 


nennen  wir  den  Radius  der  Wirkungssphäre  für  das  erste  Oas  ^^ ,  ftr  < 
zweite  ^21  so  wird 


t.(^V')''' 


denn  die  Gesamtzahl  der  in   der  Volumeinheit  vorhandenen  Moleküle 
auch  jetzt  gleich  n.    Setzen  wir  die  mittlere  Wegelfinge  des  ersten  Gases  1^ 
die  des  zweiten  Z^)  beide  Gase  im  ungemischten  Zustande  vorausgesetzt,! 
können  wir  setzen 


r=  4  - . 


-B' 


Setzen  wir  diesen  Wert  ein,  so  wird 

Wl  +  «2 


i-v,-w)" 


ein  Ausdruck,  der  zeigt,  dai's,  wie  Loschmidt  fand,  der  Diffusionskoefificifl 
dem  Gesamtdrucke  des  Gases  umgekehrt  proportional  ist,  da  die  W( 
längen  der  dem  Gesamtdrucke  der  Gase  proportionalen  Molekülzahl  n 
gekehrt  proportional   sind.      Ebenso   ergibt  sich  nach    den    früheren 
merkungen,  dafs  der  DifiPasionskoeflicient  sich  mit  der  Temperatur  fin( 
mufs,  da  die  Geschwindigkeiten  u  und  die  Wegelängen  l  sich  mit  dei 
ändern. 

Interessant  ist,  dafs  nach  obigem  Werte  der  Diffusionskoefficient 
den  Reibungskoefficienten  der  beiden  Gase  ausgedrückt  werden  kann. 
Wegelängen  l^  und  /j,  sind  jene  der  Gasmoleküle,  wenn  die  Vol 
n  Moleküle  des  einen  oder  des  andern  Gases  enthält;  nennen  wir  den  Beil 
koef&cienten  des  ersten  Gases  ^^,  des  zweiten  i^,,  so  ist  nach  §  116 

Setzen  wir  die  hiemach  sich  ergebenden  Werte  fllr  l^^  und  2^  in  ol 
Ausdruck  für  ä?,  so  wird* 

Ausdruck,  den  wir  zur  numerischen  Prüfung  der  Theorie  benuti 
iten,  indem  wir  für  die  von  Loschmidt  gewählten  EombiBitionen 
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Difiusionskoefficienten  berechnen.  Wir  wollen  indes  diese  Prüfung  der  Theorie 
m  nftehsten  Paragraphen  vornehmen,  wenn  wir  die  Wegelängen  der  Mole- 
flle  berechnet  haben. 

§  120. 

Absolute  Werte  der  mittleren  Wegelängen,  Gr'öfse  und  Zahl 
>r  Moleküle.  Die  experimentelle  Bestimmung  der  Beibungs-  und  Diffusions- 
»efficienten  setzt  uns  in  den  Stand,  die  absoluten  Werte  der  Wegelängen 
r  Gase  zu  bestimmen;  in  der  Übereinstimmung  der  auf  beiden  Wegen  ge- 
ddenen  Werte  erhalten  wir  dann  eine  wertvolle  Bestätigung  der  dynami- 
len  Gastheorie.    Für  den  Reibungskoefücienten  eines  Gases  erhielten  wir 

oit  für  die  Wegelänge 

1  =  3      ^— . 
mnu 

Wir  haben  im  §  117  die  Reibung  als  Druck  in  Milligrammen  auf  den 
idratmillimeter  ausgedrückt,  oder  was  dasselbe  ist,  als  die  durch  ein 
idratmillimeter  der  rascher  strömenden  Gasmasse  zu  der  langsamer 
Einenden  hinübertretende  Bewegungsgröfse ,  wenn  wir  die  Masse  von 
fUligramm  als  Einheit  der  Masse  setzen.  Wir  erhalten  demnach  die 
{gelängen  aus  dem  Beibungskoefficienten  in  Millimetern,  wenn  wir  für 
die  Masse  eines  Kubikmillimeters  des  betreffenden  Gases  in  Milligrammen, 
1  u  in  Millimetern  einsetzen. 

Für  Luft  erhalten  wir  als  Mittelwert  für  t/  bei  15^,  wenn  wir  die  Be- 
nmung  von  Maxwell  ausschliefsen  nach  der  Tabelle  des  §  117 

^  =  0,000  001  87. 

Das  Gewicht  von  1  Kubikmillinieter  Luft  ist  bei  15''  =  0,001  226™«', 
lit 

mn  =  "^^^  =  0,000 000  124  8. 

Für  die  Geschwindigkeit  u  der  Luffcmolekttle  bei  15^  ergibt  sich  nach 
:03  in  Millimetern 

u  =  498  000. 

Mit  diesen  Weihten  wird 

/  =  0,000  090  2"^™, 

mittlere  Wegelänge  der  Luftmoleküle  beträgt  somit  nicht  ganz  den 
ntansendsten  Teil  eines  Millimeters. 

Setzen  wir  die  Dichtigkeit  eines  andern  Gases  bezogen  auf  Luft  d,  so 
nen  wir  für  dieses  schreiben 

ini«i=ni»id,     tti=    '7=-'i     w^WiMi  =  mn^l/d, 
yd 

dt 

l  =_i5i— . 

^         mnuYd 
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Damach  wird  für 

Vi  *  'i 

Wasserstoff      0,000  000  94  0,069  26  0,000  172  4»- 

Sauerstoff         0,000002  07  1,105  63  0,000  095  0 

Stickstoff  0,000  00181  0,97137  0,000088  6 

Kohlensäure     0,000  001  55  1,529  Ol  0,000  060  5 

Kohlenoxjd      0,000  001  72  0,967  30  0,000  086  7. 

Der  zweite  Weg  zur  Berechnung  der  mittlem  Wegelftnge  ist  doich  ä 
Beobachtung  der  Diffusionskoefficienten  zwischen  den  möglichen  Kombin 
tionen  dreier  Gase,  also  etwa  Wasserstoff-Sauerstoff,  Wasserstoff-Kobl« 
säure  und  Sauerstoff-Kohlensäure  gegeben.  Nennen  wir  die  Oeschwindij 
keiten  der  Moleküle  der  drei  Gase  Uj,  u^  1/3,  die  Wegelängen  ?|,  /j,  ^,  ^ 
Diffusionskoefficienten  k^2i  A^jg,  k^^^  so  ist 

u,+u, _  u,  -fu, 

1*        /    nr         /TA  2  »       "'IS  — 


(vT+vF     in-vB' 


(n^nj 


drei  Gleichungen,  aus  denen  sich  die  drei  Werte  von  l  berechnen  lasi 
Aus  den  von  Loschmidt  gegebenen  Koefftcienten  für  diese  drei  Gase  i 
gibt  sich  dann 

Wasserstoff  —  Sauerstoff  k^^  =  0,722  Z,  =  0,000  225  1 
Wasserstoff  —  Kohlensäure  k^l  =  0,556  L  =  0,000  079  8 
Sauerstoff  —  Kohlensäure      k.^^  =  0,141       /g  =  0,000  055  7 

Werte,  die  allerdings  nicht  ganz  mit  den  aus  der  Reibung  abgeleiteten  üb 
einstimmen,    die    aber    unter    Beachtung,    dafs  der    von    uns    abgeleii 
Diffusionskoefficient  nur  angenähert  richtig  ist,  denselben  so  nahe  komm 
dafs   wir  in   den  Resultaten   der   Rechnung   eine  schöne    Bestätigmig 
dynamischen  Gastheorie   erkennen.     Berechnen  wir  aus   unseren  aus 
Reibimg  abgeleiteten  Wegelängen  die  Diffusionskoefficienten,  so  wird 

^12  =  0,721  3  ^'l3  =  0,532  9  ^^^3  =»  0,159  7; 

es  weicht  also  nur  der  Diffusionskoefficient  Sauerstoff- Kohlensäure  erb 
lieh  von  den  beobachteten  ab. 

Andere  der  von  Loschmidt  angewandten  Kombinationen  liefern  et 
andere  Werte,  so  liefern  die  Kombinationen  Wasserstoff- Sauerstoff -Kohl 
oxyd 

^12  =  0,722  A'ig  =  0,642  Ä^s  =  0,180 

/,  =  0,000  206  2         /^  =  0,000  084  1  ^3  =  0,000  068  1. 

Für  die  beiden  ersten  Wegelängen  ergeben  sich  Werte,  die  den 
der  Reibung  erhaltenen  näher  kommen,  der  für  Kohlenoxyd  erhaltene 
dagegen  erheblich  kleiner. 

Die  Bestinunung  der  absoluten  Werte  der  mittleren  Wegellngeii  M 
uns  weiter  in  den  Stande  einen  angenäherten  Wert  filr  die  BftdifB 
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irknngssphären  zu  erhalten,  und  zwar  bieten  sich  dazu  wiederum  zwei 
ege.  Der  erste  benutzt  dazu  die  nach  den  Entwicklungen  von  yan  der 
aals,  §  102,  mitgeteilte  theoretische  Bedeutung  der  Gröfse  5,  welche  in 
r  das  Verhalten  der  Gkkse  an  Stelle  des  Mariotteschen  Gesetzes  charakteri- 
renden  Gleichung  vorkommt.  Dieselbe  ist  das  von  der  Wirkungssphäre 
r  in  dem  Baum  Y  unter  dem  Drucke  ^  vorhandenen  Moleküle  ausgefüllte 
Inmen,  somit  wenn  wir  die  Volumeinheit  (jas  unter  dem  Drucke  jp  voraus- 
sen  und  wie  immer  die  Zahl  der  in  der  Volumeinheit  vorhandenen  Mole- 
le  mit  n  bezeichnen, 

h  =  n^m^n. 

Für  die  Wegelängen  Z,  ausgedrückt  durch  den  Radius  der  Wirkungs- 
iftre,  fianden  wir  §  101 

_L  _    K-~JV|p»7t  1  —  n^g»« \--^ 

oit 

Im  §  102  erhielten  wir  lür  Stickstoff  als  Wert  von  b  =  0,002  326, 
.  Wert,  der,  wie  wir  sahen,  auch  die  Amagatschen  Beobachtungen  bis  zu 
8  Meter  Quecksilber  gut  wieder  gab.  Als  Druck  p  ist  hier  jener  von 
ieter  Quecksilber  angenommen;  unsere  Wegelängen  beziehen  sich  dagegen 
f  1  Atmosph.  =  0,76  Meter  Quecksilber.  Da  die  Zahl  der  Moleküle  in 
r  Volumeinheit  dem  Drucke  proportional  ist,  so  enthält  dieselbe  unter 
mosphärendruck  nur  0,76  derjenigen,  welche  sie  unter  dem  Drucke  von 
tfeter  enthält.    Der  von  ihnen  ausgefüllte  Baum  ist  daher 

h  =  0,76  •  0,002  325  =  0,001  767. 

Damit  wird  für  Stickstoff 

_         0,001 767       _      l 

^  ~     1  —  0,001 767        seT  * 

Die  mittlere  Wegelänge  würde  somit  bei  Stickstoff,  wenn  derselbe  unter 
Q  Drucke  einer  Atmosphäre  steht,  gleich  dem  564  fachen  des  Kadius  der 
rkungssphäre  sein.    Für  q  erhalten  wir  daraus  in  Millimetern 

^_jO,0(^^Oi«  6  =0,000  000167, 

0  etwa  anderthalb  Zehmillionstel  eines  Millimeters. 

Mit  diesem  Werte  erhalten  wir  die  Zahl  n  der  in  einem  Kubikmilli- 
ter  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  vorhandenen  Stickstoffmoleküle 
s  der  Gleichung  für  h 

_       b       _  0,001 767 

j  wenn   wir  q  in  Millimetern  angeben,  b  der 
bknngssphäre  der  in  einem  Kubikmillimeier  ' 
iponuneiiie  Baum  ist.    Mit  dem  oben  edial 

«  «11090. 
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oder  im  Knbikmillimeter  Stickstoff,  wenn  derselbe  unter  dem  Drucke 
Atmosphäre  steht,  befinden  sich  109  000  Billionen  Moleküle. 

Einen  zweiten,  zuerst  von  Loschmidt  benutzten  Weg  bietet  ni 
Vergleichung  des  Volumens  der  Gase,  welche  durch  Druck  flflssig  gei 
werden  können,  mit  dem  Volumen  der  aus  ihnen  entstandenen  Flfissi 
Wir  können  zu  diesem  Zwecke  die  Kohlensäure  benutzen,  deren  spedf 
Gewicht  in  flüssiger  Form  wir  §  111  zu  0,947  bei  der  Ten^>erata 
schmelzenden  Eises  angaben. 

Bei  derselben  Temperatur  ist  das  Gewicht  von  1  Eubikmillimetei 
förmiger  Kohlensäure  unter  dem  Druck  einer  Atmosphäre,  da  das  speei 
Gewicht  derselben,  bezogen  auf  Luft,  gleich  1,529  ist  und  1  Kubikn 
Luft  unter  denselben  Verhältnissen  0,001  293  Milligramm  wiegt, 

0,001  293  •  1,529  =  0,001  977. 

Das  Volumen  dieser  Kohlensäui-emenge  in  flüssiger  Form  ist  in  K 
millimetem 

0,001  977 


0,947 


0,002  08. 


Im  flüssigen  Zustande  sind  die  Moleküle  einander  so  nahe,  dafi 
die  geringe  Kompressibilität  zeigt,  dieselben  überhaupt  nur  wenig 
einander  genähert  werden  können.  Wir  werden  daher  nur  wenig  to 
Wahrheit  abweichen,  wenn  wir  annehmen,  dafs  die  Moleküle  einand 
weit  genähert  sind,  wie  sie  es  im  Gaszustande  im  Augenblicke  des  St 
sind.  Dann  würde  also  der  Abstand  der  Mittelpunkte  der  Moleküle  j 
dem  Radius  der  Wirkungssphären  sein.  Man  würde  sich  etwa  die  Mol 
selbst  als  Kugeln  denken  können,  deren  Durchmesser  gleich  dem  B 
der  Wirkungssphäre  wäre,  und  dafs  diese  Kugeln  sich  zur  Berührung  ni 
könnten,  denn  in  dem  Falle  wäre  der  Abstand  ihrer  Mittelpunkte  ^ 
dem  Durchmesser  der  Moleküle.  Die  von  ims  bisher  allein  in  Betrach 
zogenen  Wirkungssphären  entsprächen  dann  dem  Achtfachen  des  von 
Molekül  selbst  ausgefüllten  Baumes. 

Wir  erhalten  aus  dem  von  der  flüssigen  Kohlensäure  in  Anspruc! 
nommenen  Baume  den  von  den  Wirkungssphären  ausgefüllten  in  fo 
der  Weise.  Denken  wir  um  jedes  der  im  flüssigen  Zustande  sich  berü 
den  Moleküle  einen  Würfel  gelegt,  dessen  Seite  gleich  dem  Durchm 
des  Moleküls  ist,  so  füllen  diese  Würfel  den  ganzen  von  der  Flüssi 
eingenommenen  Baum  aus.  Der  von  den  Molekülen  wirklich  ausg« 
Baum  verhält  sich  somit  zu  dem  von  der  Flüssigkeit  ausgefüllten,  wv 
Volum  der  Kugel  zu  dem  des  lunschriebenen  Würfels,  er  ist  somit  Jj 
ganzen  Baumes.  Da  nun  die  Wirkungssphären  den  achtfachen  Bann 
Moleküle  einnehmen,  ist  derselbe  f  tt  des  von  der  Flüssigkeit  ausgefl 
somit 

6  =  f  Tt  •  0,002  08  =  0,008  69, 


und  dann 


,      b      _      l      _   0.000  060  5 

'  i-T  —  "ÜT  —    ~~U4.  ~         0,00000063, 


wo  wir  als  {  den  aua  ie\'Bl«%'«ii%%\<^«t%<i^-a^«&.^«ict4BrmttUen 
Jflnge  einsetzten. 
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Urr  I'   '         Kr  Wirkungssphilvc'  wiire  also  etwaig  mehr  als  dreimal  so 
i^fs  m\$  i  -tott'.    Für  die  Molektilzahl  n  ergibt  sich  dann 

n  =  130,4-  10**. 

Die  Annahme,  dafs  die  MolökQle,  dieselben  als  Kugeln  gedacht^  sich 
imittelbar  berüliren,  ist  keinenfalla  ganz  richtig,  und  daimt  wird  b  und 
mit  0  etwas  zu  grofs  und  n  zu  klein.  Nach  dem  Avogad roschen  Satze 
llfete  dieses  n  dem  ftir  Stickstoff  gefundenen  gleich  sein,  letzteres  ist  aber 
dns  siebenfache.  Indes,  wenn  wir  beachten,  aus  welch  verschieden- 
tigen  Erfahrungen  wir  die  beideü  Zahlen  abgeleitet  haben,  und  dafs  weder 
für  den  Stickstoff  aus  den  R^gnauUscben  Boobachtimgen  abgeleitete 
Ms6  f>  vollkommen  genau,  noch  dafs  der  flir  die  Kohlensäure  berechnete 
'  "j  ist^  weiter,  dafs  die  Werte  der  mittleren  Wegelängen 
iHrheit  enthalten,  welche  die  experimentell  bestimmten 
tmog^koefbeK^nten  haben,  so  müssen  wir  die  Übereinstimumng  der  Werte 
ili  n  i\lT  eine  ganz  aufserardentlicb  nahe  halten  und  darin  einen  neuen 
eis  erblicken,  wie  vortrefflich  die  dynamische  Ctastheorie  die  verschife- 
;t^n  bei  den  ftasen  beobachteten  Erscbeinungfm  aus  dar  einfachen  Grund- 
lothese  abzuleiten  vermag.  Wurden  wir  aDnehmen,  dafs  im  flüssigen  Zu- 
\äe  der  Abstand  der  Schwerpunkte  der  Moleküle  nur  das  1,5 fache  des 
;S  der  Wirkungssphäre  wäre,  so  würde  der  für  Kohlensäure  berechnete 
ton  fi  schon  auf  mehr  als  das  Zehnfache  steigen.  Überhaupt  läfst 
'  1  diesen  Berechnungen  nicht  mehr  erwarten,  als  dafs  wir  in  den 
iion  Resultaten  nur  ein  ungefithres  Bild  der  äufserst  kleinen  Dirnen- 
neu  und  der  sehr  grofsen  Zahl  der  Moleküle  erhalten,  wir  können  die 
Stickstoff  und  Kohlensäure  berechneten  Werte  von  n  als  eine  obere 
1  untere  Grenze  ansehen,  zwischen  denen  die  Zahl  der  Moleküle  ein- 
Icklossen  i^t. 

§  121. 

DifTuflion  der  Gaae  durch  poröse  Diaphragmen.  Trennt  man 
bi  Gase  durch  eine  poröse  Scheidewand,  z.  B.  duiTh  eine  pon'ise  Thon- 
Ha  oder  durch  ein  Gypsdiapbragma»  dessen  Poren  so  enge  sind,  dafs  in- 
;e  selbst  bedeutender  Dinicke  die  Gase  nur  mit  geringer  Geschwindigkeit 
durch tliefsen,  so  zeigt  sich,  dalV?  auch  durch  solche  Scheidewände  hin- 
Pcb  die  Gase  sich  mit  grot'ser  Geschwindigkeit  mischen.  Sorgt  man  dafür, 
b  der  Druck  auf  beiden  Seiten  der  Seheidewand  während  der  ganzen 
Her  des  Versuches  genau  gleich  ist,  so  sieht  man,  dafs  die  in  entgegen- 
lOtatter  Bichtung  durch  die  Seh«idewand  hindurchtretenden  Gasvolumina 
-  gleich  sind,  dais  also  die  chemisch  verschiedenen  Gase  die  Scheide- 
v**rschiedeneu  Geschwindigkeiten  durchdringen, 
rst^n  genauem  Versuche  Über  die  Diffusion  der  Gase  durch  trockene 
b  ,  .  ;.iiöidew linde  rühren  von  Graham*)  her.  Derselbe  liefs  verschiedene 
ke,  dio  er  in  R^ihren,  welche  mit  einem  trockenen  Gypspfropf  verschlossen 
fk  I  •r  (Juecksilber  absperrte,  in  atmosphärische  Luft  diffundieren,  imd 

das   gegen  Luft   unter  konstantem  Drucke  ausgetauschte  Gas- 
ti  nahezu  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichtigkeit  der  Gase  umgekehrt 
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§  l«. 


proportional  war.    80  verhält  eich  z,  B.  die  Dichtigkeit  der  Luft  «u  der  de* 
Wasserstoffes  wie 

1,000:0,069  26, 
oder  wie 

14,43:  1; 

Itir  1  Vohimen  Liift^  wekhes  in  die  Diffusionsröhre  durch  den  G}TJ8pfroi>f 
eingetreten  war,  traten  nun  3,1  Volumina  Wasserstoff  aus;  die  Qiia<irat- 
wurzeln  aus  den  Dichtigkeiten  der  Luft  und  des  Wasserstoffes  verhaltm 
sich  ah  er  wie  3,8  :  1 ;  man  sieht,  dafs  die  ausgetauschten  Gasmengeii  nahera  j 
im  umgekehrten  Verhliltnlsse  der  Quadratwurzeln  aus  den  Dichtigkeit«! 
stehen. 

Da  die  sich  austauschenden  Gasmengen  diejenigen  smd,  welche  in  | 
gleichen  Zeiten  diu*cli  die  Scheidewand  hindiu*chtreten,  so  messen  sie  zugleich  1 
die  Geschwindigkeiten,  rait  denen  die  verschiedenen  Gase  durch  die  Scheide-  ] 
wand  hindurch  fliefsen. 

Vorhin  sahen  wir,  dafs  die  AusfluTsgeschwindigkeiten  verschiednwr  1 
Gase  aus  Öffnungen  in  dünner  Wand  unter  gleichem  Drucke  den  Quadiut-j 
wui-zeln  aus  ihren  Dichtigkeiten  umgekehrt  proportional  sind.  Die  Diffn-f 
aionagesch windigkeiten  verhalten  sich  also  nahezu  wie  die  Ausflufsgesch windig- j 
keiten  aus  dünner  Wand. 

Graham  nahm  nun  an,  dafs  die  Diflusionsgeschwindigkeiten  mit  d«iil 
Ausflufsgesch  windigkeiten  genau  übereinstimmen,  und  gründete  darauf  eiaftf 
Erklärung  der  Diffusionserscheinungen.  Nach  dieser  verbreitet  sich  ein  < 
in  ein  anderes  gerade  so  wie  in  den  leeren  Raum  Tind  die  Bewegung  erfolg 
mit  derselben  Geschwindigkeit  Die  Poren  der  Thon platte  siebt  man  damrl 
an  als  Uffiaungen  in  dünner  Wand  und  dann  folgt  unmittelbar,  dais  dip  au&*! 
getauschten  Gasmengen  sich  verhalten  müssen  wie  die  reoiproken  Werte  aUJi 
den  Quadratwurzeln  der  Dichtigkeiten. 

Bimsen*)  machte  jedoch  spMer  darauf  aufraerksa in,  dafs  die  ErklSnuigj 
nicht  zulässig  sei,  da  nur  bei  Anwendung  von  Öffnungen  in  dünner  Wimdl 
die  AusHufsgesch windigkeiten  in  dem  erwähnten  VerliJÜtnisse  stehen,  fMf 
aber  bei  der  Anwendung  euger  imd  besonders  kapillarer  Röhren.  Wemil 
mm  auch  bei  der  Anwendung  poröser  Diaphragmen  die  Gesetze  des  Attss-I 
ströroens  nicht  einfach  diejenigen  der  Transpiration  durch  lange  kapillare  [ 
Rdhi'en  sein  werden,  so  ist  es  doch  wahrscheinlich,  dafs  die  Oase  drtrfhj 
solche  Diaphragmen  nicht  wie  aus  Offnungen  in  dtinner  Wand  fliefsen. 

Letzteres  hat  Bunsen  dimii  zunächst  nachgewiesen:  eine  mit  eiJifirl 
Teilung  versehene  und  kalibrieiie  Glasröhre  wurde  oben  mit  einem  OypS'l 
pfropf,  der  bei  60'^  getrocknet  war,  geschlossen,  mit  Quecksilber  geftUt,! 
und  dann  mit  dem  Gjpspfropf  nach  oben  in  ein  tiefes  QuecksilbergefÜf«  p' 
senkt.  Dann  wurde  das  obere  durch  den  Gypspfropf  geschlossene  Ende  Ati  1 
Rdbre  mit  einem  Räume  in  Verbindung  gesetzt,  der  mit  den  verschiedeiwfl  I 
Gasen  luiter  dem  während  des  ganzen  Versuches  konstant  erhaltenen  Drucke  1 
einer  Atmosphäre  gelilllt  werden  konnte.  Wurde  das  Rohr  aUmählichl 
^B^dem  Quecksilber  herausgezogen,  so  strömte  durch  das  Diaphragma  daaj 
die  Röhre.  War  dann  der  Druck  in  der  Röhre  nur  wenig  mehr  Toa 
cke  einer  Atmosphäre  verschieden,  so  hielt  man  durch  kngaamei 


Bunsefif  GaaometriBche  Meth^oden.    BtauuBchweig  1857. 


DiHbsioD  der 


poröse  DiapfamgmeD. 


tb^n  der  Bohre  den  Druck  des  Gases  eine  Zeit  lang  auch  im  Innern 
fän  Röhre  konstant^  und  beobai'htete  die  Zeit,  welche  erforderlich  war, 
äi^  eine  bestimmte  Menge  Gras  dm*ch  das  Diaphragma  in  die  Röhre  ein- 
Iti^mte. 

Dabei  ergab  sich,  dafs  die  Einströiuungageschwindigkeitf  das  ist  die 
unter  demselben  Drucke  von  1"*  in  der  Zeü  l"  einströmende  ijas- 
»enge  der  Differenz  der  an  beiden  Seiten  des  porösen   Diaphragmas  vor* 

Irenen  Drucke  bei  den  einzelnen  Gasen  proportional  war,  und  dafs  die 
Kittströmungsge sc b windigkeit  verschiedener  Gase  keineswegs  in  dem  reci- 
^ken  Verhältnisse  der  Quadratwurzeln  aus  den  Dichten  steht.  So  er- 
hielt Bunsen  unter  andern  folgende  Werte: 


Sauerstoff 

Einströmnngsgescbwindigkeit  Fj 0,091  87 

Druckdifferenz  p  in  M*  Quecksilber    ■  •  •  0,016  7 

y- •  0,893 

Wasserstoff 

Einströmungsgeschwindigkeit  F^ 0^266  5 

Dmckdifl^renz  p  in  M,  Quecksilber    •  »  •  0,016  7 

•  15,r>6 


P 


0,197  7 

0,033  5 

5,901 

0,536  9 
0,033  8 

15,89 


0,305  8 
0,052  0 

5,881. 


0,843  1 
0,052  0 

16,21. 


W^rend  also  die  Dnickdifferenzen  von  10,7"""^  bis  52""*^  Quecksilber 
»cbsen,  aeigen  sich  die  Einstromungsgesch windigkeiten  den  Dni€ken  scharf 
roptirtional. 

Bas  Verhältnis  der  GesL'bwindigkeit*:'n  flir  Wasserstoff"  und  Sauerstotf 
rt  im  Mittel  1 :2,71,  wllhrend  das  Verhältnis  der  reciproken  Quadratwurzeln 
Dichten  1  :  3,995  ist 

Das  Verhalten  der  durch  Diaphragmen  strömenden  Gase  kommt  also 
;t  dem  durch  kapillare  Röhren  strömenden  Gase  überein,  und  das  Ver- 
Itnis  der  von  Bunsen  beobachteten  Einströmungsgeschwindigkeiten  weicht 
iwh  nicht  sehr  von  dt^m  Verhliltnis  der  reciproken  Werte  der  Reibung^- 
ßefificieaten  ab^  wie  sie  tiich  inv  §  117  aus  Mejers  B^obaehtungen  der 
Sranspirationszeiton,  1:2,  ergaben. 

Wollte  man  nun  im  übrigen  die  Grahamscbe  Theorie  beibehalten,  also 
Diffusion  der  Gase  einfach  als  eine  Strömung  durch  kapillare  Riihren 
,  weil  ein  Gas  ein  anderes  nicht  in  einem  bestimmten  Räume  ab- 
kann, 80  mtifaten  sich  die  Diffusionsgeschwindigkeiten  nahe  wie  die 
aaströttittngsgeflchvrindigkeiten  durch  kapillare  Röhren  verhalten,  das  ist 
ter  nai-h  den  vorhin  angegebenen  Zahlen  Grahams,  welche  Bunsen  bestätigt 
nicht  der  Fall  üun^^en  fand  das  Verbü-ltnis  der  Diffusionsge schwind ig- 
liten  Luft  zu  Wasserstoff' wie  1 1  3,34,  Sauerstott'  zu  Wasserstoff  wie  1 :  3,345, 
Jen,  welche  dem  Verhältnis  der  reciproken  Werte  der  Quadratwurzeln 
den  Dichten  näher  kommen  als  dem  Verhiiltnis  der  vorher  bestimmten 
bstrümungsge  s  ch  windigk  ei  t  e  n . 

Aufserdeni   nimmt  Bunsen   an,   dafs   die  Verhältnisse   der  Ditusions- 
h windigkeiten  von  der  Natur  des  Diaphragmas  abhüngig  sind,  wodurch 
weitere  Abweichung  von   den  einfachen  Strömungserscheiniingen  der 
bedingt  wäre. 
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Eine  ausführlichere  Theorie  dieser  Diffdsionflerscheinuiigen  ist  spIterTOi 
Stefan^)  gegeben  worden,  in  welcher  er  einen  wohl  zuerst  Yon  MixweU') 
ausgesprochenen  Gedanken  ausführt,  nach  welchem  man  diese  DifEnsion  ah 
einen  Speeialfall  der  in  den  Paragraphen  118  und  119  betrachteten  DüfiiMi 
ansehen  kann.  Stefan  untersucht  zunächst  die  Diffusion  der  Oase,  desan 
ein  drittes  Gas  gleichftJrmig  beigemischt  ist,  also  etwa  die  Diffosion  tos 
Wasserstoff  und  Sauerstoff,  denen  beiden  Kohlensäure  beigemischt  ist  IIa 
kann  dann  die  Diffusion  der  Gase  durch  poröse  Diaphragmen  als  eine  solcltt 
ansehen,  wobei  indes  die  Moleküle  des  dritten  Gases  nicht  beweglich,  sondai 
fest  sind.  Ein  weiteres  Eingehen  in  die  Theorie  wQrde  uns  zu  weit  fttkras, 
wir  verweisen  auf  die  Abhandlung  von  Stefan. 

§  122. 

Stofs  und  Widerstand  der  Luft.  Wenn  die  bewegte  Luft  goga; 
einen  festen  Körper  stöfst,  so  verliert  sie  wie  jeder  bewegte  Körper,  w( 
er  auf  einen  ruhenden  trifft,  an  Geschwindigkeit.  Diese  GeschwindigM 
wird  auf  den  getroffenen  Körper  übertragen,  und  ist  der  Anstofs  hinreichoi 
grofs,  so  kann  letzterer  durch  den  Stofs  der  Luft  in  Bewegung  yersetzt 
So  ist  es  der  Stofs  der  Luft,  welcher  die  Segelschiffe  treibt,  oder  die 
der  Windmühlen  dreht.  Die  Kraft,  welche  die  bewegte  Luft  ausübt, 
sich  nach  den  frühem  Gesetzen  bestimmen,  sie  ist  proportional  dem  Prodi 
aus  der  Masse  der  bewegten  Luft  in  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
Bewegung.  Je  rascher  die  Bewegung  der  Luft  ist,  um  so  kräftiger 
daher  auch  die  Wirkungen,  welche  ihr  Stofs  heiTorbringt;  die  zerstöi 
Wirkungen  der  Orkane  sind  bekannt. 

Ebenso  wie  die  bewegte  Luft  einen  Teil  ihrer  Geschwindigkeit 
wenn  sie  gegen  andere  Körper  stöfst,   so  mufs  auch  die  Geschwindij 
eines  in  ruhender  Luft  bewegten  Körpers  abnehmen,  da  er  gegen  die  nÜMi-J 
den  Luftmasseu   stöi'st  und  diese  aus  der  Stelle  drängen  muTs.    Jhü  " 
Gröfse  dieses  Widerstandes  von  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  KOi 
abhängig  sein  mufs,  das  erkennt  man  leicht,  da  je  gröfser  die  Gesehi 
keit  ist,  um  so  mehr  ruhende  Luft  von  dem  Körper  getroffen  wird.   N( 
nahm  an,  dafs  der  Luftwiderstand  dem  Quadrate  des  bewegten  Körpers 
portional  sei.  Man  kann  diese  Annahme  in  folgender  Weise  plausibel  mtcbd 

Ist  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  zur  Zeit  t  und  während  der 
endlich  kleinen  Zeit  dt  gleich  t',  und  verdrängt  er  während  dieser  Zeit 
Luftmasse  m^  so  überwindet  er  den  Luftwiderstand  dadurch,  dafs  er 
Luftmenge  die  Geschwindigkeit  v  erteilt.    Die  dazu  erforderliche  Enft  lA 

aber  nach  §  1 1  Gleichung  I  gleich  —jj- ,  oder  auch,  wenn  wir  den  in  der  Zdl 

dt  zurückgelegten  Wog  mit  ds  bezeichnen,  da  dann  v  •=  -tt-,  gleich  "jjT* 

Die  Masse  m  ist  nun  aber  dem  in  der  Zeit  dt  zurückgelegten  Wegt  f^ 

portional ,  so  dafs  wir  dieselbe  setzen  können  m  «"  ^  .  ds.    Setzen  wir  dii* 

sen  Wert  in  obigen  Ausdruck  ein,  so  erhalten  wir  für  die  zur  Oberwiod^ 

ds^ 
des  Widerstandes  erforderliche  Kraft  ^  •    ,.,  oder  (i  v\    Infolge  des  W«' 

0  SUfan,  Wiener  BencYi\Ä  ^.  \i1ö\\. 
•)  Maxtcelh  PhW.  mag.  4  aex.  no\  TS^ 


ist.  Bifiiisioti  der  Gase  durck  porüse  Diaphiftgmen.  541 

ibfln  der  Bohre  dwi  Dnick  des  Gases  eine  Zeit  lang  aucli  im  Innern 
r  Bfthre  konstant,  und  beobachtete  die  Zeit,  welche  erforderlich  war, 
fe  eine  bestimmte  Menge  <^8    liMil«  -ias  Diaphragma  in  die  Röhre  ein- 

Dabei  ergab  sich,  dafs  dit  i ans troinungsgesch windigkeit,  das  ist  die 
imer  unter  demselhen  Drucke  von  1"*  in  der  Zeit  l"  einströmende  Gas- 
^e  der  DilTerenz  der  an  beiden  Seiten  des  porösen  Diaphragmas  vor- 
Bdeuen  Drucke  bei  den  einzelnen  Gasen  propoi*tional  war^  und  dals  die 
Ittirömungsgesch windigkeit  verschiedener  Gase  keineswegs  in  dem  reci- 
iken  Verhflltnisse  der  Quadratw^urzeln  ans  den  Dichten  steht.  So  er- 
\ii  Bansen  unter  andem  folgende  Werte: 

Sauerstoff 

riungsgeseh windigkeit  l\ 0,091  87     0,197  7     0,305  8 

v-  iitferenz  i>  in  M.  Quecksilber    •  •  •  0,010  7       0,033  5     0,052  0 

-^*- 5,893  5,901  5,881. 

Wasserstoff 

nangsgeschwindigkeit  }\  .  *     .  •  0,266  5  0,036  9  0,843  1 

iii'erem  jr,  in  M.  Quecksilber    •  •  *  0/H6  7  0,033  8  0,052  0 


15,<*Ü  15,89         16,21. 


p 

WJlhrend  also  die  DnickditFerenzen  von  IG,?"*"*  bis  62"^  Quecksilber 
beeu,  zeigen  sich  die  EinstWuiuuagsgesehwindigkeiten  den  Drucken  scharf 
ortional. 

Das  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten  für  Wasserstoff  und  Sauerstoff 
'     1  '^l  1 :  2,71,  während  das  VerhiUtnis  der  reciproken  Quadratwurzeln 
.11  1  :  3,995  ist. 
Das  Verhalten  der  durch  Diaphragmen  strömenden  Gase  kommt  also 
durch  kapillare  Röhren  strömenden  Gase  überein,  und  das  Vor- 
der von  Bnnsen  beobachteten  EinstrÖmungsgesch windigkeiten  weicht 
nieht  sehr  von  dem  Verhältnis  der  reciproken  Werte  der  Reibunge- 
Rcienten   ab,   wie   sie   sich   im    §  117    aus  Meyers  Beobachtungen  der 
ionszeiten,  1  :  2,  ergaben. 
A,e  man  nun  im  ttbrigen  die  Grahamsche  Theorie  beibehalten,  also 
Diffusion  der  Gase  einfach  als  eine  Strömung  durch  kapiOare  Röhren 
weil  ein  Gas  ein  anderes  nicht  in  einem  bestimmten  Baume  ab- 
kann, so  mülsten  üicb  di«  Di ffusionsgesch windigkeiten  nahe  wie  die 
r^miuj^'^geach windigkeiten  durch  kapiUare  Rohren  verhalten,  das  ist 
nach  den  vorhin  angegebenen  Zalilen  Grahams,  welche  Bimsen  bestätigt 
nicht  der  Fall,    ßunsen  fand  da^  Verhältnis  der  Diffusionsgeschwindig- 
Luft  zn  Wasserstoff  wie  1 :  3,34,  Sauerstoff  zu  Wasserstoff  wie  1 :  3,345^ 
welche  dem  Verhältnis  der  reciproken  Werte  der  Quadratwurzeln 
a  nüher  kommen  als  dem  Verhältnis  der  vorher  bestimmten 
,  lisjchwijidigkeiten. 
Anfserdom   nimmt  Bunsen  an,   dafs   die  Verbültnisse   der  Diffasions* 
*  "  '"^t'^keiten  von  der  Natnr  des  Diaphragmas  abhängig  sind,  wodurch 
Vi*  Abweichung  von  den  einfachen  Strümungserscheinimgen  der 
bedingt  wäre. 


d 
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folgt  dann  unmittelbar,  dafs  bei  dem  freien  Fall  in  der  Luft  leiohte  KScp« 
langsamer  fallen  müssen  als  schwere,  so  dafs  wir  in  dem  Widexitandete 
Luft  neben  dem  irtiher  erwähnten  "Gewichtsverlust  der  Körper  in  der  LbI 
den  Grund  der  beobachteten  Abweichung  vom  Fallgesetz  erkennen. 


Anhang  zu  Abschnitt  I  und  IL 

Über  absolnte  Mafssysteme. 

Wir  haben  in  der  Einleitung  die  Mafse  angegeben,  nach  welchen 
die  bei  den  physikalischen  Erscheinungen  auszuwertenden  Gröfsen 
Es  waren  das  Meter,  entsprechend  dem  in  Paris  deponierten  Etalon  il 
Längeneinheit,  die  Sekunde  als  Zeiteinheit  und  das  Gewicht  eines  Enlil 
centimeters  Wasser  bei  der  Temperatur  4^  C,  das  Gramm,  als  GewieUl 
einheit;  anstatt  des  letztem  auch  das  Tausendfache  desselben,  das 
gramm. 

Die  Gewichtseinheit   benutzten   wir  im   ersten   Abschnitt  sofort, 
Kräfte,  Bewegungsantriebe  zu  messen;  wir  gingen  dabei  von  der  Erikhni 
aus,  dafs  wir  jedem  Bewegungsantriebe  durch  den  Zug,  den  ein  sch^ 
Körper  oder  eine  gewisse  Anzahl  von  Kubikcentimeter  oder  Eubikdedoul 
Wasser*  gegen  die  Erde  hin  erfahren,  das  Gleichgewicht  halten  können, 
mafsen  die  Kraft  durch  den  entgegengesetzt  gleichen  Zug,  also  nach  Gnmn 
oder  Kilogrammen.    Dadurch,  dafs  wir  die  Kraft  nach  Gewichten 
gaben  wir  eigentlich  erst  die  genaue  Definition  dessen,  was  wir  unter  fl 
wicht  verstanden,  nämlich  den  Antrieb,  den  ein  schwerer  Körper  in  T«fB 
kaier  Bichtung  gegen  die  Erde  erfährt,  der  sich  als  Druck  gegen  die  UniM 
läge  zu  erkennen  gibt,  wenn  der  Körper  unterstützt  ist,  und  der  den  KSipi 
mit  gleichmäfsig  beschleunigter  Bewegung  in  vertikaler  Richtung  gegen  & 
Erde  treibt,  wenn  ihm  die  Unterstützung  entzogen  wird. 

Damit  hatten  wir  für  alle  bisher  zu  messenden  physikalischen  GrSbi 
ein  allerdings  willkürliches  aber  festbestimmtes  System  von  GnmdmA&l 
festgestellt,  aus  welchem  alle  übrigen  Mafse,  wie  das  der  Geschwindigkfl 
Beschleunigung  u.  s.  f.  abgeleitet  wurden.  ] 

Wir  hatten  zunächst  dieses  Grundmafs  der  Kraft  gewissermafsen  i 
ein  Hülfsmafs  aufgestellt,  aber  auch  als  wir  die  Gesetze  der  gleichmib 
beschleunigten  Bewegimg  untersucht  hatten  und  im  §  11  zeigten,  dafs 
die  Kraft  durch  ihre  Wirkung,  durch  die  Beschleunigung,  die  sie  e 
Masse  erteilt,  messen  können,  behielten  wir  dieses  Mafs  bei.  Wir  erhielfl 
ftlr  die  Ki-aft  die  Gleichung 

p  =  m6r, 

wenn  6^. die  der  Masse  m  durch  die  Kraft  j)  erteilte  Beschleunigoog 
Für  die  Masse  hatten  wir  vorher  erkannt,   dafs  sie  dem  Grewichte  fli 
Körpers,  also  dem  Zuge,  den  derselbe  gegen  die  Erde  hin  erfährt,  xai  'j 
wir  messen,  indem  wir  an  der  Wage  denselben  mit  dem  Zuge 
wissen  Anzahl  KubikdecimeW  Wasser  resp.  mit  dem  von  Gewichi 
die  den  gleichen  Zug  au«^\>eI^\«t^^\0DL«!i^Y^'^^x^8^^         D«f  liiA 
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rihOBe  bildeten  wir  aber  aus  unserem  Kraftmafs,  indem  wir  jene  Masse  als 
flasseneinheit  festsetzten,  welche  durch  die  Einheit  des  Bewegungsantriebes, 
L  Kilogramm  in  der  Sekunde  die  Beschleunigung  von  1  Meter  erhielt.  Das 
liafs  der  Masse  war  also  ein  aus  unseren  drei  Grundmaisen  abgeleitetes  Mafs. 
Im  dritten  Kapitel  des  ersten  Abschnittes  fanden  wir,  dafs  die  Be- 
»hleunigung,  welche  das  Kubikdecimeter  Wasser  oder  ein  demselben  an 
Sewicht  gleicher  Körper  an  verschiedenen  Stellen  der  Erde  bei  freiem  Fall 
Rirfthrt,  eine  verschiedene  ist.  Wir  mufsten  daraus  schliefsen,  dafs  der  An- 
arieb,  welchen  ein  und  derselbe  Körper  gegen  die  Erde  hin  erfährt,  an  den 
norschiedenen  Punkten  der  Erdoberfläche  und  in  verschiedenen  Höhen  über 
hm  Meeresniveau  ein  verschiedener  ist,  dafs  also  das  Gewicht  eines  und 
lifMolben  Körpers  eine  Funktion  der  geographischen  Breite  und  der  Höhe 
Bhir  dem  Meeresniveau  ist. 

Hieraus  folgt,   dafs  unser  bisher  angenommenes  System  von  Grund- 
i  uns  strenge  genommen  nur  die  unter  derselben  geographischen  Breite 
,  in  derselben  Höhe  über  dem  Meeresniveau  angestellten  Messungen  ver- 
]ibar  macht,  das  heifst,  dafs  die  Zahlenwerte  für  irgend  eine  gemessene 
Sfse,  in  welche  die  Kraft  eingeht,  nur  an  den  so  gelegenen  Orten  die- 
bleiben.    Messen  wir  dieselbe  Gröfse   an   einem   anders   gelegenen 
B,  80  wird  der  für  dieselbe  gefundene  Zahlenwert  ein  anderer,  da  dort 
Zug,  den  wir  ein  Kilogramm  nennen,  also  unsere  Einheit   der  Kraft 
andere  ist.    Unser  Mafssystem  ist  demnach  nur  ein  relatives,  das  heifst 
I  Terh&ltnis  der  Zahlenwerte  der  in  demselben  ausgedrückten  Grüfsen  ist 
[  allen  Orten  dasselbe,  die  Zahlenwerte  selbst  ändern  sich  von  Ort  zu  Ort. 
irgend  einem  Orte  irgend  eine  Gröfse  gemessen  gleich  e  Kilogrammen 
den 

I  einem  andern  Orte,  wo  der  Wert  des  Kilogrammes  nicht  JT,  sondern  K^ 
müssen  wir  bei  Messung  derselben  Gröfse 

t  einen  andern  Zahlenwert  e^^  finden.  Sind  ffa  und  gt,  die  Beschleunigungen 
freiem  Fall  an  beiden  Orten,  so  ist 
K:  Kl  =  ga-  gh 


ist 


ir  es  mufs 


'.  ©-• 


''(^)-''  '■-'(»:)■ 


Ein  Zug  also  oder  ein  Antrieb,  den  wir  an  einem  Orte,  wo  die  Be- 
nmigung  ga  ist,  gleich  z  Kilogrammen  finden,  würde  an  einem  Orte, 
A  Beschleunigung  gleich  g^  ist,   als  Sy  Kilograiimie   bezeichnet,  wo 

I  g  — ^  ist    XTm  also  eine  an  dem  Orte  a  ausgeführte  M.essvmg  vqlI  ^^tl 

ja^yatfk  L  4.  Ann.  ^X> 
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Ort  h  zu  übertragen,  müssen  wir  den  Zahlenwert  fttr  jode  der  Eraf 
portionale  Gröf&e  mit  dem  Quotienten  aus  den  Beschleimigangen  ai 
Orte  a  und  an  dem  Orte  b  multiplicieren- 

Eine  solche  KoiTektion  würde  z.  B.  an  allen  Elasticitätskoeffic 
anzubringen  sein,   die  wir  nach  Kilogrammen  messen.      Ein  nntei 
45^  n.  Br.  etwa   gleich    10000  gefundener  Elasticitätskoef&cient 
unter  dem  Äquator  in  dem  Mafse  gröfser  gefunden  werden,  als  d 
schleunigung  dort  kleiner  ist  als  unter  45^  n.  Br.,  er  würde 

Auch  dann,  wenn  wir  die  K^aft  durch  die  Beschleunigung  mess« 
sie  einer  Masse  m  erteilt,  müssen  wir  sie  durch  denselben  QuotientK 
einem  Orte  zu  einem  anders  gelegenen  übertragen,  da  wir  auch  dann  i 
der  Definition  der  Masseneinheit  die  Kraft  in  Kilogranmien  des  betref 
Ortes  messen.  Wir  nennen  eben  jene  Masse  eins,  welche  durch  den  A 
eins  die  Beschleunigimg  eins  bekommt,  setzen  also  die  Masse  eines  1 
decimeters  Wasser  oder  eines  Körpers,  der  mit  demselben  das  gleicl 

wicht  hat.  stets  — .     In   dem  Mafse   somit,   in   welchem   die   Kraft 

\  9  ' 

gröfser   wird,   setzen   wir  die   Einheit   der  Masse   in  unsem   Gleicl 

ebenfalls  gröfser,  oder  die  Masse  eines  gegebenen  Körpers  entsprichi 

in  dem  Verhältnis  kleinem  Zahl  von  Masseneinheiten.     Da  nun  st( 

Kraft  gleich  Masse   mal  Beschleunigung  ist,  so  wird   die   Anzahl 

einheiten,    die   einem  gegebenen  Körper  eine    bestimmte   Beschleui 

geben,   in   dem  Verhältnisse  kleiner,  als  die  Zahl  Masseneinheiten  \ 

wird,  die  wir  dem  Körper  beilegen. 

Ein  Beispiel   wird   das  noch   klarer  machen.     Eine   gespannt<e 

gibt  bei   dem  Losschnellen  einem  gegebenen  Körper  überall  diesell 

schwindigkeit  c;  sei  das  an  der  Wage  bestimmte  Gewicht  des  Körj 

Kilogrammen  gleich  q.     Diese  Zahl  q  finden  wir  für  denselben  Kor 

allen  Orten   gleich,    denn   sie    bedeutet  immer   die   Zahl   Kubikdet 

Wasser,  welche  an  demselben  Orte  den  gleichen  Zug  gegen  die  Ei 

fahren  wie  der  abgewogene  Köiijer;  in  demselben  Mafse,  in  welchem  d 

des  gegebenen  Körpers  sich  ändert,  ändert  sich  auch  der  Zug  des 

decimeters  Wasser,  es  ist  also  überall  der  Zug  der  gleichen  Zahl 

decimeter  Wasser  erforderlich,  um  den  gegebenen  Körper  an  der  W 

äquilibrieren.    Die  lebendige  Kraft  des  geworfenen  Körpers  setzen  wi 

^  9 
Definieren  wir   die  Federkraft  als  den  konstanten  Druck  p^  v 
denselben  Weg  s  hindurch  auf  den  Körper  gewirkt  haben  mttfste, 
welchen  der  Druck  der  Feder  gewirkt  hat,  um  demselben  die  G^sch? 
keit  V  zu  erteilen,  so  erhalten  wir  die  Federkraft  aus  der  Gleichung 

in  Kilogrammen  gegeben^  Nvencov  ^^  ^^^<^\gt«ssm\.  des  betreffendsn  Orii 
Eixkheit  ist.    An  emeni  «nÖL^tii  Ox\.^  ^  -s^^  ^^  ^^"«^t^^QQaaia^SjQCtt^  W  t 
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■alle  gi  ist,  wird  der  Zahlen  wert  p^  für  die  Gröfse  der  Federkraft  aus  der 
l-lmchiing  erhalten 

Es  ist  somit  gerade  wie  vorhin 

Wenn  es  hiemach  auch  keine  grofse  Schwierigkeit  hat,  die  an  einem 
►rte  ausgeführten  Messungen  durch  die  an  andern  Orten  in  diesem  rela- 
rren  Mafssystem  gültigen  Einheiten  auszudrücken,  so  ist  es  doch  durchaus 
Mtaschenswert,  die  physikalischen  Grofsen  in  solchen  Einheiten  anzugeben, 
■iCb  der  für  diese  Gröfsen  erhaltene  Zahlenwert  überall  derselbe  bleibt, 
Bio  ein  System  von  absoluten  Einheiten  aufzustellen. 
^  Das  sich  zunächst  darbietende  Mittel  würde  sein,  nicht  den  Zug,  den 
M  Kubikdecimeter  Wasser  gegen  die  Erde  hin  an  den  verschiedenen  Orten 
gftlirt,  als  Einheit  zu  wählen,  sondern  den  Zug,  den  es  an  einem  bestimmten 
liie,  etwa  unter  dem  45.  Breitegrad  am  Meeresniveau  erfahrt,  als  solche 
■ptnisetzen.  Gegen  diese  Bestimmung  der  Krafteinheit  würde  theoretisch 
einzuwenden  sein,  wenn  man  gleichzeitig  für  dieselbe  den  Namen 
fallen  liefse.  Das  wäre  nötig,  da  für  uns  das  Kilogramm  nicht 
Eraftmafs  ist,  sondern  auch  Quantitätsmafs.  Wir  messen  die  Menge 
gegebenen  Substanz  durch  ihr  Gewicht;  für  diese  Quantitätsbestim- 
sind  die  relativen  Gewichte  gleichzeitig  die  absoluten.  Finden  wir, 
ein  Quantum  irgend  einer  Substanz  unter  dem  45^  n.  Br.  ft  Kilo  wiegt, 
finden  wir  für  dieses  Quantum  an  allen  Orten  dasselbe  Gewicht  von 
i^Kilo,  wie  schon  vorhin  bemerkt  wurde.  Dabei  ist  es  ganz  gleichgültig, 
||  wir  den  zur  Wägung  benutzten  Gewichtssatz  unter  dem  45.  Breitegrad 
Sibr  an  einem  andern  Orte  hergestellt  haben,  denn  das  Gewichtsstück, 
dches  an  der  Wage  auf  dem  45.  Breitegrade  einem  Kubikdecimeter 
das  Gleichgewicht  hält,  thut  es  überall.  Als  Quantitätsmafs  ist 
das  Kilo  immer  dasselbe;  damit  ist  auch  das  Mafs  der  Masse  überall 
reh  ffQ  Kilo  gegeben,  wenn  gQ  die  Beschleunigung  bei  dem  freien  Fall 
dem  46.  Breitengrade  ist.  Ist  die  Beschleunigung,  welche  ein  Körper, 
en  Gewicht  gleich  q  Kilo  ist,  bei  dem  freien  Falle  an  einem  andern 
erfuhrt,  gleich  ^,  so  ist  die  ihn  gegen  die  Erde  treibende  Kraft 

P  =  i-9. 

■pH  sieht,  würden  wir  auch  die  Kraft  als  p  Kilo  bezeichnen,  so  würde  die- 
■ibe  Bezeichnung  zweien  verschiedenen  Gröfsen  beigelegt. 
K    Gegen  diese  Definition  der  Krafteinheit  lassen  sich  indes  doch  einige 
Kirendongen  machen;  zunächst,  dafs  wir  zu  derselben  eine  Konstante  g^ 
enden  müssen,   die  wir   an  Ort  und  Stelle  nicht   bestimmen  können, 
I  aber  weiter,  dafs  bei  wirklichen  Kraftmessungen  die  Kraft  in  der 
i  als  abgeleitetes  Mafs  erhalten  wird.    Wir  können  nämlich  in  dieser 
leit  die  Kraft  nur  aus  der  Beschleunigung  einer  bekannten  Masse  ab- 
flft;  dann  wenn  wir  auch  einer  Kraft  durch  den  Zug  von  (j(eyi'\c^\i\.^T^  ^<^ 
hgewiebt  halteOf  somit  dieselbe  durch  diese  messen  ^L^nn^n^  %o  *\^\.  ^<c^^ 

ab* 
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der  Wert,  dieser  Gewichte  in  dem  festgestellten  EraftmaÜBe  erst  dnreklis 
Beschleunigung  derselben  bei  dem  freien  Falle  etwa  am  eiiialten,  inden  in^ 
wenn  die  Gewichte  an  der  Wage  zu  q  Kilo  gefunden  werden,  den  QaetieBta 

mit  g  multiplicieren.     Wir  bestimmen  also   bei   der  Ansfthmiig  dir 

i/o 

Messung  erst  die  Masse  des  }3ewogten  und  leiten  aus  dieser  erst  die  Erafk  iL 
Deshalb  liat  Gauss  den  schon  im  §  6  angegebenen  Weg  eingeschligH^ 
dals  er  nicht  die  Einheit  der  Kraft  als  Grundmafs  festsetzt,  sonden 
jenige  der  Masse.  Das  Mafs  der  Masse  eines  Körpers  ist  das  als  Qoaiitiali!; 
mafs  benutzte  Gewicht,  er  setzt  jene  Masse  gleich  eins,  welche  das  Oewiik 
eins  hat.  Damit  hört  das  Gewicht  auf  Kraftmafs  zu  sein,  es  wird 
der  Masse  eines  Körpers,  und  in  dem  Sinne  ist  das  Gewicht  eine^  und 
selben  Körpers  überall  das  gleiche,  denn  er  wird  überall  von  dersellNi 
Anzahl  Kubikdecimcter  Wasser  an  der  Wage  äquilibriert.  Deshalb  ii 
auch  das  Mafs  der  Masse  so  definiert  überall  dasselbe,  somit  neben 
Mafs  der  Länge  und  der  Zeit  ein  absolutes  j^afs.  Das  Mafs  der  Kraft 
dadurch  ein  abgeleitetes,  es  ist  jene  Kraft j  welche  der  Gewichtseinhdti 
der  Zeiteinheit  die  Beschleunigung  eins  erteilt.  Die  Kraft  ist 
durch  unsere  Gleichung 

jf)  =  »iG^  =  76^, 

wenn  (/  die  Anzahl  Gewichtseinheiten  ist,  welche  die  Masse  wiegt,  nnd 
die  Beschleunigung,  welche  die  Kraft  2^  ihr  erteilt.    Da  die  Beschlemiiga^ 
welche  ein  Körper  vom  Gewichte  q  bei  freiem  Fall  erh&lt,  gleich  g  ist, 
ist  die  Kraft,  welche  den  Körper  gegen  die  Erde  treibt, 

p  =  q>g 

Krafteinheiten.    Nehmen  wir  als  Einheit  der  Masse  das  Kilogranmi,  so  « 
das  Kilogramm  mit  g  Krafteinheiten  gegen  die  Erde  getrieben. 

Gauss  wählte  als  Einheit  der  Masse  das  Milligramm,  als  Einheit  1 
Länge  das  Millimeter,  als  Zeiteinheit  die  Sekunde;  die  Krafteinheit  isti 
die,  welche  der  Masse  1'"*^  in  der  Sekunde  die  Beschleunigong  1"" 

Bei  Zugrundelegimg  dieser  Einheiten   erhält   man  vielfach  rail 
gi'ofso  Zahlen;  deshalb  hat  die  British  Association  for  the  advaneeinesi 
science  vorgeschlagen  Gramm,   Centimeter  und  Sekunde    als  Einheit» 
wählen.    Aber  auch  dann  werden  die  Zahlen  vielfach  unbequem, 
deshalb  in  der  Praxis  nicht  umhin  können,  zuweilen  noch  gröfsei« 
zu  wählen. 

Dimensionen  der  abgeleiteten  Mafse. 

Vm  die  mit  zu  Grundelegung  eines  bestimmten  Systems  von 
gegebenen  Zahlenwerte  auf  andere  Einheiten  umzurechnen,  also 
bisher  in  dem  relativen  oder  wie  man  es  auch  nennt  irdischen 
ausgedrückten    Zahlenwerte    in    absolutem    System   wiedermgebM,  i 
von  wesentlichem  Vorteil,  genau  zu  übersehen,  in  welcher  WemSi 
schiedenen   abgeleiteten  Mafse   aus  den   Orundmafsen   herroigeheB. 
können  jedes   abgeleitete  ^«^^^  ^\%  d»A  Produkt  irgend 
Masse,  der  L&nge  \m.d  dex  7ie\\>\^enA\(^Emsfiu  \^«dl«k^ 
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mg  irgend  einer  gemessenen  Gröfse  mit  den  drei  Orundmafsen  nennt  man 
ich  dem  Vorgänge  Maxwells^)  die  Dimensionen  des  abgeleiteten  Mafses. 

Die  Möglichkeit  dieser  Darstellung  imd  die  Bedentong  derselben  tritt 
n  besten  hervor,  wenn  wir  sofort  dazu  übergehen,  die  wichtigsten  der  von 
it  bisher  gemessenen  Oröfsen  in  dieser  Weise  auszudrücken. 

Das  erste  abgeleitete  Mafs  war  das  der  Geschyrindigkeit;  wir  erhielten 
ie  Definition  derselben  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  als  den  Quotienten 
M  einer  Anzahl  Längeneinheiten  und  der  Anzahl  Zeiteinheiten,  in  welcher 
hser  Weg  zurückgelegt  wird.  Ist  also  L  die  Einheit  der  Länge,  T  die 
bheit  der  Zeit,  so  ist,  wenn  z^  und  z^  Zahlen  sind. 

Die  Geschwindigkeit  wird  somit  durch  eine  Zahl  gegeben,  die  als 
jtotient  einer  Anzahl  Längeneinheiten  imd  einer  Anzahl  Zeiteinheiten,  oder 
k  Produkt  einer  ersten  Potei^  der  Länge  und  der  minus  ersten  Potenz 
wr  Zeit  erscheint,  die  Dimension  der  Geschwindigkeit  ist  LT~^.  Das 
Itte  Grundmafs,  die  Masse  kommt  hier  nicht,  oder  was  dasselbe  ist,  mit 
m  Exponenten  Null  vor.  Die  Geschwindigkeit  ist  also  erst  bestimmt, 
Bn  wir  die  Einheit  der  Länge  und  der  Zeit  bestimmen,  also  etwa 

Meter 
c  =  z- 


Sekmide 


Nehmen  wir  statt  Meter  und  Sekunde  andere  Einheiten,  so  wird  die- 
Ibe  Geschwindigkeit  durch  eine  andere  Zahl  ausgedrückt,  welche  Zahl 
I  sein  mufs,  ergibt  sich  aus  den  Dimensionen  sofort.  Seien  l  und  t  die 
■an  Einheiten,  so  dafs 

i  L  =  Jcl     T=kt, 

ist 

L  X  C  =  z'(lt-') 

66  mufs 
I,  somit 

/  AC 

Z  =  Z  -j-  ' 

Würden  wir  statt  Meter  Kilometer,  statt  Sekimden  Minuten  wählen, 
Mbre  Ä;  «=  0,001 ,  k^  =  ^ ,  somit 

60 

2  =  Z 


1000 


Gehen  wir  zu  einer  neuen  Einheit  über,  so  dafs  die  alte  Einheit  dem 
hlieiii  der  neuen  Einheit  gleich  ist,  so  haben  wir  demnach  den  in  den 

t  Einheiten  gegebenen  Zahlenwert  einer  gemessenen  Grüfse  nur  mit 
ben  Potenz  von  k  zu  multiplicieren ,  in  welcher  die  Einheit  in  die 
ignsion  der  gemessenen  Gröfse  eingeht,  um  den  Zahlenwert  der  ge- 
■nnmi  Gröfse  in  der  neuen  Einheit  ausgedrückt  zu  erhalten. 

"^  MoacweH^  Report  of  thc  British  Association  for  t86S  p.  lEO.  ^ml  «Odl^  %»mOd. 
^  ThjaSkaluebe  Begriffe  und  absoiate  Mafse.   Leipzig,  B.  Qr.T^\]\>Ti<^t^  V^^^. 
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l)io  Bosdileimigiing  ist  die  Geschwindigkeitszanahme  in  der  Zeit- 
finhoit;  wir  erhalten  sie  bei  der  gleichmäfsig  beschleunigten  Bewegimg, 
indem  wir  die  nat^h  der  Zeit  t  erlangte  Geschwindigkeit  durch  die  Zeit  f 
dividieren.  Da  die  Geschwindigkeit  der  Quotient  ans  einer  Lingo  und  der 
Zeit  ist,  so  ist  die  lieschleunigung  der  Quotient  aus  einer  Länge  und  des 
(Juadrato  einer  Zeit,  ihre  Dimension  ist  somit 

Beschleunigung  =  z^Ll'"^)^ 

wenn  z  die  Zahl  bedeutet,  die  wir  f(ir  die  Beschleunigung  angeben. 

Die  Kraft,  welche  einer  Masse  m  die  Beschleunigung  G  erteilt,  U 
gleich  dem  Produkt  von  Masse  und  Besclileunigung,  sie  ist  also  das  Prodokt 
einer  Masse,  einer  Lilnge  luid  der  minus  zweiten  Potenz  einer  Zeit.  Ist  abl 
JI  die  Masseneinheit,  so  ist  eine  Kraft  dargestellt  durch 

Kra.il  =  0(MLT-^), 

wo  wieder  z  die  Zahl  bedeutet,  welche  die  ^nzahl  Krafteinheiten  angibt 

Die  dem  absoluten  System  zu  Grunde  liegende  Einheit  der  Masse  Tä 
die  Gewichtseinheit;  wir  sagen  ausdrtlcklich  die  Gewichtseinheit,  nicht  da 
Masse  der  Gewichtseinheit,  da  im  absoluten  System  das  Gewicht  Massei^ 
raafs  ist,  nicht  mehr  Kraftmafs.    Bisher  haben  wir  als  Masseneinheit  < 
Quotient (?n   aus   dem  Gewicht   eines  Kih-pers   und   der   Zahl  g  genomm 
nennen  wir  die  bisher  gebrauchte  Masseneinheit  Jtfj,  so  ist 

]\I  =  1  M,. 

Wenn  auch  in  dem  bisher  benutzten  System  das  Mafs  der  Masse 
abgeleitetes  Mafs  war,  sf»  können  wir  doch  zur  TTmrechniuig  der  in 
selben  gejrebenen  Mafse  in  das  neue  System  gerade  so  verfahren,  wie  w( 
das  früher  angewandte  Mafs  der  Masse  ein  Grundmafs  wilre,  dem  nur« 
andere  Einheit  zu  (irunde  liegt.  Dann  ergibt  sich,  wenn  die  Zahl  derKiaft 
i.'inlieiten  in  dem  bisher  anprowandten  System  s^  ist,  die  Zahl  z  im  absolirt« 
System  naeli  der  (ileichunj^ 

:  [31.  L  7'--' )  -=  c  (  ^;^'    /.  r-«)  =  -  (-cV,  L  T-^) 

Um  die  in  uusorm  bislierigen  System  gegebenen  Kräfte  in  das  absolöl 
System  zu  flbertraj^^en,  haben  wir  dit^  früher  gegebenen  Zahlen  bei  Anwe» 
düng  dfr.sclben  G(»wiclilseinheitim  nur  mit  g  zu  multiplicieren ,  wiibei 
//  in  jenen  Läntifeneinlieiton  angegeben  sein  mufs,  welche  dem  Mafs  der  Bt 
schleunijxung  zu  Cirundc»  liegen,  also  in  den  Einheiten  L, 

Im  §  11  fanden  wir  die  Beziehung,  dafs  die  Bewegungsgröl'se  gl 
dem  jVntriebe  der  Kraft  ist.      Die  Gleichheit  dieser  Gröfsen  verlangt 
(ileichheit  ihrer  Dimensionen,  in  der  That  sind  dieselben  gleich.    Der  Al 
trieb  der  KralY  ist  Produkt  (»iufjr  Kraft  und  einer  Zeit,  somit 

die  Bewegungsgrr>lse  der  bewegten  Masse  m  ist  das  Produkt  aus  der  Mi 
nnä  der  nach  der  7ieit  (  üneküteu  Geschwindigkeit  v,  es  ist 
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Die  einer  Masse  m  erteilte  lebendige  Kraft  ^mv^  ist  gleich  der  Arbeit 
der  Kraft 

ps  =  z(MLT-'^L)  =  i:{ML^T-^\ 

laD  sieht,  die  Dimensionen  dieser  beiden  Gröfsen  sind  die  gleichen. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  bei  der  drehenden  Bewegung  können  wir 

definieren  als  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  der  sich  in  der  Abstands- 

«inheit  von  der  Drehungsaxe  befindet;  die  Geschwindigkeit  in  Bogeiunafs 

aasgedrückt,  den  Kreisumfang  gleich  2%  gesetzt,  gibt  uns  dann  auch  die 

Geschwindigkeit  des  Punktes  in  der  Abstandseinheit  in  gewöhnlichem  Mafse. 

ffie  Greschwindigküit  eines  im  Abstände  l  von  der  Axe  befindlichen  Körpers 

»t  dann  das  Produkt  der  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Länge  /.    Da  das 

Produkt  aus  Winkelgeschwindigkeit  und  Länge  ims  eine  Geschwindigkeit 

gibt,  ist   die   Dimension  der  Winkelgeschwindigkeit   somit   die   einer   Ge- 

•ehwindigkeit  LT^^  dividiert  durch  L,  somit  T~*. 

Ein  Drehungsmoment  ist  das  Produkt  einer  Kraft  und  einer  Länge. 
Basselbe  ist  somit 

D  =  zKL  =  z{ML^T-^), 

m  Ti^heitsmoment  das  Produkt  aus  einer  Masse  und  dem  Quadrate  einer 
dasselbe  ist  also 

z{ML^\ 

Drehungsmomente  imd  Trägheitsmomente  worden  demnach  aus  dem 
i  frCLfaer  angewandten  System  in  das  absolute  üborgettihrt.  durch  Multiplikation 
^    der  früher  angegebenen  Zahlen  mit  (/. 

^  Wir    fanden    bei    der  Untersuchung   der   Pendelbewegimg ,    dafs    die 

l  Bchwingungsdauer  gleich  ist  n  multipliciert  mit  der  Quadratwurzel  aus 
I  dem  Trägheitsmoment  und  dividiert  durch  die  Quadratwurzel  aus  dem 
[  Drehungsmoment,  welches  die  im  Schwer^iunkte  des  Pendels  angreifende 
Kraft  dem  Pendel  erteilt,  wenn  dasselbe  senkrecht  zur  Richtimg  der  Kraft 
igt.  Der  Quotient  aus  einem  Trägheitsmoment  und  einem  Drehimgsmoraent 
mufs  demnach  das  Quadrat  einer  Zeit  sein.  In  der  That  zeigen  unsere 
Dimensionsausdrücke  das,  denn  der  Quotient  ist 

jAK^^l 7^ 


=  Z  J 


Im  §  22  definierten  wir  das  specifische  (Jewic^ht  einer  Substanz  als 
'das  Gewicht  der  Volumeinheit  und  unterschieden  von  demselben  die  Dich- 
tigkeit der  Substanz  als  die  Masse  der  Volumeinheit.  Im  absoluten  System 
:  fiülen  specifisches  Gewicht  und  Dichtigkeit  zusammen,  da  die  Einheit  der 
Masfle  die  Einheit  des  Gewichtes  ist.  Da  die  Dichtigkeit  Quotient  einer 
Masse  imd  eines  Volumens,  das  Volumen  die  dritte  Potenz  einer  Länge  ist, 
•o  ist 

s  =  ziML-'^), 

und  man  erkennt  sofort  aus  der  Beziehung  zwischen  der  Masseneinheit  des 
absoluten  und  des  bisher  angewandten  Sjstemes,  dafs  in  dem  bisher  an- 
gewandten Mafssystem  die  Dichtigkeit  durch  den  Quotienten  aus  dem  spe- 
dfisehen  *Oewicht  und  der  Zahl  g  gegeben  ist. 
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Die  Centripetalbeschleunignng,  welche  ein  Körper  gegen  den  Iß 
punkt  der  drehenden  Bewegung  erhalten  mofs,  wenn  derselbe  sich  im  Ki 
bewegen  soll,  roufs  die  Dimension  einer  Beschlennignng  haben.  la 
That  fanden  wir  §  33 

der  Zog,  den  der  im  Kreise  bewegte  Körper  zn  dem  Zwecke  gegei 
Mittelpunkt  des  Kreises  erfahren  mnfs,  ist 

er  hat  also,  wie  es  sein  mufs,  die  Dimension  einer  Kraft. 

Im  dritten  Kapitel  des  ersten  Abschnittes  berechneten  wir  die 
stante  der  Gravitation,  das  heilst  den  Zug  in  Kilogrammen,  weicht 
der  Einheit  gleiche  Massen  in  der  Entfernung  von  einem  Meter  ausübe] 
erhielten 

/•=6,46.  10-1«. 

Die  Dimensionen  der  Gravitationskonstanten  ergeben  sich  daran 
zwei  Massen  m  und  m^  im  Abstände  r  sich  mit  einer  Kraft  K  an 
welche  gleich  ist 

^  =  /  "TT-? 

somit 

r* 
'  mm, 

Drücken  wir  K  durch  eine  Zahl  und  seine  Dimensionen  aus,  be< 
dafs  r  eine  Anzahl  Längeneinheiten,  m  und  m^  eine  Anzahl  Massenei 
sind,  so  wird 

Wir  erhalten  die  Beziehung  zwischen  dem  Zahlen  wert  von  /' 
bisher  gebrauchten  System  und  dem  absoluten  System,  wenn  wir  a 
heiten  zunächst  Kilogramm,  Meter,  Sekunde  beibehalten,  da  wen 
jetzt  die  fiühere  Massenoinheit  M^  genannt  wird, 

9 
f  —  z  {M-'  //I"-»)  =  zg  {M-^L*1^*) 

«1 

/•=  im^e-  •  10-'o=  0,657  .  10-0 _  6,57  •  10""  •  -^.-j^ 

Die  Zahl  bedeutet  jetzt  den  Zug,  den  zwei  Massen  von  je  eu 
gramm  auf  einander  ausüben,  in  Krafteinheiten,  deren  jede  einem  Kilo 
in  der  Sekunde  die  Be&c\iYQ\xxnig(m%^  «vgl  Meter  erteilen,   wenn  die 
ein  Meter  von  einander  exMem^  ^oü^. 
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Zu  tisjDii^lben  Resultate  gelangt  man  durch  die   Erwägung,  dals  in 
ft2HU>lcit«n  Sjstem  die  Attraktionskonstante  den  Zug  zweier  Massen  be- 

,  deren  jede    -  der  Masse  ist,  iWr  welche  früher  der  Zug  berechnet 

,  dafs   dann  aber,  um  den  Zug  in  unseren  Krafbeinheiien  zu  erhalten, 
frtlher    gisfundene  Zahl  mit  g  multipliciert  werden  uiul's.     Im  Gauss- 
en  tSystem©  Millimeter,  Milligramm,  Sekunde  wird 

deneelben  Zahlenwert  behält  sie  in  den  C^  &,  S  Einheiten,   das  heilst 
I   Centimeter,   Gramm*   Sekimde  als   Einheit  gewilhlt  werden.     Diese 
heilen  werden   eben   nach    dem  Vorgange   der   British    Association   die 
'.  S  Einheiten  genannt,  ao  dals  also  auch 

f=  0,57  -  10-»    ^^    =  6,67  •  10-*  (a-W^S-^) 

Bei  der  Untersuchung  der  Eigensi^hatten  der  festen  Küriitsr  fanden  wir, 
die  blastisehen  Eigenechaften  derselben  ihrer  OröCse  nach  wesentlich 
bgt  werden  durch  zwei  Konstante,  den  Elasticitätskoefficienten  und  die 
litiuittt  fi  der  Querkontraktion.  Ersterer  ist  der  Koefficient,  mit  welchem 
di*'  Ln  Bruchteilen  der  ursprünglichen  Länge  gegebene  Verlängerung 
BS  Stabes  und  den  Querschnitt  des  Stabes  multipLicieren  müssen,  um  die 
■ft  XU  erhalten,  mit  welcher  zwei  benachbarte  Bchichten  des  verlänger- 
n  ''  '  sich  anziehen.  Da  die  Verlängenmg  des  Stabes  in  Bnichteilen 
11  figÜchen  Länge  gemessen  eine  reine  Zahl  ist^  so  folgt,  dafs  der 

koefflcient,   multipliciert.   mit  einer   Flache,   eine   Kraft  liefert, 
_  ,^   wir   ihn   als   den   Quotienten  einer  Kraft  und  einer  Fläche  er- 
Als  solcher  tritt  er  auch  in  den  Gleichungen  des  §  49  auf.    Da  die 
das  Quadrat  einer  Länge  ist,  so  wird 

Wir  haben  im  §  49  die  Elasticitätskoefficienten  in  eineni  rein  kon- 
iieUen  Mafse  mitgeteilt,  Kilogramm  an  einem  Stabe  vom  Querschnitt 
QuadratiuilUmeter.  Ira  absohiten  Mafssystem  dagegen  mufs  jede  Längen- 
isinn  in  der  einmal  gewählten  Einheit  ausgedrückt  werden,  also  awjh 

Fluche  als  das  Quadrat  derjenigen  Lange,  welche  der  Definition  der 
teinheit  zu  Grunde  liegt.  Wollen  wir  den  ElasticitatskoefTHcienteu  in 
;ramm,  Meter,  Sekunden  ausdrücken,  so  müssen  wir  auch  einen  Stab 

1  Quadratmeter  Querschnitt  voraussetzen.    Wir  müssen  dann  zunächst 

im  §  49  gegebenen  Zahlenwerte  mit  1  000  000  ^=  10^  multiplicieren, 
dann^  um  den  Zug  in  unseren  Krafteinheiten  auszudrücken,  mit  der 
ij  m  Met*^r  »ingegeben,  im  ganzen  haben  wir  also  die  dort  angegebenen 

len  mit 

0,81  -  10^* 

jiciereo.    Der  ElasticitHtskoeflicient  des  Hilbers  wttrdeji 


7357  •  P,«/  '  W^  72172     10* 


Kilogr. 


Meter  Sek,« 


'xU 


\(iin]ii 


)iiskort"ti(i«Mit ,  h\  «Iro.stiiti.scher  Druck. 


Till    «li»'    Kla>ti(iiiitskn«'tlii*ii.'iih'ii    im    S\>U'iii    C  .  G  .  S  auszud rückt:; D 
sind,  da  das  Kilo  ^rleich  1000«%  das  Meter  gleich  lUO*'"*  ist,  die  Zahlen  miV 

081  .  lO'» 
^.n  multiplicieren,  oder  der  ElasticitUtskoefticient  des  hart  gezogenen  Silben  üt 

G 


72172  •  10^ 


CiP 


Hiemach  lassen  sidi   alle  Elasticitiitskoefticienten  in  absolute  Mafoa 
umrechnen. 

Der  Querkontraktionskoeilicient  fi  ist  eine  reine  Zahl,  diejenige,  mitl 
ier  wir  die  in  Hrachteilen  der  LiLnge,  also  als  Zahl  gegebene  Verlflngenmg 
ies  Stabes  multiplicieren  müssen,  um  die  Veränderung  der  Querdimeniiai j 
in  Bruchteilen  der  letztem,  also  auch  als  reine  Zahl  zu  erhalten. 

Der  lineare  Dilatationskoefticient  und  der  kubische  Eompre88ioiift-.j 
koeflicient  haben  die  reci))roken  Dimensionen  des  Elasticitätskoefficientei;] 
jrsterer  ist  der  reeiproko  Wert  des  ElasticitätskoefUcienten;  dafs  letitenr| 
derselben  Dimension  ist,  (»rgibt  die  Erwägung,  dafs  wir  ihn  erhalten, 
»rir  die  in  Hruch teilen  des  ursprünglichen  Volumens  gegebene  Volnrnw-] 
Hinderung  durch  den  pro  Flächeneinheit  wirkenden  Druck  dividieren.  WiiJ 

'anden  ja  auch  den  kubischen  Kompressionskoefficienten  gleich  3 

Der  Torsionskoellicient  und  der  Biegungskoefücient  haben 
Dimensionen  wie  der  Elasticitätskoefticient.   Denn  nach  §  53  ist  der  Torsii 
toefficient  multipliciert  mit  einer  Flärho  ()-,  einer  Länge  op  und  dem 
9 


dienten  zweier  Längen  y  ein   Druhimgsmoment,   somit   Torsionsk 

nal  Fläche  eine  Kraft,     f^ür  den  Torsionskoefhcienten  eines  cylindriachH 


Stabes  erhielten  wir 


•ia  +  fi) 


,— ;  J^'^ 


ier  vor  J'J  stehende  Faktor  ist  eine  reine  Zahl;  für  den  Biegongskoeflicien' 
:en  fanden  wir    / 

Dasselbe,    was    von    den   Kompressionskoefficienten  und  ElasticitSli^    h-:^?^^^^^^-^ 
coefticienten  der  festen  Krirper  gilt,  gilt  auch  i\lr  die  der  flüssigen  EOipeK 
Wir  haben  §  63  aus  den  von  Grassi  be<»bachteten  KompressionskoefficieDitai 
lie  Elasticitätskoetticienten  einer  Anzahl  Flüssigkeiten  im   Kilogramm 
las  Quadratmillimeter  abgoKutel;  zur  Überführung  dieser  Zahlen  in  abBolattf 
^lafs  (/ .  (/  .  S  haben   wir   die   dort  angeführten  Zahlen   niit  981  •  10*  i 
nultiplicieren.     So  wird  der  Klasticitätskoetücient  des  Wassers  bei  0** 

G 
CS' 


2011 


10'  n^.  ; 


Ier  der  Druckeinheit  auf  das  Quadratcentimeter  entsprechende  KompresöoMT, 
coefficient 

OJ 97- 10-10  ^f_. 

fr 

Dwr  hydrostatische  Druck  it>t  der  Druck,  den  die  Aber  der  FUdiei 
unheit  des  betrachteten  Niveaus  stehende  FlÜssigkeitssftale  ansObi,    Da  i 
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rodnkt  ans  der  Höhe  h  der  Fltissigkeitssilule  und  dem  specifischen  Ge- 
ichte  s  der  Flüssigkeit  das  Gewicht  der  drückenden  Fltissigkeitssaule  gibt, 
I  ist  hsg^  das  Produkt  ans  dem  Gewichte  imd  der  Beschleunigung  bei  dem 
eien  Fall  der  Druck  auf  die  Flächeneinheit  in  Krafteinheiten.  Die  Di- 
ension  des  Druckes  ist,  da 

Multiplicieren  wir  mit  einer  Fläche,  so  erhalten  wir  eine  Kraft;  der 
imensionsausdruck  multipliciert  mit  L^  wird  auch  ML  T~'^  die  Dimension 
Ber  Kraft. 

Der  Luftdruck  in  C .  G  .  L  ausgedrückt,  wird  bei  uns 

76  •  13,595  9  •  981  =  10  136  673  -~gr ' 

Man  sieht,  der  hydrostatische  Druck  einer  und  derselben  Flüssigkeits- 
nle,  somit  auch  der  Luftdruck  ändert  sich  proportional  dem  Worte  von  g. 
Die  sämtlichen  Kapillarerscheinimgen  werden  in  <xuantitativer  Jie- 
ahung  bedingt  durch  den  Wert  der  beiden  Kapillarkonstanten  H  und  <&. 
Itzterer  ist  ein  Winkel,  die  Bedeutung  der  erstem  ergibt  sich  daraus,  dafs 
d  einer  Kugel  vom  Badius  R 

H 
H 

n  durch  die  Oberflächenspannung  bewirkten  Druck  auf  die  Einheit  der 
lebe  der  Kugel  bedeutet.  Die  Konstante  7/  ist  also  das  Produkt  aus 
lem  Druck  und  einer  Länge.  Da  die  Dimension  des  Druckes  ML~'^T^^ 
;,  so  folgt 

H=.z  {ML-^T-^L)  =  z  {MT-^'Y 

In  der  Dimension  der  Konstanten  H  kommt  also  die  Länge  nicht  vor. 

Zu  demselben  Resultat  führt,  uns  die  erste  Gleichung  des  §  77.  Um 
n  Druck  in  den  Krafteinheiten  des  absoluten. Systems  auszudrücken,  haben 
r  die  linke  Seite  der  dort  gegebenen  Gleichung  mit  der  Beschleunigung 
m  multiplicieren,  es  wird  dann 

fhgs  =  gm  =  27  cos  -^ 


1 


er  ftlr  vollkommen  benetzende  Flüssigkeiten 

Hierin  ist  r  ^  zJy,     h  -\-  ^  r  =  zL,     g  =  zLT—*,     s  =  zML~^, 
B  Produkt  wird 

z  (MT-^)  =  H. 

TT 

In  der  Tabelle  von  Seite  341  sind  die  Werte  von  —  ,  oder  eigentlich 

—  für  r  <=  1 ,   weil  wir  die  Konstanten  als  Milligramme  bezeichnen 

geben.    Sie  bedeuten  so  den  Druck  auf  das  QuadratirnUimetoc  ^ 
lidie  TOD  1  "^  Radius  in  Milligr&mmen. 
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Wir  führen  die  Zahlen  in  die  Dmckeinheiten  des  Ganssschen  Sjitc 
über,  indem  wir  diese  Zahlen  mit  9810,  dem  bei  uns  gültigen  Werte  toi 
multiplicieren.    Es  wird  demnach  für  Wasser  bei  0^  nach  Bnumer 

//  =  2  .  7,666  .  9810  =  149,7  •  10»  ^^^'  • 
Im  C  .G  .S  System  wird  fttr  Wasser,  da  1"^  =  0,001«^, 

und  bedeutet  so  den  Druck  in  Einheiten,  deren  jede  der  Masse  l''  in 
Sekunde  1°™  Beschleunigung  gibt  auf  ein  Quadratcentimeter  einer  Kti| 
deren  Radius  ein  Centimeter  ist. 

Dafs  wir  einfach  durch  Einsetzen  von  Gramm  an  die  Stelle  des  ]£ 
gramm  aus  dem  Gaussschen  in  das  € .  G  .  S  System  übergehen,  weil  in 
Dimension  von  H  die  Länge  L  nicht  vorkommt,  ist  auf  den  ersten  B 
auffallend,  läfst  sich  aber  durch  eine  einfache  Überlegung  als  richtig 
kennen. 

In  den  Einheiten  von  Gauss  würde  der  Druck  auf  die  Flache 
Quadratcentimeters  imd  bei  dem  Krünunungsradius  1°^  der  lOOfache 
angegebenen  sein,  bei  dem  Krümmungsradius  1°°*  gleich  10™"  ein  Zeh 
des  Hundertfachen,  also 

149,7  .  10*. 

Da  nun  im  C .  G  .  S  System  die  Krafteinheit,  weil  das  Gramm  gl 
1000°»»',  das  Centimeter  gleich  10*"*"  ist,  10000  mal  gröfser  ist,  so 
deuten 

149,7  •  10^  Gauss     149,7  Krafteinheiten 

im  C  ,G  .S  System. 

Wir  bekommen  demnach  die  in  der  Tabelle  angegebenen  Konsta: 

— ,  übertragen  ins  C  .G  .  S  System,  wenn  wir  die  dort  angegebenen  Za 

mit  9,81  multiplicieren. 

Die  Diffusionskonstante  oder  Diffasionsgeschwindigkeit  definierten 
als  die  Salzmenge  in  Grammen,  welche  im  Laufe  eines  Tages  durch 
Querschnitt  von  1^°"  geht,  wenn  zwei  um  1**"  entfernte  Schichten  die  1 
zentrationsdifferenz  von  1^  im  Kubikcentimeter  haben.  Der  Wert  der  } 
stauten  bleibt  derselbe,  wenn  wir  das  Gramm  durch  das  Milligranini 
setzen,  ist  also  von  der  gewählten  Masseneinheit  unabhängig,  wie  man  sc 
aus  der  Dimensionsbestimmimg  erkennt. 

Auf  Seite  361  erhielten  wir  für  k 

hierin  ist  l  eine  Länge  =  ^/y,  S  die  in  der  Zeiteinheit  übergetretene  S 
menge  =  z  „t  ,  q  der  Querschnitt  ^=eJ/.  %  die  Konsentration,  Mi 
in  der  Volumeinheit,  somit  z  -yy-;  demnach  wird 

_      LML«  L« 

K  —  8     1>M.T  "^  '^    T  ' 


D  i  ifimoBftk  ODBtAo te ,  Hei  bti nga  k  oef fi  cieu t 


567 


Kacli  Ficks  Bestuiimung  wäre  also  für  Kochsalz 


1,076 


Tag 


12,5  •  10 


>-« 


Bei   der  AnsatrÖmung  der  Flüssigkeiten  darch   kapillare   Rubren   de- 
wir  den  Koefficienten  der  innern  Reibung  als  den  in  der  FUlchen- 
keit  der  Bewegung  einer  Flüssigkeitsschicht  entgegenwirkenden  Wider- 
wenn  die  Geschwindigkeitsdifferenz  zweier  um  die  Liingeneinheit  von 
bt  entfernter  Schichten  gleich  der  Einheit  ist.    Der  Reibungskoeflicient 
eiert  mit  einer  Fläche  und  dem  Quotienten  einer  Geschwindigkeit 
|ier  Ltlnge,  repräsentiert  somit  eine  Kraft;  demnach  ergibt  sich  seine 
Sion  aus  der  Gleichung 

I>i«seibe  Dimension  ftlr  ij  ergibt  sieb  aocb  aas  der  Oleicbung  des  §  87 
184,  welche  nach  ij  aufgelöst  liefert 

^ öTX  -^ 

Uionn  lat  pa  —  Ptf  ein  Druck,  F  ein  .Volumen  dividiei-t  durch  eine  Zeit, 

^it   ist  F/v  =  i/jT'*.     Die  vierte  Potenz  der  Länge  im  Nenner  hebt 

gegen  jene  im  Ziihler,  und  es  bleibt  Ü\r  d'w  Dimension  von  i^  das  Pro- 

>  eines  Druckes  und  einer  Zeit;  da  die  Dimension  des  Druckes  ML^^T^^ 

|,  ergibt  sich  ftlr  die  Dimension  von  t]  der  oben  hingeschriebene  Ausdruck. 

Wir  haben  die  ReibnngskoefKcienten  der  Flüssigkeiten  §  87  in  Milli- 

nen   auf  das   Quadratmillimeter  angegeben,     Multiplicieren   wir   die 

egebenen  Zahlenwerte  mit  dem  in  Millimetern  ausgedrückten  Werte 

so  erhalten  wir  die  Reibungskonstanten  im  Ganssschen  System.   Ho 

die  Reibungskonsiante  des  Wassers  bei  10**  nach  Poiseuille 

Zur  Überführung  in  das  C  ,  G  ,  S  System  haben  wir,  da  das  Milli- 
0,001'^,  das  Centimeter  gleich  10"°*  ißt^  den  in  Gaussschen  Ein- 
gegebenen Zahlenwert  des  Reibungskoefficienten  mit  100  zu  divi- 
,  es  wird  für  Wasser  bei  10^ 

t/  =  0,013  0%  ^-* 

Jie  bei  den  Gasen  zu  bestimmenden  Gröfsen  sind  derselben  Art  wie 
Flüssigkeiten,  Druck,  Reibungskonstante,  DiflTusionskonstante^  und 
auch  dieselben  Diniensit>nen.    Man  erkeimt  das  z.  B,  auch  aus  dem 
der   dynamischen   Gastheorie   gelieferten   Werte   der   beiden  letzteren 
üten. 

die  Diffusionskonstante  erhielten  wir,  wenn  Uj  und  Wj  die  mittlem 
piidigkeiten  der  fortschreitenden  Bewegungen  der  Moleküle  der  bei- 
!^  tind  2j|  die  mittleren  Wegelllngen  sind, 

.  _  "i  +  «1  _    (^i+^)h^ 
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Die  Dimension  ist 

also  dieselbe  wie  für  die  Flüssigkeit.  Der  Zahlenwert  des  Dif 
koefQcienten  hängt  also  nur  von  den  gewählten  Einheiten  der  Las 
der  Zeit  ab,  wir  haben  dieselben  seiner  Zeit  in  Centimetem  und  Se 
ang^eben. 

Der  Ausdruck  für  den  Beibungskoefücienten  war 

mn  ist  die  Masse  der  Volumeinheit,  u  die  mittlere  Geschwindigk 
fortschreitenden  Bewegung,  l  die  mittlere  Wegelänge  der  Molekült*, 

Wir  haben  auch  die  Reibungskoefficienten  in  Milligrammen  ang« 
dieselben  mit  98,1  multipliciert  geben  die  Zahlenwerte  im  C  .  G  .  S  S 
so  wird  nach  Kundt  und  Warburg 

für  Luft  ri  =  0,000  188      -^ 
Wasserstoff  i^  =  0,000092  3  -^ 

Kohlensäure  tj  =  0,000  152     -^  • 

Wir  werden  von  jetzt  an  das  absolute  Mafssjstem  anwenden  n 
den  zu  bestimmenden  Konstanten  die  Dimensionen  sowie  die  gewählt* 
heiten  in  der  bei  dieser  Darlegung  benutzten  Weise  angeben.  In  der 
werden  wir  das  C  .  G  .  S  System  benutzen. 


p 


Dritter  Abschnitt. 

Von  der  Wellenbewegung. 

Erstes   Kapitel. 
Theoretische  Principien  der  Wellenhewepang:. 

§  123. 

Schwingende  Bewegung  eines  Punktes.  Wenn  ein  materieller 
,  A  (Fig.  196),  welcher  durch  irgend  welche  Kräfte  in  einer  bestimmten 
I  so  festgehaltoR  wird,  dafs  er,  sobald  er  aus  derselben  fortgeschoben  ist, 
in  seine  frühere  Lage  zurückgezogen  wird,  durch  eine  äufsere  Kraft 
seiner  Gleichgewichtslage  nach  B  entfernt  und  dann  der  Wirkung  der 
in  die  Buhelage  zurückziehenden  Kräfte 
ssen  wird,  so  wird  er  zunächst  wieder  ^^^'  ^^^' 

le  frühere  Lage  zurückkehren.    De  aber    f ^ •>         J 

f Kräfte,  welche  den  Punkt  zurückziehen, 

Fltnge  auf  ihn  wirken,  bis  er  die  Lage  in  A  wieder  erreicht  hat,  so  ist 

ihm  erteilte  Bewegung  eine  beschleunigte  und  der  Punkt  ist  in  Ä  mit 

er  gewissen  gegen  6'  gerichteten  Geschwindigkeit  begabt.    Infolge  dieser 

bwindigkeit  mufs   der   Punkt,   gerade   wie   das   bewegte   Pendel   über 

Tertikaie  Lage,  sich  über  die  Ruhelage  hinaus  gegen  C  hin  bewegen. 

der  Zeit  an  aber,  wo  er  die  Buhelage  nach  der  andern  Seite  verlassen 

wirken  die  ihn  nach  A  ziehenden  Kräfte  wieder  auf  den  Punkt  ein. 

aber  sind  sie  der  Bewegung  entgegengerichtet,  bewirken  also,  dafs 

Bewegung  des  Punktes  eine  verzögerte  wird,  bis  er  in  dem  Abstände 

von  A  auf  einen  Augenblick  in  Ruhe  kommt,  wenn  durch  die  Wirkung 

nach  A  gerichteten  Kräfte  die  dem  Punkte  auf  dem  Wege  BA  erteilte 

ehwindigkeit  vernichtet  ist. 

Der  Abstand  AC  ist  gleich  dem  Abstände  AB ^  da.  der  bewegte  Punkt 
\  Geschwindigkeit  in  A  nur  infolge  der  gegen  A  gerichteten  Kräfte  er- 
hatte, und  dieselben  Kräfte  es  sind,  welche  die  Bewegung  desselben 
len.    Von  C  aus  wird  dann  der  betrachtete  Punkt  gerade  so  nach  A 
ekkehren,  wie  vorher  von  B^  wird  ebenso  infolge  der  auf  diesem  Wege 
en  Geschwindigkeit  sich  über  A  hinausbewegen  nach  B  hin,  weiter 
B  wieder  über  A  nach  C  und  so  fort.    Kurz,  der  Punkt  wird  ein** 
her  gehende  Bewegung  tun  den  Punkt  A  vollführen,  inde^i 
ihn  gegen  A  hinziehenden  Kräfte  sich  abwechselnd  der 
B&hert  und  von  ihr  entfernt. 
Bime  solche  hin  und  her  gehende  Bewec 
mke  Lage  nennt  man  eine  sohwnigenj 
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dort  eintreten,  wo  ein  Punkt  aus  seiner  Gleichgewichtslage  entfernt  lA,  oh 
in  eine  neue  Gleichgewichtslage  ühergefUhrt  zu  sein;  ein  spedellei  BflHf 
einer  solchen  haben  wir  bereits  früher  beim  Pendel  kennen  gelernt,  mU 
•infolge  der  Schwerkraft  Schwingungen  um  die  Vertikale  ToUffilul  All 
Arten  von  schwingenden  Bewegungen  der  einzelnen  Teile  fester,  flflff^ 
und  gasförmiger  Körper  werden  wir  demnächst  zu  betrachten  haben. 

Den  Abstand  der  äufsersten  Punkte  der  Bahn  des  Beweglichen  toi 
Ruhelage,  die  Länge  A  B ,  nennen  wir  die  Schwingungsweite  oder  AinpUt 
der  Schwingung,  imd  die  Zeit,  welche  der  Punkt  zum  Zurücklegen  « 
ganzen  Schwingung  gebraucht,  das  heilst,  um  den  Weg  von  B  nach  C 
wieder  zurück  zu  durchlaufen,  die  Schwingungsdauer.  Den  Bewegm 
zustand  des  Punktes  zu  irgend  einer  Zeit,  oder  an  einer  Stelle  a  der  1 
desselben  nennt  man  die  Oscillationsphase,  so  dafs  also  die  Phase  di 
den  Abstand  Aa  von  der  Ruhelage,  die  Geschwindigkeit  und  Bewega 
richtimg  des  Punktes  in  dem  betrachteten  Augenblicke  bestimmt  i 
Während  einer  ganzen  Oscillation  ist  der  bewegte  Punkt  in  allen  m5g]^ 
Phasen,  d.  h.,  er  nimmt  alle  überhaupt  bei  den  Schwingungen  m5g^ 
Bewegungszustände  an.  Zugleich  sieht  man,  dafs  die  Zeit,  welche  verf 
bis  der  Punkt  wieder  in  derselben  Phase  ist,  ebenfalls  «der  ganzen  Os 
tionsdauer  gleich  ist.  Die  um  eine  halbe  Schwingungszeit  von  e'm 
entfernten  Phasen  neimt  man  entgegengesetzte.  Der  bewegte  Punli 
ßndet  sich  dann  in  gleichen,  aber  der  Richtung  nach  en^egenges 
Bewegungszuständen;  dio  Abstände  von  der  Buhelage  sind  dann  | 
aber  an  verschiedenen  Seiten,  und  die  Geschwindigkeiten  sind  gleich 
nach  entgegengesetzten  Seiten  gerichtet. 

Wir  nahmen  vorhin  an,  dafs  die  schwingende  Bewegung  des  Pi 
dadurch  eingeleitet  wurde,  dafs  äufsere  Kräfte  denselben  nach  B  entf 
und  dann  ihn  der  Wirkimg  der  nach  A  gerichteten  Kräfte  überlief» 
ist  jedoch  klar,  dafs  die  schwingende  Bewegung  auch  dadurch  eing 
werden  kann,  dafs  dem  Punkt  A  durch  einen  Stofs  eine  gewisse  n 
gerichtete  Geschwindigkeit  erteilt  wird.  Er  wird  sich  dann  in  der  Iü( 
nach  B  bewegen,  bis  durch  die  Wirkung  der  ihn  nach  A  zurückziel 
Kräfte  die  dem  Punkte  erteilte  Geschwindigkeit  aufgehoben  wird,  dan 
mit  beschleunigter  Bewegung  nach  A  zurückbewegen,  darüber  hinaas 
C  hin  und  von  da  an  ganz  in  der  vorhin  betrachteten  Weise  über  A  m 
um  die  soeben  betrachteten  Schwingungen  zu  vollführen. 

§  124. 
QesetBO  der  schwingenden  Bewegung  eines  Punktes.     Ui 

schwingende  Bewegung  eines  Punktes  zu  bestimmen,  ist  es  notwendi 
jedem  Augenblicke  den  Ort  sowohl  als  die  Greschwindigkeit  des  Punkte 
Gröfse  und  Richtung  nach  zu  kennen.  Wir  werden  daher  eine  QAÄi 
aufzusuchen  haben,  worin  der  Abstand  des  beweglifthen  Punktes  toi 
Ruhelage,  femer  die  Geschwindigkeit  desselben  als  abhängig  von  der 
dargestellt  wird. 

Diese  Abhängigkeit  wird  lediglich  davon  bedingt,  nach  welchen 
setze  die  Kräfte,  welche  den  aus  der  Gleichgewichtslage  gebrachten! 
gegen  dieselbe  hintreiben,  sich  mit  dem  Abstände  des  Ponktes  vos 
selben  ändern.    Da  wir  es  nun  in  nnsem  weitem  Untenmehiaigen  M 
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Schwingungen  zu  thnn  haben,  welche  durch  Elasticität  bedingt  sind, 
deren  Amplituden  so  klein  sind,  dafs  die  Elasticitätsgrenzen  nicht  Über- 
ratten werden,  so  wollen  wir  hier  nur  die  schwingenden  Bewegungen 
"schten,  bei  denen  die  wirkenden  Kräfte  in  jedem  Momente  dem  augen- 
klicben  Abstände  des  Punktes  von  der  Gleichgewichtslage  proportional 
L  Bezeichnen  wir  dann  die  Kraft,  welche  den  Punkt  gegen  die  Gleich - 
xcbtslage  hintreibt,  wenn  er  sich  im  Abstände  y  von  derselben  befindet, 
tf;  und  mit  p  eine  Konstante,  so  ist 

^=  —  PI/. 

Wir  müssen  der  rechten  Seite  das  negative  Vorzeichen  geben,  da  die 
btang  der  wirksamen  Kraft  immer  die  entgegengesetzte  ist  von  der- 
gan,  nach  welcher  der  Punkt  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt  ist; 
ndet  sich  der  Punkt  rechts  von  A  Fig.  196,  so  wirkt  die  Kraft  nach 
a  und  umgekehrt.    Die  Konstante  p  in  dieser  Gleichung  ist  die  Kraft, 

welcher  der  Punkt  gegen  die  Gleichgewichtslage  hin  gezogen  wird, 
m  der  Abstand  y  =  1  ist. 

Nennen  wir  die  Masse  des  beweglichen  Punktes  m,  so  wird  die  Be- 
kunigung  9,  welche  derselbe  im  Abstände  y  gegen  die  Gleichgewichts- 
|l  hin  erfährt, 

9  =  —  ^  y  =  —  ^'v- 

'  Diese  Beschleunigung  q>  ist  gleich  dem  Quotienten  aus  der  Änderung 
P  Geschwindigkeit  dv^  welche   die  Bewegung  in  der  unendlich  kleinen 
Udt  erfahrt,  in  welcher  der  Punkt  gerade  den  Abstand  y  passiert,  und 
■BT  unendlich  kleinen  Zeit  dt,  oder 
^  •  dv 

B  damit 

^  dF=  -  ^^ ^• 

L  In  dieser  Form  der  Gleichung  I  erkennt  man  unmittelbar,  dafs  sie 
■tisch  dieselbe  ist,  welche  wir  §  25  für  die  Schwingungen  des  Pendels  er- 
Ben,  eine  Übereinstimmung,  die  notwendig  ist,  da  wir  bei  Betrachtung  der 
delbewegung  so  kleine  Amplituden  voraussetzten,  dafs  wir  die  bewegende 
ft  in  jedem  Momente  dem  Abstände  des  Pendels  von  seiner  Gleich- 
ichtslage  proportional  setzen  konnten.  Es  ist  also  dasselbe  Gesetz  für 
Abhängigkeit  des  Beweglichen  von  der  bewegenden  Kraft,  welche  wir 
'  iMrie  an  jener  Stelle  zu  Grunde  legen. 

In  derselben  Weise  wie  §  25  erhalten  wir  aus  der  Geichung  I  für 

Geschwindigkeit  v,  welche  das  Bewegliche  im  Abstände  y  von  der 
Ifih^ewichtslage  besitzt,  wenn  wir  den  Abstand   des  Punktes  dort,  wo 

Geschwindigkeit  gleich  Null  ist,  also  die   Amplitude  der  Bewegonir 

a  bezeichnen, 

v^  =  Ä«(a2  _  y2) IL 

li  Um  die  Abhängigkeit  des  Abstandes  y  des  Punktes  Ton 
llditdage  zu  erhalten,  wollen  wir  annehmen,  der  Pankf 
l^imH  in  dem  Momente,  in  welchem  er  seine  Oleiohg 

,  Vkj^ÜL,  I.  4.  Aufl. 
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läfst,  dafs  also  die  Bewegung  durch  einen  kurzen  Stofs  eingeleitet  n 
In  dem  Ausdrucke  fllr  v 

hahen  wir  dann  auf  der  rechten  Seite  das  positive  Vorzeichen  zu  wi 
wenn  wir  die  Richtung,  nach  welcher  das  Bewegliche  ans  der  G 
gewichtslage  sich  zuerst  bewegt,  als  die  positive  Richtung  der  y  betrat 
Nach  der  Bedeutung  von  v 

dy 

V  «=  -~ 


dt 


wird  dann 


und 


dy 
d 


-^ — hdt 


'4 


0 

Die  Summe  auf  der  linken  Seite  müssen  wir  von  y  =  0  bis  i 
nehmen,  weil  wir  den  Beginn  der  Bewegung  von  dem  Momente  an  re 
in  welchem  das  Bewegliche  die  Gleichgewichtslage  passiert,  also  y  = 
wenn  /  =  0  ist.    Diese  Summe  ist  nach  E  8  und  E  VIII 

Ä'/  =  arc  (sin  =   ^  j  —  arc  (sin  «^  — )  =  arc  (sin  =  --)  • 

Lösen  wir  die  Gleichung  nach  y  auf,  so  wird 

f/  =  a  sin  ÄJf in. 

In  dieser  Gleichung  wächst  y  mit  /  von  ^  =  0  bis  ä^  =  -  ;  ist 

terer  Wert  von  /  erreicht,  so  wird  y  =  a  gleich  der  Amplitude  de 
wegung.    Wächst  /  weiter,  so  nimmt  y  ab  und  wird  0,  wenn  kt  = 

worden  ist;  bei  weiterer  Zunahme  von  t  wird,  so  lange  ^<  >  «  <  3  -r 

negativ  und  wächst  negativ  bis  —  a,  welcher  Wert  für  Jet  =  3-^   «n 

wird.    Wenn  dann  kf  von  3        bis  2n  zunimmt,  wird  der  negative 

von  y  kleiner  und  für  kt  =  2n  wird  y  wieder  gleich  Null,  der  Pouk 
seine  Gleichgewichtslage  wieder  erreicht.  Das  Bewegliche  hat  also, 
die  Zeit  t  einen  solchen  Wert  angenommen  bat,  dafs  A;2*a=  2»,  einej 
Schwingung  zurückgelegt'.  Da  wir  nun  als  Schwingnngsdaner  jent 
bezeichnet  haben,  in  welcher  das  Bewegliche  eine  ganze  SchwingoiC 
fuhrt,  so  ist  2'  die  Schwingungsdauer  der  Bewegung.  Zwischen  dflii 
und  der  Quadi^atwurzel  aus  der  Beschleunigung  k  im  Abstände  1  Tfl 
Gleichgewichtslage  besteht  somit  die  Beziehung 

*  =  -T-5  r»  r  =  2' 


■■'Ytr'^- 
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Krseizati  wir  schlierslieh  k  in  der  Gleicbuiig  fUr  ^  dui^cb  diesen  Wert, 

V  =  asm2n  -«r' 

Daf8  dir>se  Gleichung  die  schwiügende  Bewegung  gerade  so  ergibt,  wie 
sie  im  vorigen  Paragraphen  abgeleitet  haben ,  erkennt  man  unmittelbar. 
D  gerade  so  wie  die  Abstände  //  sich  ändern,  wenn  i  von  0  bis  T  wächst, 
idd  8o  Sndern  sie  sich  jedesmal ^  wenn  t  von  n  T  bis  (n  -^  l)  T  wilclxst, 
also  die  Zeit  /  nm  eine  ganze  Sehwiugungsdaner  ziinirarat  Femer 
t  man,  dafs  in  zwei  Zeitpankten,  welche  um  eine  halbe  Scbwingungs- 
$X  von  einander  entfernt  sind,  die  AbstUnde  //  auf  entgegengesetzter 
der  Gleichgewichtslage  einander  gleich  sind,  denn  die  Werte  zweier 
M^  ilnren  Argumente  um  n  verschieden  sind^  sind  der  Gröfse  nach  gleich, 
Zeichen  nach  entgegengesetzt. 
Die  Geschwindigkeit  v  snir  Zeit  t  ist 


=  itl/«*-y*  =  «^yi-sin«27f-^  = 


T 


COS  2«  -jr* 


OleicbuDg  zeigt,  dafs,  wenn  /  =  0,  die  Geschwindigkeit  ihren  größsten 
hat;   dieselbe  wird  mit  wachsendem  t  kleiner  und   gleich  0,   weun 
r,  aUo  xur  Zeit,  in  welcher  t/  ^^  et  das  Bewegliehe  seinen  gröfsten 
von  der  Gleichgewichtslage  erreicht   hat      Wachst  /,   so  wird  e* 
das  Bewegliche   kehrt  gegen   die  Gleichgewichtslage   zurück   and 
da  das  negative  v  wächst ,  bis  f  =  ^  T,  y  ==  0  geworden  is^t,  mit 
ader  Geschwindigkeit,  bis  das  Bewegliche  in  die  Gleichgewichtslage 
tfcehrt    ist.      Bei   weiterm   Wachsen    von   /   bleibt   v  negativ,    bis 
Ty  }ß  ^=  —  cf  geworden,  das  Bewegliche  also  den  gröfsten  Abstand 
andern  Seite  der  Gleichgewichtslage  erreicht  hat.    Dann  ist  t'  =  0 
weiterem  Wachsen  von  i  wird  es  wieder  positiv;  das  Bewegliche 
.  von  der  negativen  Seite  her  mit  wachsender  Geschwindigkeit  in  die 
öwichtsla^e  zurück  und  hat,  wenn  es  die  Gleichgewichtslage  erreicht 
dieselbe  Geschwindigkeit  wie  bei  dem  Beginne  der  Bewegnag.    Auch 
L  xeigt   somit,  dafs,  wie  wir  es  im  vorigen  Paragraphen  ableiteten^  das 
rliche,  wenn  keine  Hindemisse  vorhanden  sind,  unaufhörlich  zwischen 
^Iben  Grenzen  und  mit  derselben  Geschwindigkeit  hin  und  her  geht 
Die  entwickelte  Gleichung  setzt  uns  somit 
Staad,  für  jeden  Moment,  wenn  wir  die 
Kräfte  kennen,  die  Lage  und  Ge- 
ekelt des  Beweglichen  vollkommen  zu 
len,  sie  gibt  uns  somit  unmittelbar  das 
der     schwingenden     Bewegung     eines 
,    weim    auf   denselben   Kr&fte   wirken, 
d«m   Abstände    des    Punktes    aus    der 
Uhge Wichtslage  proportional  sind. 

Die   Bewegung  eines  nach   diesem  Gesetze 

rinsf'^^den   Punktes   können   wir  uns   laicht 

teilen.    Bei  C  Fig.  197  (\m  Gleidi- 

jK  iea    Punktes,   der  auf  di*r   Uxoint  i 

b)L     Besckreiben  wir  dann  mit  dem  Hadüu»  C 


Jr'ig,  1^7 


Ö64  Schwingung  von  Panktreihen. 

denken  uns,  dafs  ein  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  a -^  dieaoi 

durchlaufe,  so  sind  die  Projektionen  der  von  dem  Punkte  in  diesem 
durchlaufenen  Bögen  auf  den  Durchmesser  Ca  die  Strecken,  die  der 
in  der  schwingenden  Bewegung  zurückgelegt  hat.  Geht  der  Punkt 
aus  nach  oben,  so  gibt  uns  die  Projektion  des  Bogens  ^  T  gleich  C 
nach  -^  Schwingungsdauer  zurückgelegten  Weg  u.  s.  f.  Man  siel 
dafs  die  in  gleichen  Zeiten  bei  der  schwingenden  Bewegung  zurückg 
Wege  sehr  verschieden  sind.  Die  den  gleichen  Bögen  angehörigen  ( 
sind  dann  den  Geschwindigkeiten  proportional,  welche  den  AbstSnden 
des  Punktes  von  der  Gleichgewichtslage  entsprechen. 


§  125. 

Schwingung  von  Funktreihen.    Entstehung  der  Wellen. 

wir  in  einer  Reihe  von  Punkten,  welche  durch  Kräfte,  die  zwisch 
einzelnen  Punkten  thätig  sind,  in  einer  bestimmten  Lage,  der 
gewichtslage,  festgehalten  werden,  einen  Punkt  in  eine  schwingen 
wegung  versetzen,  so  wird  dadurch  nicht  nur  das  Gleichgewicht 
einen  Punktes  gestört,  sondern  das  der  ganzen  Eeihe.  Da  die 
gewichtslage  durch  die  Wirkung  der  übrigen  Punkte  bedingt  wird,  i 
dadurch,  dafs  der  eine  Punkt  seine  Lage  ändert,  zunächst  die  ( 
grenzenden  Punkte  gestört  werden  und  von  diesen  sich  die  Gleichge 
Störung  auf  immer  weitere  übertragen. 

Wir  nehmen  an,  dafs  die*  einzelnen  Punkte  sich  anziehen,  ui 

die  Anziehungskraft  sich  ändert  mit  der  Entfernung  der  Punkte  v( 

ander.     Überdies  setzen  wir  voraus,  dafs  der  vollständigen  Annähen 

p,    jgg  Punkte    abstofsende 

i     &-^l     i     ^     i     z     :     i     A      ^     L     1  «iitgegenwirken,   die 

•  ^*     ^  falls  mit  der  Entfemi 

*•    ^     *  Punkte     aber    nach 

andern  Gesetze  als  • 
ziehenden  Kräfte  sich  ändern.  Nehmen  wir  an,  dafs  mit  einer  Anna 
der  Punkte  die  abstofsenden  Kräfte  viel  rascher  wachsen  als  die  anziel 
so  ist  durch  ein  System  solcher  Kräfte  die  Gleichgevnchtslage  der 
vollständig  bestimmt.  In  dieser  sind  die  an  jedem  einzelnen  Punkt 
entgegengesetzter  Richtung  wirkenden  Kräfte  gleich.  Wird  nun  der  I 
Fig.  198  aus  seiner  Gleichgewichtslage  gebracht  und  z.B.  nach  a  v 
so  wird  dadurch  der  Abstand  zwischen  a  und  ß  gröfser.  Durch  die 
rung  des  Abstandes  aß  in  aß  werden  die  auf  ß  von  «  wirkenden 
geändei*t;  sowohl  die  anziehenden  als  die  abstofsenden  werden  1 
Da  aber  die  Abstofsungen  sehr  viel  rascher  abnehmen  als  die  Anziel 
so  ist  der  Erfolg  dieser  Änderungen,  dafs  ß  jetzt  stärker  nach  c  £ 
wird.  Da  in  der  Gleichgewichtslage  die  Wirkung  der  an  ß  angre: 
Kräfte  sich  aufhebt,  so  mufs  jetzt,  da  die  Anziehung  nach  a  zngen 
hat,  der  Punkt  ß  sich  a  zu  nähern  suchen,  aber  nicht  in  der  Bichtcu 
sondern  in  einer  andern  Richtung  ßß^.  Denn  mit  der  Bewegung 
nach  unten  hin  ändert  sich  ebenfalls  «der  Abstand  ßy^  und  auch  hie 
wegen  der  raschem  Abnahme  der  abstofsenden  Kräfbe  die  AniiebaBi 
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viegen.  Auf  den  Punkt  ß  wirkt  daher  eine  nach  a  und  eine  nach  y  ge- 
nehtete  Anziehung  ein,  ß  wird  sich  also  in  der  Richtung  der  Resultierenden 
neh  /f  bewegen. 

Bewegt  sich  der  Punkt  a  nach  a\  so  mufs  ß  aus  eben  den  Gründen 
Mgen  und  sich  nach  ß"  bewegen,  zugleich  mufs  aber  y  seine  Ruhelage 
fBilassen,  da  jetzt  die  Anziehung  von  ß  auf  y  die  Abstofsung  überwiegt, 
md  von  y  sich  nach  /  bewegen. 

Wenn  demnach  a  das  erste  Viertel  seiner  Oscillation  zurückgelegt  hat, 
'  iit  die  Bewegung  auf  der  Punktreihe  bis  zum  Punkte  ö  fortgeschritten, 
f,  /?,  y  haben  ihre  Buhelage  verlassen;  die  Gestalt  der  Punktreihe  ist  die 
Rg.  198  dargestellte. 

Wenn  a  in   seiner  Bewegung    umkehrt  imd   in    der    folgenden  Zeit 
gegen  die  Ruhelage   sich  bewegt,   wird   sich   ß  zunächst  wegen  der  Ge- 
tthwindigkeit,  welche  es  in  /3"  besitzt,  noch  eine  Strecke  weiter  bewegen, 
[nd  dann  ebenfalls   durch   die  von  a  und  y  ausgeübten  Anziehungen  zur 
rlohelage  zurückkehren.      Das  Gleiche   wird  etwas  später  mit  y  der  Fall 
Hat  a  dann  die   Ruhelage   erreicht,   so  wird  ^,   y  die  in  Fig.  199 
ientete     Lage     haben.  jg,j^  ^^^ 

Bewegung    von   y  hat    ^  i     i     i     i     i     $     l 

w&hrend    dieser    Zeit  ^ 

Bewegung    von    ö    zur  ^     i     ^ 

^dge    gehabt,    und    diese 

[Wieder  die  Bewegung  von  e  imd  f ,  gerade  wie  sich  vorhin  ß  imd  y  infolge 
liir  Bewegung  von  a  bewegten.  Der  Punkt  d  hat  in  dieser  Zeit  seinen 
llOIsten  Abstand  en*eicht,  da  y  denselben  schon  überschritten,  und  in  dem 
^Fig.  199  dargestellten  Momente  sowohl  y  als  £  den  Punkt  ö  gegen  seine 
[ffleichgewichtslage  hinziehen.  Wenn  also  a  in  seiner  Ruhelage  angekonunen 
irt,  hat  ein  in  einem  gewissen  Abstände  von  a  liegender  Punkt  seinen 
pOXsten  Abstand  erreicht  und  ist  im  Begriffe,  den  Rückweg  gegen  die 
Knhelage  anzutreten,  und  die  Bewegung  überhaupt  hat  sich  bis  zum  dop- 
Itelten  Abstände  von  a  bis  ij  fortgepflanzt.  Fig.  199  stellt  die  gegenseitige 
Uge  der  Punkte  in  diesem  Augenblicke  dar. 

In  der  darauf  folgenden  Zeit  bewegt  sich  der  Pimkt  a  über  die  Ruhe- 
■ge  hinaus  nach  a"  (Fig.  200);  die  Punkte  ß  und  y  folgen;  der  Punkt  d, 
knr  im  Augenblicke,   als  a 

He  Bohelage  passierte,  seine    j-  «g.  2 

fickgSngige  Bewegung  an-  ^ 

riiy    hat    denselben  Raum  .  i     i     i     1 

lurehlaafen  wie  in  der  vori- 

[tn   Zeit  und    ist  in  seine  i      v     i     * 

lohelage  zurückgekehrt.  Die  * 

(dgenden  Punkte  £,  ^,  ij  beßnden  sich  in  derselben  Lage  und  derselben 
^liase  der  Bewegung  wie  /3,  y,  ^  in  dem  vorhin  betrachteten  Zeitpunkte,  wo  a 
^  die  Bohelage  zurückgekehrt  war,  d  seine  äufserste  Lage  erreicht  hatte. 
Wie  sich  aber  am  Ende  des  ersten  Viertels  der  Oscillation  von  a  die 
tewegong  bis  S  fortgepflanzt  hatte,  so  hat  sie  sich  jetzt  ^  imd  i  mit- 
flieilt,  und  der  Punkt  x  ist  im  Begriffe,  seine  Bewegung  nach  unten  hin 
1  begümen. 
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Wenn  schliefslieh  a  den  letzten  Teil  seiner  Oscillation  zorflckjp 
hat  und  wieder  in  seiner  Gleichgewichtslage  angekommen  ist,  so  iit 
Lage  der  Punkte  a  bis  v  folgende  geworden  (Fig.  201).  Die  Punkte 
haben  ihre  äufserste  Lage  überschritten  und  sind  anf  dem  Bttckwege 
Ruhelage;  6  ist  während  der  Zeit,  welche  a  branchte,  mn  von  u 
äufsersten  zur  Ruhelage  sich  zu  bewegen,  von  der  Ruhelage  bis  za  sd 
grQfsten  Abstände  fortgeschritten;  e  und  ^  haben  die  Ruhelage  fibersdml 
?y  ist  wie  a  von  der  äufsersten  Lage  in  dieselbe  zurückgekehrt;  d  a 
haben  ähnliche  Wege  zurückgelegt  wie  ß  und  y^  det  Punkt  x,  der  am! 
der  vorigen  Zeit  seine  Bewegung  anfing,  hat  den  grSfsten  Abstand  enc 
und  k  und  ii  haben  eine  Bewegung  erhalten,  wie  ß  und  y  in  der  zaeisl 
trachteten,  £  und  f  in  der  folgenden  und  ^  und  *  in  der  der  letzten 
mittelbar  vorhergehenden  Zeit.  Die  Bewegung  hat  sich  also  bis 
Punkte  V  fortgepflanzt,  der  gerade  im  Begriff  steht,  seine  Bewegun 
beginnen. 

Dadurch  also,  dafs  einem  Punkte  a  einer  Punktreihe,  welche  c 

anziehende  und  abstofsende  Kräfte  der  einzelnen  Punkt«  im  Gleichge' 

j.j^  3JJJ  gehalten    wird,   eine 

r     i     t     .  lierende    Bewegung   e 

2  *     t  wird,  erhalten  auch  di 

n  ,  genden   Funkte   eine 

^  ^         lierende  Bewegung,  n 

*     ^      ,      X     *         sich  von  Punkt  zu  Pui 

•  der  Reihe  fortpflanzt  I 

die  Bewegung  des  Punktes  a  foi-t,  so  dauert  ebenso  die  Bewegung  de 

genden  Punkte  fort.    Von  v  an  pöanzt  sich  die  Bewegung  gerade  so  i 

fort,  während  der  ersten  Oscillation  von  v,  welche  mit  der  zweiten 

gleiclizeitig   ist,   um   eine   der   Länge   av  gleiche   Strecke   und  so  n 

Ebenso  wie  nach  der  einen  Richtung  pflanzt  sich  die  Bewegung  auch 

der  entgegengesetzten  in  ganz  gleicher  Weise  fort,  so  dafs  nach  und 

sämtliche  Punkte  unserer  Punkt  reihe  eine  oscillierende  Bewegung  erh 

Wenn  die  Punkte  bei   ihrer  oscillierenden  Bewegung  die  Punk 
verlassen,  wie  wir   es   der  Deutlichkeit  wegen  in  unseren  Figuren 
nommen   haben,   so   erhält   die  Punktreihe  im  Laufe   der  Bewegung 
wellenförmige   Gestalt,    deshalb    nennt   man    die   Bewegung  eine  ^ 
bewegung. 

Die  Strecke,  über  welche  sich  die  oscillierende  Bewegung  wl 
einer  ganzen  Oscillation  des  Punktes  «  verbreitet,  hat  die  Gestalt 
Welle,  deshalb  nennt  man  sie  eine  Welle  oder  Wellenlänge.  Auf 
Strecke  sind  alle  Oscil]ationsi>hasen,  welche  der  einzelne  oscillierende ! 
nach  und  nach  annimmt,  neben  einander  vorhanden,  weil  jedor  Pmi! 
dieser  Strecke  seine  Oscillation  um  ein  wenig  sp&ter  beginnt,  md 
gerade  so  zurücklegt  als  der  Punkt  a. 

B'u)  einzelne  Welle  besteht  aus  zwei  kongruenten  Teilen,  einem  n 
imd  einem  hintern,  dem  Wellenberge  und  dem  WeUenthftle,  in  tal 
homologen  Punkte,  das  heifst  diejenigen,  welche  gleioh  w«fciNMD  ^ 
jeder  Wellenhälfte  entfernt  sind,  mit  gleichen  aber  fflitfl^ifliiiwnin 
teten  Geschwindigkeiten  begabt  sind.     Die  gleioh  wv  l 

jeder  Wellenhälfte  liegenden  Punkte  befinden  eich  dahi 
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HiaseiL  Um  diesen  Gegensatz  auszudrücken,  ist  auch  der  Name  Wellen- 
berg und  Wellenthal  gewühlt  worden,  jeder  der  Hi^lften  kann  man  den 
Samen  Wellenberg  oder  Wellenthal  beilegen. 

Bei  der  fortschreitenden  Bewegung  teilt  sich  die  Reihe  in  eine  Folge 
«ücher  Wellenlängen,  und  wenn  die  Verhältnisse  in  der  ganzen  Reihe  die- 
ttiben  sind,  so  ist  auch  die  Länge  der  Wellen  in  der  ganzen  Punktreihe 
fii  gleiche.  Hat  sich  demnach  die  Bewegung  in  einer  Zeit  t  um  die 
Unge  X  fortgepflanzt,  und  ist  die  Zeit  t  =  n  •  T^  wo  2'  wie  vorhin  die 
Oidllationsdauer  eines  der  Punkte  bedeutet,  so  hat  sich  die  Länge  x  in 
«  Teile  von  der  Länge  einer  Welle  zerlegt,  in  deren  jeder  alle  Punkte  sich 
gerade  so  bewegen,  wie  die  zwischen  a  und  v  gelegenen  Punkte.  Da  nun 
unter  dieser  Voraussetzung  auch  die  Oscillationsdauer  immer  dieselbe  ist, 
10  mufs,  da  während  der  Zeit  T  die  schwingende  Bewegung  sich  imi  die 
Lioge  einer  Welle  fortpflanzt,  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die 
Bewegung  auf  immer  weitere  Punkte  überträgt,  die  Fortpflanzungs- 
gwehwindigkeit  der  Wellenbewegung  konstant  sein. 

Wir  haben  bisher  über  die  Richtung,  in  welcher  die  einzelnen  Punkte 

seh  bewegen,  gar  keine  Voraussetzung  gemacht,  um  die  Betrachtung  ganz 

'.  lOgemein  zu  halten.     Die  Richtung  wird  bedingt  durch  diejenige,  welche 

kr  Punkt  a  anfänglich  besitzt,  und  durch  die  Kräfte,  welche  auf  die  Punkte 

der  Reihe  einwirken. 

Bewegt  sich  der  Punkt  a  anfänglich  in  der  Richtung  der  Punktreihe, 
so  sieht  man  sofort,  dafs  dann  alle  Punkte  ebenfalls  in  derselben  Richtung 
lun  und  hergehen  müs- 
sen, da  dann  nur  Kräfte  *'*«  202. 
loftreten,  welche  in  die-            ••••••••••••• 

ler    Richtung    wirken. 

Die  Richtung  der  Be-  ••••••••••••• 

wegong  der  Punkte  föUt 

dann  mit  derjenigen,  in  •       •       •       •••••••••• 

teicher    sich    die    Be- 
legung fortpflanzt,  zu-*        •       •       •       •       •       ••••••• 

lammen.      Bei    diesen, 

fen  sogenannten  longi-  ••••       •       •       •       •       •       •••• 

Hdinalen  Schwingungen 

)der  longitudinalen  Wellen,  tritt  eine  Gestalts  Veränderung  der  Punktreihe 
licht  ein,  sondern  nur  eine  Verdichtung  und  abwechselnde  Verdünnung, 
ndem  die  Punkte  sich  abwechselnd  einander  nahem  imd  von  einander  ont- 
emen  (Fig.  202). 

Ist  idie  Bewegung  der  Punkte  senkrecht  gegen  die  Punktreihe,  so  nennt 
Dan  die  Schwingungen  transversale;  die  Richtung,  in  welcher  die  Punkte 
ich  bewegen,  ist  dann  senkrecht  gegen  die  Richtung,  in  welcher  die  Be- 
regimg  sich  fortpflanzt.  Eine  solche  transversale  schwingende  Bewegung 
ritt  nicht  immer  dann  ein,  wenn  die  uisprüngliche  Bewegung  des  zuerst 
ewegten  Punktes  eine  transversale  ist,  sondern  nur  dann,  wenn  die  Resul- 
erende  sämtlicher  auf  die  einzelnen  Punkte  der  Reihe,  wemi  sie  die 
leichgewichtslage  verlassen  haben,  wirkenden  Kräfte  gegen  die  Punktreihe 
mkrecht  ist.    Wir  werden  später  Fälle  der  Art  zu  betrachten  haben. 
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Moglieh  ist  es  temer.  dais  die  longitndinale  und  taransvenali 
wegnng  sich  kombiniert  unil  dalüs  die  einzelnen  Punkte  dadurch  gei 
oder  knumnlinige  Bahnen  beschreiben.    Wir  werden  letztere  bei  eme 

Wasserwellen  finden. 

§  126. 

Mathenuktiache  Dantellimg  der  WeUenbewegimg  einer  Fi 

reilie.  Um  die  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  einer  Beihe  vollst 
•larzustellen,  müssen  wir  tilr  jeden  Zeitpunkt  den  Ort  jedes  Punkte 
Beihe,  Si^wie  seine  «.reschwindigkeit  der  Gröfse  und  Richtung  nach  besti 
können.  W'Ir  milsäen  demnach  auch  hier,  wie  bei  der  oscillierendei 
wegung  eines  Punktes,  eine  Gleichung  aufsuchen,  welche  uns  die  i 
stimmenden  Groi'sen  als  abhängig  von  der  Zeit  und  von  ihrer  Lage  i 
Punktreihe  wiedergibt,  denn  nach  den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragr 
hängt  der  Bewegxmgszustand  eines  Punktes  der  Beihe  sowohl  von  dei 
als  auch  von  der  Lage  des  Punktes  in  der  Reihe  ab.  Für  einen  gege 
Zeitmoment  ist  die  Bewegung  der  Punkte  der  Reihe  je  nach  ihrer 
verschieden,  und  tiir  eine  gegebene  Lage  ist  sie  eine  andere  zu  verschit 
Zeiten. 

Vm  zu  der  Gleichung  zu  gelangen,  betrachten  wir  einen  beli 
Fiuikt  der  Reihe,  dessen  Abstand  von  dem  Anfangspunkt  der  Bew* 
«las  heilst  von  dem  Punkte,  den  wir  in  eine  schwingende  Bewegun 
setzten.  gUncb  x  sei,  und  suchen  dessen  Bewegung  zur  Zeit  t  zu  besti 
Wir  gelaniren  daziu  indem  wir  die  Kräfte  aufsuchen,  welche  die  Be\* 
des  Punktes  bewirken. 

Wie  die  Betrachtimgen  des  vorigen  Paragraphen  zeigen,  werd 
Punkte  der  Reihe  nach  und  nach  von  der  Bewegung  ergriffen,  und  die 
davon  ist,  dais  die  neben  einander  liegenden  Punkte  nie  gleich  weit,  s* 
•ler  eine  mehr,  der  andere  weniger  von  der  Gleichgewichtslage  entferr 
Die  l\iiikte  >ind  deshalb  auch  relativ  gegen  einander  verschoben,  das 
ihre  Stellung  gegen  einander  ist  eine  andere  als  die  der  Gleichgewicl 
y^g  ^y^  entsprechende.  Da  wir  nun^ 


i     i 


setzen,  dafs  die  Punkte  sich  da 

t«  zwischen  ihnen  thätigen  Krl 

•  ^4  Gleichgewicht   halten,  so  i 

• ^ i 4    bei  einer  solchen  Verschiebe 

Punkte  gegen  einander  Eräft4 

*'i8  *o*  sein,  welche  die  Punkte  in  i 

g        i        i        i        i        i        i       lative  Gleichgewichtslage  i 

zubringen    suchen.      Wir 
^.  ^  -     ^     •.     ^       voraus,  dafs  die  Yerschiebni 

•  *  ^  «     •     <     •       y^in  ^^^  ^fg  ^^^  ^^  I 

*dastischen  Kräften,  immer  die  Grölso  dieser  Kräfte  der  GrOCse  de 
Schiebung  proportional  setzen  dürfen. 

Eh  stelle  nun  aöi}  (Fig.  203)  die  Lage  der  Punkte  in 
d^r  Punktreihe,  welches  in  Bewegung  ist,  dar,  sei  ea  M 
«•8  bei  longitudinaler  Schwingung.     Ist  die  Bewegoag 
die  Abstände  der  Punkte  §,  7  •  •  •  ^^"^^  atv^oi  ^sst  'Vbak 
l'imkto  von  der  Glek\igemciVi\Ä\ai%^.    ^»«äö.TinaMi^».  ^Bä"^ 
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rlie  Abstände  der  Prnikte  von  &  rj  die  Verschiebungen  der  l*ankt^ 
ebgewichtslage  (Fig,  204)  dar,   indem  die  Verschiebungen  in 
der  Gleichgewichtslage T  z.  ß.  otß'  —  aß,  ay  —  ay,  •  •  senkrecht 
fgetragen  sind. 

'achten  wir  irgend  drei  neben  einander  liegende  Punkte,  z,  B. 
i^t  die  Verschiebung  des  Pimkies  e  gegen  d  der  Differenz  der  senk- 
bst&nde  d^  —  ae  und  ebenso  die  Verschiebung  von  s  gegen  f  der 
/if  —  rf  propartionaJ,  Schwingen  die  Punkte  longitudinal,  so 
die  Differenzen  €?/  und  th  die  Verschiebungen  der  Punkte  gegen  einander 
t,  wie  sich  ans  der  eben  angelilhrten  Konstruktion  ergibt.  Schwingen 
^onkte  transversal^  so  wird,  wenn  wir  voraussetzen,  dafs  die  Amplituden 
Scbwingxuig  sehi*  klein  sind,  eine  merkliche  Veränderung  in  den  Ab- 
der  Punkte  nicht  eintreten,  es  ist  de  von  ad  nur  um  eine  selbst 
verschwindende  GrÖlse  verschieden.  Es  bildet  dann  aber  die  Ver- 
^linie  beider  Punkte  mit  der  Verbindungslinie  in  der  rileichgewichtS' 
einen  Winkel,  in  derselben  Art,  wie  wir  es  bei  der  Toi*öion  fanden, 
angente  »lieses  VerschiebungB\^'inkel8,  wie  wir  ihn  damals  nannten,  oder 
die  Winkel  so  klein  sind,  dai's  wir  für  die  Tangente  den  Bogen  eia- 
■en^  der  Verschiebungswinkel  selbst^  ist  gleich  den  Quotienten  aus 
:hiebTmg   der  Moleküle   und   dem  Abstände   der  Molekllle  in  der 

nchtslage.  Der Verscbiebungsvviukel  zwischen  f5  und  t  ist  i dl/  =  —^  , 

len  i  und  f  ist 

«<■• 

wir  für  unsere  Punktreihe  die  IrÜher  erkannten  Gesetze  der 
'dtat  als  gültig  voraus,  so  folgt,  dafs  zwischen  zwei  gegen  einander 
iiobenen  Molekülen  Kräfte  thätig  sind»  welche  sie  in  die  relative  Gleich- 
Blitslage  zurückzubringen  suchen,  und  welche  derGl'öfse  der  Verschiebung 
irtional  sind.  Das  Mafs  dieser  Kräfte  ist  der  Elasticitätskoetlicient,  die 
;,  mit  der  die  Moleküle  gegen  ihre  Gleichgewichtslage  hingetrieben 
en,  wemi  die  Verschiebung  dem  ursprünglichen  dfn*  Gleichgewichtslage 
«rech enden  Abstände  gleich  geworden  isgrt.  Bezeichnen  wir  den  Elasti- 
ikoefficienten  mit  ^,  den  der  Gleichgewichtslage  entsprechenden  Abstand 
lloleküle  mit  rf.r,  so  ist  die  einer  Verschiebung  ^  der  Moleküle  ent- 
,de  Kraft 


weiter  bei  Besprechung  der  Torsionserscheinungen,  dafs  bei 
tBChiebung  der  Molekülschichten  gegen  einander  ohne  Vergröfsening 
ftdes  der  Schichten,  eine  die  Schichten  gegen  ihre  relative  Gleich- 
zurücktreibend e  Kraft  auftritt,  welche  der  Gröfse  des  Ver- 
jswinkcls    proportional    ist.     Diese  Kr  "  '       ^'     '"    'Mit  des 

bungswinkels   ein   gewisEer  linichfei!  lenten. 

neb  a  eine  Konstaute,  die   kl  vn  dii- 

•rscbiebungswinkel  a  wni  ^r^tvii 


/ 

|t<fl  dürfiün  wir  direkt  nui 
»p  äiäi's  Mwiscben  den 
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tracfeteten  Punkte   eine  Reihe  bilden,   ebensolche  Krilfte  ?m*li 
sie  früher  als  elastische  Krüfte  erkannt  haben. 

Da  nun  in  unserer  Punktreihe  die  Vorschiebung  des  Punkte  s  j 
S  gemessen  nach  dem  ursprünglichen  Abstände  der  Punkt©  in  der  Gl 
gewichtslage,    resp.    bei   transversaler  Bewegung   der  Yerschiebmigsw 

gleich  — Y  iet|  so  ist  die  Kraft.,  mit  welcher  der  Punkt  in  seine  G\m 

wichtslage  in  Bexug  auf  ö  gezogen  wird,  also  nach  5'  hin 


ad 


e» 


d 


wenn  wir  mit  c  die  Elasticitiit  der  Punktreihe  bezeichnen,  und  a  Si» 
angeführte  Konstacte  ist,  welche  ttlr  Inngitudinale  Sehwingtmgeii  ( 
eins  ist. 

Die  Verschiebung  des  Punktes  t  gegen  ?  bewirkt^  dafs  i  gegen  l 
getrieben  wird,  gegen  die  Stelle,  In  welcher  er  gegen  f  in  seiner  Q 
gewichtslage  ist;  die  Gr^Hse  der  Kraft,  welche  in  diesem  Biime  wirkt, 

f6  fb  ^m 

ei  —    *  e  =  ^/  —r  -  e.  ^M 

ae  ad  ^| 

Diese  beiden  Kräfte  wirken  auf  den  Punkt  £  nach  gerade  entgegenges 
Eichtung,  die  ihn  wirklich  bewegende  Kraft  ist  somit  die  DijGTerenz  b 
somit 

eb*  —  tb 
ad 

Da  wir  es  hier  mit  molekularen  KrfLften  zu  thim  haben,  welche  van 
ktllschicht  zu  Molekülschicht  wirken,  so  wird  die  Bewegung  des  P« 
i   durch   weiter  entfernte   Punkte  nicht  beeinflufst;   die  soeben  abgsl 
bewegende  Kraft  ist  somit  die  ganze  den  Punkt  s  bewegende  Kraft. 

Um  die  durch  diese  Kraft  dem  Punkte  b  erteilte  Besebleixn 
zu  erhalten,  haben  wir  nur  dieselbe  durch  die  Masse  m  des  be^ 
Punktes  f  zu  dividieren,  wir  erhalten  dann 

a  t'  —  ib      e 


ad 


d 


Anstatt   der  Masse   m   des  einzelnen  Punktes  oder  der  einzelnen  Mc 
schiebt,   zu   welcher   der  Punkt   gehört,   können   wir  bequemer  die 
der  Längeneinheit  der  Punktreihe  eiotlihren,  die  wir  als  die  Dicbtigk« 
Punktreihe  bezeichnen  wollen.    Die  Anzahl  der  Punkte  in  der  Läugeo^ 
der  Reihe  ist 

1 
ad 

Die  Dichtigkeit  der  Punktreihe  ist  somit 

m 


H  ^ 


ad 
Führen  wir  diesen  Wert  in  obigen  Ausdruck  ein,  so  wird  die  Bescl 


a 


ib'  —  ib 


(^) 


^  a 


-  rtJ 


ad" 
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Diese  Besehleonigong  ist  diejenige,  welche  der  betrachtete  Punkt  der  Eeihe 

indem  betrachteten  Zeitmoment,  also  zur  Zeit  f,  nachdem  die  Bewegung 

'  in  dem  Ausgangspunkte  derselben  begonnen  hat,  erhält.    Dieselbe  ist  somit 

\  ^ich  -TTy  gleich  dem  Quotienten  aus  der  in  der  unendlich  kleinen  der 

'.  Zeit  i  folgenden  Zeit  dt  stattfindenden  Änderung  der  Geschwindigkeit  dv 
imd  der  Zeit  dt^  es  ist  also 

dv    eh'  —  th       e 

Tt  ^'  "5d«  ~d' 

^  Die  Differenz  s1/ —  eh  hängt,  wie  man  schon  unmittelbar  an  der  Fig.  203 
\  erkennt,  ab  von  der  Lage  des  Punktes  e  in  der  Reihe.  Um  das  auszudrücken, 
wollen  wir  den  Abstand  des  betrachteten  Punktes  von  dem  Ausgangspunkte 
der  Bewegung  mit  x  bezeichnen  und  den  Abstand  ad  der  einzelnen  Punkte 
mit  dx,  sei  femer  der  Abstand  ea  des  betrachteten  Punktes  e  von  seiner 
Bleichgewichtslage  gleich  y.  Da  nun  die  in  einem  bestimmten  Momente, 
ibo  zur  Zeit  /,  vorhandene  Verschiebung  der  einzelnen  Punkte  aus  der 
Gleichgewichtslage  abhängig  ist  von  der  Lage  des  Punktes  in  der  Reihe, 
also  von  dem  Werte  von  a:,  so  können  wir  ganz  allgemein  y  als  eine  Funk- 
tion von  X  bezeichnen,  also 

y  =  f(x). 

Der  Abstand  des  vorhergehenden  Punktes  6  von  der  Gleichgewichtslage 
y'  ist  dann,  da  dieser  Punkt  dem  Anfangspunkt  um  dx  näher  liegt, 

y=f{x  —  dx)  =y  —  dy, 

Ba  man  nämlich  die  Änderung  von  ^,  wenn  x  um  dx  wächst,  mit  dem  posi- 
tiren  Vorzeichen  versieht,  so  müssen  wir  die  Änderung  von  y,  wenn  wir  in 
die  Funktion  einen  um  dx  kleinem  Wert  einführen,  mit  dem  negativen 
Toneicben  versehen. 

Der  Abstand  des  auf  e  folgenden  Punktes  ?  vom  Anfangspunkte  der 
Bewegung  ist  x  -^  dx^  für  den  Abstand  des  Punktes  von  seiner  Gleich- 
gewichtslage cf  =  y"  erhalten  wir  demnach 

y"^f{x  +  dx)=y  +  dy\ 

Da  nun  zh'  =  y  —  y^^h  ^^  y  —  y\  so  folgt 

bV  —  ii  =  (jy  —  dy  —  y)  —  (y  —  (y  +  dy'))  =  dy'  —  dy\ 

Die  Differenz  sb'  —  eb,  welcher  die  Beschleuniguug  des  betrachteten 
Punktes  proportional  ist,  ist  somit  gleich  dem  Unterschiede  zwischen  den 
Veränderungen,  welche  die  f  (rr),  die  uns  die  Abstände  y  zu  einer  be- 
stimmten Zeit  darstellt,  erfährt,  wenn  der  Wert  x  einmal  um  dx^  das 
andermal  2  dx  gröfser  wird.  Denn  es  ist  dy'  die  Änderung,  welche 
y  erfährt,  wenn  wir  von  6  aus  um  dx  weiter  zu  s  gehen  und  dy'  diejenige, 
wenn  wir  von  £  aus  nochmals  um  dx^  also  von  d  aus  um  2  dx  zu  ^  gehen. 
Bezeichnen  wir  diesen  Unterschied  in  den  Veränderungen  mit  cPy,  so  wird 

dv   e    d^y  2  ^'.V 

~di~^~di:x^~^    rf^*  ' 


renn  wir  den  Faktor  a-j  =  (^  setzen. 
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Die  Gröfse  dv  im  Zahler  anf  der  linken  Seite  der  Gleidrang  ist 
Änderung  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Pimktes  in  der  auf  £e  t 
folgenden  unendlich  kleinen  Zeit  df.  Ist  c  die  Geschwindigkeit  am  ] 
der  Zeit  /,  diejenige  am  Ende  der  Zeit  f  -{-  dt  gleich  v'j  so  ist 

(If  «=  r'  —  r. 
Zar  Zeit  i  hat  nun  unser  betrachteter  Punkt,  der  durch  die  Entfenni 
vom  Ausgangspunkte  der  Bewegung  gegeben  ist,  den  Weg  jf  zorückg« 
Wächst  die  Zeit  um  dt,  so  legt  er  in  dieser  den  Weg  dff  zordcL    Den 
ist  seine  Geschwindigkeit 

W&chst  jetzt  die  Zeit  nochmals  um  dieselbe  Gröfse  dt^  so  legt  er  in  ( 
Zeit  einen  andern  Weg  dy  zurück,  die  Geschwindigkeit  am  Ende  dei 
(  -\-  dt  ist  demnach 

dy 

•  •  *  j  dy  —  dy         d^y 

somit  ist  dv=    -''  ^^-^  —  -^ , 

wenn  wir  auch  hier  die  Differenz  der  Wege,  welche  der  betrachtete  ] 
in  den  auf  einander  folgenden  Zeiten  dt  zurfickgelegt,  mit  öPy  bezeic 
Damit  wird  dann  schliefslich  unsere  Gleichung  für  die  Beschlenni 
unseres  betrachteten  Punktes 

d^y   _   ,  d^y 

dt*   ~  ^  dx*  ' 

Diese  letzte  Gleichung  bestimmt  die  Beschaffenheit  der  von  ma 
suchten  Gleichung,  welche  uns  für  jeden  Moment  und  für  jede  Lage 
Punktes  in  der  Reihe  den  Abstand  desselben  von  der  Gleichgewicht 
«ui7.ugi>ben  in  den  Stand  setzt.  Sie  sagt  nämlich  direkt  aus,  dafs  die  Üi 
schiede  der  von  einem  tmd  demselben  Punkte  in  auf  einander  folg« 
Zeiten  <//  durchlaufenen  Räume,  dividiert  durch  das  Quadrat  der  Zeit, 
portional  sei  dem  Unterschiede  zwischen  den  Differenzen  der  in  dem« 
Zeitmomente  vorhandenen  Abstände  der  Punkte,  welche  von  dem  betrachl 
Pimkte  um  dx  und  um  2  dx  entfernt  sind,  von  der  Gleichgewichu 
dividiert  durch  das  Quadrat  von  dx.  Das  heifst  aber  nichts  anders,  als 
die  Werte  von  //,  welche  ein  bestimmter  Punkt  nach  und  nach  annii 
in  demselben  Momente  auf  einer  gewissen  Strecke  der  Punktreihe  n 
einander  vorhanden  sein  müssen.  Die  Gleichung,  welche  uns  die  Lage 
Punkte  gibt,  muCs  also  so  beschauen  sein,  dafs  sie  uns  für  einen  geg«b 
Punkt,  also  für  ein  gegebenes  x,  dieselben  Werte  von  y  nach  und  nad 
wachsender  Zeit  liefert,  welche  sie  uns  ftir  eine  gegebene  Zeit  flkr  die  a 
einander  liegenden  Punkte,  also  für  ein  wachsendes  ä,  ergibt. 

Aus  dieser  Bemerkimg  ergibt  sich,  dafs  die  gefundene  Gleichmig  a 
iinn  noch  keine  bestimmte   Funktion  von  x  und  t  liefert, 
Kntwicklungen    der    mathematischen   Einleitung    erkennt 

Funktion  von  der  Form  y  =  f  (f  +   ^)  oder  y  —  ^  (<  —  -5- j  ote^ 

di«  Humme  zweier  solcher  Funktionen  der  gefundenen  B#«J  i 

oninprichL    Denn  bilden  wir  nach  den  dort  gefundene^ 
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m  beliebige  Funktion  die  in  unserer  Gleichung  stehenden  Differential- 
lotienten,  so  besteht  immer  die  gefundene  Gleichung,  welche  Funktion 
BT  auch  wählen.  Es  müssen  deshalb  noch  weitere  Bedingungen  gegeben 
in,  welche  die  Natur  der  Funktion  feststellen.  In  imserm  Falle  sind  die- 
llben  dadurch  vorhanden,  dafs  wir  die  Bewegung  des  Ausgangspunktes 
IT  Bewegung  kennen,  also  die  Funktion  y  =  f(t)  ftir  x  gleich  Null, 
db  diese  Bedingung  vollkommen  genügt,  ergibt  sich  daraus,  dafs,  wenn 
v  für  irgend  einen  Punkt  der  Eeihe  y  als  Funktion  von  (  kennen,  uns 
ff  erkannte  Zusammenhang  zwischen  t  und  x  genügt,  um  sie  für  jeden 
Tort  von  x  anzugeben. 

Für  den  Ausgangspunkt  der  Bewegung,  für  welche  x  gleich  Null  ist, 
iben  wir  eine  einfache  schwingende  Bewegimg  vorausgesetzt,  welche  nach 
124  gegeben  ist  durch 

y  =  a  sin  2  Ä  -^ , 

Bnn  a  die  Amplitude  und  T  die  Schwingungsdauer  der  Bewegung  ist. 
iraus  folgt  dann,  dafs  die  Bewegung  unserer  Funktreihe  dargestellt  wird  durch 

y  -=  J  sin  2«(4r  +  -^)  +  y  sin  2«(4-  -  -^) 

id  man  erkennt  sofort,   dass   das  eine  Glied   auf  der  rechten  Seite  die 

Wbreitung  der  Bewegung  nach  der  positiven  Seite  der  x,  das  andere  die- 

ige  nach   der  entgegengesetzten  Seite   darstellt.     Für  x  ^=  o  wird  die 

Sime  der  beiden  Glieder  der  rechten  Seite 

t 
y  =  «  sm  2  TT   i^,  • 

Dafs  diese  Gleichung  der  für  die  Beschleunigung  abgeleiteten  ent- 
ifiht,  folgt  zunächst,  wenn  man  die  beiden  in  derselben  vorkommenden 
3tienten  bildeil.  Da  bei  der  Berechnung  der  Differentialquotienten  nach  t 
Veränderliche  x  als  konstant  zu  betrachten  ist,  so  wird  nach  E  IV 

^  =  y  ^  cos  2;r  (^  +  -^j  +  -~   -^  cos  27r  (^  ~  -^ j , 
I  weiter 


(iy) 

\dt/  a    4ä*    .     _      /«     ,      x\  a   2n       .     ^      (t  x\ 


d 

dt 

d^y  4«« 


r    Zur  Bildung  der  Differentialquotienten  nach  x  ist  t  als  konstant  zu 
Inefaten,  deshalb  wird 

L  a    An*     .     ^      /  t      .       X   \  l  t  x   \ 
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Ebenso  ergibt  sich  aber  ancb ,  dafs  nach  der  Gleichung  ftr  p  < 
stände  der  neben  einander  liegenden  Fankte  jene  Werte  zu  einer  ge^ 
Zeit  haben,  welche  der  einzelne  Ponkt  nach  einander  dnrchlänft,  di 
die  hier  dargestellte  Bewegung  jene  ist,  welche  nns  die  Betrachtan] 
vorigen  Paragraphen  lieiferten.  Da  wir  zn  diesem  Nachweis  nnr  di 
der  einen  der  beiden  Eichtungen  sich  fortpflanzende  Bewegnng 
trachten  nötig  haben,  wollen  wir  zunächst  untersuchen,  welches  der 
Glieder  uns  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  nach  der  positiven,  ' 
jene  nach  der  negativen  Seite  gibt. 

Die  Bewegung  irgend  eines  Punktes  der  Reihe  wird  von  dem  ^ 
ab,  in  welchem  sich  die  Bewegung  bis  zu  ihm  ausgebreitet  hat,  d 
wie  diejenige  des  Ausgangspunktes  der  Bewegung.  Denn  legen  wii 
Gleichung  x  einen  bestimmten  Wert,  etwa  x^  bei,  so  wird  die  Be 
dieses  Punktes  dargestellt  durch 


=  --  sin  2  7t 


(^). 


wo  für  den  beti*achteten  Punkt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichi 
eine  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  wenn  der  Punkt  auf  der  positiven,  das 
wenn  er  auf  der  negativen  Seite  des  Ausgangspunktes  der  Bewegoi 

Ist  t  +  — ^  =  0,  so  beginnt  der  betrachtete  Punkt  seine  Bewegui 

jedesmal,  wenn  von  da  ab  t  um  T  gewachsen  ist,  hat  er  ein« 
Schwingung  vollführt. 

Nennen  wir  nun  t  die  Zeit,  welche  nach  dem  Beginne  der  Be 
in  deren  Ausgangspunkt  verstrichen  ist,  bis  die  Bewegung  zu  dem  1 
teten  Punkte  gelangt  ist,  so  wird  die  Bewegung  des  letztem  ebei 
gestellt  durch 

f/  =  ysin2;r(-^^). 

Es  mufs  somit 

-^   c 
sein,  oder 


f  —  t  =  t 


Daraus  folgt,  dafs  wir  für  ein  positives  x  von  den  beiden  Gliec 
Ausdruckes  fttr  p  dasjenige  wählen  müssen,  welches  x  mit  dem  m 

Vorzeichen  enthält,    dafs  somit,   wenn  wir  der  Einfachheit  wegen 

et  setzen,  also  annehmen  würden,  in  dem  Ausgangspunkte  der  Be 
hätten  wir  dem  Punkte  die  Amplitude  2«  erteilt, 

y  =  asin27r(4r--^) 

die  nach  der  Seite  der  positiven  x  sich  fortpflanzende 
Zu  irgend  einer  Zeit  ^  =  n2'  hat  der  Ausgang 
n  Schwingungen  vollführt,    also  «mal  alle  Werte 
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€t  angenommen.  In  demselben  Momente  liefert  aber  anch  in  der 
rtreihe  auf  der  Strecke  nx  ^=  n  '  cT  unsere  Gleichung  n  mal  alle  Werte 
shen  -j-  a  und  —  a  neben  einander.    Denn  setzen  wir  ^  =  nT,  so  wird 

a;  =  —  «•  sin  2  TT  — tf-  » 

b  für 

x  =  0      x  =  {cT      a?  =  icT      x  =  icT      x  =  cT 

y  =  0       y^=:^—a       y^O  p  =  et  y  =  0 

f.  Die  Beihe  zeigt  also  das  neben  einander,  was  der  Ausgangspunkt 
Bewegung  nach  einander  zeigt,  mit  dem  Unterschiede  nur,  dafs  die 
litude  der  Schwingungen  nur  die  Hälfte  ist,  weil  die  Bewegung  des 
:angspunktes  sich  nach  beiden  Seiten  der  Beihe  mitteilt. 

Die  Strecke  x  =  cT  ist  jene,  welche  wir  im  vorigen  Paragraphen  als 
Wellenlänge  der  sich  fortpflanzenden  Bewegung  bezeichneten,  über 
18  hin  die  Bewegung  sich  jedesmal  fortpflanzt,  wenn  der  Ausgangs- 
t  eine  Schwingung  vollfClhrt.  Die  Gleichung  zeigt,  entsprechend  den 
icklungen  des  vorigen  Paragraphen,  dafs  die  Wellenlänge  in  zwei 
mente  Hälften  zerfUUt,  Wellenberg  rmd  Wellenthal,   denn  zwischen 

0  und  X  =>  ^cT  sind  alle  Werte  von  y  negativ,  die  Punkte  befinden 
an  der  einen  Seite  der  Gleichgewichtslage,  zwischen  x^^^cT  und 
cT  sind  alle  Werte  positiv.     Dasselbe  wiederholt  sich  in  der  ganzen 

3,    überall  sind  die  Werte  zwischen  x  =  2m  -^  und  (2»w+  1)   - 

cT  cT 

;iv  und  zwischen  (2w+  l)  —  imd  (2w-f-2)  —  positiv.  Der  Be- 
lüg von  c  T  als  einer  Wellenlänge  entsprechend,  wollen  wir 

cT=l 

X 
Alle  um  irgend  ein  Vielfaches  von  -^  vom    Anfangspunkte    der    Be- 

ng  entfernten  Punkte  befinden  sich  in  der  Gleichgewichtslage,  sie  be- 

1  sich  aber  in  entgegengesetzter  Phase  der  Bewegung,  .denn  ihre  Ge- 
indigkeiten  sind  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt.  Wir  erhalten 
Geschwindigkeiten  in  dem  Quotienten 

Setzen  wir  t  =  nT  und  x  =  mX^  so  wird 
V  =  -^  =  et  -jT  cos  27t  (n  —  «• 

B  wir  dagegen  x  «->  (2m  4- 
2« 
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Ebenso  wie  fdr  diese  Punkte  können  wir  ftlr  alle  flbrigen  der  Bei 
und  ebenso  ftir  jeden  Moment  aus  dieser  Gleichung  OrGfise  und  BLekto 
der  Geschwindigkeit  ableiten,  so  dafs  also  unsere  Gleichung  ftr.vdiel 
wegung  der  Punktreihe  in  allen  ihren  Einzelheiten  bestimmt. 

§  127. 

FortpflansungsgesohwincLigkeit   der  Wellenbewegong.     um 

Entwicklung  liefert  uns  weiter  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  ach  i 
Bewegung  in  der  Punktreihe  ausbreitet.  Wie  wir  schon  vorhin  bemerkten, 

X 

c 
die  Zeit,  während   welcher  sich   die  Bewegung  durch  die  Strecke  x  fo 
pflanzt.    Die  in  imserer  Gleichung  vorkommende  Gröfse  c 


'-V^. 


ist  somit  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  schwingenden  Bewegmig  hii 
somit  nicht  von  der  Schwingungsdauer  derselben,  sondern  nur  von  derl 
schaffenheit  der  Punktreihe,  deren  Elasticität  und  Dichtigkeit,  sowie i 
der  Eichtung  der  Schwingungen,  ob  longitudinal  oder  transversal  ab;  di 
für  longitudinale  Schwingungen  ist  a  =  1 ,  für  transversale  a  <  1.  1 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  somit  in  einer  Punktreihe  überall  diese! 
so  lange  der  Quotient  aus  Elasticität  und  Dichtigkeit  nicht  ge&ndert  ist 

Wir  machen  jedoch  darauf  aufmerksam,  dafs  dieser  Schlufs  nur  ub 
der  ausdrücklichen  "Voraussetzung  richtig  ist,  dafs  die  Amplituden  derl 
wegung  klein  sind  gegen  die  Wellenlänge,  wenigstens  dann,  wenn 
Schwingungen  transversale  sind.  Sind  die  Amplituden  nicht  klein,  so  köffl 
wir  die  bei  transversalen  Schwingungen  geweckte  Elasticit&t  nicht  einf 
der  Verschiebung  der  Punkte  proportional  setzen,  es  tritt  dann  die  Deha 
der  Punktreihe  hinzu.  In  dem  Falle  hängt  die  Fortpflanzungsgeschwini 
keit  von  der  Wellenlänge  ab.  Wir  werden  im  zweiten  Bande  auf  di 
Frage  zurtlckkommen,  wo  wir  auch  Medien  eigentümlicher  BeschafiW 
kennen  lernen  werden,  in  denen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von 
Wellenlänge  abhängig  ist,  auch  fllr  Wellen,  welche  gegen  die  Amplito 
grofs  sind. 

Aus  der  Beziehung  zwischen  Wellenlänge  und  Sehwingungsdaner 

erhalten  wir  weiter  auch  für  die  Schwingungsdauer 

T=i-  =  Al/-  , 
c  f    ae  ^ 

ein  Ausdruck,  der  uns  die  Abhängigkeit  der  Schwingungsdauer  von 
Wellenlänge  und  der  Beschaffenheit  der  Punktreihe  liefert.  Gleiclm 
erkennen  wir,  dafs  zur  experimentellen  Bestimmung  der  Fortpflansn 
geschwindigkeit  es  nur  der  Messung  der  Wellenlängen  nnd  der  Schwings 
dauer  bedarf. 
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§  128. 

ZnaammensetEting  mehrerer  Bewegungen;  Interferens.  Werden 
gleich  an  verschiedenen  Punkten  einer  Reihe  schwingende  Bewegungen 
engt,  so'  pflanzen  sich  dieselben  von  jeder  Erregungsstelle  aus  in  der 
nktreihe  fort;  es  fragt  sich  nun,  wie  wird  die  Bewegung  derjenigen 
nkte  beschaffen  sein,  welche  von  mehreren  Bewegungen  afficiert  werden, 
ler  dieser  Punkte,  an  welchem  z.  B.  zwei  Bewegungen  zugleich  ankommen, 
fthrt  dann  zwei  Impulse,  es  mufs  somit  auch  seine  Bewegung  durch  beide 
pulse  bestimmt  werden. 

Das  Resultat  dieses  Zusammenwirkens  ergibt  sich  aus  dem  Grund- 
ze  der  Mechanik,  dafs  wenn  zwei  Kräfte  einen  Punkt  ergreifen,  dafs 
in  jede  so  wirkt,  wie  wenn  sie  allein  vorhanden  wäre.  Wirken  beide 
ifte  in  derselben  Richtung,  so  summieren  sie  sich  einfach,  die  Be- 
leunigung  des  Punktes  ist  in  jedem  Momente  gleich  der  Summe  der 
ichleunigungen,  ebenso  sind  die  Geschwindigkeiten  und  die  durchlaufenen 
ame  gleich  der  Summe  der  einzelnen  Geschwindigkeiten  und  der  mit 
uselben  durchlaufenen  Räume.  Wirken  die  Kräfte  in  verschiedenen 
ihtungen,  so  erhalten  wir  die  resultierenden  Beschleunigungen,  Ge- 
windigkeiten  und  durchlaufenen  Räume  nach  dem  Satze  vom  Kräfte- 
allelogramm.  * 

Gerade  so  müssen  wir  bei  den  schwingenden  Bewegungen  verfahren, 
.  die  resultierende  Bewegung  zu  erhalten.     Setzen  wir  zunächst  voraus, 

Bewegungen  seien  alle  gleichgerichtet,  so  wird  die  Beschleunigung, 
Iche  ein  Punkt  zur  Zeit  t  erhält,  gleich  der  Summe  aller  einzelnen  Be- 
leonigungen,  es  ist  deshalb  auch  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  gleich 
•  algebraischen  Summe  aller  Geschwindigkeiten ,  welche  ihm'  infolge  jeder 
Beinen  ankommenden  Bewegung  erteilt  wird.  Entgegengesetzt  gerichtete 
iregungen  sind  bei  dieser  Summe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu 
unen. 

Daraus  folgt  schliefslich ,  dafs  wenn  ein  Punkt  zur  Zeit  t  infolge  der 
Beinen  ankommenden  Bewegungen  die  Abstände  ^i,  ^g»  ^3  *  *  von  der 
icbgewichtslage  haben  würde,  sein  Abstand  Y  gleich  der  Summe  aller 
izelabstände  sein  mufs,  oder  es  ist 

y  =  yi  +  ^2  +  ^3  +  •  •  • 

Damit  sind  wir  sofort  imstande  für  den  Fall  gleichgerichteter  Be- 
jpuigen  die  resultierende  Bewegung  anzugeben.  Wir  betrachten  zunächst 
Hregungen  gleicher  Schwingungsdauer,  und  nehmen  an,  dafs  in  einer 
iktreihe  zwei  Bewegungen  zu  gleicher  Zeit  beginnen,  deren  Anfangs- 
ikt  um  d  von  einander  entfernt  sei,  und  die  sich  nach  gleichen  Rich- 
ten in  der  Reihe  fortpflanzen. 

Es  sei  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  vom  Ursprung  der  ersten  Be- 
lang o;,  für  diesen  ist  dann  die  Entfernung  von  der  Gleichgewichtslage 
^Zeit  t 

y  =  a  •  sin  2  ;t  (-^  —  ~j  • 

WüUJOB,  Phjrik  L  4.  Aufl.  ^1 
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Der  Abstand  des  betrachteten  Punktes  von  dem  Aoagangspiakti  i 
zweiten  Bewegung  ist  dann,  wenn  wir  annehmen,  derselbe  wftre  um  dinih 
von  dem  betrachteten  Punkte  entfernt,  rc  -f-  d.  Ist  a  die  Amplitude. d 
zweiten  Bewegung,  so  wird  die  Entfernung  des  betrachteten  Punktes  ti 
der  Gleichgewichtslage,  wenn  nur  diese  Bewegung  zu  ihm  kftme, 

yi  =  a  sm27e(^-jr ^— j  • 

Der  resultierende  Abstand  Y  ist  die  Summe  beider,  oder 

r  =  y  +  ^1  =  a  sin  2 TP  (-jr  —  y)  +  «  sin  2  jr  (-J,  —  -^-y-  ); 
oder  auch 

Y  ^=^\a  '\-  a  cos  27t  YJ  sm  2;r  ( -^  —  y )  —  a  sm  27i;  -r-  cos  2«  I  y  —  . 
Bestimmen  wir  nun  zwei  Gröfsen  A  und  D  so,  dafs 
J.  •  cos  2  7t  Y"  =  a  +  a  cos  2  TT  -y 
•  -4'sin27t  —  =  a'sin27ty, 

so  wird  der  Ausdruck  für  Y  gleich 

r=^.sm2«(j.--^), 

und  man  erkennt,  dafs  die  resultierende  Bewegung  eine  schwingende  ) 
wegung  von  gleicher  Schwingungsdauer  und  gleicher  Wellenlänge  l  i 
welche  die  einzelnen  Bewegungen  besafsen.  Die  Amplitude  der  schwing» 
den  Bewegung  ist  gleich  A\  die  Phase  derselben  ist  gegen  die  erste  ( 
beiden  um  7),  gegen  die  zweite  um  d  —  D  verschoben,  das  heifst,  diese! 
findet  so  statt,  als  wenn  ihr  Ausgangspunkt  von  dem  betrachteten  Poid 
um  die  Strecke  Z>  weiter  entfernt  wäre,  als  der  Ausgangspunkt  der  ersl 
Bewegung. 

Die  Amplitude  A  ergibt  sich  aus  den  beiden  Gleichungen,  welche 
und  D  bestimmen,  indem  wir  beide  Gleichungen  quadrieren  und  addiere 

A?  =^  tr  -\-  CL^  +  2 aa' cos  27r  y , 

und  für  D  erhalten  wir 

_  a  8m  2»  y 

tang27ry-= ;y, 


oder  auch 


a  +  a'coB  2«  y 


sm  2  jt  -y  =  -y  sm  2 «  y 
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>  Gleichung  für  A  zeigt,  daCs  die  resultierende  Amplitude  die  Diagonale 
98  Parallelogrammes  ist,  welches  wir  aus  den  einzelnen  Amplituden  a 

l  a  mit  dem  Winkel  2n  ~  (Fig.  205)  kon- 
tieren, und  zwar  jene  Diagonale,  welche  den 
a  und  q'  eingeschlossenen  Winkel  2tc  — 


Fig.  806. 


Denn  es  ist 
ah^  =  ««  +  a'2 


2««'  cos  c 


da  der  Winkel  c  Nebenwinkel  von  a  =  2  jr  y  ist ,  so  folgt 
ah^  =  a«'+  a'2  +  2««  cos  27r  ~  =  A\ 

uer   ist   in    diesem   Parallelogramm   der  Winkel,    den   ah  und   a   ein- 
iefsen,  der  die  Phase  bestimmende  Winkel  2n       ,  denn  es  ist 
ah  :•«'  =  sin  c  :  sin  hac 

sm  hac  *=  — i-  •  sm  c  =  — r  sm  2jr  -,-  =  sm  27t  -t--  • 
ab  AI  l 

Die  resultierende  Amplitude  sowohl  als  die  Phase  der  resultierenden 
fegung  sind  hiemach  abhängig  von  den  Amplituden  und  der  Phasen- 
srenz  der  gegebenen  Bewegungen.  Ist  die  Phasendifferenz  d  eine  be- 
ige Zahl  von  ganzen  Wellenlilngen,  so  ist 


cos  2  TT  Y  =  cos  2  riTC 


A^  =  a^  +  a^  +  2aa';      A  =  a  +  a 


sin  2n-r~  =  sin  2f2«  =  0; 


D  =  0. 


also  die  Phasendifferenz  der  gegebenen  Bewegungen  Null  oder  ein  be- 
nges  Vielfaches  einer  Wellenlänge,  so  ist  die  resultierende  Amplitude 
ich  der  Summe  der  Teilamplituden,  und  die  Phase  der  resultierenden 
iregung  ist  dieselbe  wie  diejenige  der  Teilbewegungen.  Man  erkennt  die 
bwendigkeit  dieser  Folgerung  auch  leicht  aus  der  Natur  der  schwingen- 
i  Bewegung,  denn  in  dem  Falle  wirken  beide  Bewegungen  immer  in 
selben  Weise  zusammen,  da  die  Punkte,  deren  Entfernung  von  einander 
3  Wellenlänge  ist,  immer  in  der  gleichen  Phase  der  Bewegung  sich 
nden. 

Ist  J=:(2m+  1)y'  so  ist 


cos 


2jry  =  cos  (2«  +  1)  =  —  1 


sin  2«--  =  0, 


it 


a  —  a      D 


580 


InterferentE. 


%n 


die  resnltievende  Arapliinde  ist  die  Differenz  der  TeilaTiiplituden,  die 
ist,  wenn  er  >  (x\  jene  der  eraieix,  wenn  «  <  a  jene  der  zweiten  Bewe 
Beim  die  Gleicliiing  der  resultierenden  Bewegung  wird 


Y  =  (et  ^  «')  9in  2  TT  {-^  —  y )  , 


die  Werte  von  Y  bekommen  also  entgegengesetztes  Vorzeichen,  je  nachde 
«  >  cf'   oder  et  <  a\     Zu   gleichen   Zeiten   /  vorhandene   entgegengeset 
Werte  von   ¥  bedeuten   aber   entgegengesetzte  Phasen   oder   eine  Pha 
differenz  von  einer  halben  Wellenlänge. 

Sind  K  imd  n   einander  gleii^h,  so  wird  A  =  0,  die  Bewegung  be 
sich  also  auf  der  ganzen  Strecke,  auf  weli'her  beide  Bewegungen  ziisamma 
wirken,  auf    In  der  That  erfahren  dann  alle  Punkte  zu  gleichen  Zeit 
stets  entgegengesetzte  jui  Gröfse  gleiclie  Impulse. 


=  0 


Ist  (1  = 

=  (2«  +  1)  4^  SO  ist 

cos  23f  .    =  cos  (2«  +  1)  9 

sin  2  TT       —  sin  (2ii  +1)  :^ 

A''  =  {i'-\-aHmg;      2n^ 

=  l 


Das  Quadrat  der  resultierenden  Amplitude  ist  gleich  der  Snrame  der  Qq 
drate  der  einzelnen  Amplituden  und  die  Tangente  des  Winkels,  welche 
Phase  der  risiiJtier enden  Bewegung  bestimmt,   ist  gleich  dem  Quotient^ 
der  beiden  einzelnen  Amplituden,  wobei  im  Zähler  jene  stebt^  welche 
die  erste  Bewegung  von  deren  Ausgangspunkt  die  Abstünde  x  ger 
sind,  um  eine  ungerade  Anzahl  von  ein  viertel  Wellenltlngen  verschob 

An  diesen  Beispielen   ist  die  Abhängigkeit  der  resultierenden 
tmde  und  Phase  von  den  sie  bestimmenden  Umständen  hinreichend  de 
zu  erkennen. 

Es  möge  nur  noch   bemerkt  werden,   dafs   der   letzte   Satz   übeE| 
resultierende  Amplitude  und  Phase,  wenn   die  einzelnen  Bewegunge 
Phasendifferenz  von  ^l  besitzen,  uns  unmittelbar  in  den  Stand  setzt" 
resultierende  Amplitude  und  Phase  einer  beliebigen  Anzahl  von  scbv 
den  Bewegungen  zu  bestimmen,  wenn  wir  die  einzelnen  Amplituden 
Phasen  kennen. 

Haben  wir  nämlich  eine  Anzahl  Bewegungen,  deren  erste  ist 


tf,  =«isin  '27t[-Y  —  y), 


dei-en  andere  die  Amplituden  «^ ,  «:i  '  •  *  haben  und  deren  Anfangspu 
von  dem  der  ersten  um  th,  d^  *  -  *  entfernt  sind,  so  sind  deren  Gleichung 


!f^  =  of.  sm  27t  [p^ ^j 

y.^  =  ttg  sua  27t['Y i^} 

yn  =  a«  sin  2?^  [-jt 1 ß  • 
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Die  resultierende  Bewegung  ist  dann 

^  =  yi  +  ^2  +  3^3  H —  y«  = 
1«!  '■{-a^tos27t^'\'a^cos2n-^  +  •••««  cos  2?«-^  |sin2Tc( y  —  -r-j  — 

|a^sin2«y-  +  a8sin2jrY'  H «n  sin  2?« -~  |cos27t(-^  —  yj  • 

Nun  ist 

-  cos  2«  (A  _  ^)  _  sin  2«  (I  -  ^±i-*  ) , 

sodafe  die  abgeleitete  Gleichung  für  Y  uns  zeigt,  dafs  wir  die  durch  das 
Zusammenwirken  beliebig  vieler  schwingender  Bewegungen  entstehende 
Besultierende  als  die  Besultierende  zweier  Wellen  darstellen  köunen,  welche 
die  Phasendifferenz  einer  viertel  Wellenlänge  haben,  und  deren  Ampli- 
taden  sind 

^  =  a^  -j-  «2  cos  2« -y-  +  «3  cos  2n  -—  +  •  •  •  a»  cos  27r  -y- 

^  =5  ag  sin  2«  -~-  +  «3  sin  27r  ~  +  •  •  •  a«  sin  2?!-^  • 

[Vflr  die  resultierende  Amplitude  und  Phase  erhalten  wir  dann 

D 


R  =  yÄ^  +  B^',      tang27t-=^  =  -|-. 

JWir  erhalten  also  stets  eine  schwingende  Bewegung,  welche  mit  jener  der 
f einzelnen  gleiche  Schwingungsdauer,  somit  auch  gleiche  Wellenlänge  hat, 
'  deren  Amplitude  R  imd  Phase  D  wir  berechnen  können,  wenn  wir  die 
r  Werte  von  a^,  ofg  •  •  •  sowie  von  d^^  ^3  •  •  •  kennen.  Die  resultierende  Be- 
^egong  ist  dann  gegeben  durch  die  Gleichung 


r=i2.sin2^(4r-^). 


§  129. 

InterferenB  von  Wellen,  die  sieh  in  entgegengesetzter  Biohtnng 
Tortpflanzen;  Bildung  stehender  Wellen.  Wenn  in  einer  unbegrenzten 
punktreihe  an  einer  Stelle  eine  schwingende  Bewegung  erregt  wird,  so 
pflanzt  dieselbe  sich  nach  beiden  Seiten  fort.  Wenn  deshalb  an  zwei 
Ettellen  der  Ausgangspunkt  einer  solchen  Bewegung  vorhanden  ist,  so  pflanzen 
neh  zwischen  diesen  beiden  Stellen  die  Bewegungen  nach  entgegengesetzten 
Biclitiiiigen  fort.  Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Interferenz- 
resetze  geben  uns  auch  fUr  diesen  Fall  die  resultierende  Bewegung  als 
Smnnie  der  in  jedem  Augenblicke  vorhandenen  Teilbewegung.  Es  ergibt 
icb  daraus  in  gewissen  Fällen  eine  Bewegung  dieser  Strecke  der  Punkt- 
•eibe  von  besonderer  Art,  deren  Beschaffenheit  wir  hier  ableiten  wollen,  da 
lör  sie  spftter  sehr  oft  zu  betrachten  haben.  Wir  nehmen  deshalb  hier  nur 
len  einfachsten  Fall. 
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Es  seien  c  und  c  zwei  um  a  von  einander  entfernte  Punkte,  in  (ioi 

gleichzeitig  eine   schwingende   Bewegung  derselben  ScbwingnngsdBnnr 

Fig.  206.  somit    aach    derselben  Welk 

j^  länge  k  und  der  gleichen  kaq 

•C  ^  ^  ^  "^*    tude  a  beginne.    Zur  Zeit  t  w 

^  •  der  Abstand  eines  von  e  im 

entfernten  Punktes  p  von  der  Gleichgewichtslage  gegeben  durch 


^1  =  a  •  sin  27t  (-^  —  yj  • 


Infolge   der  von  c   nach  p  kommenden  Bewegung  wird  der  Abstand 
Punktes  von  der  Gleichgewichtslage,  yg»  gegeben  sein  durch 


^2 


a  •  sin  2 « \-jr ^ j  , 


wenn  wir  den  Abstand  pc  =  x'  setzen.    Für  alle  Punkte  zwischen  c  m 
ist  nun 

X  -}-  X  =  a^    X  =  a  —  a;, 
somit 

»    c^     (  t         a-'X\ 
^2  =  «  .  sm  2n;  (^  ^, ^—)  ' 

Der  resultierende  Abstand  ist  somit 

3^  =  l/i  +  y«  =  «  sin  2n;  (-jr  —  |-)  +  «  sin  2w  (-^  —  ^^) 

Nach  der  bekannten  trigonometrischen  Formel 

sin  2>  +  sin  ^  =  2  sin  ^  (p  +  <?)  cos  ^  (p  —  q) 
können  wir  schreiben 

y  =  2a  sin  2 TT  (-^  —  -^j  •  cos  n 


a— 2a: 


oder  auch,  da  das  Vorzeichen  des  Cosinus  nicht  mit  demjenigen  des  B( 
sich  ändert, 

y  =  2  cos  7t  — ^-     •  sm  27r  ^rj, ^J  • 

In  diesem  Ausdrucke  für  ^  ist  o;  nicht  mehr  in  der  frühem  Weise  i 
verbunden;  es  hängt  deshalb  die  Phase  der  Bewegung  nicht  mehr,  wi< 
der  nach  einer  Richtung  fortschreitenden  Bewegung  von  der  Lage  der  Pa 
in  der  Eeihe  ab.  Die  ftir  die  verschiedenen  Punkte  zu  verschiedenen  Z< 
vorhandenen  Bewegungszustände  hängen  von  dem  die  Zeit  enthaltei 
Faktor  in  der  Gleichung  für  y  ab,  dieser  ist  aber  für  alle  Werte  von  x 
gleiche.  Die  neben  einander  liegenden  Punkte  der  Reihe  nehmen  also  i 
nach  und  nach  dieselbe  Phase  an,  sondern  ihre  Phase  ist  in  derselben 
dieselbe,  sie  passieren  alle  zu  derselben  Zeit  die  Gleichgewichtslage  oni 
finden  sich  ebenso  alle  gleichzeitig  an  dem  Ende  ihrer  Bahn. 
Der  Koefficient 

2x  —  a 
2a  •  cos»  — i 
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bestunmt  die  Amplitude  der  Bewegung;  er  zeigt,  dafs  diese  für  die  ver- 

whiedenen  Punkte  sehr  verschieden  sein  kann.    Für  gewisse  Werte  von  x 

Sit  dieser  Koefficient  gleich  Null,  diese  Punkte  verlassen  also  ihre  Gleich- 

(vwichtslage  niemals.    An  der  einen  Seite   der  ruhenden  Punkte  ist  der 

"▼ert  dieses  Faktors  positiv,  an  der  andern  negativ;  die  ruhenden  Punkte 

Vden  also  die  Grenze  zwischen  solchen  Strecken  der  Punktreihe,  in  deren 

oner  die  Punkte  alle  an  der  einen,  in  deren  anderer  die  Punkte  an  der 

Odem  Seite  der  Gleichgewichtslage  sich  befinden.  Die  Punkte  jeder  zwischen 

iwei  ruhenden  Punkten  liegenden  Strecke   sind  also  immer  in  derselben 

^  Phase,  die  Punkte  zweier  benachbarter  Strecken  in  entgegengesetzter  Phase. 

kjffie  Punkte  einer  Strecke  vollführen  somit  gleichzeitig  und   in    gleicher 

tPhase  ihre  Schwingungen  mit  um  so  kleinerer  Amplitude,  je  näher  sie  den 

inilienden  Punkten  liegen.    Man  nennt  deshalb  die  schwingende  Bewegung 

•EDe  stehende  und  die  zwischen  zwei  ruhenden  Punkten  enthaltene  Strecke 

«ne  stehende  Welle. 

um   den  Zustand  der  Reihe  näher  zu  imtersuchen,  nehmen  wir  an, 
60  sei 

a  =  nL 
Bs  wird  dann 

y  =  2a  cos  7t  y— nj  sin  27t  y-^r  —  yj 

oder 

2x  t 

y  =  2  a  cos  TT  — r-  sin  2  7t  ^  • 

die  Zeiten  t  =^  nT  und  ebenso  für  die  Zeiten  t  =  (2n  -{-  1)  -„   wird 

er  Ausdruck  für  alle  Punkte  gleich  Null,  es  passieren  also  die  Punkte 
diesem  Momente  die  Gleichgewichtslage.    Die  Geschwindigkeit  der  Se- 
ist 

dy         2«  ^  2x         ^       t 

-ff  =  -^  2  «  cos  Tt~Y~  cos  2  TT  ^ , 

Imit  für  den  Moment  t  ==^  nT 

dy         2«  ^  2x 

—  =  —2acoS7t-j-', 

bselbe  ist  für  alle  Punkte,  die  zwischen  a;  =  0  und  a;  =  --  liegen,  positiv, 

Irischen  ^  =  x  ^uid  a;  =  3  ^  negativ,  zwischen  a?  =  3  -7-  und  a?  =  5  — 

pntiv  u.  s.  f.     Auf  der  ersten    Strecke  bewegen    sich    die  Punkte   nach 

br  einen,  auf  der  zweiten  nach  der  andern  Seite;  für  die  Punkte  x  =  -j- 
gi  X  * 

E-- ,  5  -7-  •  •  •  ,*  die  um  eine  halbe  Wellenlänge  von  einander  entfernt  sind, 

"^  die  Qeschwindigkeit  gleich  0,  sie  verlassen  die  Gleichgewichtslage  nicht. 
Bind  dies  somit  die  stets  ruhenden  Punkte,  deren  Abstand  von  einander 
jHDiiaeh  eine  halbe  Wellenlänge  ist. 
^       Wftehst  die  Zeit  t,  so  entfernen  sich  alle  Punkte  von  der  Gleich- 

bwichielaf^e  und  sie  haben  zur  Zeit  ^  =»  (4n  +  0  ~4~  ^^^  gröfsten  Abstand 
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von  der  Gleichgewichtslage  erreicht.    Für  diese  Zeit  ist 

Sa; 
y  «==  2  a  cos  jr  -y- , 

somit  für 

x=     0,     ^,      y,      3-;^^,     4^,      5-^ 

y  =  2a,     0,-2«,  0,  +  2a,  O 

Also  auch  hier  sehen  wir  wieder,   dafs  die  Länge  einer  stehenden  Weib 
eine  halbe  Wellenlänge  ist. 

Wächst  die  Zeit,  so  kehren  alle  Punkte  zur  Gleichgewichtslage  turfiek, 

T 
erreichen  sie  zur  Zeit  (2w-(-  l)  v''  überschreiten  sie  nach  der  andern  Seite 

T 
hin   und   erreichen   dort   ihre   äufserste  Lage  zur  Zeit  t  =  (4 »  -j-  3)  j, 

denn  dann  ist 


sin 

2«-|r  = 

sin  (4 

«  +  3) 

2 

== 

—  1. 

7erc 

ien  somit  für 

0.    h 

2  ' 

3-1. 

A, 

aA... 

a;  = 

ij  =  —  2a^      0,    2a,  0,  —  2a,       0     

Die  Punkte  der  Reihe,  welche  sich  immerfort  in  der  Gleichgewichtslage  be- 
finden, nennt  man  die  Schwingungsknoten,  und  es  ist  ersichtlich,  dafs  dien 
deshalb  immer  in  Ruhe  sind,  weil  stets  gleichzeitig  durch  sie  nach  entgeg» 
gesetzten  Richtungen  ein  Wellenberg  und  ein  Wellenthal  hindurchgeht  Dil 
mitten  zwischen  den  Sehwingungsknoten  liegenden  Punkte  sind  Schwingnngfr 

raaxima,  dort  treffen  immer  gleichzeitig  zwei  Wellenberge  oder  ThUlerio- 

f 
sammen.  Die  Gestalt  der  Punktreihe  ist  demnach  (Fig.  207)  zur  Zeit  t  =  2n-r 

Fig.  207. 


T 

eine  gerade  Linie  J/JV,  zur  Zeit  ^  =  (4n  +  l)  -j-,  wenn  wir  annehm», 

dafs  die  Bewegung  eine  transversale  sei,  die  punktierte  Wellenlinie  Jf^i 

zur  Zeit  (2  «  +  1 )       wieder  die  gerade  Linie  MN,  und  zur  Zeit  f «  (4  » + 3)j  ; 

die  ausgezogene  Wellenlinie  M''N'\ 

Durch  die  Interferenz  zweier  nach  entgegengesetzter  Richtung  fort^ 
schreitender  Wellenbewegungen  teilt  sich  somit  die  Punktreihe  in  Itfrt* 
Strecken  von  der  Länge  einer  halben  Wellenlänge,  in  deren  jeder  lU* 
Punkte  in  derselben  Phase  der  Öscillation  sind,  von  denen  aber  die  Punkte 
der  abwechselnden  Strecken  in  entgegengesetzter  Phase  der  Bewegang  siA 
befinden.  Die  Schwingungsdauer  einer  solchen  stehenden  Schwingung  '^ 
gleich  der  Oscillationsdauer  der  beiden  Wellenbewegungen,  deren  ß«snl- 
tierende  die  stehende  Schwingung  darstellt. 
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§  130. 

Znsammensetztmg  mehrerer  Wellenbe weggingen,  deren  Sohwin- 
igen  nicht  gleich  gerichtet  sind;  elliptische  Schwingungen.    Wir 

len  im  Bisherigen  den  besondem  Fall  der  Zusammensetzmig  der  Wellen- 
?egangen  betrachtet,  in  dem  die  Vibrationen  alle  gleich  gerichtet  sind, 
können  nun  ebenso  gut  in  einer  Punktreihe  sich  zwei  Bewegungen 
tpflanzen,  deren  Richtungen  nicht  zusammenfallen,  eine  Wellenbewegung 
igitudinaler  Schwingungen  imd  eine  transversaler  Schwingungen,  oder 
ei  zur  Fortpflanzungsrichtimg  der  Bewegung  senkrechte  Schwingungen, 
Iche  jedoch  irgend  einen  Winkel  mit  einander  bilden. 

Wie  wir  im  §  128  sahen,  erhalten  wir  in  diesem  Falle  die  aus  dem 
fiammenwirken  der  beiden  Bewegungen  resultierende  Kraft  durch  den 
tz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte;  in  jedem  Augenblicke  wird  uns  die 
agonale  des  aus  den  beschleunigenden  Kräften  der  Teilbewegungen  kon- 
uierten  Parallelogramms  der  Gröfse  und  Richtung  nach  die  resultierende 
aft  geben  und  somit  die  Geschwindigkeit  und  dier  Bahn  des  bewegten 
nktes. 

Nehmen  wir  an,  dafs  die  beiden  Wellenbewegungen  gleiche  Oscilla- 
nsdauer  und  somit  gleiche  Wellenlängen  besitzen,  so  mufs  die  resul- 
rende  Bewegung  ebenfalls  die  gleiche  Oscillationsdauer  haben;  die  Bahn, 
Iche  die  Punkte  beschreiben,  kann  aber  weder  mit  der  einen  noch  mit 
r  andern  Bewegung  zusammenfallen,  sie  mufs  jedoch  notwendig  in  die- 
be  Ebene  fallen,  welche  durch  die.  Richtung  der  Bewegungen  in  den 
tzelnen  Wellen  gelegt  wird.  Um  die  Gestalt  der  Bahn  zu  erhalten,  wird 
am  bequemsten  sein,  von  dem  mathematischen  Ausdrucke  für  die  Be- 
gnüg des  Punktes  infolge  jeder  einzelnen  Bewegung  auszugehen  und  das 
laltene  Resultat  dann  näher  zu  betrachten. 

Zugleich  ist  klar,  dafs  wir  die  Bahn  nur  eines  Punktes  zu  bestimmen 
ben,  und  dafs  diejenigen  aller  übrigen  Punkte  der  Reihe  damit  überein- 
mmen.  Denn  da  der  Voraussetzung  nach  jede  der  Teilbewegungen  sich 
t  gleicher  Geschwindigkeit  in  der  Punktreihe  fortpflanzt,  so  sind  die 
hnen  aller  Punkte  dieselben. 

Nennen  wir  den  Abstand  eines  Punktes  der  Reihe,  welcher  vom  An- 
igspunkte  der  Bewegung  um  x  entfernt  ist,  von  seiner  Gleichgewichts- 
^  zur  Zeit  <,  y,  so  haben  wir 


3/  =  a  •  sin  2;r  (-|r  —  y) (l). 


Infolge  der  zweiten  Bewegung,  wenn  sie  allein  wirkte,  würde  der 
Jikt  in  einer  andern  Richtung  sich  von  der  Gleichgewichtslage  entfernen, 
der  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t  gleich  Z]  nehmen 
r  femer  an,  der  Anfangspunkt  dieser  Bewegung  sei  von  dem  der  ersten 
i  a  entfernt,  die  Bewegung  habe  aber  auch  dort  im  Anfange  der  Zeit  t 
|[onnen,  so  haben  wir  für  z  den  Ausdruck 


z  =  ß  -sm27ty-jr  —  ^  i^} 


Entwickeln  wir  aus  diesen  beiden  Ausdrücken  fttr 
1  ß  eine  Gleichung  zwischen  p  und  Zy  so  gibt  mis  die' 
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gehörigen  Abstände  in  der  einen  nnd  in  der  andern  Bichtiing,  oder  des  Ott 
dos  Punktes  in  jedem  Augenblicke,  wenn  wir  den  Abstand  des  PniiktM 
nach  der  einen  Richtung  aus  einer  der  obigen  Gleichiingen  bestiiiuiNi. 
Diese  Gleichung  gibt  uns  somit  die  Bahn  des  bewegten  Punktes. 

Aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  erhalten  wir  unmittelbar  die  bei- 
den folgenden 

j;--»2.(.5,-|) (,) 

y  =  sin  27r  (-^  ""   x  )  ^^^  ^^  T  "^  ^^^  ^^  \T  "~  TJ  ^  2«  *  •  (4). 
Multiplicieren  wir  die  Gleichung  (3)  mit  cos  2 «  -j   ,  so  wird 

-  cos  27t  Y  =  sm  27C  ( -^  —  -r-l  cos  2»  Y   '     ••'(•) 
und  subtrahieren  wir  jetzt  die  Gleichung  (ö)  von  (4),  so  erhalten  wir 

—  —    ■-  •  cos  2  7c  Y  '^  ^^^  2  TT  I  y j- j  sm  2  «  Y  '     '    '    ^8) 

Quadrieren  wir  die  Gleichung  (6)  und  addieren  zugleich 

(|)\in«2«-«=sin*2«(±-f)sin*2«f, 
so  erhalten  wir 

(;-)'+(f)'|™'^-j+«»'2'fi-^7-->'^'f- 

-  sin"  2«  -"-  jm«  2«(4--  x)  +  »»»'  S"  (^  -  |)1- 
oder 

Die  Gleichung  (7)  gibt  uns  den  Abstand  des  Punktes  von  der  (jltoAr 
gewichtslage  parallel  der  Richtung  der  ersten  Bewegung  für  jeden  Wert, 
den  der  Abstand  des  Punktes  parallel  der  zweiten  Bewegung  erhilt« 
kann.  Die  analytische  Geometrie  zeigt,  dafs  alle  Punkte,  deren  zusamm»- 
gehörige  Abstände  parallel  zweien  festen  Richtungen,  von  einem  fesi« 
Punkte  durch  die  Gleichung  (7)  dargestellt  werden,  auf  einer  bestimiDt» 
krummen  Linie,  der  Ellipse  liegen,  deren  Mittelpunkt  eben  jener  fc* 
Punkt  ist,  von  welchem  die  Abstände  y  und  z  gerechnet  sind.  Wenn  a* 
zwei  Wellenbewegungen  in  einer  Punktreihe  fortpflanzen,  in  denen  & 
Schwingimgen  verschieden  gerichtet  sind,  so  bewegen  sich  demnach  die 
Punkte  in  Ellipsen  um  ihre  Gleichgewichtslage. 

In  unseren  Ausdruck  (7)  für  die  Bahn  der  Punkte  geht  auch  die 
Phasendiiferenz  ein,  und  je  nach  dem  verschiedenen  Werte  von  a  kann  die 
Beziehung  zwischen  y  und  z  immer  eine  andere  werden;  man  eriitit  je  roAa 
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arte  von  a  ftlr  ein  bestimmtes  z  einen  immer  andern  Wert  von  y, 
rftlUen  alle  diese  Werte  die  Bedingung,  dafs  sie  einer  Gleichung 
r  Form  (7)  gentigen,  die  Bahnen  der  Punkte  sind  daher  immer 
1,  aber  die  Lage  und  Gestalt  der  Ellipsen  ist  je  nach  dem  Werte 
eine  andere.     Untersuchen  wir  die  Gestalt  der  Ellipsen  für  einige 


itzen  wir  voraus,  dafs  die  Schwingungsrichtungen  einen  Winkel  q> 

lander   bilden,    und   dafs   die 

lg    der  positiven   Abstände  z  ^^'  ^®*^ 

38)  des  Punktes  P,  der  um  x 

m   Anfangspunkte   der  Bewe- 

itfemt  ist,  von  der  Ruhelage, 

5chts   hin,   und   die  Richtung 

iitiven  y  nach  oben  gerechnet 
d.  h.   dafs  die   Bewegung  in 

:  Phase  in  beiden  Teilbewe- 
ist, wenn  der  Punkt  sich  zu- 

lach  rechts  und  oben,  in  ent- 

9setzter,     wenn    er    sich    zu- 

lach  rechts  und  unten  bewegt. 

(    Phasendiiferenz   der    beiden 

lierenden  Bewegungen  gleich  0, 

aer  geraden  Anzahl  von  halben  Wellenlängen,  so  ist 


cos  2  TT  Y 


1;      sin  27r  -r-  =  öj 


2yz 
aß 


ß' 


=  0, 


a 


-i-o. 

y__  ci 

z  p  ' 


i  diesem  Falle  stehen  also  stets  die  zusammengehörigen  Werte  von 
z  in  dem  konstanten  Verhältnisse  der  Amplituden  a  :  jS.    Bestimmen 
nnach  die  den  Zeiten  /',  i\  T  entsprechenden  Abstände  /,  /',  ß  und 
von  /,  /',  ß  mit  Py  parallel  zp\  z'p\  jSP*  so,  dafs 
zp:zF=z'p'',  z'P=ßP':  ßP=a:  ß, 
l  die  Längen  /j/,  z"p'  etc.  die  zu  diesen  Werten  von  z  gehörigen 

von  «/,  und  die  Punkte  p\  p>\  P  gehören  der  Bahn  des  Punktes 
iis  der  Lehre  von  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  folgt  aber,  dafs  die 

P,  p\  p\  P  auf  einer  geraden  Linie  liegen;  die  Bahn  des  Punktes 
onach  eine  gerade  Linie,  welche  durch  die  Gleichgewichtslage  des 
s  P  geht,  deren  Richtung  zwischen  die  Richtungen  der  Teilbe- 
^en  fällt. 

är   die   Amplitude  PP^  der   resultierenden  Bewegung   erhalten   wir 
em  Satze  vom  Parallelogramm  der  Kräfte 

pp  =  }/p/3^  +  P-^*"—  2  Pß~^Fß  .  cos  P>P, 

A  =  }/a»  +  ^^lLuß^e^ ; 
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ftlr  den  Winkel,   welchen  die  Bahn  des   Punktes  mit  z  bildet, 
ihn  mit  tf;  bezeichnen,  erhalten  wir  aus  der  Proportion 

FP^i  P'ß  =  sin  PßP':  sin  F^Pß, 

a 

sin  if;  >=  — j-  •  sin  9. 

Gröfse  und  Richtung  der  resultierenden  Amplitude  hängt  somit  tob 
der  Gröfse  der  Teilamplituden  ab  und  von  dem  Winkel,  welchen  die  Teil- 
bewegungen mit  einander  bilden.  Die  resultierende  Amplitude  erhfilt  6m 
gröfsten  Wert  für  9  =  0 

Ä  =  u  +  ß. 


Die  Bewegungsrichtung  aller  drei  Bewegungen  ist  dieselbe,  und  dii 
resultierende  Amplitude  ist  die  Summe  der  Teilamplituden. 

Wir  hätten  in  diesem  Falle,  um  die  Bahn  des  Punktes  zu  erkenoai^ 
nicht  nötig  gehabt,  die  Gleichung  (7)  zu  entwickeln,  da  dieses  Besultit 
sich  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (l)  und  (2)  ergibt,  denn  ista^ü, 

oder  2  w  •  -  - ,  so  wird 


j 


2/  =  a  •  sin  2  7C  ^-^ j-j  , 


und  daraus 


T 


Fig.  SJÜ9. 


Ist  die  Phasendifferenz  nicht  gleich  Null,  oder  ein  gerades  Viel&clMi 

einer  halben  Wellenlänge,  so  wird 
die  Bahn  des  Punktes  eine  EUipn. 
Die  Bewegungen  beginnen  daimn 
verschiedenen  Zeiten,  und  waehM 
nicht  wie  im  vorigen  Falle  glwkr 
mäfsig;  bald  ninunt  y  rasditf, 
bald  g  rascher  zu,  ja  es  kuBf 
selbst  abnehmen,  wenn  e  wiobit 
Ist  a  kleiner  als  ^  A ,  so  bat 
(Fig.  209)  der  Punkt  P  beiöti 
einen  Teil  seines  Weges  in  ^ 
Bichtung  der  g  zurückgelegt,  mm 
die  Bewegung  nach  y  beginnt,  ff 
befindet  sich  in  p\  denn  ist  jf  *»  ^ 
so  gibt  Gleichung  (2)  oder  Gleichung  (7) 

z  ^  ß  '  sm2n  Y 

und  ist  a  z.  B.  =  -^\  A,  so  wird 

z  =  ß'sia  67^5  =  0,923  ß. 

Während  jetzt  der  Punkt  in  der  Richtung  nach  g  den  lettiten  Td 
seines  Weges  zurücklegt^  bewegt  er  fiich  aber  schon  in  der 


I 
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abreibt  daher  den  Weg  p'P'.  Er  ist  in  P'  angekommen,  hat  also  in  der 
htnng  z  seinen  gröfsten  Abstand  erreicht,  wenn  nach  GJeichnng  (7) 

^'  +  1  -  2  ^-.cos2;r  ^  =  sin^27r4-, 

\  —  2-^ -cos  27t^  +  cos*27r4-  =  0, 

p  zr=s  y  s=  a  •  cos  2  ;r  Y"  1 

0  bei  dem  von  uns  angenommenen  Werte  «  =  t^  A,  y  =  a  •  cos  67^,6, 
3r  gleich  0,382  a  ist.  Während  dann  der  Punkt  in  der  Richtung  der  y 
h  weiter  von  der  Gleichgewichtslage  entfernt,  kehrt  er  in  der  Richtung  z 
lon  wieder  zurück,  er  beschreibt  den  Weg  F^P'  und  ist  in  P"  angelangt, 
.  y  SS  a  wird,  wenn  sich  der  Punkt  in  der  Richtung  der  z  schon  wieder 

1  anf 

z  =  ß'Co^2  7t-^  =  0,382  ß 

\n  Anfangspunkte  genähert  hat. 

Von  da  ab  nehmen'  y  und  z  gleichzeitig  ab,  z  aber,  da  der  Punkt  in 
>ser  Richtung  der  Ruhelage  näher  ist,  rascher  als  y;  der  Punkt  bewegt 
h,  bis  z  =  0  wird,  nach  p'\  wo  y  =  0,923  a  ist.  Weiter  bewegt  sich 
r  Punkt  dann  in  der  Richtung  der  z  nach  der  negativen  Seite  bis  p"\ 
Ihrend  der  Abstand  y  bis  zur  0  abnimmt  u.  s.  f.,  so  dafs  der  Punkt  sich 
er  j>'",  P"',  P^^,  p^^  wieder  nach  p'  bewegt,  wenn  y  wieder  gleich  0 
worden  ist.  Dauern  die  Impulse  nach  beiden  Richtungen  fort,  so  legt 
r  Punkt  in  der  folgenden  Zeit  dieselbe  Bahn  zurück,  die,  wie  Gleichung  (7) 
18  zeigt,  eine  Ellipse  ist. 

Ist  a  =  \  X^  so  befindet  sich  der  bewegte  Punkt  nach  der  Richtung 
r  f  in  seinem  äufsersten  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  und  beginnt 
ine  zurückgehende  Bewegung,  wenn  er  in  der  Richtung  der  y  seine  Be- 
igang beginnt.  Während  er  dann  in  der  Richtung  der  z  zur  Ruhelage 
rttckkehrt,  erreicht  er  nach  y  seinen  gröfsten  Abstand  oder  für  z  =  0 
i  y  =  a.  Wird  dann  z  =  —  ^i  so  wird  y  =  0,  und  wird  z  wiederum  0, 
wird  y  =  —  a,  so  dafs  also  die  zusammengehörigen  Werte  von  y  und 
ftlr  diese  vier  Stellungen  sind 

y  =  0,  y  =  a,  y  =  0,   y  =  —  a,  y  =  o 

z  =  ß,  z  =  Oy  z  =  —  ß,   z  =  'o,   z  =  ß. 

Die  Ellipse  geht  demnach  in  diesem  Falle  durch  die  Endpunkte  der 
nkmplituden,  ihre  Lage  und  Gestalt  ist  anders  als  in  dem  vorigen  Falle, 
«r  die  Bewegung  des  Punktes  erfolgt  in  demselben  Sinne  wie  vorher. 
>  geht  dies  auch  aus  der  Form  hervor,  welche  die  Gleichung  der  Bahn 
iiin  annimmt, 

a«   ^  ß*         ^' 

Die   Schwingnngsrichtungen  bestimmen    dann  ein  Paar  koi\j 
irchmeBser  der  Ellipse. 

Wemi  im  besondem  in  diesem  Falle  die  beiden  Amplitn^ 
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und  die  Bewegungsrichtungen  zu  einander  senkrecht  sind,  so  wird  die  1 
des  Punktes  ein  Kreis.    Denn  in  dem  Falle  wird  unsere  Gleichimg  der  ] 

=  1, 


y'  +  ^' 

Da  nun  die  beiden  Richtungen  x  und  y  zu  einander  senkrecht  sin 
bedeutet  a  den  Abstand  des  Punktes  von  dem  festen  Punkte,  von  den 
die  Richtungen  y  und  z  gerechnet  sind. 

Die  Punkte  der  Bahn  liegen  also  alle  auf  einer  Linie,  die  dadurch 
stimmt  ist,  dafs  der  Abstand  aller  ihrer  Punkte  von  einem  festen  Pi 
eine  konstante  Gröfse  und  zwar  gleich  et  ist;  das  ist  aber  bekanntlic! 
Eigenschaft  des  Kreises. 

Die  Gleichungen   (l)   und   (2)   geben  auch  dieses  unmittelbar, 
dafs  die  Gleichung  (7)  zu  Hülfe  genommen  wird,  denn  wenn  a  =  } . 
werden  sie 

y  =  a  •  sin  2  7t  y-^  —   ^j 
cos  2  TT  (4  -^) 


=  a  ' 


und  daraus 


?/*  +  ^' 


Wenn  die  Phasendifferenz  gröfser  ist,  ist  die  Bahn,  bis  a  = 
wird,  wieder  in  allen  Fällen  eine  Ellipse,  deren  Lage  und  Gestsdt  le 
nach  dem  Bisherigen  zu  erhalten  ist. 

Ist  a  =  i  X  geworden,  so  liefern  die  Gleichungen  (l)  und  (2)  ( 
pjg  210.  (^)  ^^^  zusammengehörige  We^te 

T  y  und  z 


-z- 


V=  — 


ß 


dafs  immer 


Die  Gestalt  der  Bahn  ist 
wieder  eine  gerade  Linie,  welche 
doch  anders  liegt,  wie  in  dem  Fi 
wo  a = 0  war.  Sie  liegt  jetzt  (Fig.  2 
in  dem  Winkel,  den  die  Rieht 
der  negativen  g  mit  derjenigen 
positiven  y  bildet.  Denn  jetzt 
ginnt  der  Punkt  P  zugleich  sich  i 
der  Richtung  der  negativen  s  und 
positiven  y  zu  bewegen,  und  zwai 


ß 


ist;  er  bewegt  sich  demnach  von  P  nach  P',  dann  über  P  nach  P^  xl 
in  der  Linie  P'  P"  hin  und  her,  so  lange  die  beiden  Impulse  dauern. 
Bei  einem  noch  gröfsem  Werte  von  a  geht  die  Bahn  wieder  bk 
Ellipse  ttber,  in  welcher  3edoch  der  Punkt  jetzt  sich  in  entgogengesel 
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thtang  bewegt  als  vorher.  Betrachten  wir  den  Fall,  wo  a  =  ^^  X  ist. 
um  der  Punkt  P  (Fig.  211)  seine  Bewegung  nach  der  Richtung  y  be- 
ut, wenn  also 

y  =  a  •  sin  27r  (  y  —  ^j  =  0, 

2?  =  j3  .  sin  Y  7c  =  —  0,923  /3. 

ir  Punkt  P  befindet  sich  in  p\ 

Während  nun  z  bis  —  ß  wächst,  bewegt  sich  der  Punkt  zugleich  in 
r  Bichtung  der  positiven  y,  bis  Fig.  211. 


cos  Y  n  =  0,382  a 


Y 


S 


i  Der  Punkt  bewegt  sich  von  p'  Vy^      ""A^  \ 

«*^-  .  I A"x\ 

Während  sich  dann  weiter  der  \  ^  \         X  \ 

)8tand  y  vergröfsert,  nähert  sich   -* V^ T >\ ' 

r  Punkt  in  der  Richtung  z  wieder  \    \        \  V 

r  Ruhelage.  Ist  y  =  a,   so  ist  \      ^V^V^  \ 

=  /J  •  cos  y  TT  =  —  0,382  jS,  der  \  ^^P^^y\ 

tnkt  befindet  sich  in  P",  hat  also  den  \ 

eg  l^P'  durchlaufen.  Im  weitem  \ 

irlaufe  nähert  sich  der  Punkt  an- 

igs  sowohl  in  der  Richtung  der  y  als  £?  der  Gleichgewichtslage,  bis  er  in  p' 

I,  Dann  entfernt  er  sich  in  der  Richtung  der  positiven  z^  während  er  sich  in 

r  Bichtung  y  dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung  noch  nähert;  er  bewegt 

A  nach  p'\  P"'  u.  s.  f.,  so  dafs  der  Punkt  die  Bahnellipse  in  der  Richtung 

,  P",  P"',  "B^^  durchläuft,  also  in  entgegengesetzter  Richtung  wie  Fig.  209, 

)  die  PhasendifFerenz  gleich  -^^  X  war. 

Zwischen   der  Phasendifferenz  \  X  und  X  durchläuft  der  Punkt  die  je- 

Bmalige  Bahnellipse  ^  die  nach  Lage  und  Gestalt  für  jeden  Wert  von  a 

rechieden  ist,  immer  in  der  zuletzt  betrachteten  Richtung.    Die  Gestalt 

r  Ellipse  nimmt  dabei  dieselben  Änderungen  an,  wie  in  der  vorhin  be- 

3>l 
Ichteten  Periode  der  Phasendifferenzen,  sie  wird  anfangs  bis  a  =         ge- 

Hbter  und  von  da  ab  bis  a=^X  wieder  flacher,  bis  sie  für  den  letzten 
!nt  der  Phasendifferenz  wieder  eine  gerade  Linie  wird,  welche  ebenso 
Ij^,  wie  in  dem  Falle,  wo  a  =  0  war. 

Im  Falle  also  die  komponierenden  Bewegungen  gleiche  Perioden  haben, 
id  die  Bahnen  der  einzelnen  Punkte  der  Reihe  Ellipsen,  und  zwar  für 
le  Punkte  dieselben  Ellipsen.  Die  Verschiedenheit  in  den  gleichzeitigen 
Nregnngszuständen  der  einzelnen  Punkte  der  Reihe  besteht  darin,  dafs 
I  an  verschiedenen  Punkten  der  Ellipse  sich  befinden  und  dort  mit  ver- 
Uedener  Geschwindigkeit  sich  bewegen. 

Die  Gestalt,  welche  die  Punktreihe  infolge  der  Bewegung  der  Punkte 
■ÖDunt,  ist  verschieden  je  nach  der  Richtung,  in  der  die  komponierenden 
iwegungen  erfolgen.  Ist  die  eine  Bewegung  longitudinal,  die  andere 
jfpitversal,  so  beschreiben  die  Punkte  Ellipsen,  deren  Ebenen  die  Richtung, 
^.der  die  Bewegung  sich  fortpflanzt,  in  sich  aufnehmen.    Die  Punktre 
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wirrt  also  i^ine  ähnliclie  Gestalt  haben,  wie  bei  einer  transversalen  Welleii 
bewegung.    Sei  z.  B.  öIbo  Pmiktroilio  zugleicli  in  longitudinali*  und  tn 
versale  Hcbwin^rmigon  versetzt;  die  lougitudinale  Bewegmig  sei  der 
versalen    um    ein    viertel    Wellenlänge    vorans   und    die   Amplituden  habdl 
gleiflie  Grüfsej  so  stellt  Fig.  212  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  in  eii 

Fig.  m. 


.^  «• 


; 


Wellenlünge  dar.  «,  (3,  j/  ■  —  1/  ist  die  Lage  der  Pnnkte  in  der  RuheU 
Der  Punkt  &  ist  im  Begritte,  eine  neue  Bewegung  m  transversaler  Richm 
zu  beginnen,  in  longitudinaler  bat  er  das  erste  Viertel  seiner  Oscillati 
zurtickgelegt;  er  betindet  sieb  in  «'•  Der  Punkt  6  hat  in  longittid 
Richtung  gerade  eine  Oszillation  vollendet^  dagegen  befindet  er  sjohj 
transversaler  erst  am  Ende  des  dritten  Viertels  einer  Oscillation,  in  sein 
gröfsten  Abstände  nach  negativer  Riebt ung.  Für  den  Punkt  t/'  ist^,  um  1 
sere  vorige  Be^eiebnung  beizubehalten,  ^/  =  0,  i'  ^  —  Ö,  für  x  ist  ^  ^i 
fr  =  0  und  für  v  wieder  v  =  o  und  z  ^  ß.  I>ie  einzelnen  Kreisboj 
zeigen  die  Bahnen  der  l*unkte  an,  welche  von  t  ^  ^  T  an,  in  weh 
Momente  die  transversale  Bewegung  der  Punkte  ihren  Anfang  nahni^  ' 
laufen  sind. 

Sind  beide  Bewegungen  transversal,  so  stehen  die  Ebenen  der 
tischen  Bahnen  auf  der  Fortpflanzmigsriehtung  senlcreeht,  die  ReihH 
der  Bahnebenen  bildet  einen  elliptisrben  Cyliuder,  dessen  Axe  die  Pu 
in  der  Ruhelage  ist.  Eiue  auf  dem  Cyliuder  gezogene  Schraubenlinie^  d« 
Höhe  gleich  ist  der  Länge  der  Welle,  nimmt,  wie  man  leicht  üborsid 
die  Punkte  in  den  verschiedenen  Phasen  auf. 


§  131. 

Zusammensetzong  von  Sehwingungen  verschiedener  Weil 
länge.  Wir  haben  im  Bisherigen  die  Zusammensetzung  der  Schv 
in  ibrem  i4nfachst.en  Falle  betrachtet,  unter  der  Voraussetzung 
dafs  die  Schwingungen  sämtlich  dieselbe  Periode,  dieselbe  Scbwin 
dauer  und  somit  auch  dieselbe  WellenlOnge  haben.  Es  fragt  sich  nun, 
sieh  in  einer  Punktreihe  gleichzeitig  Schwingungen  fortptianzen  und 
einer  resultierenden  Schwingung  zusammensetzen  können ,  welche  ein«  ' 
Bchiedene  Schwingungsdauer  besitzen,  und  welches  die  resultierende 
w^egung  dann  sein  wird* 

L»ie  Möglichkeit  der  gleichzeitigen  F^irtpflanzung  von  Bew^egungen  1 
achiedener    Pcriodi?    ergibt    sich    unmittelbar    aus    unserer   Ableitimg 
schwingenden  Bewegung  in  einer  Punktreihe  im  §  126.    Wir  fanden  da 
dafs  die  Beschleujiigung  eines  Punktes  in  dem  Abstände  x  von  dem  AH 
gangspunkte  der  Bewegung  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

_^  _  .t  d^ 
dt   ~       dm*  ' 
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rin  c  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung  in  der  Beihe 
leutet. 

Es  können  demnach  alle  die  schwingenden  Bewegungen  in  der  Punkt- 
he  gleichzeitig  hestehen  und  sich  ausbreiten,  welche  diesem  Beschleunigungs- 
letze  entsprechen. 

Wenn  wir  voraussetzen,  dafs  in  dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung, 
0  für  x  =  0,  dieselbe  gegeben  sei  durch 

t 
y  =  2  a  sin  2  TT  -^r , 

erkannten  wir,  dafs  obige  Gleichung  für  die  fortgepflanzte  Bewegung, 

0  für  die  eines  Punktes,  der  um  x  vom  Anfangspunkt  entfernt  ist,  auf 
t  Gleichung  führt 

y  =  a  sin  2  TT  y-jT  —  Y)  ' 

Setzen  wir  dagegen  jetzt  voraus,  dafs  der  Ausgangspunkt  eine  ganze 
Sie  von  Impulsen  erhalte  von  verschiedener  Periode,  so  ist  seine  Be- 
gang  gegeben  durch  die  Summe 

r=  2a  sin  27r  4"  +  26  sin  2n  ^  "^  ^'    + 2i?  sin  27r  —7,-*  , 

urin  T^T^  •  •  Tn  die  Schwingungsdauem  der  verschiedenen  Bewegungen 
d  T)  ■  -  T»  die  Zeiten  bedeuten,  um  welche  die  zweite,  dritte,  «te  Be- 
igong  später  oder  früher  beginnt  als  die  erste.  Wir  werden  im  nächsten 
q[»itel  zeigen,  wie  wir  imstande  sind,  dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung 
le  solche  zusammengesetzte  Bewegung  zu  erteilen. 

Hat  der  Ausgangspunkt,  für  den  x  =  0  ist,  diese  Bewegung,  so  er- 
bt sich  ganz  in  derselben  Weise  wie  für  die  einfache  Schwingung,   dafs 

1  Bewegung  eines  um  x  von  dem  Ausgangspunkte  entfernten  Punktes  die 
iwegung  haben  mufs 

■in  wir  mit  A^,  il^  ■  *  A»  die  Wellenlängen  der  einzelnen  Bewegungen  be- 
bhnen,  also  setzen 

Ai  =  cTj,    X^  =  cl\--K  =  C'  Tn. 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  für  die  resultierende  Bewegung  läfst 
ih  auch  sehr  leicht  noch  nachträglich  zeigen,  indem  man  aus  derselben 

der  schon  mehrfach  durchgeführten  Weise  die  Quotienten  -,-   und  -j\ 

rechnet,  man  findet,  dafs  aus  derselben  sich  ergibt 

dt    ~^     dx'  ' 

Schon  die  Form  der  Gleichung  für  die  aus  dem  Zusammenwirken 
ftlurerer  Schwingungen  verschiedener  Periode  resultierende  Bewegung  gibt 
i  erkennen,  dafs  dieselbe  keine  einfach  periodische  ist,  bei  der  das  Be- 
igliche sich  ebenso  weit  und  ebenso  lange  an  der  einen  Seite  der  ' 

Wüudnni,  PbTsflc.  I.  4.  Aafl.  ^ 
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gewichtslage  bewegt ,  als  an  der  antiem.  Denn  es  läfsi  sieb  kein  Wert.] 
von  T  und  l  angeben^  der  für  alle  Wert«  von  /  und  x  den  Abstand  fm 
durch  eine  einfache  Gleichung  von  der  Form 


Y  =  AMn^2n[^-  f) 


mit  einem   von  x  und   /   unabhängigen  Werte  der  Amplitude  A  wieder-J 
geben  liefse.    Die  Bewegung  ist  vielmehr  eine  zusammengesetzt  periodiöcli 
indem  jeder  Punkt,  wührend  der  durch  das  erste  Glied  der  den  Wert 
gebenden  Öunime  dargestellten  bin  und  ber  gehenden  Bewegung  noch  1 
anderen  Perioden  bewegt  wird.    Infolge  dessen  bewegt  sieh  der  Punkt ^ 
mscher   bald  langsamer  nach   der   einen   Seile   als  nach  der  andern, 
ist  die   Amplitude   nach   der    einen  Seite   gröfser   bald    feiner    als   nsu 
der   andern,  je   nach   der  Gr5fse   der   Perioden   und   der   Amplituden 
komponierenden  Schwingungen.     Ein  allgemeines  Gesetz  dieser  komplidei 
periodischen  Bewegungen  läfst  sich  aulser  dem  angegebenen  nicht  aufsi 
wir  wollen  nur,  um  ein  Bild  derselben  zu  bekommen,  einige  Fälle  dersolfc 
betrachten,   und  zwar  den  einfachsten  Fall,   dafs  sich  zwei  Wellen  in  i 
Punktreihe  fortpflanzen,  deren  Schw^ingungsdauero  und  Wellenlängen 
wie  1:2  verhalten.    In  dem  Falle  wird,  wenn  wir  die  gröfsere  der  beid 
Seliwingungödaueni  mit  T  und  die  gr^ifsere  Wellenlänge  mit  l  bezeiehiwi 
und  gleichzeitig  t  ^  0  setzen,  also  annehmen,  beide  Bewegungen  be^5n 
zu  gleicher  Zeit,  der  Ausdruck  für  Y 

Y  =^  a  '  sin  2n  y^  —  y  j  +  i>  *  sin  2  :r  \-yj 


r  =  rt  •  sin  tä  Ä  f-sr  —  y)  +  ^  *  sin  4 n:  i-qr 
Entwickeln  wir  die  beiden  Sinus,  so  wird 

1  ^  a  -  sm  2  7t  ^  •  cas  2 »  ^  —  a  •  cos  2  tt  ^- 


-v)- 


T 
t 


sm 


-f-  ^  *  sin  4  Jt  Y  *  cos  4  jr  -r h  *  cos  4  ä  -«7  •  sin  4 « 


und   fixieren   wir   den  Moment,  in-  welchem  t  ^=  nT  ist,   somit  sin2i 
=  sin  4  N  7f  ^^  0,  cos  2nn  ^  cos  Ann  =  1 ,  so  erhalten  wir 

T  ^  —  a  '  sin  2  ir  -r — -  i»  •  sin  4  jr  -r-  • 

Hiermit  werden  dann  die  Werte  von  T  (flr 

x  =  ll^Y^  —  a^yi  —  b 


a 


±0 

- « vT  +  & 

±0  +0 

+  ayi-b 
+  a  _  ±0 
+  «V4  +h 
+  0         +0. 
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Fig.  213  zeigt  die  Wellenform,  welche  diesen  Werten  von  Y  ent- 
icht,  und  zwar  für  h  ==  2a]  b  =  a;  b  =  ^a. 

Die  punktierten  Linien  deuten  die  einzelnen  Wellen  an,  die  aus- 
ogenen  geben  die  resultierenden  Wellen.  Die  Figuren  zeigen,  dafs  die 
iregung  eine  doppelperiodische  ist,  und  dafs  je  nach  dem  Verhältnis  der 
iplituden  die  -Art  der  Bewegung  eine  sehr  verschiedene  sein  kann.  Man 
m  sie  im  allgemeinen  dahin  charakterisieren,  dafs  die  Bewegung  mit  der 
(Osten  Amplitude  der  resultierenden  Bewegung  ihre  Periode  als  charakte- 
iflch  aufdrückt,  und  dafs  dann  durch  die  übrigen  Bewegungen  innerhalb 
Ber  Perioden  wieder  periodische  Verschiedenheiten  auftreten.      So  wird 

n  die  Welle  (Fig.  213  a)  als  eine  solche  von  der  Periode  ^    betrachten, 

reicher  durch  die  zweite  Bewegung  innerhalb  2  •  y  jedesmal  der  erste 

dlenberg  und  das  letzte  Wellenthal  verstärkt  erscheinen,  während  die 


Fig.  818». 


de  (Fig.  213  c)  entschieden  als  schwingende  Bewegung  von  der  Periode 
rscheint,  welche  von  der  einfachen  Schwingung  sich  dadurch  unter- 
ddet ,  dafs  der  schwingende  Punkt  mit  grofser  Geschwindigkeit  sich  nach 
positiven  Seite  von  seiner  Gleichgewichtslage  entfernt,  dann  aber  sehr 
langsamer  sich  derselben  wieder  nähert  und  sich  über  dieselbe  hinaus 
sa  seinem  gröfsten  Abstände  an  der  negativen  Seite  bewegt. 

In  derselben  Weise  setaen  sich  die  Bewegungen  zusammen,  wenn  die 
toonierenden  Wellen  in  weniger  einfachem  Verhältnis  stehen;  in  jedem 
m  kaon  man  in  der  angegebenen  Weise  die  resultierende  Bewegung 
oisran. 
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Mit  einer  Verschiebung  der  Phase  der  einen  der  komponierenden  We 
ändert  sich  die  resultierende  Welle  ebenfalls ,  wenn  aach  im  übri^ 
komponierenden  Bewegungen  ganz  ungeändert  bleiben.  Die  oben  für 
resultierende  Bewegung  hingeschriebene  Gleichung  läfst  das  auch  sofoii 
kennen;  wird  die  zweite  Bewegung  um  ein  viertel  Wellenlänge  yerscho 
so  wird  der  Ausdruck  für  Y 

r  =  a  .  sin  2  ;r  (  ^  -  ^^ )  +  Z;  .  sin  2  .r  (-j^  -  -^  -  i) 

=  fl  •  sin  2 TT  ^-^  —  yj  —  2>  •  cos  4«  (-^ y-j^ 

wird  die  zweite  Bewegung  um  eine  halbe  Wellenlänge  verschoben,  so ' 

r  =  a  •  sin  2  TT  \-j, ^-)  —  &  •  sin  4 tk  ^^-  —  ^ )  • 

Damach  sind  die  Werte  von  Y  für  diese  beiden  Fälle  folgende^  t 
wir  wieder  den  Moment  t=^nT  fixieren , 


Pt 

lasendifFerenz  =  i  1 

-il 

a;  =  ii- 

.  Y=^-a-yi   +0 

-  a  .  Vi  +  6 

iA- 

—  a            +h 

—  a            +0 

|i- 

-a-Vii   ±0 

-aVT    -ft 

!*• 

0            —h 

0            +0 

f  A- 

+  « •  Vi  ±  0 

+  al4"    +6 

|i- 

+  «            +h 

+  a           4-0 

|i- 

+  a-y\   +0 

+  fl-VT-ft 

|i- 

4-0          +h 

+  0            -fO. 

Die  Figuren  214a  und  214b  stellen  diese  Bewegung  dar,  erstere 
die  Differenz  \  X,  letztere  für  ]^  X^  unter  der  Annahme,  dafs  h  = 
Die  Zeichnungen  zeigen  also,  wie  sich  die  Fig.  213c  dargestellte  Beweg 
durch  eine  Verschiebung  der  einen  Bewegung  ändert. 

Fig.  214  a. 


Wie  man  sieht,  ist  Fig.  214b  gewissemaTson  das  ümgekehitel 
Fig.  213c,  die  Punkte  der  Reihe  bewegen  sich  sehr  IwygMM«  iiadi  oM 
dagegen  sehr  rasch  uaioli  \mtexv^  während  bei  einer  Yerai£ialMiiig  v»*' 
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Iriort«!  Wellenlänge  der  kleinem  newegung  die  Form  der  Schwingung  eine 
anz  andere  wird;  der  schwingende  l*unkt  bewegt  sich  ans  der  Gleicli- 
ewichtslage  mit  grofser  Schnelligkeit  zu  seiner  einen  tlulsersten  Lage,  be- 
egt  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  von  dort  zurück  bis  7Ai  einer  ersten 
fröfsten  Ausweichung  nach  der  andern  Seite,  kehrt  langsam  bis  zu  einem 
wissen  Abstände  von  der  Gleichgewichtslage  zurück ,  entferat  sich  wieder 
i  zu  einem  dem  vorherigen  gleichen  Abstände  imd  schwingt  dann  mit 
irolser  Schnelligkeit  wieder  bis  zu  dem  liufsersten  Abstände  an  der  andern 
leite  der  Gleichgewichtslage. 

In  ganz  gleicher  Weise  würde  man  vertahren,  um  die  Wellenformen 
wlialten,  wenn  drei  oder  mehr  SchwingTUigeu  verschiedener  WellenlSingen 
h  in  der  Pnnktreihe  ausbreiten,  die  Form  der  Wollen  wird  dann  immer 
complicieiier,   indem  jede    einzelne   Bewegung    in   der   resultierenden   als 
^stimmte    Periode    auftritt.      Wir    werden    später   derartig    kompÜcierte 
bwingungen  kennen  lernen. 

Ebenso  wie  gleich  gerichtete  Schwingungen  verschiedener  Wellenlänge 
Kennen  auch  verschieden  gerichtete  Sehwingimgen  verschiedener  Wellen- 
sicb  zusammensetzen.  Die  resultierende  Bewegung  unterscheidet  sich 
in  doppelter  Weise  von  den  im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen,  in- 
m  einmal  die  von  den  Fimkt**n  der  Reihe  beschriebenen  Kurven  nicht 
Ifibr  Ellipsen,  sondern  kompliciertere  Linien  sind  und  ferner  indem  im  all- 
meinen  die  von  den  einzelnen  Punkt^ai  nach  einander  und  die  von  den 
üi  einander  folgenden  Punkten  der  Keihe  gleiclizeitig  beschriebenen  Kurven 
irschieden  sind.  Dal's  letzteres  der  Fall  ist,  ergibt  sich  daraus,  dafs  bei 
leichzeitiger  Ausbreitung  von  Schwingungen  verschiedener  Periode  die  ein- 
lilnen  Punkte  von  den  komponierenden  Wellen  nicht  immer  in  derselben 
hase  getroffen  werden.  Denken  wir  uns  z.  B,  in  einer  Punk  treibe  zwei  zu 
tiander  senkrechte  transversale  Schmngungen  fortgepflanzt,  deren  Phase 
sehr  wenig  verschieden  ist,  so  dafs  durqji  den  Unterschied  der  Phase 
Ir  Charakter  der  Kurven  nicht  alteriert  wird^  dafs  dieselben  EUipseil 
eiben;  nehmen  wir  z,  13.  an,  die  Schwingungsdauern  der  Punkte  verhalten 
ch  wie  lOn  :  101  und  die  beiden  Bewegungen  beginnen  gleichzeitig,  Ist 
Amplitude  beider  Bewegungen  gleich,  so  wird  die  ersta  Schwingung 
Anfangspunkte  eine  lineare  sein,  welche  mit  jeder  der  komponierenden 
neu  Winkel  von  4fj^*  bildet.  Bei  der  zweiten  Schwingung  ist  die  eine  der 
ndem  aber  seh  im  0,01  Schwingung  voraus,  die  Bahn  des  Punktes  wird 
»hon  elliptisch,  und  nach  19  Schwingungen  ist  die  Phasendifferenz  der 
ehwmgnngen  gleich  j\  Oscillation,  die  Bahn  des  Punktes  wird  eine  Ellipse 
rie  Fig.  209.  Nach  25  Schwingungen  ist  die  Phasendifferenz  ^  Oscillation, 
ie  Bahn  wird  ein  Kreis,  nach  50  Oscillationen  ist  sie  |  Oscillation,  die 
fahn  wird  wieder  eine  Linie,  welche  zu  der  ersten  Schwingung  senkrecht 
fceht;  kurz  man  sieht,  dafs  nach  100  Schwingungen  der  Punkt  nach  und 
:h  alle  die  Bahnen  durchlaufen  hat,  welche  wir  im  vorigen  Paragraphen 
Mprochen  haben.  Alle  diese  Bahnen,  welche  der  erste  Punkt  nach  ein- 
ider  durch liluft,  sehen  wir  dann  in  den  ersten  100  Wellenlitngen  gleich- 
ötig  neben  einander.  Denn  jeder  Punkt  durchläuft  nach  einander  dieselben 
ahnen  wie  der  erste  Pimkt,  Macht  nun  der  erste  Punkt  der  100»  Welle 
erste  Schwingung,  so  Kndet  in  der  75,  Welle  die  25.  Schwingung  statt, 
schwingt  also  geradeso  wie  der  Anfangspunkt  bei  der  25.  Schwingung  etc. 
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In  einem  Falle  tritt  diese  Verschiedenbeit  der  Schwingungen  nicht « 
Stehen  die  Schwingungen  in  einem  einfachen  rationalen  Verh&ltiiis,  ib 
etwa  1  :  2  oder  1:3,  2:3  etc.,  so  sind  die  Bahnen  jedes  Punktes  k 
Eeihe  immer  dieselben.  Wir  wollen  auch  hier  nur  den  einÜEtchstenFtUlN 
trachten,  um  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  die  Frage  nach  der  resoltienndi 
Bewegung  zu  bebandeln  ist,  da  wir  an  einer  andern  Stelle  nochmals  « 
diesen  Punkt  zurückkommen  werden.  Wir  denken  uns  in  einer  Pmiktral 
zwei  zu  einander  senkrechte  Bewegungen  sich  fortpflanzen,  deren  Welk 
längen  sich  verhalten  wie  1:2.    Die  Gleichung  der  einen  Bewegung  sei 

y  =  asin2«(^  —  y) ( 

jene  der  zweiten  hierzu  senkrechten 

=  6.sin2;r(-^—  ^), 

.     ,      (  t           x-^d\ 
z  =  h  '  %m4tjt  \-y j — I I 


oder  was  dasselbe  ist 


worin  d  die  Phasendifferenz  der  komponierenden  Bewegungen  bedeutet 
Gleichung  (2)  können  wir  schreiben 


sm  47r  I ^  —  -   1  cos  47r  -r-  +  cos  4:%  1-«,-  —  -=-j  •  sm  4«  t- 


und  weiter,  indem  wir  sinus  und  cosinus  des  doppelten  Bogens  durch  si 
und  cosinus  des  einfachen  Bogens  ausdrücken, 


Y-  =  2  •  sin  2  %  (-^ -A  •  cos  27t  (-^  —  yj  •  cos  4jr 

+  (cos*  2n  y-Y  —  y)  —  sin*  27r  (-^  —  -~)j  sin  4jr 


sm 


^'{t-t)-^  „..,(;.- ±)_ vT- |. 


setzen  wir  diese   Werte  in  die   Gleichung  (3)  ein,    so   erhalten  wir 
Gleichung  zwischen  y  und  z 


i._2JL>'«-t..^4.1+-(.-2^).sto4.4 

Dieser  Ausdruck  liefert  uns  für  jedes  y  das  zugehörige  <?,  und  i 
sieht,  wie  der  Wert  von  z  sich  gleichzeitig  mit  der  Phasendiffereioz  d  §nc 

Nehmen  wir  an,  die  Wellen  haben  denselben  Anfangspunkt,  so  ist 
diesen  Fall  d  =  0,  damit  wird  das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  ■ 
und  es  wird,  wenn  wir  noch  a  =  6  setzen, 


±2--5-|/a'-y». 
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Die  hierdurch  dargestellte  Kurve  zeigt  Fig.  215  or.  Der  schwingende 
onkt  bewegt  sich  vom  Anfangspunkte  ans  gleichzeitig  nach  y  und  z^  aber 
«eher  nach  z  als  nach  y^  denn  es  ist  z  =^  a^  wenn  y  =  a»  Y\,  Indem  y 
um  von  a  -  YY  bis  a  wächst,  nimmt  z  von  a  bis  0  ab;  nimmt  y  dann 
ieder  bis  a  )/^ab,  so  wächst  z  negativ  wieder  bis  a  und  wird  wieder 
it  y  gleich  0.  Diese  Hälfte  der  Kurve  besteht  also  aus  zwei  kongruenten 
Acken.  Oanz  ebenso  ist  die  andere  Hälfte  der  Kurve  für  die  negativen 
^erte  von  y  beschaffen. 

Ist  die  zweite  Bewegung  der  ersten  um  den  achten  Teil  ihrer  Schwingung 
»raus,  so  haben  wir,  da  wir  mit  X  die  Wellenlänge  der  Schwingungen 
»r  gröfsem  Periode  bezeichnet  haben,  flir  d  einzusetzen  -^  X,    Damit  wird 

8  Gleichung  der  resultierenden  Kurve,  indem  wir  für  cos  -j-  =  sin  -7-  =  }/^ 

ren  Wert  einsetzen, 


Fig.  815. 


Fig.  215/3  zeigt  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kurve;  wir  er- 
Iten  der  Kurve  entsprechend  aus  der  Gleichung  die  Werte 

e  =  a-  YY  f lir  y  =  0 


e  =  a 


„  y  =  4-  a  .  V^^^'  =  +  0,382  68  a 
5=0  „  y  =  4:|a|/2  +  l/2  =  +ü,92385aima  +  0,38268a 

„  y  =  +  I  .  ]/l  +  2  y"v/2  — 7=  0,756  98  a. 


—  a 


600  Schwingangen  eines  Systems  von  Punkten.  |  ISL 

Wie  man  sieht,  unterscheidet  sich  diese  Kurve  von  der  Yorigea  nr 
dadurch,  dafs  der  Schnittpunkt  der  einzelnen  Kurven&ste  nach  der  8ato 
der  positiven  z  verschohen  ist,  und  die  Kurve  in  ihren  beiden  H&lftflQ  jukt 
abgeflacht  ist.  Je  mehr  die  zweite  Bewegung  der  ersten  voraus  ist,  um  » 
weiter  rückt  der  Schnittpunkt  nach*  oben,  bis  er  fUr  ein  VoranaeikBni 
\  Schwingung  in  den  Wert  z  =^  a  filllt,  wo  dann  gleichzeitig  die  Knrw 
die  Gestalt  Fig.  215/  annimmt,  der  Punkt  bewegt  sich  in  der  Linie  ^aiiUi 
und  her.  Die  Gleichung  der  Kurve  erhalten  wir,  wenn  wir  in  61eichimg(4) 
d  =  \l  setzen 

Damach  ist 

5  =  a      für  y  =  0 

^  =  0        „   y  =  +  a./f 

^  =  —  ^«  r  y  =  +  (^^ 

wie  es  auch  obige  Kurve  zeigt. 

Nimmt  die  Phaseudiiferenz  der  Bewegungen  weiter  zu,  so  trüt » 
nächst  wieder  die  Kurve  Fig.  215|3  auf;  sie  behält  diese  Gestalt,  jedoch 
so,  dafs  der  Punkt  q  immer  näher  an  0  heranrückt,  bis  die  zweite 
wegung  der  ersten  um  ^  Schwingung  voraus,  d  also  \X  wird.  Der  Unte^ 
schied  gegen  vorhin  ist  nur  der,  dafs  der  Punkt  die  Kurve  in  entgegn- 
gesetzter Richtung  durchläuft.  Ist  d=^\l^  so  tritt  wieder  die  Kam 
Fig.  215«  auf,  welche  von  dem  Punkte  aber  in  entgegengesetzter  BichtoBf 
durchlaufen  wird  wie  vorher,  als  d  ==  0  war. 

Bei  noch  weiterer  Zimahme  der  Phasendififerenz  tritt  wieder  die  Kuns 
Fig.  215|3  auf,  aber  in  umgekehrter  Lage,  wir  erhalten  z.  B.  die  Kam 
für  e?  =  yV  ^?  wenn  wir  uns  Fig.  215 13  und  für  rf  =  f  A,  wenn  wir  loi 
Fig.  215y  einfach  auf  den  Kopf  gestellt  denken. 

Sind  die  Schwingungsverhältnisse  der  beiden  Bewegungen  nicht  gern 
1:2,  sondern  etwa  50  :  99,  so  durchläuft  jeder  Punkt  nach  und  naoh  Ä 
soeben  abgeleiteten  Bahnen,  und  ebenso  sehen  wir  dann  in  der  Punktieiki 
innerhalb  50  X  alle  die  Kurven  neben  einander. 

Sind  die   Verhältnisse   der    Schwingungsdauem  weniger  einfach, 
werden  die  Kurven  verwickelter,  ihre  Bestimmung  gelingt  indes  immerirf 
dem  angedeuteten  Wege. 

§  132. 

Schwingungen  eines  Systems  von  Punkten.  Wenn  in  einem  a 
Raum  verteilten  System  von  Punkten  das  Gleichgewicht  eines  Punkt* 
gestcirt  wird,  so  mufs  auch  das  aller  übrigen  gestört  werden,  wenn  «» 
voraussetzen,  dafs  auch  hier,  wie  in  den  in  den  vorigen  Paragraphen  bi- 
irachteten  Punktreihen,  das  Punktsystem  durch  anziehende  und  abstoÜNaii 
Kräfte,  welche  zwischen  den  einzelnen  Punkten  thätig  sind,  im  Gkkk- 
gewicht  gehalten  wird.  Man  kann  jedes  System  von  Punkten,  welche  iilgcB^I 
wie  im  Baume  verteilt  sind,  als  aus  Punktreihen  znsamuiengesetat  b»-! 
trachten,  die  man  erhält,  wenn  man  durch  irgend  einen  Punkt  desBaoa'm 
nach  allen  möglichen  Biichiungen  gerade  Linien  legt.    Diese  Liiii«  IwiteflL 
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dfitu    i 'linkte  aus,    wie    die    Hadien    einer  Kugel    von    dem    Aßttel- 

kte,   und  jeder   dieser  unendlich  vielen  Radien  stellt  eine   Punktreibe 

Wird  dtsr  erste    Punkt   in  eine   oscillierende    Bewegxing   versetzt,   so 

if«  sich   diese   in   allen  den  Punktreihen   nach  den  biaberigen  Gesetzen 

[»flanken,  da  der  Punkt  allen  Reiben  gleichzeitig  angehört. 

Je  nach  der  Art  und  Weise,  wie  die  Punkte  im  Raum  verteilt  sind, 

die  Fortpflanzung  d&r  Bewegung  im  Systeme  verschieden  sein.    Wie 

gaben ^  hängt  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  schwingenden  Be- 

nur  ab  von  dem  Quotienten  l/— ,  der  Elasticität  der  Punktreibe 

ihrer  Dichtigkeit,    Sind  nun  die  Punkte  in  dem  Systeme  so  verteilt, 

nach  den  einzelnen  Riebtungen  bin  auf  der  ganzen  Länge  der  Radien 

er  Quotient  denselben  Wert  bat,  wie  wir  es  bei  Betrachtung  der  Punkt- 

voraussetzen,  so  nennt  man  das  System  ein  homogenes.    In  einem 

System  pflanzt  sich  eine  Wellenbewegung  nach  jeder  Rii-htung  hin 

atanter  Geschwindigkeit  fort,  auf  der  ganzen  Länge  jedes  Radius 

I  Wellenlänge  dieselbe«    Die  schwingende  Bewegung  in  einem  solchen 

können  wir  im  mitte!  bar  mit  Hülfe  unserer  Ent  Wickelungen  Über 

iwingungen  von  E'unktreihen  erhalten. 

Inhalten  auf  den  einzelnen  Radien  in  verschiedenen  Entfernungen  vom 

tte  Elasticitilt   und  Dichtigkeit   der  Punktreiben  nicht  denselben 

ert  sich  die  Elasticitat  allein  oder  die  Dichtigkeit,  oder  Hadern 

3e  in  einem  verschiedenen  Verhältnisse,  so  ist  das  Punktsystem  ein 

homogenes  oder  ein  heterogenes. 

einem  solchen  System  pflanzt  sich  die  Bewegung  in  verschiedenen 

aungen   nicht   mit  gleicher  Geschwindigkeit   fort,   die  Wellenlängen 

nicht  auf  der  ganzen  Ls.nge  der  Radien  gleich,  sondern  ändern  sich 

Füll  dort,  wo  auf  denselben  eine  Ändeiiing  der  Elasticität  oder  Dii^htig* 

eintritt,    denn    Überall    dort    findet    eine    Änderung    des    Quotienten 

[statt. 

pe  homogenen  Punktsysteme  können  entweder  isotrop  oder  anisotrop 
Tsotrope  Punktsysteme  sind  solche,  bei  denen  fUr  sämtliche  Seh  win- 
der Quotient  l/-^-  derselbe  ist,  also  nicht  nur  auf  jedem  Radius 

Systems  für  sich  betrachtet,  sondern  auch  auf  allen  verschiedenen  Ra- 
lf einerlt*i  nach  welcher  Richtung  auf  demselben  die  Schwingungen  er* 
Gleichartige  Schwingungen,   also    auf  allen   Radien  longitudinale, 

*tif  allen  Radien  transversale,  pflamten  sich  nach  allen  Richtungen  mit 
tlben  Geschipvnndigkeit  fort.  Ein  derartiges  Punktsystem  würden  wir 
;  erhalten,  wenn  wir  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  des 
nm  die  l^mkte  in  ganz  gleichen  Abständen  verteilt  denken  und  an- 
neo,  dafs  überall  in  gleichen  Abständen  die  Punkte  mit  gleichen  Kräften 
tanander  tvirken.     Die   Punkte   würden   also   auf  Ecken  von  Würfeln 

l,  welche  im  ganzen  System  gleiche  Seiten  haben. 

Ist  der  Quotient  l/— -  nicht  nach  allen  Richtungen  hin  derselbe,  so 

hl   nmo  das  System  ein  anisotropes  oder  beterotropes,   es  ist  das  der 
I,  wenn  die  Dichtigkeit  der  verschiedenen  Punktreihen  odet  dife  ¥!iV«Ä\Iv 
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eität  derselben  verschieden  ist,  wenn  also  die  Punkte  in  einer  Bichtaig 
sich  näher  liegen  oder  mit  stärkerer  Kraft  in  ihrer  Gleiehgewicktslage  ge- 
halten werden  als  in  einer  andern,  oder  auch,  wenn  in  einer  und  dersellNi 
Reihe  der  Wert  von  e  verschieden  ist,  je  nach  der  Bichtong,  nach  wekhs 
der  T^unkt  aus  seiner  Gleichgewichtslage  gebracht  isl;.  In  jeder  Pnnktraltt 
pflanzt  sich  dann  eine  gegebene  Schwingung  mit  konstanter  GeBchwisdig- 
keit  fort,  welche  aber  von  Punktreihe  zu  Punktteihe  verschieden  ist 

Betrachten  wir  die  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung  in  isotrop« 
Mitteln  etwas  genauer  und  nehmen  wir  an,  die  Bchwingungen  haben  Aber- 
all  in  Bezug  auf  die  Punktreihen  die  gleiche  Richtung. 

Bezeichnen  wir  wie^  früher  die  Oscillationsdauer  der  schwingeodei 
Bewegung  mit  T  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewega|; 
mit  c,  so  hat  sich  nach  Verlauf  der  Zeit  T  die  schwingende  Bewegof 
allen  Punkten  einer  Kugel  mitgeteilt,  welche -mit  dem  Radius  1?  =  c  *  f 
um  den  Anfangspunkt  a  der  Bewegung  beschrieben  wird,  da  sich  in  diexB 
Systeme  die  schwingende  Bewegung  nach  allen  Richtungen  mit  gleiehv 
Geschwindigkeit  fortpflanzt.  Die  auf  der  Kugelfläche  befindlichen  PnaUl 
beginnen  gerade  ihre  schwingende  Bewegung,  während  der  Punkt  a  ei 
ganze  Schwingung  vollbracht  hat,  und  die  Punkte,  welche  die'e: 
Radien   der  Kugel   bilden,   sich   in  den  verschiedensten  OscillationspluMI 

cT    . 
befinden,  diejenigen,  welche  um  -j-  von  a  entfernt  sind,   haben  | 

cT 
Schwingung  vollbracht,  die  um  ---  entfernten  die  Hälfbe  u.  s.  f.    Mani 

sieht;  wie  alle  Punkte,  welche  auf  einer  um  a  beschriebenen  Kugel  lieg«^ 
in  der  gleichen  Phase  sich  befinden. 

Der  Bewegungszustand,  der  innerhalb  der  Kugel,  die  mit  dem 
B  =  cT  beschrieben  war,  am  Ende  der  Zeit  T  stattfindet,  pflanzt 
in  der  folgenden  Zeit  T  in  der  Richtung  der  Radien  weiter  fort,  so 
am  Ende  der  Zeit  2T  alle  Punkte  einer  Kugel  vom  Radius  2oran 
Bewegimg  teilnehmen.  Die  Punkte,  die  auf  der  Fläche  dieser  Kugel  h^ 
sind  im  Begrifle,  ihre  schwingende  Bewegung  zu  beginnen,  und  die  Pnokli 
auf  der  Kugel  vom  Radius  cT  haben  ihre  erste  Oscillation  zurückgelagl 
Die  Punkte,  welche  in  der  von  diesen  beiden  Kugeln  eingeschlo! 
Schale  sich  befinden,  haben  alle  einen  gröfseren  oder  kleineren  Teil  < 
Oscillation  zurückgelegt;  sie  befinden  sich  in  derselben  Phase,  wie  die 
sprechend  liegenden  Punkte  innerhalb  der  Kugel  vom  Radius  c* T  zur  Zeit  Z 
Die  von  a  um  ^  cT  entfernten  Punkte  haben  f ,  die  um  ^  cT  entferth 
i  Undulation  zurückgelegt. 

Die  Punkte  innerhalb  der  Kugel  vom  Radius  cT  befinden  sich, 
die  Erregung  im  Mittelpunkt  der  Bewegung  fortdauert,  in  denselben 
lationsphasen  wie  zur  Zeit  T,  jetzt  aber  bei  Zurücklegung  ihrer 
Oscillation. 

In  der  folgenden  Zeit  2'  pflanzt  sich  der  Bewegungsznstand  der  Ei 
schale,  die  zwischen  den  Kugeln  vom  Radius  2cT  und  cT  erhalten 
der  Richtung  der  Radien  auf  die  Punkte  fort,  welche  weniger  als  3cT 
dem  Punkte  cc  entfernt  sind;  eine  Kugel  vom  Radius  3 c 2*  ist  die  ^ 
der  Bewegung.    Dort  beginnen  die  Punkte  ihre  erste  Osoillaticm, 
sie  auf  der  Kugel&^\ie^  ^ek\i^  iwx  Zeit  2  2*  die  Orenie  dsr 
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\  ihrt^  xw»;ite  Oi^cillation  begiimen;  alle  zwißchen  diesen  Kugeln  betind- 
en  Punkte  haben  griilsero  oder  kleinere  Teile  ihrer  Oscillation  vollftihrt, 
niM^h  ihren  Aljslünden  vom  Anfangspunkte  oder  von  der  Kugel,  die  in 
vorigen  Zeit  die  Grenze  der  Bewegung  bildete. 

Mau  sieht,  wie  nach  und  nach  der  Raum  rings  um  den  Funkt  a  sich 
eino  Reihe  von  Kugelschalen  teilt,  deren  Dicke  jedesmal  gleich  cT  ist, 
in  denen  die  gleich  weit  von  der  Grenze  der  Schalen  entfenaten  Punkt« 
den  gleichen  Phasen  der  Oscillation  eich  befinden.  Jeder  Kadius,  den 
von  dem  Punkte  a  nach  der  Ilufsersten  Grenze  der  Bewegung  ziehen, 
1  sich  ebenso  in  eine  Anzahl  Wellenlängen  geteilt,  vne  wir  es  früher  fllr 
einzelnen  Punktreihen  gesehen  haben.  Deshalb  nennt  man  auch  hier 
Dicke  der  einzelnen  Kugelschalen,  welche  durch  Kugeln  vom  Radius 
cT  und  (/*  —  1)  cT  begrenzt  werden^  die  Wellenlänge,  und  diese  Kugel- 
alen  selbst  Wellen. 

Es  geht  demnach  aus  dem  Gesagten  liei-vor,  dafs  in  einem  isotropen 
iktsjrstem  die  schwingende  Bewegung  sich  in  kugelförmigen  Wellen 
^fionzt. 

riaoh  einiger  Zeil  die  schwingende  Bewegimg  des  Punkt-es^  a  auf, 
ii  dadurch  auch  die  auf  Df  folgenden  Punkte  auf  allen  ein?:elnen 
zur  Ruhe,  da  die  schwingende  Bewegung  des  Punktes  a  es  ist, 
ihe  die  Bewegung  der  folgenden  Punkte  voranlafst^  indem  er  bei  seiner 
e^TUng  die  folgenden  Punkt©  nach  sich  zieht.  Dadurch  entsteht  neben 
II  Grenze  der  Wellenbewegung  eine  innere,  an  der  die  Bewegung 
'  aufhört 
Diese  innere  Grenze  mufs  ebenso  eine  Kugel  sein,  deren  Mittelpunkt  a 
und  deren  Radius  stetig  mit  der  Zeit  i  gerade  so  wächst,  wie  der  Radius 
Äufsem  Grenze,  Daraus  folgt,  dafs  von  der  Zeit  an»  wo  a  aufhört  sich 
n,  eine  Kugelschale  die  sämtlichen  bewegtep  Punkte  umfafsh, 
p  gleich  ist  r^,  wenn  wir  mit  /  die  Zeit  bezeichnen,  während 
fber  der  Pimkt  u  sich  bewegte.  Zur  Zeit  t  werden  die  Grenzen  dieser 
ftkchalen  die  beiden  Kugeln  vom  Radiue  et'  und  c  (/'  —  t)  sein,  erstere 
fufsere,  letztere  die  innere  Mit  wachsender  Zeit  erweitert  sich  diese 
immer  mehr,  aber  die  Dicke  derselben  ist  immer 

et' —  c  (^  —  f)  t=  ct^ 
konstant 

In   nicht  isotropen  Systemen   kann   eine  Wellenbewegung   sich    auch 
»  in  kugelförmigen  Wellen  fortpflanzen,  dort  hängt  der  Abstand,  bis  zu 
tkem  sich  in  den  verschiedenen  Riehtungen  die  Bewegung  in  gleichen 
V  i-trilgt,  ab  von  der  Dichtigkeit  der  einzelnen  Radien  sowie  von 
ität  dieser  Reihen.    Um  demnach  die  Crrenzen  der  Bewegung  in 
Falle  zu  erhalten,   müssen  wir  das  Gesetz  kennen,   nach  welchem 
3  Eigenschaften  der  Punktreihen  ändern.    Wir  werden  später,  in  der 
Yom  Lichte,   die  Fortprtanzung  von   schwingenden  Bewegungen  in 
i6P  Systemen  zu  betrachten  haben. 

Die  nicht  homogenen  Punktsyste^ne  können  wir  als  eine  Verbindung 

r  grenzender  homogener  Pimktsy^temo  ansehen.    Die  Fortpflanzung 

rigenden  Bewegungen  in  denselben  können  wir  demnach  auf  die 

iTEong  der  Bewegung  in  homogenen  Punktsystemen  zurlictÖÜwt^t^^ 
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nur  ist  es  notwendig,  die  Ändemngen  zu  untersuchen,  welche  die  sc 
gende  Bewegung  erfahrt  beim  Übergange  aus  einem  homogenen  Syst 
ein  anderes  ebenfalls  homogenes  System. 


§  133. 

Huyghenssches  Prinoip.  Man  kann  sich  von  der  Fortpflü 
einer  Wellenbewegung  noch  eine  etwas  andere  Vorstellung  bilden,  y 
zuerst  von  Huyghens  angewandt  ist  und  die  auf  dem  von  uns  in 
bereits  zum  Teil  ausgesprochenen  und  angewandten  Princip  der  Eoei 
kleiner  Bewegungen  beruht.  Dieses  Princip  lälst  sich  vollständig  s* 
sprechen:  Ein  Punkt  eines  Systemes,  der  durch  mehrere  Impulse 
wird,  vollführt  eine  Bewegung,  die  sich  als  Resultante  nach  dem  Satz 
Parallelogramm  der  Kräfte  bestimmen  läfst.  Wenn  durch  die  Bev 
dieses  Punktes  auch  benachbarte  Punkte  des  Systemes  bewegt  werde 
Bewegung  der  letztem  aber  nur  Folge  ist  einer  der  komponierend« 
wegungen  des  zuerst  bewegten  Punktes,  so  bewegen  sich  dieselben 
so,  als  besäfse  der  ursprünglich  bewegte  Punkt  nur  diese  Teilbewegi 
Wenn  nun  in  einem  Punktsystem  eine  Wellenbewegung  vorhani 
und  die  Bewegung  bis  zu  einer  gewissen  Flache  fortgeschritten  ist, 
die  Bewegung  irgend  eines  nicht  in  dieser  Fläche  liegenden  Punkt 
Systems  die  Resultante  aller  jener  Teilbewegungen,  welche  die  verschi* 
Punkte  der  Welle  zu  ihm  hinsenden. 

Sei    CD    (Fig.    216)    die   äufsere,    CD'    die    innere    Grenze 
Welle,   welche    von    dem  Pxmkte  a    ausgegangen    ist.     Wir  könne 

Punkte,  welche  zwisch< 
Fig.  216.  Grenzen  CD  und  Cl/ 

als  neue  Wellenmittel] 
betrachten,  von  denei 
sich  eine  schwingend 
wegung  nach  allen  Richi 
hin  fortpflanzt,  geradi 
vom  Punkte  a  aus. 

Diese  von  den  ein 
Punkten  ausgehenden  ^ 
sind  bei  der  Vorausse 
dafs  das  System  ein  iso 
ist,  ebenso  kugelförmig 
die  Flächen,  deren  I 
schnitte  CD  und  Clf 
Von  dem  Punkte  t 
sich  z.  B.  die  Bewegung 
rend  einer  Zeit  ^  auf  di 
dem  Radius  vX  =  c - 
schriebene  Kugel  fortg^ 
«  ^  haben,  deren  Mittelpnnl 
Punkt  V  ist.  Gleiches  gilt  für  alle  Punkte  der  Kugelfläche  CD,  von 
geben  nach  allen  Richtungen  Bewegungen  aus  in  der  Form  von  \ 
förmigen  Wellen,  deren  Uoüdien  gleich  c  •  t  sind. 
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Die  Itufsere  Orftnxe»  bis  xu  der  sieb  auf  diese  Weise  die  Wellenbewegung 
fUnsst  hat,  wirä  die  Flüclie  sein,  wolehe  alle  diese  einzelnen  Kii- 
rfthrt,  welche  also  alle  diese  Kugeln  einhüllt  Diese  Fläche  ist 
offenbar  eine  Kugel  EF^  welche  den  Punkt  a  xum  Mittelpunkt  hat, 
ren  Radius  gleich  ist  «r  +  c  -  f  =  aL  Denn  die  von  a  am  weitesten 
iten  Punkte  der  einzelnen  Kugeln  sind  diejenigen,  wo  deren  Radien  vX 
Kadias  av  gerade  Linien  bilden;  diese  liegen  aber  auf  einer  Kugel- 
deren  Radius  gleich  ak  ist. 

eiches   gilt  auch  von  den  Bewegungen  aller  tlbrigen  zwischen  CD 

C  D    liegenden    Punkte^   auch    von    diesen   gehen   Bewegungen   nach 

Richtungen    aus^   und  der  Sc bwingungs zustand  der  auf  irgend  einer 

eben  CD  und  C*  D*  liegenden  Kugel  Hache  befindlichen  Punkte  hat  sich 

eine  um  c  *  i  von  «  weiter  entfernte  Kugelfläche  übertragen.     Die 

Grenze   der  Welle   ist  demnach   die  Kugelfläche   ^  F"^  welche  mit 

diu»   civ  -{-  V  X'   um  a  beschrieben  ist,    da  diese  Kugelfläche  alle 

izelnen  Kugeln  berührt ^  welche  von  allen  v    der  Kugellläche  CD' 

den  Radien  vi!  beschrieben  werden. 

Wir  erhalten  somit  durcb  Anwendung  der  Hu jghenss eben  Konstruktion, 
wir  jeden  Punkt  einer  Welle  als  Bewegungsmittelpunkt  ansehen^  von 
8  sich  die  Bewegung  weiter  fortpflanzt,  ganz  dieselbe  Wellenfläche, 
n  wir  von  dem  bewegenden  Mittelpunkte  «  aus  iji  der  Richtung  der 
f ort ge seh  ri tten  w ären . 
Wir  baben  jedoch  nicht  nur  äu  zeigen,  dals  die  jedesmalige  Begrenzimg 
Welle  nach  dieser  Konstruktion  dieselbe  igt,  als  wenn  wir  eine  einfache 
'breitung  nach  den  durch  den  Bewegiingsmittelpunkt  gelegten  Radien 
aehmen,  sondern  auch  nachzuweisen,  dafs  die  Bewegung  der  einzelnen 
ikte  in  diesen  abgeleiteten  Wellen  dieselbe  ist,  wie  nach  unserer  ersten 
ttstellimg  und  somit  die  dort  stillsühweigend  gemachte  Voraussetzung  der 
nidlinigen  Verbreitung  von  Wellen  in  einem  Punktsystem  zu  rechtfertigen. 
Bei  zu  dem  Ende  die  um  den  Mittelpunkt  er  bescbriebenene  KugeU.iif  C'i) 
Wellenöik^he  zu  irgend  einer  Zeit  t^  und  ^  ein  Punkt  des  Systems,  der 

Strecke  Ö  von  dem 
ikte  V  auf  dem  Radius  u  v 
ferat  liegt.  (Fig.  217,) 
Der  Punkt  ^  hat,  wenn 
Bewegung  sich  fort- 
^att,  nach  einer  gewissen 
z  zunächst  eine  Be- 
png  durch  die  von  p 
]er  Richtung  des  Radius 
oi4Üi  fortpflanzende  ße- 
{iing.  Nehmen  wir  an, 
8  der  Punkt  v  am  Ende 
Zeit  i'  odür  im  Beginne  der  Zeit  x  seine  Bewegung  gerade  beginnt,  so 
io  Pbasc'  der  Oscillatiou  des  Punktes  ft  bestimmt  durch  die  Gleichung 

fj  =  a  •  sin  2  31:  (y-  —  y)  , 

wir  tnit  a  die  Amplitude ,  mit  T  die  Oscillationsdauer  und  mit  X  die 
Ige  disr  schwingenden  Bewegung  bezeichnen. 


Fig,  817. 
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Nach  unserer  Annahme  sind  alle  Punkte  der  Wellenflftche  Mittel- 
punkte der  Bewegung,  von  denen  sich  Schwingungen  nach  allen  Bid- 
tungen  hin  fortpflanzen.  Zur  Zeit  r  ist  daher  von  allen  Punkten  der  Wellab 
fläche  ABCJ)  eine  Bewegung  auf  den  Punkt  (i  ttbertragen.  Da  alwr 
die  Abstände  der  einzelnen  Punkte  v  von  fi  unter  sieh  sowohl  als  von  »■ 
vorschieden  sind,  so  sind  die  gleichzeitig  in  (i  ankommenden  Bewegungen  n 
verschiedenen  Zeiten  von  der  Wolle  ÄBCI)  ausgegangen,  es  folgt  daraoii 
dafs  die  Phasen  aller  gleichzeitig  auf  den  Punkt  (i  wirkenden  Bewegonga 
unter  sich  sowohl  als  von  der  von  v  ausgehenden  Bewegung  verschiedei 
sind.  Nennen  wir  den  Abstand  eines  Punktes  v'  von  (i  nun  ^,  so  eriialUa 
wir  als  Abstand  des  Punktes  (i  von  der  Gleichgewichtslage  infolge  dicMr 
Bewegimg 

y  =  a  .  sin  Stt  (  ^ j-J 

und  als  PhasendifFerenz  der  beiden  Bewegungen  die  Differenz 

X 

Je  nach  der  Lage  des  Punktes  y  hat  diese  Differenz  immer  andm 
Werte,  sie  wächst  stetig,  je  weiter  der  Punkt  v'  von  v  entfernt  liegt,  » 
dafs  also  gleichzeitig  Bewegimgen  in  allen  möglichen  Phasen  auf  da 
Punkt  (A  einwirken.  Um  die  Resultierende  aus  diesen  sämtlichen  Be- 
wegungen zu  erhalten,  denken  wir  uns  durch  Kreise,  deren  Mittelpnnkte 
auf  a(i  liegen,  und  die  zu  «jm^ senkrecht  sind,  die  Wellenfiäche  CD  in  e 
Reihe  von  Zonen  v'  ^y  ^y'  y'  zerlegt,  so  zwar,  dafs  die  Abstände  der  nf 
einander  folgenden  Punkte  v  von  ^  sich  immer  um  \l  unterscheiden,  se 
dafs  also 

y^  —  y^  =  y^  —  v\L  =  yV  —  />  =  /V  —  vfi  =  \h 

Die  sämtlichen  Bewegungen,  welche  von  den  auf  der  zunächst  nm  r 
liegenden  Zone  befindlichen  Punkten  ausgehen,  treiben  zur  Zeit  r  den  Punkt  i 
nach  derselben  Richtung,  da  die  Phasendifferenz  dieser  Bewegungen  kleiner 
als  4A  ist.  Die  von  den  Punkten  der  zweiten  Zone  v  v  v"  v"  ans- 
gehenden  Bewegungen  treiben  den  Punkt  /n  dagegen  nach  entgegengesetzter 
Richtung,  da  alle  Strahlen  dieser  Zone  gegen  die  entsprechend  liegen* 
der  vorigen,  zunächst  um  v  liegenden  Zone  um  eine  halbe  Wellenlänge  Te^ 
schoben  sind.  Die  von  der  dritten  Zone  ausgehenden  Bewegungen  nnd 
gegen  die  der  ersten  um  eine  ganze  Wellenlänge  verschoben,  sie  besitMB 
also  keine  Phasendifferenz  gegen  jene  und  bewegen  demnach  den  Punkt  f 
wieder  in  demselben  Sinne.  Ihnen  entgegen  wirken  aber  die  Strahki 
der  vierten  Zone,  welche  eine  Phasendifferenz  von  \X  mit  den  von  d< 
Punkten  der  dritten  Zone  heri'ührenden  Bewegungen  besitzen. 

Ebenso  ist  es  mit  allen  folgenden  Zonen,  so  dafs  die  abwechsefaidei 
Zonen  stets  Bewegungen  in  \jl  erzeugen,  welche  eine  Phasendiffereni  Tca 
einer  halben  Wellenlänge  besitzen,  welche  sich  also  gegenseitig  schwächen- 

Die  resultierende  Bewegung  in  fi  wird  also  wesentlich  von  derAmpK- 
tude  abhängig  sein,  welche  jede  der  Zonen  in  ^  erzeugt  Diese  aber  hingt 
von  zwei  Umständen  ab,  einmal  nämlich  von  der  Anzahl  der  in  jeder  Zone 
schwingenden  Punkte,  und  dann  von  der  Neigung  der  in  jeder  Zone  statt- 
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idenden  Schwingungen  gegen  die   in  fi.  durch   den  Punkt  v  des  Badius 

xegte  Schwingung.     Denn  betrachten  wir  nur  transversale  Schwingungen, 

»  kann  z.  B.  von  der  sechsten  Zone  her  nur  die  Komponente  in  Betracht 

»mmen,  welche  zu  vfi  senkrecht  ist.    Zur  Berechnung  der  Resultierenden 

nfsten  wir  also  die  Summe  der  von  allen  Zonen  kommenden  Schwingungen 

Iden,  jede  multipliciert  mit   dem  Cosinus  des  Neigungswinkels,  den  sie 

it  der  Schwingung  bei  v  bildet.     In  dieser  Form  würde  die  Lösung  des 

roblems  die  gröfste  Schwierigkeit  bieten.    Glücklicherweise  kann  man  das 

roblem  auch  anders  anfassen,  indem  man  nur  die.  Wirkungen  der  unmittel- 

ir  benachbarten  Zonen  vergleicht,   also   die   der   zweiten   mit  jenen  der 

"Sten  und  dritten,  die  der  vierten  mit  jeden  der  dritten  und  fünften.    Da 

e  Neiimniren  der  uu- 

ittelbar    benachbar-  1^ 

n  Zonen  nur  äufserst  \ 

mig  verschieden  sind,  \ 

►  können  wir  bei  die-  ^^' 

T  Betrachtungsweise 

«      Verschiedenheit 

melben   vemachläs- 

gen  nnd  die  von  jeder 

■ne  in  (i  erregte  Be- 

pgung  der  Gröfse  der 

Qoe,  der  Anzahl  der 

I  ihr  schwingenden  Punkte,  proportional  setzen.    Wir  haben  deshalb  nur 

IS  Gröfse  der  einzelnen  Zonen  zu  berechnen;  sei  zu  dem  Ende  MN  der 

Brchschnitt  durch   ein  Stück   der  primären  Welle,   welche   nach  (i  ihre 

chwingungen  sendet,  und  seien  v^  i/^,  v^  v^  die  Durchschnitte  durch  zwei 

machbarte  Zonen,  so  dafs  die  Abstände  ihrer  Grenzen  von  (a  sich  um  --- 

Dterscheiden,  so  dafs  also 

,    X  ,     X 

^L  Denken  wir  uns  den  Durchschnitt  um  a(i  als  Axe  rotiert,  so  beschreibt 
■r  Bogen  MN  das  betreifende  Stück  der  primären  Welle,  und  der  Bogen 

1 1^2  die  zwischen  r  und  r  +  ä  ^^^g®"^^  Zone.     Um  die  Gröfse  derselben 

I  erhalten,  denken  wir  uns  bei  v^  ein  unendlich  kleines  Stück  des  Schnittes, 
l^en  Länge  im  Bogenmafs  wir  mit  du  bezeichnen,  dessen  Länge  in  Linien- 
also  a  •  du  ist,  wenn  wir  den  Radius  der  primären  Welle  mit  a  he- 
uen. Der  Abstand  dieses  Elementes  von  der  Drehungsaxe  ist  v,  6,  die 
der  von  demselben  beschriebenen  Zone  somit  gleich  2n  •  Vih  -  a  '  du. 
en  wir  jetzt  den  Winkel  v^  a  fi  gleich  u ,  so  ist  v^  2>  =  a  •  sin  u  und 
hnit  die  Gröfse  der  von  dem  Element  du  beschriebenen  Zone  27ta^  sin  u  du. 
lies  Element  du  des  Durchschnittes  v^  v^  beschreibt  eine  solche  Zone,  und 
m  Summe  aller  dieser  Elementarzonen  ist  die  gesuchte  Zone.  Die  ein- 
n  Elementarzonen  erhalten  wir,  wenn  wir  in   dem  eben  abgeleiteten 


-Imeke  nach  und  nach  für  u  alle  Werte  einsetzen  von  u 
y^nf ^  «BS  u  -^-  t7,  wenn  wir  den  Winkel  v^av^ 


v^a  fi  =  u 


I  MB  y^ft^  aar  u  -|-  v,  wenn  wir  aen  winKei  Viav2  ^=  v  setzen.    Wir 
Btt  diese  Stimme  schreiben,  wenn  wir  die  Gröfse  der  Zone  gleich  Z»  setzen 
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Zn  =  f  2na^  '  sm  u  dw^^  27C  a^  f  mn  u  du 

u  u 

m 

und  erhalten  dann  in  oft  gemachter  Anwendung  der  Regeln  der  matki 
matischen  Einleitung 

Zn  =  27t a^  [cos  u  —  cos  (u  +  <^) } • 

Setzen   wir  den  Abstand  der  primären  Welle   von  fi  gleich  (,  il 
afi  =  a  -\-  b^  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Trigonometrie 

r^  =  (a^  ly  +  a*  —  2a{a  +  h)  •  cos  u 
(r  +  y)  =  (a  +  by  +  a«  -  2a  (a  +  5)  •  cos  (u  +  t) 
r  +  ---)—♦•*=-  ♦•'^  +  x  =  2a(a  +  6)  { cos  w  —  cos  (u  +  t>)} 
cos  w-  -  cos  (u  +  t;)  =-^-^-L_  (rx  +  A!)^ 
so  dafs  schliefslich  die  gesuchte  Gröfse  der  Zone  wird 

Die  Gröfse  der  folgenden  Zone  erhalten  wir  aus  diesem  Ansdro 
sofort,  indem  wir  für  r  einsetzen  »"i  =  **  +  "ö"  ,  dieselbe  wird  damit 

und  die  Gröfse  der  auf  diese  folgenden  Zone,  wenn  wir  zu  r  nochmalfl 
addieren,  also 

Wir  sehen  also,  dafs  die  Gröfsen  der  auf  einander  folgenden  Zo 
nicht  gleich  sind,  dafs  aber 

oder  die  Gröfse  jeder  einzelnen  Zone  ist  genau  gleich  der  halben  San 
der  vorhergehenden  und  der  nachfolgenden  Zone.  Mit  diesem  Sät» 
unsere  Aufgabe  gelöst,  denn  es  folgt  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerki 
dafs  die  Wirkung  der  zweiten  Zone  durch  die  halbe  erste  und  halbe  dril 
die  der  vierten  durch  die  halbe  dritte  und  halbe  fünfte  Zone  aofgehot 
wird,  und  so  foi-t  über  die  ganze  primäre  Welle,  soweit  von  derselbal 
wegung  nach  fi  kommt.  Es  bleibt  somit  nur  die  von  der  halben  uimitt 
bar  um  v  liegenden  Zone  ausgehende  Bewegung  übrig;  die  Bewegung  < 
Punktes  fi  ist  also  ganz  dieselbe,  als  wenn  nur  in  der  Richtung  ayf< 
Bewegung  sich  fortgepflanzt  hätte,  also  in  der  Richtung  des  durch  a  uti 
gelegten  Radius. 

Wir  gelangen  demnach  durch  die  Hujghenssche  Konstruktion  gm 
denselben  Resultaten  wie  nach  der  im  vorigen  Paragn^hen  dargdi^ 
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cbaumig  über  dm  Fortpflanmng  der  Wellenbewegung;  wir  werden  daher 
sp&tem  Füllen  sowohl  die  eine  als  die  andere  Anschaanngsweise  an- 
den  können. 

§  134. 

Fortpflanzxmg  der  Wellen  in  nicht  homogenen  Systemen;  Be- 

fcxion  der  Wellen.  Ein  nicht  hannogenes  Punktsystem  können  wir,  wie 
erwähnt,  als  aus  homogenen  Punktsystemen  zusammengesetzt  an- 
In  den  einzelnen  Teilen  des  Systems  wird  daher  die  Fortpflanzung 
Fellen bewegxmg  denselben  Gesetzen  folgen,  wie  in  einem  homogenen 
Die  Bewegung  wird  sich  in  kugelförmigen  Wellen  fortpflanzen, 
die  einzelnen  Systeme  isotrop  sind,  in  anders  geformten,  wenn  sie 
irop  sind,  ITm  demnach  die  Fortpflanzimg  der  Wellen  in  nicht  homo- 
en  Systemen  yoUstöjidig  zu  bestimmen,  haben  wir  nur  die  Erscheinungen 
&i"suchen,  welche  beim  Übergange  einer  WeUenbewegmig  aus  dem 
nktsysteme  in  ein  anderes  sich  darbieten. 
Wenn  eine  Wellenbewegung  sich  in  einem  homogenen  Mittel,  das 
ii  in  einem  von  gleichförmiger  Dichte  und  Elasticitiit  fortpflanzt,  so 
§ie  niemals  zurückkehi*en,  vielmehr  läfst  sie  beim  Übergange  auf  neue 
die  vorhergehenden  in  absoluter  Ruhe  zurttck.  Ebenso  wie  eine 
l,  wenn  sie  auf  eine  zweite  von  gleicher  Masse  stöfst,  an  diese  ihre 
Geschwindigkeit  abgibt  und  nach  dem  Stofse  in  Ruhe  zurückbleibt, 
erträgt  auch  jeder  schwingende  Pimkt  auf  den  ihm  an  Gröfse  genau 
m  folgenden  seine  ganze  Geschwindigkeit,  In  der  Ruhelage  an- 
aen,  verMst  er  dieselbe  daher  nicht  mehr,  wenn  nicht  ein  neuer 
von  dem  bewegenden  Mittelpunkt  her  ihn  trifft.  Die  Wellen- 
schreitet daher  in  einem  homogenen  Punktsystem  einfach  voran, 
zurückzukehren, 

aders  jedoch,  wenn   eine  Wellenbewt^gimg   die  Grenze   zweier   ver* 

Bner  Punktsysteme   trifft.     Wenn  eine  Kugel  auf  eine  zweite  stöfst, 

mehr   oder  weniger  Masse   als   die  erste   besitzt,   so   bleibt   sie  in 

Fällen  nach  dem  Stofse  noch  in  Bewegung-    Hat  die  zweite  Kugel 

»Maase  als  die  erste,  so  wird  die  erste  Kugel  zurückgeworfen,  die  ge- 

ene  Kugel  bewegt  sich  vorwärts,  die  stofsende  ihrer  frühem  Bewegung 

jen  zurück.     Hat  die  zweite  Kugel  eine  geringere  Masse,  so  fährt  die 

nde  Kugel  fort,  sich  in  gleichem  Sinne  wie  vorbin  zu  bewegen.    So 

es  auch  bei  der  Wellenbewegung  sein^  wo  die  Bewegung  der  einzelnen 

Folge  der  Einwirkung  der  benachbarten  Punkte  ist.     Koramt  eine 

Uregvmg  an  der  Grenze  zweier  Mittel  an,  so  wird  die  Bewegung  in  das 

Mittel  übergehen  und   dort  eine  Wellenbewegung  ei-zeugen,  die  sich 

[en  für  dieses  System  gültigen  Gesetzen  fortpflanzt.    Zugleich  bleiben 

auch  die  in  der  letzten  Schicht  des  ersten  Mittels  liegenden  Punkte  in 

fegxmg, 

Ist  da.s  zweite  System  weniger  dicht,  so  werden  die  in  der  Grenzsch 

aden  Punkt«  einfach  ihre  Bewegung  fortsetzen,  nur  wird 

folgenden   Bewegung    kleiner    sein.      Dadurch    werden 

elpunkte  neuer  Wellen,  welche  sich  i-ückwärts  im  erstellt 

^teSf   und   da   die  Bewegtmgen   der  Mittelpunkte   dieser 

ao  erfolgen,  als  wliren  sie  Folge  neuer  Impulse  von  tu 

reM^Ul,  Fhycik.   I     1    Aufl 
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Wellen,  so  müssen  auch  die  von  der  Grenze  zurtLckkehrenden  Welle 
fax)b  die  Fortsetzung  der  ankommenden  Wellen  sein,  d.  *h.  die  Pha» 
Schwingtmgen  in  den  zurückkehrenden  Wellen  sind  in  irgend  einei 
Stande  von  der  Grenze  ganz  dieselben,  als  wenn  sich  die  Bewegung  ii 
ursprünglichen  Richtung  um  eine  gleiche  Strecke  weiter  fortgepflanxt 
Stelle  aßy  (Fig.  219)  eine  an  der  Grenze  zweier  Mittel,  von 
das  zweite  Mittel  weniger  dicht  ist  als  das  erste,  ankommende  Wel 
Der  Pimkt  y  wird  infolge  der  einfallenden  Welle  bewegt  und  nach 
dulation  sich  in  ^  befinden.  Da  derselbe  aber  an  die  weiter  lie| 
Punkte  des  zweiten  Mittels  nur  einen  Teil  seiner  Geschwindigkeit  ; 
so  behält  er  einen  Teil  der  an  ihn  übertragenen  Bewegung  bei.  Die 
mm   dasselbe,   als  wenn  er  seine   ganze  Bewegung  abgäbe,  zugleicl 

einen  neuen  Impuls  in  derselben 
^^^  ^^^'  tung,   in  der  er  sich   bewegt,  ei 

hätte,  deshalb  pflanzt  sich  in  dem  I 
blicke,  wo  sich  der  Punkt  y  bewe 
nach  unten  gerichtete  Bewegung 
Wellenthal,  auch  nach  rückwärt 
Da  sich  nun  die  Bewegung  in  der  1 
reihe  nach  rückwärts  mit  derselb 
schwindigkeit  fortpflanzt,  mit  d 
ankommt,  ist  die  reflektierte  Be^ 
nach  \  Undulationszeit  bis  y 
geschritten,  so  dafs  die  vordere 
•des  reflektierten  Thaies  und  die  1 
des  ankommenden  Thaies  in  §^l 
yö'  zusammenfallen;  die  Tiefe  < 
der  Grenze  entstehenden  Wellei 
ist  also  die  Summe  der  Tiefen  d 
kommenden  und  des  reflektierten  \ 
Weiter  nach  \  Schwingungsdaue 
wieder  in  seiner  Ruhelage  angekc 
in  /3",  und  der  Wellenberg  asß 
an  die  Grenze  a"  e"  ß"  vorgescl 
Das  reflektierte  Thal  hat  sich  abei 
falls  um  ^  Wellenlänge  nach  rückwärts  fortgepflanzt  und  befinde 
in  y"  S' ^' .  An  der  Grenze  wird  daher  für  einen  Augenblick  die  Bev 
gestört,  indem  durch  Interferenz  der  ankommenden  und  reflectierten 
die  zwischen  a"  und  /3"  befindlichen  Punkte  nur  durch  die  Differe 
entgegengesetzten  Impulse  bewegt  wird. 

Nach  einer  weitem  \  Schwingungszeit  ist  das  reflektierte  Tli 
y"  S"  ßl"  fortgeschritten,  der  in  der  Grenze  befindliche  Punkt  hat  i 
des  eingetroffenen  Wellenberges  sich  nach  der  entgegengesetzten 
nach  i"  bewegt.  Wieder  aber  hat  sich  die  Bewegung  dieses  Punk 
die  rückwärts  liegenden  übertragen,  da  er  wegen  der  geringem  Dich! 
des  zweiten  Mittels  nicht  einen  so  grofsen  Teil  seiner  Geschwindigk 
die  folgenden  Punkte  abgegeben  hat.  Die  Höhe  des  Wellenberges  a 
Grenze  ist  daher  viel  bedeutender  als  diejenige  in  den  fortschreii 
Wellen,  und  von  der  Grenze  aus  pflanzt  sich  dem  vorher  reflekUerten ' 
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Wellenberg  fort,  ^ch  einer  weitem  \  ündulation  befindet 
flektierte  Thal  in  y^*' J^^'jS^*' und  ihm  folgend  der  vollständig 
Berg  ß'*'  i^^'a^^\ 

»rade  also  wie  in  der  ankommenden  Wellenbewegung  das  Wellenthal 
öllenberge  vorausgeht,  so  auch  im  reflektierten,  die  Bewegung  ist  in 
<*ktierten  Welle  dieselbe,  wie  wenn  sie  ungestört,  nur  mit  kleinerer 
ide  fortgeschritten  wäre.    Gerade  wie  das  Wellenthal  fortschreitend 

Khsten  Strecke  der  Pimktreihe  ein  Wellenthal  und  der  Wellenberg 
lenberg  erzeugt,  so  erzeugt  auch  bei  der  Reflexion  das  ankom- 
Wellenthal  ein  rüekkehrendes  Wellenthal  und  der  ankommende 
berg  einen  zurückkehrenden  Berg, 

jiders  verhält  es  sich,  wenn  das  zweite  Mittel  eine  gröfsere  Dichtig- 
lt.     Die  bei  der  longitudinalen  Schwingimg  sich  gegen  das  zweite 
egendeu  Punkte  werden  zurückgestofsen,  und  die  sich  von  der 
enden  zurückgezogen  ^   in 

Iso  wird  die  ankommende  ^^•'  ^^^'  _ 

iihg  in  die  entgegengesetzte  ver- 
'^  so  auch  bei  der  transversalen 
mg;  die  sich  in  dem  einen  oder  «^ 
Sinne  von  der  Gleichgewichtslage 
?nden  Punkte  werden  von  den 
en  Punkten   des  zweiten  Mittels 

zurückgezogen,    als    wenn    die    ^ 
Btk  Schichten  gleiche  Dichtigkeit 
Di»'  Wirkung  des  dichtem  Mittels 
.   djrst^lbe,  als  wenn   die  in  der 
befindlichen   Punkte,   weil    ihre 
ing    gehemmt    wird,    einen    ihrer 
ing  entgegengesetzten  Impuls  er- 
hätten,      Dadurch    werden    sie    " 
tmkte  einer  neuen,  in  dem  Augen- 
vo  die  erste  ankommt,  beginnen- 
regTing,  welche  der  Richtung  nach  y^ 
kommenden   entgegengesetzt    ist. 
er  ankommenden  entgegengesetzte 
mg    pflanzt  sich   in    dem   ersten 
^stem  rückwärts  fort. 

^t   demnach   aßy  (Flg.  220)   eine   an   der   Grenze   zweier   Mittel, 

■Btes  rechts  von  MN  dichter  ist,  ankommende  Welle  dar,  so  wird 

^■^nde  Wellenthal  als  Wellenberg  reflektiert;  nach  der  Zeit  von 

^^|g  ist  daher  die  Stellung  der  zwischen  ß^  und  der  Grenze  ge- 

Punkte   durch    die   Differenz   der   ankommenden   und   reflektierten 

bestimmt,   da^  Wellenthal  hat  eine  viel  kleinere  Tiefe,   als  es   bei 

iderter  Fortpflanzung  der  Bewegung  haben  würde.     Nach  einer  fol- 

\  Sehwingungszeit  ist  der  aus  dem  ankommenden  Thal  reflektierte 

n    die   Stellung   y' X' ^*   fortgepflanzt,   und   ebenso  ist   der  Wellen- 

a* t* ^*  vorgi^rückt,  an  der  Wand  bildet  sich  ein  aus  beiden 

liorendcr  stärkerer  Wellenberg,    In  der  folgenden  Zeit  rückt  der 

Berg  nach  Y"S'*ßl*\  der  ankommende  ist  zur  Hälft©  \u  «"'%'% 
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zur  Hälfte  als  Thal  reflektiert  ^" i'\  az^  der  Wand  besieht  ein  Berg  f« 
geringerer  Höhe.  Nach  weiterm  Verlauf  einer  \  ündolationszeit  ist  sehlidk&k 
der  aus  dem  Wellenthal  reflektierte  Wellenberg  nach  y'^  ^^Y  ß^^  TorgerM 
und  der  zuletzt  an  der  Grenze  angekommene  Wellenberg  ist  als  WellentU 
reflektiert  und  hat  die  Lage  /3^^' e' ''«'*'. 

Während  also  bei  der  ankommenden  Bewegung  das  Wellenthal  dm 
Wellenberge  vorausging,  geht  in  der  reflektierten  umgekehrt  der  Wdloh 
berg  dem  Wellenthale  voraus.  Die  reflektierte  Bewegung  hat  also  mit  dir 
ankommenden  entgegengesetzte  Phasen;  bei  ungestörter  Fortpflanzong  win 
das  ankommende  Thal  in  der  nächsten  Strecke  wieder  Anlafs  zur  Bildn| 
eines  Thaies  geworden,  hier  hat  es  einen  Berg  hervorgerufen.  Durch  fii 
Reflexion  ist  also  der  reflektierte  Strahl  gegen  den  einfallenden  i)in 
halbe  Wellenlänge  verschoben. 

Die  in  beiden  Fällen  reflektierten  Bewegimgen  sind  demnach  eben£ilb 
in  gleichen  Abständen  von  der  Grenze  in  entgegengesetzter  Phase,  wo  ii 
dem  ersten  Wellenthal  ist,  ist  in  dem  zweiten  Wellenberg  und  umgekehrt 

Es  folgt  also,  wenn  eine  Wellenbewegung  an  der  Grenze  zweier  Sjstotf 

ankommt,  in  denen  der  Koefficient  1/ -^  verschiedene  Werte  hat,  so  be- 
wirkt sie  immer,  dafs  von  der  Grenzstelle  aus  sich  zwei  WellensjsteBi 
weiter  bewogen,  eine  in  das  erste  Mittel  zurück,  eine  reflektiert«  oda 
zurückgeworfene  Welle,  und  eine  zweite,  welche  in  dem  zweiten  Mittel  w* 
weiter  bewegt. 

Nehmen  wir  an,  die  beiden  Punktsysteme  seien  isotrop,  so  erhält  nfl 
mit  Hülfe  der  Huyghensschen  Konstruktion  leicht  die  fortschreitende 
zurückgeworfene  Welle.  Beginnen  wir  mit  der  letztem  und  setzen 
voraus,  dafs  eine  kugelförmige  Welle  an  der  ebenen  Grenze  zweier  Mitial 
antreffe. 

Es  sei  P  (Fig.  221)  der  Mittelpunkt  der  Welle  im  ersten  Mittel,  Ci> 
sei  ein  Durchschnitt  der  Welle  und  MN  ein  Durchschnitt  der  das 
Mittel  begrenzenden  Ebene.  Femer  sei  PQ  senkrecht  zu  3/iV,  also  ßdi 
erste  Punkt,  welcher  von  der  Wellenbewegung  getroffen  wird.  Jeder  PnaW 
der  Grenze  wird  ein  Mittelpunkt  einer  neuen  in  das  erste  Mittel  znröA 
kehrenden  Welle,  sowie  er  von  der  ankommenden  Bewegung  getroffen  wird 
Es  wird  sich  demnach  zunächst  von  dem  Punkte  Q  eine  Bewegung  in  ' 
erste  Mittel  ausbreiten.  Da  nun,  wie  wir  sahen,  die  Fortpflanzongt 
geschwindigkeit  einer  Welle  in  einem  elastischen  Punktsystem  nur  abhl^^ 

von  dem  Quotienten  1/ -r ,  so  verbreitet  sich  die  zurückgeworfene  Wi 

mit  eben  derselben  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  einfallende  Wi 
verbreitet;  in  der  Zeit  also,  in  welcher  von  den  Punkten  D  oder  C, 
denen  wir  der  Symmetrie  halber  aimehmen,  dafs  sie  gleich  weit  von  Q 
femt  sind,  sich  die  schwingende  Bewegung  bis  2>'  oder  C  fortgepfliBit 
wo  also  von  diesen  Punkten  aus  die  Wellenbewegung  reflektiert  la 
beginnt,  pflanzt  sich  von  Q  aus  die  Bewegung  bis  zu  einer  Halbfaigd 
deren  Radius  Qr  =  CC  ist.  Die  neben  Q  liegenden  Paukte  der  ' 
schiebt  (/',  (j\  q^j  q^^  werden  immer  später  von  der  Wellenb^w^goiV 
troffen,  und  zwar  so  viel  später,  als  die  Bewegung  der  ankommflndoiV 
braucht,  um  die  Strecke  dfq^df'q"'  zu  durohlaofen.     In  dmalba  2 
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in  welcher  sich  die  Bewegung  von  Q  bis  zu  einer  Halbkugel  vom 
Qr  fortpflanzt,  verbreitet  sie  sich  von  q  bis  zu  einer  Halbkugel 
adius  q'r  =  Qr  —  q'ct  von  q"  bis  zu  einer  Halbkugel  vom  Radius 
=  Qr  —  q'ct'  und  so  von  allen  übrigen  Punkten  bis  zu  einer  Halb- 
deren  Radius  um  die  Länge  kleiner  ist  als  Qr,  welche  die  Wellen- 
ing  noch  hat  durchlaufen  müssen,  um  den  betreffenden  Punkt  in 
gungen  zu  versetzen. 

ie  Grenze,  bis  zu  der  sich   demnach  die  Wellenbewegung  in  dem 
Mittel  rückwärts  ausgebreitet  hat,  ist  die  Fläche,  welche  alle  diese 
3n  Kugeln  berührend  umhüllt.    Es  ist  leicht  ersichtlich,  dafs  diese. 
C' r'rriy  eine  Kugelfläche  sein  mufs,  deren  Mittelpunkt  P'  ebenso 


nter  MN  liegt,  als  der  Punkt  P,  von  welchem  die  ankommende 
iusging,  vor  MUf  liegt.  Denn  [denken  wir  uns,  dafs  die  Welle  un- 
rt  hätte  fortschreiten  können,  so  geben  die  andern  Hälften  der 
9  um  §,  (/',  q' '  *  -  beschriebenen  Kugeln,  nach  der  Huyghensschen 
iktion,  die  Wellenfläche  C'Q'D^  bis  zu  der  sich  die  Bewegung  in 
)n  Zeit  fortgepflanzt  hätte,  in  der  sie  in  der  Richtung  PC  sich  bis 
itpflanzte.  Die  diese  Kugeln  nach  der  einen  Seite  einhüllende  Fläche 
•,  wie  wir  sahen,  eine  Kugel  vom  Radius  PC  =  P^'  =  PD'.  Die 
welche  diese  Kugeln  von  der  andern  Seite'^einhüllt,  mufs  daher  eine 
ron  demselben  Radius  sein,  die  ihre  Konvexität  jedoch  nach  der 
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entgegengesetzten  Seite  richtet,  deren  Mittelpunkt  also  in  P'  liegt,  wdiGi 
jpqf  =  Fr,  oder  da  Qr  =  Qq[,  P'Q  =  PQ  ist. 

Von  einer  ebenen  Grenze  zweier  Punktsysteme  wird  demnach  eine  vt- 
kommende  Welle  gerade  so  reflektiert,  als  ginge  sie  yon  einem  Mütelpaiikti 
aus,  welcher  ebenso  weit  hinter  .dieser  Grenze,  wie  der  Mittelpunkt  der  n- 
kommenden  Welle  vor  der  Grenze  liegt. 

Dieser  Satz  läfst  sich  in  etwas  anderer  Form  aussprechen,  in  wekto 
er  in  manchen  Fällen  leichter  angewandt  wird. 

Aus  der  Gleichheit  P'Q  =  PQ  folgt,  da&  die  Dreiecke  P'C'Q  und 
PC'Ö,  P'q'Q  und  PfQ,  P'f/Q  und  PqQ  etc..  sich  decken  und  daiui, 
dafs  die  Winkel 

P'q'Q  =  -P«"«, 

P'q'Q'=Pq'Q  etc., 

oder  da  die  Winkel  P'i/'Q  =  r'q'C  und  T'qQ  =  r'qC  sind  als  Schdtal- 
Winkel,  dafs  die  Winkel 

P^'Q  =  r"q"C\ 

Pq'Q^  r'q'C, 

oder  die  Winkel,  unter  welchen  die  Radien  der  ankommenden  und  reM 
tierten  Welle  die  Grenzfläche  schneiden,  einander  gleich  sind.  Nach  nnseiv 
ersten  Anschauung  von  der  Art  der  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung  fl 
einem  Punktsystem  waren  die  Radien  der  Wellenfläche  die  einzelnen  PnnU' 
reihen,  in  welchen  sich  die  Bewegung  fortpflanzte.  Kennen  wir  mit  Bfid- 
sieht  darauf  die  Radien  die  Wellenstrahlen,  so  können  wir  obigen  Satz  uek 
so  aussprechen,  dafs  bei  der  Reflexion  einer  Wellenbewegung  die  reflektiert« 
Strahlen  und  die  ankommenden  mit  der  reflektierenden  Fläche  gleiche  WinU 
bilden. 

Man  bezeichnet  gewöhnlich  die  Vertikale,  welche  in  dem  Punkte  d« 
Trennimgsfläche  beider  Mittel  errichtet  wird,  als  das  Einfallslot  und  da 
Winkel,  welchen  der  ankommende  Wellenstrahl  mit  demselben  bildet,  ili 
Einfallswinkel^  den  hingegen,  welchen  der  reflektierte  Strahl  mit  ihm  ei» 
schliefst,  als  Reflexionswinkel. 

Sind  nun  die  Winkel,  welche  der  ankommende  und  der  reflektierii 
Strahl  mit  der  reflektierenden  Fläche  einschliefsen,  einander  gleich,  so  sa 
OS  auch  diejenigen,  welche  sie  mit  dem  Einfallslote  bilden,  worans  difl 
folgt,  dafs  eine  Wellenbewegung  so  reflektiert  wird,  dafs  der  einfiiilenfc 
und  reflektierte  Strahl  mit  dem  Einfiallslot  in  einer  Ebene  liegen,  und  dift 
der  Einfallswinkel  gleich  dem  Reflexionswinkel  ist. 

Diese  Form  unseres  Satzes  ist  besonders  bequem,  um  die  Gesetxe 
Reflexion  an  krummen  Flächen. zu  erhalten.     Wir  können   diese  als 
stetige  Reihenfolge  sehr  kleiner  Ebenen  betrachten,  deren  Normalen 
wie  bei  einer  Ebene  einander  parallel,  sondern  immer  anders  gerichtet 
Für  jede  noch  so  kleine  Ebene  gilt  unser  Beflezionsgesetz;  kennt 
das  Gesetz,  nach  welchem  die  Normalen  der  auf  einander  folgenden 
Ebenen  geneigt  sind,  so  hat  man  darin  zugleich  an  allen 
Richtung,  nach  welcher  ein  einfallender  Strahl  und  somit 
Wellenbewegung  reflektiert  wird. 
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Ist  z.  B.  die  Grenze  zweier  Mittel  eine  Kugelfläche,  so  fallen  die  in 
»dem  Punkte  der  Fläche  errichteten  Senkrechten  mit  den  Radien  der  Kugel 
Dsammen.  Eine  an  der  Grenze  ankommende  Wellenbewegung  wird  daher 
D  zurQckgeworfen,  dads  die  an  jedem  einzelnen  Punkte  reflektierten  Strahlen 
ad  die  ankommenden  mit  den  Radien  der  Grenzfläche  gleiche  Winkel 
ilden.  Kommt  die  Wellenbewegung  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kugel,  also 
1  der  Richtung  der  Radien  an,  so  wird  jeder  Strahl  nach  dem  Mittelpunkte 
nrflckgeworfen,  die  Bewegung  kehrt  in  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zurfick. 

§  13Ö. 

Breohiing  der  Wellen.  Von  der  Grenze  zweier  Punktsysteme  pflanzt 
ieh,  wie  wir  sahen,  aufser  in  das  erste  System  zurück,  auch  eine  Wellen- 
«wegung  in  das  zweite  System  fort.  Jeder  Punkt  des  Grenzschicht  wird, 
Dbald  als  die  ankommende  Bewegung  ihn  trifft,  Mittelpunkt  einer  Welle, 
i»  sich  in  das  zweite  System  fortpflanzt,  mit  einer  andern  Geschwindigkeit 
idoch,  als  sich  die  Bewegung  in  dem  ersten  Systeme  fortpflanzte.    Ist  das 

mite  System  dichter  als  das  erste ,  d.  h.  ist  der  Quotient  1/ -,  kleiner  fUr 

ü  zweite  System  als  ftlr  das  erste,  so  pflanzt  sich  die  Bewegung  im  zweiten 
Bttel  langsamer,  ist  derselbe  gröfser,  so  pflanzt  sich  dieselbe  rascher  fort. 


M^ 


Sei  CD  (Fig.  222)  ein  sehr  kleines  Stück  einer  Wellenfläche,  welches 
«lein  ersten  System  sich  in  der  Richtung  FD  gegen  die  Grenze  MN 
lier  Mittel  bewegt.  Nehmen  wir  femer  an,  dafs  der  Mittelpunkt  der 
Cmnmenden  Welle,  von  der  CD  ein  Stück  ist,  so  weit  entfernt  sei,  dafs 
i  OD  als  eine  zur  Ebene  NDF  senkrechte  Ebene  und  die  Wellenstrahlen 
1^  md  P'C  als  parallel  ansehen  können.  In  dem  Augenblicke,  in  welchem 
i^  WellensiQek  CD  bei  D  die  Grenze  MN  berührt,  verbreitet  sich  von  D 
t  eine  Welle  in  dem  zweiten  Systeme. 
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Ist  die  Fortpflanznngsgescliwindigkeit  in  dem  ersten  System  v  n 
dem  zweiten  v\  so  verhalten  sich  die  Strecken,  durch  welche  sieh  die  W 
bewegong  in  gleichen  Zeiten  fortpflanzt,  wie  v  zu  v\ 

Der  Badius  Dr  der  Kugel,  über  welche  sich  die  Wellenbewegm 
zweiten  Mittel  ausbreitet,  während  dieselbe  im  ersten  sich  Yon  C  ] 
fortpflanzt,  ist  daher 

Dr  =  CC''-     . 

V 

Von  den  zwischen  D  und  C  gelegenen  Punkten  verbreiten  sich 
falls  Wellenbewegungen  in  das  zweite  Mittel,  aber  um  so  spftter,  i 
selbst  von  der  fortschreitenden  Wellenbewegung  getroffen  werden, 
irgend  einem  Punkte  (f  beginnt  sich  die  Bewegung  erst  zu  verbreiten 
die  Bewegung  im  ersten  Mittel  bis  cV  fortgeschritten  ist.  Hat  si* 
Bewegung  im  ersten  Mittel  bis  C  fortgepflanzt,  so  hat  sich  von  ef  di 
im  zweiten  Mittel  über  eine  Kugel  ausgebreitet,  deren  Badius  q  glei 

Q  ^  c  C  '     -  • 

Diese  Grenze,  bis  zu  der  sich  die  Bewegung  im  zweiten  Mitte 
gepflanzt  hat,  wenn  sie  im  ersten  Punktsystem  bis  C  fortgeschritt 
ist  dann  die  Fläche,  welche  alle  Kugeln,  die  um  die  verschiedenen  Pn 
beschrieben  sind,  berührt. 

Diese  Fläche  erhalten  wir,  wenn  wir  durch  C  eine  Tangei 
den  um  D  beschriebenen  Halbkreis  ziehen  und  durch  diese  eine  zur 
C'Dr  senkrechte  Ebene  legen.  Denn  diese  Ebene  berührt  nicht  n 
um  D  mit  dem  Radius  Dr  beschriebene  Kugel,  sondern  auch  sämtlici 
den  betreffenden  Badien  um  die  Punkte  d  beschriebenen  Kugeln, 
ziehen  wir  von  eT  aus  <fr  senkrecht  zu  Cr,  so  sind  die  Dreiecke 
und  CW  ähnlich,  somit 

cT/  :  Dr  =  CV  :  CD. 

Ebenso  sind  aber  auch  die  Dreiecke  CDC  und  cctC  ähnlit 
somit 

CV  :  CD  =  cCr  :  CC\ 
Da  nun  femer 

so  ist 

oder 


Dr  =  CC  '  — 

V 


ir'  :CC'  —  =  c'C  :  CC, 
<tr'  =  C'c'-  —  , 


das  heifst  die  von  i  auf  Cr  herabgelassene  Senkrechte  ist  der  Badii 
Kugel,  die  mit  dem  Badius  q  um  i  beschrieben  ist,  oder  Cr  ist  Tb 
an  dem  Durchschnitt  der  Kugel  mit  der  Ebene  NDP  nnd  somit  die 
Cr  gelegte  Ebene  Tangentialebene  an  die  um  cf  beschriebene  Engel  I 
gilt  es  fttr  alle  um  die  P^rnkte  cT  beschriebenen  Kugelii« 
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RichtuDg  der  gebrochenen  WelleD, 
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Be:Eeiclme]i  wir  nun  die  Winkel  CDC'  und  B(f  r^  welche  die  ankom- 
nende  tind  die  in  daß  zweite  System  Übergegajigene  Welle  mit  der  Grenz- 
iche  bilden,  mit  9  und  q>\  so  haben  wir 


sin  tp 


jA  daraus 


sin  9  = 

CC 
"  CD  ' 

Dt 
'CD 

~      Cl 

Bin  tp 

ain  w 

CC 


Der  Winkel,  welchen  die  in  das  zweite  Mittal  übergegangene  Welle 

lit  der  Grenzebene  bildet,  ist  also  ein  anderer  als  derjenige,  welchen  die 

kommende  Welle  mit  der  Grenzfläche   bildet,  oder  was  dasselbe  ist,  die 

das  zweite  Mittel  übergegangenen  Wellenstrablen  bilden  mit  dem  Ein- 

üote  andere  Winkel  als  die  ankommenden  Strahlen,    Da  aber  das  Yer- 

fÜr  zwei  Mittel   konstant  ist,   so^  folgt,   dafs  die  ankommende 

fdle  unter  einem  Winkel  ankommen  kann,  unter  welchem  sie  will,  sie 
egt  sich  stets  unter  einem  Bokiieu  Winkel  gegen  die  Grenzebene  weiter^ 
das  Verhältnis  der  Sinus  des  Winkels,  unter  welchem  sie  ankommt, 
des  Winkels,  unter  dem  sie  weiter  geht,  konstant  ist»  Zugleich  sieht 
dafs  der  einfallende  und  gebrochene  Wellenstralil  und  das  Einfallslot 
i  derselben  Ebene  liegen. 

Jede  an  der  Grenzebene  ankommende  kugelförmige  Welle  können  wir 
eine  Reihenfolge  sehr  kleiner  Ebenen  betraebten,  die  alle  verschieden 
die  GrenKflilche  geneigt  sind,  deren  Neigung  gegen  die  Grenzfläche 
bestimmt  wird  durch  den  Winkel,   welche  die  zu  ihnen  gehörenden 
Qstrahlen,    lüe   einzelnen   Radien,   mit   dem   Einfallslot   bilden.     Mit 
des  obigen  Satzes  ist  es  leicht,  die  fortgepflanzte  Welle  im  zweiten 
sjstem  zu  konstruieren. 

Wir   erbalten   als  unmittelbare  Folge  aus  unserem  Satze,   dafs  beim 
^e  einer  Wellenbewegimg  aus  einem  Punktsystem  in  ein  zweites, 

welches  der  Quotient  1/ -  ^    kleiner  ist  als  ftlr  das  erste,  der  Winkel, 

eben  der  in  das  zweite  Mittel  übergegangene  Strahl  mit  dem  Einfalls* 
bildet,  kleiner  ist  als  der  Winkel,  welchen  der  ankommende  Wellen- 
mit  demselben  einschliefst.  Ist  dagegen  dieser  Quotient  gröfser  für 
I  «weite  als  flir  das  erste  Mittel ^  so  ist  der  Winkel,  welchen  der  in  das 
ate  Mittel  übergegangene  Strahl  mit  dem  Einfallslote  bildet,  gröfser. 
Obergange  einer  Wellenbewegimg  aus  einem  Mittel  in  ein  zweites 
wden  daher  die  einzelnen  Wellenstrahlen  stets  gebrochen;  beim  Übergange 
ein  Mittel  von  gröfserer  Dichtigkeit  werden  sie  zum  Einl'allslote  hin- 
chen, beim  Übergänge  in  ein  Mittel  von  geringerer  Dichtigkeit  werden 
f  Btrabien  vom  Einfallslote  fortgebrochen. 

Jede  krumme  Fläche  können  wir,  wie  schon  bemerkt  wurde,  als  eine 
«ihenfolge  unendlich  kleüier  Ebenen  betrachten,  wekke  m  ^\ääät  "5^\ig& 
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einander   geneigt  sind.     Für   krumme   Begrenzungen  zweier  Mittel 
daher  das  Brecliungsgesetz  dasselbe  sein*  um  den  Weg  der  eimelnai 
Strahlen  zu  bestimmen,  miifs  man  aber  das  Gesetz  kennen^  nach  welcbm  | 
die  einzelnen,  unendlich  kleinen  Ebenen  oder  deren  Einfallslote  gegen  ein- 
ander geneigt  sind^). 


Zweites  Kapitel. 
Von  der  WellenbewegnEg  fester  Körper. 

§136. 

Schwingende  Bewegung  einzelner  Teüe   fester  Körper  izifolgel 

der  Elastioität»  Die  im  vorigen  Kapitel  aus  den  früher  erkannten  Gesetiail 
über  die  Wirkung  von  Kräften  theoretiseb  abgeleiteten  Bewegungserwhei-f 
nungen  können  wir  in  der  raannigfacbsten  Weise  in  den  Körpern  herror*] 
bringen.  Alle  Köi*per  bestehen  nach  den  Entwicke langen  des  §  46 
kleinen  Teilen,  welche  durch  anziebende  ^md  abstofsende  zwischen 
tbätige  Kriifte  entweder  allein  wie  bei  den  festen  Kürpom  oder  mit 
äul'serer  Kriitte  wie  bei  den  Eüesigen  und  gasförmigen  Köipern  im  Gfc 
gewicht  gehalt-en  werden. 

Durch    eine   Änderung    der   auf  die   Körper  wirkenden   Kräfte 
stets    auch    eine   Änderung    die&es   Gleichgewichtszustandes    herbeigef 

')  Die  in  diesem  Kapitel  vorgetragenen  Sütee  finden  sich  Torzugsweiae^ 
den   Abhandinngen    von  Tresnel   und    andern   ^ber   die  üadnlatiooiitbeoria 
Licbtes  zaernt  in  äbnlicher  Form  eütwickelt.     Es  gilt  das  beaonderä  von  de 
leitmig  der  Gleichungen  für  die  schwingende  Bewegung  §  123  bis  §  130.  Die 
befinden  sieb  in: 

Fresnel  t  Memoire  Hur  la  diffractioii  de  la  Jumi^re.  .Memoireg  de  TAcad, 
France  Tome  V.  Poggend.  Ann.  Bd.  XXX»     Oeuvren  compl&tcB,     T,  I. 

Die  Ss'ltz©  über  InterferenK   der  Wellen  §  128  in  derselben  Abhandlnng  fO 
Fresnel^  und  Schwert}^  die  BeugiingaerscheinongeQ  des  Lichtes.     Mannheim  1^W| 

Die  stehenden  Wellen  durch  Interferenz  t^nt^egeugcsotÄtcr  Wellenxüge  leit* ' 
Freanel  llbnlich  ab  in  seiner  Äbhundlung  über  die  Doi>pelbrecbutig  des  Lichteicl 
M<5moire«  de  FAcad.   de   France.     Tome   VII.     Poggend,    Ann.   XXI IL     Ot;aTP»| 
compl^te«.  T.  IL  p.  479  ff. 

Auf  die  elliptiaehen  Schwingungen  machte  suerät  aufmerksam  Fresnei  in] 
seiner  Abhandlung  über  Keflexiou  des  polarisierten  Lichtes:  Annalen  de  chim,] 
et  de  pbjB.  XLVL  Poggend,  Ann.  XXIL  Airtf^  Über  die  Dopi^elbrechuDg  'm\ 
Bergkry stall  im  4.  Bande  der  Transaction»  ot*  the  Cambridge  Philo«ophwil| 
«ociety.  Poggend.  Ann.  XXIIL  Die  von  uns  gegebene  Ableitung  ist  im  wesent-l 
liehen  die  von  Xnumann  in  der  Abhandlung  über  die  BeÜexion  an  Met4l)6ii*l 
Poggend.  Ann.  XX VL  Man  sehe  daniber  auch  J5eer,  Einleitung  in  die  h&' 
Optik.  Braunseh weig  j  185ä.  Die  Zusammensetzung  von  Schwingungen  _ 
fichiedener  Wellenlänge  ist  besonders  von  Lissajous  studiert  und  für  aku8<" 
Zwecke  nutzbar  gemacht.     Annales  de  chim.  et  de  phys.    3,  St^r.  L  LL 

Die    Fortpflanzung    der    Wellen    in   Punktsystemen    tmd    das  Hnjghea 
Princip  ist  zuerst  von  Hnifghcm  in  seinem  Werke  Traito  de  lalumi^re,  Leiden  l9 
entwickelt,  ebenso  die  Ableitung  des  lieÖesiona-  und  Refraktioos-Gesetzes,    Voll- 
«tändiger    von    Fresnel   in    der    erwähnten   Abhamiluug    über    die   ßeogu 
Lichte«  und   in  eiuem  Zusatz  derselben :    Erklärung  der  Refraktion  det  LS 
nach    der  ünduldtionatheorie.     Auf  den  Unterschied  der  Reflexion  an  die' 
und  donnern  8yytemen  machte  zuerst  Thomas  Young  aufmerksam.    On  the  tbeorj^ 
-^i  Ught  and  colours,    Philosoph.  Transact  of  the  Royal  Society  for  180Ü. 
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■H  GestaltsSnderongen  der  festen  KQr|}er  oder  Bewegimgen  in  den 

fea  oder  gasftirraigen  Körpern  hervor,  welche  wir  in  dem  zweiten  Ab- 
bitte ausführlich  betrachtet  haben. 

Besehranken  wir  uns  zunöcbst  anf  die  festen  Körper,  so  j^aben  wir, 
)  Stäbe  durch  angehängte  Gewichte  verlängert,  oder  durch  Druck  ver- 
fzt  wurden,  wie  durch  Drehung  um  eine  im  Innern  derselben  liegendu 

die  einzelnen  Schichten  der  Stabe  gegen  einander  verschoben  wurden, 

wie  durch  Biegung  denselben  eine  andere  Gestalt  gegeben  werden 
inte. 

Zugleich  sahen  wir  aber  stets  bei  der  Änderung  des  Gleichgewichts- 
tandes  eines  Körpers  eine  Reaktion  auftreten,  die  uns  zeigte,  dafs  in- 
[e  dieser  Änderung  eine  gewisse  Spannung  zwischen  den  Molekülen 
Körpers  auftritt,  durch  welche  sie  sich  bestreben,  in  die  Gleichgewichts- 
»  furtickzukehren.  Diese  Rückkehr  trat  ein,  wenn  die  Ändeiung  in  den 
kenden  Kräften  aufliörte;  tiberschritt  die  Verlängerung  oder  Verkürzung 
8  Stabes  infolge  der  angebrachten  Gewichte  nicht  die  Elasticitätsgrenze, 
tifarte  der  Stab  nach  Abnahme  der  Gewichte  zu  seiner  ursprünglichen 
ge  zurück,  war  die  Biegung  nicht  so  stark,  dafs  die  Teilchen  eine  neue 
ichgewichtslage  angenommen  hatten,  so  nahm  der  Stab  seine  ursprling- 
^  Gestalt  wieder  an. 

Vor^tiglieh  bei  dieser  Rückkehr  in  den  Gieichgewicbtszustand  treten 
l  aber  Bewegungen  auf,  welche  wir  damals,  wo  wir  unser  Augenmerk 

auf  den  endlichen  Zustand  der  Korper  richteten,  aufser  Acht  liefsen, 
Bn  Natur  zu  erkennen  uns  aber  nach  dem  Vorigen  leicht  ist. 

Wenn  wir  einen  Stab  von  gegebener  Länge  und  gegebenem  Querschnitt 
th  ein  Gewicht  verlängerten»  so  ergab  der  Versuch,  dafs  seine  Ver- 
jening  proportional  war  der  wirksamen  Kraft.  Diese  Verlängerung  war 
endliche  Zustand,  in  welchen  der  Körper  durch  die  dauernde  Wirkung 
Kraft  übergeführt  wurde,  er  trat  eiuj  wenn  die  durch  die  Entfernung 
Teüe  von  einander  aultretende  Elasticitäts kraft  dem  ziehenden  Gewichte 
eh  wurde.  Die  Verlängerung  ist  eine  Entfernung  der  einzelnen  Schichten 
Stabes  von  einander,  deshalb  sind  die  Entfernungen  den  VerlöJigerungen 
portionai,  das  beifst,  bei  doppelter,  dreifacher,  überhaupt  «-facher  Ver- 
fem ng  des  Stabes  haben  sich  auch  die  einzelnen  Schichten  des  Stabes 

die  doppelte,  dreifache,  überhaupt  //-fache  Gr5fse  von  einander,  oder 
I  dasselbe  ist,  von  ihrer  Gleichgewichtslage  entfei-nt. 

Da  nun  die  Verlängerungen  des  Stabes  den  spannenden  Gewichten  pro- 
üonal  sind,  und  da  bei  dem  eniUichen  Zustande  die  Kräfte,  mit  denen 
einzelnen  Schichten  sich  rückwärts  anziehen,  den  spannenden  Gewichten 
Gröfse  genau  gleich,  der  Richtung  nach  aber  entgegengesetzt  sind,  so 
ft,,  dafs  die  Kraft,  mit  der  irgend  eine  Schicht  des  Stabes,  wenn  sie 
jerhalb  der  Gleichgewichtslage  sich  befindet,  gegen  diese  hingezogen 
d,  dem  Abstände  derselben  von  der  Gleichgewichtslage  proportional  ist. 

Bei  der  Rückkehr  jeder  Schicht  in  ihre  Gleichgewichtslage  ist  daher 
itewegung  derselben  eine  beschleunigte,  in  derselben  angekommen,  be- 
;  sie  eine  gewisse  Geschwindigkeit,  vermöge  welcher  sie  sich  über  die 
cbgewiohtslage  hioaus  bewegt.  Wenn  sie  dieselbe  überschritten  hat, 
Efin  aber  die  KrUfte  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  sie  ein  und  ver- 
iten    so    allmählich    die    der   Schicht  vorher   erteilte  Q^ae\vmuii^"ö\V. 


620 


Longitudinale  Schwingiingen  der  Stäbe, 


f  mJ 


Dann  aber  tritt^  da  jetzt  wieder  dieselben  Elasticitätökrafte  auf  die  Scliiclit| 
eiBwkken,  eine  rückgängige  Bewegung  ein,  bei  der  sieh  dASselbe  widnc^ 
holt;   die  Schicht   erhält  also   eine   schwingende  Bewegung.     Da  dtt  0» 
setz,  nach  welchem  die  wirkenden  Krllfto  mit  der  Entfernung  der  Bchidifl 
von  der  Gleichgewichtslage  sich  ändern,  dasselbe  ist^  welches  wir  der  ÜhI 
leitung   der   schwingenden  Bewegung  von  Punkten  zu  Grunde  legten,  taj 
können  wir  die  dort  erhaltenen  Resultate  unmittelbar  auf  die  8o  entsteh«) 
den  Schwingungen  der  festen  Körper  llbertragen. 

Ganz  das  Gleiche  gilt  von  den  Bewegungen,  welche  ein  Körper, 
durch  Biegung   oder  Torsion   aus   seiner  Gleichgewichtslage   gebracht  ill 
bei  der  Rückkehr  in  dieselbe  vollführt;  auch  in  diesem  Falle  ist  die  Bie^ 
und  Torsion  der  wirkenden  Kraft,  also  die  bei  der  Biegung  oder  To 
auftretende   elastische   Kraft  dem   Abstände   der  einzelnen  Teile  von 
Gleichgewichtslage  proportional     Bei  der  Rückkehr  in  dieselbe  muls  deml 
nach  der  Körper  schwingende  Bewegungen  vollführen,  welche  den  vorM 
entwickelten  Gesetzen  folgen. 

§  137, 

XiOOgitiidinala  Schwingungen  der  Stäbe*     Wenn  man  einen  l 

in   seiner   Mitte   oder   an   einem    oder   beiden  Enden   festhält   und  ihn 
einem  Ende  rasch  mit  einem  Hammer  schlägt,  oder  seiner  Länge  nach  iDi| 
der  Hand,  nachdem  sie  mit  etwas  Kolophoninm  eingerieben  ist,  oder  : 
einem  nassen  Tuche  stark  reibt,  so  geraten  die  Teile  des  Stabes  In  lo 
tudinale  Schwingungen,  das  heilst  sie  bewegen  sich  in  der  Richtung 
LOngsaxe  des  Stabes  hin  und  her.    Bei  dieser  Bewegung  ändert  der  1 
seine   auTaere   Gestalt  nicht   merklich,    sondern   es   bilden   sich  in 
Innern   nur   abwechselnde  Verdichtungen  xmd  Verdünnungen,   die  äeh 
der  §  125   dargestellten  Weise  durch  den  Stab  verbreiten,   in  einem 
grenzten  Stabe  an  der  Grenze  reflektiert  werden  und  dadurch  xu  stehe 
Schwingungen  des  Stabes  Anlafs  geben. 

Die  longitudinalen  Schwingungen  eines  Stabes  sind  nicht  unmittell) 
sichtbar,  indes  hat  Savart*)  sie  auf  folgende  Weise  sichtbar  gemacht 
befestigte  Glas-  oder  Metallstäbe  von  verschiedenen  Dimensionen  auf  m 
80    Kilogramm    schweren  Bleimasse.     Ein  Sphiirometer    mit   honzoo 
Schraube  wurde  mit  dem  ©inen  Ende  des  Stabes  zur  Bertlhnmg  gebn 
und  die  Stellung  der  Schraube  abgelesen,  dann  wurde  die  Schraube  fnrfickJ 
gedreht  imd  der  Stab  in  Schwingungen  versetzt.    Darauf  wurde  die  Schraabi 
dem  Stabe  wieder  vorsichtig  genähert  imd  bei  einer  bestimmten  Stella 
zeigte   sich,   dafs   die  Sehraube   von   dem  Stabe  in  bestimmten  Zwiscli« 
räumen  gestofsen  wurde,  ein  Beweis,  dafs  der  Stab  sich  in  seiner  Llogl^ 
richtnng  abwechselnd  ausdehnte  und  zusammenzog. 

Es  bedarf  übrigens  nicht  innmal  solcher  Methoden,  um  die  longittt-^t 
dinalen  Schwingimgen  wahrnehmbar  zu  machen;  sie  sind  am  dentliebst«jr| 
5£U  erkennen  durch  den  Ton,  welchen  sie  hervorbringen-  Diesen  können  wirf 
jedoch  erst  im  nächsten  Abschnitte  betrachten,  in  welchem  wir  and 
meisten  der  sofort  abzuleitenden  Gesetze  experimentell  nachweisen  w<j 


*)  Satzart  in  Annalea  de  chim.  et  phys.  LXV.  p,  337, 
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Über  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  in  einem  unbegrenzten  Stabe 
Uen  wir  hier  nichts  hinzuzufügen,  sie  muTs  nach  den  Gesetzen  erfolgen, 
irdche  wir  §  126  ff.  ganz  allgemein  über  die  Fortpflanzung  schwingender 
lewegongen  in  Punktreihen  abgeleitet  haben.  Zwar  haben  wir  es  hier 
lieht  mit  einfachen  Punktreihen  zu  thun,  indes  kann  man  die  dort  ab- 
geleiteten Gesetze  deshalb  einfach  übertragen,  weil  alle  Punkte  einer  zur 
Iiingsaxe  parallelen  Schicht  dieselbe  Bewegung  haben,  wir  also  die  Stäbe 
als  ein  Bündel  paralleler  Punktreihen  betrachten  können. 

Auch  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  in  einem 
lolehen  Stabe  mufs  der  §  127  entwickelte  Ausdruck  gelten 


-«y^ 


Setzen  wir  für  c,  die  Elasticität,  den  Elasticitätsmodulus  E  der  be- 
keffenden  Substanz  und  fUr  d  die  Masse  der  Längeneinheit  des  Stabes  von 
der  Einheit  des  Querschnittes  ein,  auf  welche  sich  auch  der  Elasticitäts- 
koefficient  bezieht,  so  ist  nach  unserer  Ableitung  des  §  126  die  konstante 
OröfiBe  =  Cy^a^=  1  zu  setzen,  da  die  dort  von  uns  mit  e  bezeichnete  Gröfse, 
die  bei  longitudinaler  Bewegung  der  Pimkte  der  Reihe  geweckte  Elasticität, 
,  den  Elasticitätskoefficienten  des  betreffenden  Materials  bedeutet.  Für  einen 
Stab  vom  Querschnitt  q  wird  demnach ') 


'V^-Vl 


Da  somit  aus  dem  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung 
der  Querschnitt  verschwindet,  so  folgt,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit longitudinaler  Schwingungen  von  dem  Querschnitte  der  Stäbe,  in  denen 
ae  ftat^nden,  unabhängig  ist. 

Dafs  in  der  That  die  rechte  Seite  der  Gleichung  eine  Geschwindigkeit 
darstellt,  ergibt  sich  auch  aus  der  Bestimmung  der  Dimension  des  Aus- 
drackes.    Wir  haben  fUr  die  Elasticitätskoefficienten  nach  S.  553 


\  ftr  die  Dichtigkeit 
[  londt 


ider  die  Quadratwurzel  des  Ausdruckes  ist  eine  Geschwindigkeit. 

Man  findet  häufig  den  Ausdruck  flir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
'  hogitadinaler  Schwingungen  in  etwas  anderer  Form.     Setzen  wir  für  E 
«inen  Wert  nach  §  48  indes  in  den  Krafteinheiten  des  absoluten  Mafses, 
10  ist 

Mim  P  das  an  den  Stab  vom  Querschnitte  q  gehängte  Gewicht  bedeutet, 
Welches  demselben  die  in  Bruchteilen  der  ursprünglichen  Länge  ausgedrückte 


')  Man  sehe  auch  Poisson  in  M^moires  de  TAcad.  Royale  de  France  VIII. 
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§  mA 


VerlÄngemDg   d   eHeilt,     Nehmen    wir  an,  das   Gewicht  P  %^i  da»  $mA\ 
Stabes  des  gleichen  Materials  vom  Querschnitt  tj  und  der  Länge  L  so  ist 


somit 


und 


Setzen  wir  schliefslieh  die  Länge  /  gleich  der  Längeneinheit,  tmd  ! 
zeichne II  mit  df^  die  VorlUngürung  des  Stabes  durch  ein  Gewicht  P,  well 
gleich    dem  eines  Stabes  von  dem  gleichen  Material ^   dem  gleichen 
'^schnitt  (j  und  der  Längeneinheit  ißt,  so  ist 


/ 


Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  iongitudinalen  Wellen  in  eis 
Stabe  ist  demnach  gleich  dem  Quotienten  aus  der  Quadratwurzel,  aüfi 
Besohle anigung  bei   dem   freien    Fall  und   der  Quadratwurzel   ans  der 
Bruchteilen  der  Stab  länge  gegebenen  Verlängeriing,  welrhe  er  durch 
Gewicht  eines  Stabes  gleichen  Materials,  gleichen  Querschnitts  und  der  I 
heit  der  Länge  erftLhi^t.     Letztere  Verlängerung  können  wir  auch  als  J0 
bezeichnen,  welche  ein  Stab  von  der  Länge  eins  durch  ein  seinem  eij 
gleiches  Gewicht  eriUhrt. 

Wir  werden  im  nächsten  Abschnitte  in  der  Fortpflanzungsgeschwind 
keit  des   Schalles   in   langen   Stäben   den   experimentellen   Beweis   für 
Richtigkeit  dieser  Ausdrücke  erhalten. 


§  138. 

LoDgitndinalB  Sohwingimgen  begrenzter  Stäbe.    Wird  an  irgea 

einer  Stelle  eines  begrenzten  Stabes  eine  longitudinale  Bchwingimg  ^ 
gerufen,  so  breitet  sieb  dieselbe  durch  den  Stab  aus  bis  zu  den  Enden  dfl 
selben;  an  den  Enden  wird  die  Bewegung  reflektiert  und  durchliiuft  *la 
den  Stab  nach  entgegengesetzter  Richtung.  Da  die  Reflerion  an  bfidfi 
Enden  des  Stabes  erfolgt,  so  pflanzen  sich  kurze  Zeit  nach  BegiuD  da 
Schwingungen  in  dem  Stabe  Bewegungen  nach  entgegengesetzten  Richtungai 
fort  5  es  müssen  sich  somit  in  dem  Stabe  stehende  WeDen  bilden.  Die  Stibi 
geraten  also  in  Schwingungen,  deren  Dauer  von  der  Länge  und  dem  MiJ 
terial,  aus  welchem  die  Stäbe  gemacht  sind,  abhängig  ist,  und  anfserdffi 
von  der  Ai*t,  wie  die  Stäbe  befestigt  sind.    Wir  wollen  zunächst  einen  Sil 

betrachten,     der 
(Fig.  223)    nur    in 
^■^^^^^^^     Mitte  leicht  gehalten  vnriM 
im  übrigen  aber  und  be'| 
sondere  an  seinen  Enden  frei  ist.     Wir  nehmen  an,  das  Ende  h  sei  et\ 
durch  Klopfen  mit  einem  Hammer  oder  dadurch,  dafs  der  Stab  mit  einen 
feuchten  Tuche  von  der  Mitte  gegen  h  hin  geßti'ichen  wird,  in  eine  schwin^eiiti« 


¥ig.  ns. 
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Bewegung  yersetzt,  deren  Amplitude  et  und  deren  Schwingungsdauer  T  sei. 
Die  Bewegung  pflanzt  sich  dann  durch  den  Stab  bis  zu  dem  Ende  a  fort, 
wird  dort  reflektiert  und  kehrt  in  dem  Stabe  gegen  h  zurück..  Da  die 
Dichtigkeit  der  Luft  gegenüber  derjenigen  des  festen  Körpers  eine  sehr 
kleine  ist,  wird  die  Amplitude  der  Bewegung  bei  der  Reflexion  so  wenig  ge- 
idiw&cht,  dafs  wir  dieselbe  auch  ftir  die  gegen  h  zurückkehrende  Bewegung 
^ich  a  setzen  können.  Die  Reflexion  geschieht  femer,  da  das  zweite 
Mittel  ein  dünneres  ist,  ohne  Umkehr  des  Vorzeichens  der  Schwingungen. 
Die  stetig  von  h  ausgehenden  und  die  von  a  reflektierten  Schwingungen 
sind  es  dann,  welche  sich  in  dem  Stabe  zu  stehenden  Wellen  zusammen- 
setzen. 

Rechnen  wir  die  Zeit  /  von  dem  Momente  an,  in  welchem  das  Ende  h 
eine  Schwingung  beginnt,  so  wird  zur  Zeit  t  die  Bewegung  einer  Molekül- 
sducht, welche  von  h  um  die  Strecke  x  entfernt  ist,  durch  folgende 
Sleiehungen  gegeben  sein.  Erstens  ist  der  Abstand  y^  der  Molekülschicht 
ron  der  Gleichgewichtslage  durch  die  bei  h  erregte  Bewegung 


2^1  =  a8in2^(^  —  ^); 


Be  Bewegung,  welche  von  h  ausgeht,  wird  bei  a  reflektiert,  nachdem  sie 
Be  IiSnge  l  des  Stabes  durchlaufen  hat,  sie  hat  dann  noch,  um  zu  der  be- 
Inehteten  um  x  von  h  entfernten  Molekülschicht  zu  gelangen,  den  Weg 
I  —  X  ssnrückzulegen.  Da  sie  nun  bei  a  ohne  Änderung  des  Vorzeichens 
nflektiert  wird,  so  ist  der  Abstand  y^  der  betrachteten  Schicht  von  der 
Blei6hgewichtslage  zur  Zeit  t  infolge  dieser  Bewegung 

•    o     /  *  ^  l-x\ 

üe  resultierende  Bewegung  ist  deshalb 

/ X  I  i  i\ 

Y  =y^  +  2/2  =  2cf  cos  27r — j;~  sin  In  \-f  "-  Yj' 

Die  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Bewegung  diejenige  stehender  Wellen  von 
|ier  Schwingungsdauer  T  ist.  Die  Anzahl  der  sich  auf  dem  Stabe  aus- 
bildenden stehenden  Wellen  hängt  ab  von  der  Länge  des  Stabes  und  der 
pdiwingungsdauer  T.  Welche  stehende  Wellen  sich  auf  dem  Stabe  über- 
^H^t  ausbilden  können,  ergibt  sich  aus  der  Bedingung,  dafs  jedenfalls 
>B  den  Enden  des  Stabes  ein  Schwingungsmaximum  sein  mufs,  das  heifst 
4o,  dafs  dort  die  Amplitude  der  Bewegung  jedenfalls  den  gröfsten  Wert 
'(»  haben  mufs.  Da  die  Amplitude  der  Bewegung  der  verschiedenen 
Qteh  den  Abstand  x  vom  Ende  h  gegebenen  Molekülschichten  durch  den 
^ktor 

l  —  x 
2  a  cos  2  Ä  — ,  -  - 

^eben  ist,  so  folgt,  dafs 
cos  2«  — 
Es  mufs  somit 


cos  2 «  — 5 —  =s  -f-  1  sein  mufs  für  x  =  0  und  a:  =  /. 


cos  2jr  y  *=  +  1)     27rY=>f7i;,     /  =  n-. 
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%m  ! 


es  mufs  also  die  Lunge  des  Stabes  irgend  ein  Vielfacbes  emer  bai  •  > 
Wellenlänge  sein*  Oder  es  können  nur  solche  Schwingungen  in  dem  .^^ 
zu  stehenden  Wellen  Anlafs  geben ^  deren  Oscillationsdauem  so  sind, 
während  einer  oder  zwei  oder  irgend  einem  Vielfachen  einer  halben  O&HJiiU- 
tlonsdauer  die  Bewegung  sieh  durch  die  ganze  Länge  des  3tab€S  fortpflaniL 
Die  langsamsten  Schwingungeu,  welche  der  Stab  annehmen  kaniv 
sind  somit  solche,  ftlr  welche  l  ^^  \l  Da  nun,  wenn  c  die  Fortpllanznng*- 
geschwindigkeit  der  Bewegung  im  Stabe  ieti  somit 


-v-i 


Kwischeü  A  und  2^  die  Beziehung  besteht 

so  folgt  für  die  Dauer  der  langsamsten  Schwingungen 

^  =  4^  =  2'l/i- 

Die  Schwingungsdauer  des  Stabes  ist  also  gleich  der  doppelten  Linv'*- 
des  Stabes  dividiert  durch  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellii   '^ 
Stabe;  sie  ist  deshalb  unabhängig  von  der  Gröfse  und  der  Form  des  i,tii  i 
Schnitts,  sie  wird  nur  bedingt  von  der  Länge,  dem  Elasticitätskoefficienld 
und  dem  specifischen  Gewichte  des  Materials,  aus  dem  der  Stab  besteht  i 

Die   in  einer  Sekunde  von  dem  Stab  voUi^lhrte  Anzahl  von 
gungen  ist 

T  *2l  21    V    d  '^ 

sie   ist  also  gleich   dem  Quotienten  aus  der  Fortpdanzungsgesehwindigk 
und  der  doppelten  Länge  des  Stabes. 

Die  Bewegung^  welche  die  einzelnen  Teile  des  Stabes  vollführen, 
gibt  sich  aus  der  Betrachtung  der  Werte  y,  wenn  wir  den  Moment  6xier( 
in  dem 


Dann  ist 


somit  ist  für 


sin  2n  (-1  -  I)  =  1. 


^/  ^=  2a  cos  2n 


0 


.r  =  il 
t/  =  0 


k^ 


y  =  2a        y  =  ö]/2         t/  =  0  ♦/  =  —  **  1/2        3^«- 

Die  Mitte  des  Stabes  ist  somit  ein  Knotenpunkt,  der  stets  in  Buhe  W 
und  die  beiden  Hälften  des  Stabes  schwingen  jede  wie  eine  halbe  ste! 
Welle,  so  dals  die  beiden  Hälften  stets  in  entgegengesetzter  Weise  sch^ 

Gibt  man  den  erregten  Schwingungen  die  halbe  Dauer,  so  kann 
falls  der  Stab  in  stehende  Schwingungen  geraten.    Es  ist  dann  I  «■  Ä 

IL 
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Die  Bewegung  des  Stabes  erhalten  wir  wieder,  indem  wir  die  Werte 
rony  betrachten,  wenn  der  von  der  Zeit  abhängige  Koefficient  der  Gleichung 
Ülr  y  =  1  ist. 

Dann  wird,  da  jetzt  Z  =  A  für 

5«=0       x  =  \l  =  \k        x  =  il  =  ik        x==^l  =  il      x  =  l  =  l 
r-«2a  y  =  0  y  =  —  2a  y  =  0  y  =  2a, 

In  dem  Stabe  sind  somit  zwei  Knotenpunkte  in  \l  und  f  >l;  das 
wischen  den  beiden  Knptenpunkten  liegende  Stück  schwingt  als  eine  stehende 
¥'elle,  und  die  beiden  Viertel  zwischen  den  Enotenpimkten  und  den  Enden 
Ib  halbe  stehende  Wellen;  diese  beiden  halben  stehenden  Wellen  sind  unter 
teh  in  gleicher  Phase,  das  zwischen  den  Knotenpunkten  liegende  Stück  ist 
a  gerade  entgegengesetzter  Phase. 

Die  Schwingungsanzahl  ist  in  diesem  Falle  die  doppelte  von  vorher 

Allgemein  können  in  dem  Stabe  stehende  Wellen  existieren,  deren 
fehwingungsdauem  Tn  und  Schwingungszahlen  Nn  sind 

inin  n  jede  ganze  Zahl  sein  kann.     Es  entstehen  dann  in  dem  Stabe  n 
pnotenpankte ,  von  denen  die   den  Enden  nächsten  von  den   Enden   um 

r-  entfernt  sind,  und  welche  überhaupt  im  Stabe  einen  Abstand  von  — 

buitzen.     Einer  Ableitung  im  einzelnen  wird  es  nach  dem  Vorigen  nicht 
Mtlrfen. 

Mit  denselben  Schwingungszahlen  kann  ein  Stab  schwingen,  wenn  seine 
Mden  Enden  fest  eingeklemmt  sind,  jedoch  ist  der  Bewegungszustand  oder 
b  Verteilung  der  Bewegung  in  dem  Stabe  dann  eine  ganz  andere.  Es 
m  das  schon  daraus,  dafs  in  dem  Falle  die  Enden  des  Stabes,  da  sie 
Pt  eingeklemmt  sind,  stets  in  Buhe  sein  müssen,  um  die  Bewegung  des 
hibes  zu  erhalten,  nehmen  wir  an,  es  sei  an  irgend  einer  Stelle  des 
kbes  etwa  durch  Reiben  eine  schwingende  Bewegung  erzeugt,  und  es  sei 
kdnrch  im  Abstände  d  von  dem  Ende  h  ein  Schwingungsmaximum  ent- 
luden. Wir  rechnen  die  Zeit  t  von  dem  Beginne  der  Schwingungen  an 
»8er  Stelle.  Von  hier  aus  pflanzt  sich  die  Bewegung  im  Stabe  nach 
iden  Seiten  fort,  wird  an  den  Grenzen  a  und  h  reflektiert  und  geht  von 
iden  Enden  im  Stabe  wieder  zurück.  Da  die  beiden  Stabenden  als  fest 
araosgesetzt  werden,  so  geschieht  die  Reflexion  so,  wie  an  einem  Mittel 
ift  unendlich  grofser  Dichtigkeit;  somit  tritt  ein  Wechsel  des  Vorzeichens 
i^  Bewegung  oder  Verlust  einer  halben  Wellenlänge  an  beiden  Enden  ein, 
^  reflektierte  Amplitude  hat  aber  merklich  dieselbe  Gröfse  als  die  an- 
Kkimende. 

Die  Bewegung,  welche  eine  um  x  von  h  entfernte  Molekülschicht  in- 
t^pe  jeder  der  beiden  zu  ihr  kommenden  erhält,  ist  durch  folgende  beiden 
Eichungen  gegeben.    Erstens  für  die  an  &  reflektierte  Bewegung 

.    r,     /  t  d         x\ 
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iweiisns  für  die  an  a  reflektierte 

.     .     /  £  l-d  l^x\ 

somit  wird  die  resultierende  Bewegimg 
lf  =  yi  +  yt  = 


*1 


2«  C06  2n jj sm  2n  ^^  —  y-h 


Die  in  dem  Stabe  möglichen  Bewegungen  ergeben  sieb  wieder  ans  den  A 
Stabenden  vorhandenen  Bedingungen,  dafs  für  diese  stets  ,v  ^  0  sein 
Es  mtifs  deshalb  ftlr  j:  =  0  und  für  x  =  l  der  Wert  von  ^ 
sein,  oder  es  mufs 

1  —  d  d 

cos  2  jc  —z —  =5  Ü       cos  2«  -j-  ^  0, 


oder  es  muTs  sowohl 
l-d 


2n 


als  auch 


2n 


^       =^(2ii  +  nf;     l^d  =  (2n+l)''^, 


(2n+l)'; 


ä^i2n  +  l)^ 


worin  n  jede  ganze  Zahl  sein  kann.  Der  Abstand  der  Stelle 
an  wekhem  ein  Schwingungsmaximum  Torhaoden  ist,  muTs  dezzuuLek 
beiden  Stabenden  ein  ungerades  Viellaches  von  einer  viertel  Welleal 
entfernt  sein.  Daraus  folgt,  dafs  die  Länge  des  Stabes  selbst  irgend 
Anzahl  von  halben  Wellenlängen  sein  mufs.  Ist  die  Zahl  derselben  K 
folgt  wie  vorhin  für  die  f^chwingungsdauer  T„  und  Bchwing 


T  = 


IL 

c 


^'-*>ü 


I  einzelnen  1 


Die  Verteilung   der  Bewegung  im   Stabe  ist   für   die 
leicht  zu  erhalten,     Ist  «  ^  1,  so  ist  ^  =  ^A;   (f  ^^  |A.     Es  wird  i 
wenn  das  von  der  Zeit  abhängige  Glied  der  Gleichung  +  1  ist,  sein 


jc  — 0 

x  =  iJ  =  ii 

x  =  ^l={X 

x  =  |f=-|A 

»  =  o 

y=.  +  «-|/2 

!t  =  +  2« 

;i  =  +  u  }/2 

punß? 


Der  Stab  schwingt  somit  als  eine  stehende  Welle,  deren  Enotenpu 
Endpunkte  des  Stabes  sind. 

Ist  w  ^^  2,  so  ist  l  =^  X  und  d  entweder  gleich  ik  oder  f  ij  sol 
wir  ef  =  l-Ä,  so  wird,   wenn  der  von  der  Zeit  abhängige  Faktor  | 
ist,  aus 


y  =  —  2«  cos  2ä 
für  jT  =  0        a:  =  i  ?  —  i  A 


jl  —  x 


X 

X 


=  —  2  a  cos  2^ 


Jl^-x 


x  =  |Z  =  |X 
y  =  —  2ä 


Der  Stab  erhlllt  in  der  Mitte  einen  Knotenpunkt,  jede  Hälfte  aohwiiigtl 
eine  stehende  Welle, 
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;st  w  =  3,  so  zerfallt  der  Stab  in  drei  stebende  Wellen,  die  Knoten- 
e  liegen  in  ^  der  Stablänge  von  den  Enden  und  von  einander, 
nein  zerfällt  der  Stab  in  n  stehende  Wellen  und  die  Knotenpunkte 

Stablänge  von  den  Enden  und  von  einander. 

)ie  Schwingungszahlen  werden  andere,  wenn  wir  den  Stab  an  einem 
etwa  bei  a  fest  einklemmen,  dagegen  das  Ende  b  freilassen.  Be- 
an  wir  das  Ende  b  als  den  Ursprung  der  Bewegung,  so  werden  die 
imgen  flir  eine  Molektllschicht  im  Abstände  x  von  6,  da  die  von  b 
lenden  Bewegungen  bei  a  mit  Wechsel  des  Vorzeichens  reflektiert 

yi  =  asin27t  (-jr  —  y) 

y, a  sm  2«  (-J.—  y ^ j  , 

wird  die  resultierende 

t/  =  y^  +  ^2  =  2a  •  sin  27t  — ^ cos  2n  \-j,  —  j-j  . 

)ie  in  dem  Stabe  möglichen  Bewegungen  erhalten  wir  auch  hier  wieder 
3n  Bedingungen  für  die  Enden  des  Stabes.  Am  Ende  &,  also  wo 
\  ist,  müssen  die  Amplituden  den  gröfsten  Wert  haben,  da  das  Ende 
t,  am  Ende  a,  wo  o;  =  Hst,  mufs  y  zu  allen  Zeiten  gleich  Null 
Letzteres  ist  schon  nach  der  Form  der  Gleichung  erfüllt.  Zur  Be- 
ung  der  Beziehung  zwischen  l  und  l  haben  wir  daher  nur  zu  be- 

,  dafs 

l 
sin  2  7t  Y  =  ih  ^ 

2«|  =  (2n  +  l)-^;     ?  =  (2n+l)i. 

]s  können  denmach  nur  solche  stehende  Wellen  in  dem  Stabe  bestehen, 
eiche  die  Länge  des  Stabes  eine  viertel  Wellenlänge  oder  ein  un- 
s  Vielfaches  von  einer  viertel  Wellenlänge  ist.  Da  auch  hier  die 
ung  besteht  A  =  cT,  so  folgt  für  die  Schwingungsdauer  und 
igungsanzahl 

Qgsamsten  Schwingungen  sind  jene,  für  welche  n  =  0,  also  ^  =  {^  A  ist, 
hwingungsdauer  ist 

C 

ngsamsten  Schwingungen  eines  an  einem  Ende  festen,  an  dem  andern 
freien  Stabes  haben  also  die  doppelte  Dauer,  als  wenn  der  Stab  an 
Enden  frei  oder  an  beiden  Enden  fest  ist. 
n  dem  Falle  nehmen  die  Werte  von  y^  wenn  der  von  der  Ze^ 
fe  Faktor  der  Gleichung  gleich  1  ist,  ab  von  y  «■  2a.  wp«« 
B  y  SS  0,  wenn  x  »>  l  ist.    Der  Stab  schwingt  d« 
de  Welle. 
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Die  nächst  rascheren  Schwingungen  sind  jene,  ftlr  welche  noslist, 
deren  Dauer  ist 

C 

Man  findet  leicht,  dafs  dann  in  ^  des  Stahes  vom  freien  Ende  ein  Knotn- 
punkt  vorhanden  ist,  so  dafs  f  des  Stabes  als  eine  stehende  Welle  und  du 
letzte  Drittel  am  freien  Ende  als  eine  halbe  stehende  Welle  schwingt 

Dann  können  Schwingungen  im  Stabe  bestehen,  deren  Anuhl  dk 
fünffache,  siebenfache  etc.  ist,  so  dafs  die  überhaupt  möglichen  Schwisgpgf 
zahlen  sich  verhalten,  wie  die  Eeihe  der  ungeraden  Zahlen.  Bei  der  M^ 
fachen  Schwingungszahl  entstehen  in  dem  Stabe  drei,  bei  der  sieben&ühei 
fftnf,  überhaupt  bei  der  (2 w+l) fachen  2n —  1  Knotenpunkte,  es  entr 
stehen  n  ganze  und  eine  halbe  stehende  Welle.  Einer  Ableitung  im  einiefaui 
wird  es  nicht  bedürfen. 

Die  soeben  als  möglich  erkannten  Teilungen  der  Stäbe  bei  losgüi- 
dinalen  Schwingungen  sind  ziemlich  schwierig  herzustellen;  man  kam » 
dadurch  hervorrufen,  dafs  man  die  vorher  bestimmten  Stellen  festhält, 
des  gelingt  es  selten,  willkürlich  eine  ganz  bestinunte  Teilung  des  State 
mit  vielen  Knotenpunkten  zu  erhalten.  Die  Teilung  tritt  aber  häufig  lai 
ohne  Festhalten  der  verschiedenen  Stellen  ein  durch  fortgesetztem  Bdb«^ 
des  Stabes  der  Länge  nach  oder  mehrfaches  Schlagen  an  seinen  Enden;  w» 
werden  im  nächsten  Abschnitt  das  an  den  verschiedenen  Tönen  erkcnni^ 
welche  der  Stab  gibt. 

Die  in  dem  letzten  Paragraphen  für  an  beiden  Enden  feste  StSbe  ik- 
geleiteten  Sätze  gelten  unmittelbar  auch  für  zwischen  zwei  festen  Ponktai 
ausgespannte  Saiten,  da  dieselben  nichts  anders  sind,  als  Stäbe  von  seb 
geringem  Querschnitt. 

§  139. 

Transversale  Sohwingimgen  der  Saiten.  Spannt  man  eine  dflnne, 
möglichst  vollkommen  biegsame  Schnur  von  grofser  Länge  aus  und  versetz 
dieselbe  durch  rasches  Auf-  und  Abbewegen  des  einen  Endes  in  transr* 
sale  Schwingungen,  so  sieht  man,  wie  diese  an  der  Stelle,  an  der  minM 
hervorbrachte,  verschwinden,  sofort  aber  an  immer  anderen  Stellen  deiselb» 
auftreten;  sie  pflanzen  sich  als  Wellenberg  und  Wellenthal  auf  der  Sdöff 
fort,  nach  und  nach  erhalten  immer  andere  Teile  der  Schnur  die  Gestdt 
einer  Welle,  wie  wir  sie  in  dem  vorigen  Kapitel  bei  den  transversal 
Schwingungen  einer  Punktreihe  abgeleitet  haben. 

Die  transversalen  Schwingungen  einer  Schnur  bestehen  in  auf-  nndifc- 
gehenden  gegen  die  Längsrichtung  senkrechten  Bewegungen  der  einieli* 
Punkte,  sie  haben  demnach  eine  Gestaltsänderung  derselben  zur  Folge,  welA». 
unmittelbar  sichtbar  ist  und  bei  nicht  zu  radchen  Bewegungen  recht  g«^ 
beobachtet  werden  kann. 

Die  Gesetze  der  Fortpflanzung  transversaler  Wellen  in  dünnen  SchnW 
oder  Saiten,  die  an  sich  nicht  elastisch  aber  durch  Gewichte  schwiekp" 
spannt  sind,  so  dafs  jeder  Punkt  eine  bestimmte  Ruhelage  hat,  mlUsM  v 
den  im  vorigen  Kapitel  abgeleiteten  Gesetzen  über  die  Foripfluinmg  M^ 
versaler  Wellen  in  Punktreihen  übereinstimmen,  so  lange  die  Sefanb« 
Saiten  eine  so  geringe  DicVe  Yv^^ü^  ^^aJEäTrii  annehmen  dOrfen,  aDeFv 


"v 

1- 
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les  Qaerschnittes  bewegen  sich  ganz  in  gleicher  Weise  und  die  Aus- 

tgangen  seien  so  klein,  dafs  wir  die  bei  einer  Ausbiegung  stattfindende 

rlängerung  vernachlässigen  können.  An  Stelle  der  durch  die  Verschiebung 

'  Punkte  in  einer  elastischen  Punktreihe  geweckten  elastischen  Kraft  tritt 

fach  die  Spannung  der  Saite. 

,  Um  das  zu  zeigen,  können  wir  direkt  die  Entwicklungen  des  §  126 

r  anwenden,    welche  uns   die    Beschleunigung    eines  Punktes  in  einer 

wingenden    Punktreihe    lieferten.     Ist  ari   (Fig.    224)    ein    Stück    der 

wingenden  Saite,  etwa  eine  halbe  ^^  ^^ 

Uenlänge,  und  sind  a,  ß^  y  .  .  . 

Achbarte  Querschnitte   einer  an  i 

1  einen  Ende  befestigten,  durch  • 

an  dem  andern  Ende  angehäng-  ^ 

Gewicht  p  gespannten  Saite,  so 

d  auch  hier  infolge  der  Spannung  jeder  einzelne  Querschnitt  nach  beiden 
ten  gegen  die  benachbarten  Querschnitte  hingezogen  und  zwar  mit  einer 
den  Einheiten  des  absoluten  Systems  ausgedrückten  der  Spannung  gp 
ichen  Kraft.  Der  Querschnitt  e  wird  demnach  einerseits  gegen  d,  anderer- 
s  gegen  ^  mit  der  Kraft  gp  hingezogen;  infolge  dessen  suchen  sich  die 
ikte  in  ihre  relative  Gleichgewichtslage  zu  ziehen,  in  welcher  sie  alle  in 
3r  geraden  Linie,  der  Ruhelage  der  Saite  sich  befinden.  Die  Gleichgewichts- 
9  von  e  in  Bezug  auf  f  ist  h^  in  Bezug  auf  d  ist  b\  Die  Kraft,  mit 
eher  der  Punkt  nach  b  getrieben  wird,  ist  gleich  der  zu  et  parallelen 
nponente  der  Spannung,  also  gleich  gp  sin  £^6;  und  ebenso  ist  die  ihn 
h  h'  treibende  Kraft  gleich  gp  •  sin  edb\  Die  den  Pimkt  e  nach  der 
ichgewichtslage ,  also  gegen  a  hintreibende  Kraft  ist  somit 

gp  (sin  etb  —  sin  edb'). 
1  ist 

.,  eb  .       «w         sb' 

sm6^b  =  — T- ;     sm  eob  =  — ^, 

•in  wir,  da  ausdrücklich  vorausgesetzt  wurde,  dafs  wir  die  Verlängerung 
Saite  vernachlässigen  dürfen,   e^  =  sd  =  ad  setzen  dürfen.     Die  den 
jrschnitt  e  gegen  a  treibende  Kraft  ist  somit 

fb  —  (b' 

Beschleimigung  wird  deshalb,  wenn  m  die  Masse  des  Querschnittes  ist, 
gp        Bb  —  sb' 
m  ad       ' 

ir  auch,  wenn  d  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Saite  ist, 

gp        sb  —  sb' 
~d~  '     ~^ 

Wir  erhalten  somit  ganz  denselben  Ausdruck  wie  §  126,  mit  dem 
terschiede  nur,  dafs  an  Stelle  der  Elasticität  ae,  welche  in  der  Punkt- 
he  durch  die  Verschiebung  der  Punkte  geweckt  wird,  die  Spannung  gp 
ti  Bezeichnen  wir  mit  a  die  Amplitude  und  mit  T  die  Schwingungs- 
ler  der  erregten  Bewegung,  femer  mit  X  die  Wellenlänge,  so  ergibt  sich 
kalb  auch  aas  einer  der  im  §  126  gemachten  identisch  gleichen  Ent- 
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Wicklung  zur  Zeit  t  nach  Beginn  der  Schwingung  ftlr  den  Abstand  y 
Punktes,  welcher  vom  Ausgangspunkt  der  Bewegung  um  die  Stroc 
entfernt  ist: 


V  =  cf  •  sin  2  7t  (-^  —  y  j  ' 


Ist  c  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung,  so  ist  aüel 
l  «B  cT  und 


-Vf 


Ist  q  der  Querschnitt  und  5  das  specifische  Gewicht  der  Saite,  so  ist 
somit 


r    q-  i 


q-8    ' 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung  ist  denmac 
Quadratwurzel  aus  dem  spannenden  Gewichte  direkt,  derjenigen  aus  dem 
schnitt  der  Saite  und  ihrem  specifischen  Gewichte  umgekehrt  proporti< 
Die  Gebrüder  W.  und  E.  H.  Weber  haben  durch  Messung  der  Fortpflan 
geschwindigkeit  transversaler  Wellen  auf  dünnen  Schnüren  die  volle 
einstimmung  der  Theorie  mit  der  Erfahrung  nachgewiesen. 

Sie  wandten  zu  ihren  Versuchen  eine  runde  aus  sehr  feinem 
wollfaden  auf  Maschinen  geklöppelte  Schnur  an,  welche  sehr  gleich 
biegsam,  wenig  elastisch  war  und  bei  einer  Länge  von  16,068 
52,612  Gramm  wog.  Dieselbe  wurde  dadurch  horizonzal  aufgespann 
man  sie  an  ihrem  einen  Ende  mit  einer  Schraube  und  mit  ihrem  i 
Ende  an  einem  Bade  befestigte  (Fig.  225).  Das  Bad  hatte  einen  ] 
Fig.  225.  messer  von  über  30  Centimeter  und  war  ii 

sehr  genau  gearbeiteten  Axe  aufgehängt, 
recht  frei  beweglich  zu  machen.  Die  Scbm 
bei  a  in  einem  Abstände  von  14,4  Centimet 
der  Axe  der  Bolle  befestigt,  so  dafs  sie  na 
Tangente  des  Bades  zog.  Bei  b  war  eine  I 
befestigt,  an  der  sich  ein  Körbchen  befan 
stimmt,  die  spannenden  Gewichte  aufzunebn 
Die  Wellen  wurden  15  Centimeter  von 
der  Schnur  durch  einen  raschen  Stofs  erreg 
man  sah  sie  dann  zu  dem  einen  Ende  der  I 
hinlaufen  und  als  reflektierte  Wellen,  die  Be 
Thäler  und  umgekehrt,  da  die  Schnur  bei 
war,  also  an  ein  dichteres  Mittel  grenzte, 
zurückkehren. 

Die  Zeit,  welche  die  Welle  brauchte,  um  die  Schnur  zu  durch 
wurde  mittels  einer  Uhr  gemessen,  welche  noch  ^  einer  Sekunde 
und  stets  die  Zeit  beobachtet,  in  welcher  die  vom  Bade  ausgehende 
einmal  oder  zweimal  oder  viermal  zum  Bade  zurückkehrte. 

Die  Versuche  ergaben  erstens,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwim 
der  Wellen  unabhängig  ist  von  der  Gröfse  der  Wellen,  denn  stets  te 

*)  Eukr  in  den  Ac!^  P^tco^litanis  pro  1779  Tom.  I.  Petoop.  im 
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ke  Welle  dieselbe  Zeit  zum  Durchlaufen  der  Schnur,  mochte  sie  durch 
L  kurzes  und  schwaches  Schnellen  mit  dem  Finger  oder  durch  ein  länger 
aemdes  und  stärkeres  Schlagen  erzeugt  werden.  Im  erstem  Falle  muTs 
er  die  Welle  kürzer  sein,  wie  es  auch  die  Beobachtung  ergab. 

Femer  fanden  die  Gebrüder  Weber,  dafs  die  Wellen,  wie  es  auch  un- 
re  Theorie  verlangt,  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  fortbewegen, 
nn  um  die  Schnur  2,  3,  4  . .  mal  zu  durchlaufen,  brauchte  die  Welle  auch 
>  doppelte,  drei-  und  vierfache  Zeit. 

Nach  diesen  Versuchen  machten  sie  genaue  Messungen  und  fanden 
f  das  genaueste  die  von  Euler  gegebene  Formel  bestätigt.  Die  Schnur 
urde  nach  einander  durch  drei  verschiedene  Gewichte  gespannt,  nämlich 
t  610,5  —  2027,5  —  4226,4  Gramm 0- 

Es  ergab  sich,  dafs  im  ersten  Falle  die  Welle  einen  Raum  von  33,244°* 

46  Sechzigstel,  im  zweiten  denselben  Baum  in  24,8  Sechzigstel  imd  im 

Ltten  Falle  in  16,25  Sechzigstel  Sekunden  durchlief.    Die  Fortpflanzungs- 

Bchwindigkeiten  oder  die  in  diesen  drei  Fällen  in  einer  Sekunde  durch- 

ifenen  Räume  sind  demnach 

im  ersten  Falle  q  =  ''~^^-'-~  =  43°*,361 , 

(tf\  .  «am  94.4. 

im  zweiten  Falle  Cg  =  —^Is         =  80V29, 

im  dritten  Falle  c^  =  ^^  leT/^^   ==122'°,713. 

Um  diese  Zahlen  mit  unserer  Formel  zu  vergleichen,  haben  wir  in 
iserem  Ausdruck 


-n 


r  p  die  betreffenden  spannenden  Gewichte,  fiir  q  -  s  das  Gewicht  der 
Ingeneinheit  der  Schnur  und  fttr  g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  9,808 
Bzusetzen. 

Das    Gewicht    der    ganzen    Schnur    von    16,622    Meter    Länge    war 
J,612  Gramm,  daher  das  Gewicht  der  Längeneinheit 

_    52,612 
^'^—    16,622 

id  setzen  wir  die  betreffenden  Zahlenwerte  in  die  Formel  ein,  so  wird 


808.  610^6.. 6,622__^3„^g3^ 


52,612 


9,808  •  2027,5  •  16.622    ^^     ygm  254 
=  114",434. 


52,612 
9^08".  4226~4  "16^22" 


52,612 


^  Wellenlehre,  auf  Experimente  gegründet  etc.  von  den  Brüdern  E.  H.  und 
^.  W§b«r.   Leipsig  1826.  p.  464  fif. 
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Man  sieht,  die  Übereinstimmung  zwischen  den  beobachteten  und 
rechneten  Zahlen  ist  so  grofs,  dafs  sie  der  schönste  Beweis  f&r  die  Bid 
keit  der  Theorie  sowie  für  die  Genauigkeit  der  Messungen  ist. 

Vergleichen  wir  den  Ausdruck  für  die  Fortpflanzungsgesehwindig 
der  transversalen  Wellen  mit  dem  für  die  longitudinalen  Wellen,  so  ei 
sich  eine  merkwürdig  einfache  Beziehung^). 

Für  die  longitudinalen  Wellen  hatten  wir 

oder  da  fUr  Igngitudiuale  Schwingungen  einfach  d  =  ^,  wenn  wir  i 
das  specifische  Gewicht  bezeichnen, 

für  die  transversalen 

'-VW' 

daraus  ergibt  sich 

^  =  T/m  :i/z =-1/15. 

c  r     q-8        V     8  V    q-  E 

Wir  sahen  früher,  dafs  die  Längenzunahme  C  eines  Stabes  vo 
Länge  ly  dem  Querschnitt  g^  durch  ein  Gewicht  p^  wenn  E  der  Elastic 
modulus  ist,  gleich  ist 

1     gpl 

^  —  'E~r'' 
demnach 

Es  folgt  also 

't  -  VI 

oder  das  Verhältnis  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  transver 
und  derjenigen  der  longitudinalen  Wellen  in  einem  durch  Spannung  ei 
sehen  fadenförmigen  Körper  ist  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der 
längerung,  welche  die  Längeneinheit  des  Körpers  durch  das  spannende 
wicht  erfährt,  vorausgesetzt,  dafs  durch  dasselbe  die  Elasticitätsgrenze  i 
überschritten  wird. 

§  140. 
Stehende  Schwingungen  von  fadenförmigen  duroh  Spann 
elastischen  Körpern.  Wenn  man  eine  gespannte  Saite  in  irgend  e 
Weise,  etwa  durch  Zupfen  an  einer  Stelle  in  Schwingungen  versetit, 
pflanzen  sich  diese  Schwingungen  bis  an  die  Enden  fort,  werden  dort, 
die  Enden  der  Saiten  stets  fest  sein  müssen,  mit  Umkehr  des  Voneid 
reflektiert  und  pflanzen  sich  dann  in  der  Saite  rückwärts  fori  Die  t 
entgegenkonmienden  Schwingungen  müssen  stehende  Wellen  liefern,  de 
Schwingungsdauer  von  der  Gröfse  der  Spannung,  der  Länge  nnd  Di 
der  Saite  und  dem  speciflschen  Gewichte  des  Materials  abhängig  ist 

^)  Poisson,  M^moixQs  de  TAcadämie  de  Fianoe.  Tome  YIIL  p,  tfliai^ 
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Die  in  der  Saite  möglichen  Schwingongen  und  deren  Daner  ergeben 
Bh  ganz  genau  in  derselben  Weise,  wie  wir  die  Schwingungen  longitudinal 
hwingender  Stäbe  erhielten,  welche  an  beiden  Enden  fest  sind.  Wir  ge- 
Bgen  durch  eine  der  im  §  138  für  den  Fall  der  festen  Enden  durch- 
Ahrten  wörtlich  gleiche  Entwicklung  zu  dem  Resultate,  dafs  in  einer 
ipamiten .  Saite  alle  jene  Schwingungen  stehende  Wellen  veranlassen 
imien,  ftir  welche  die  Länge  der  Saite  irgend  ein  Vielfaches  einer  halben 
ellenlange  ist.  Da,  wenn  T  die  Schwingungsdauer,  c  die  Fortpflanzungs- 
echwindigkeit  und  l  die  Wellenlänge  der  Bewegung  ist, 

c  ' 
folgt,  da  l  immer  gleich  n  -- ,  somit 

n 

^  worin  n  jede  Zahl  der  natürlichen  Zahleni*eihe  sein  kann,  dafs  die  mög- 
lien  Schwingungsdauem  gegeben  sind  durch 

nc 

Die  Schwingungszahlen,  welche  gleich  dem  reciproken  Werte  der 
inringungsdauem  sind,  werden  deshalb 

Die  langsamsten  Schwingungen  sind  jene,  für  welche  n  gleich  1  ist,  bei 
Ken  schwingt  die  ganze  Saite  als  eine  stehende  Welle  zwischen  den  festen 
dpnnkten  hin  und  her.    Die  Schwingungsdauer  ist  dann 

c  Y    g-p 

Dieselbe  ist  somit  der  Länge  der  Saite  imd  der  Quadratwurzel  aus  dem 
arschnitte  und  dem  specißschen  Gewichte  der  Saite  direkt,  der  Quadrat- 
tzel  aus  der  Spannung  derselben  umgekehrt  proportional.  Nehmen  wir, 
%  meistens  der  Fall  ist,  an,  dafs  die  Saite  einen  kreisförmigen  Quer-- 
Kiitt  vom  Badius  r  hat,  so  ist  (?  =  r^jr,  und  wir  können  setzen 


T=2lry\ 


n-  8 

9'P  ' 

V  die  Schwingungsdauer  der  Saite  ist  ihrem  Durchmesser  direkt  pro- 
Konal. 

Dieses  aus  der  Theorie  sich  ergebende  Resultat  ist  von  den  Ge- 
ldern Weber*)  experimentell  geprüft  worden  dUrch  direkte  Messung  der 
rwingnngsdauer  der  Schnur,  welche  ihnen  zu  den  im  vorigen  Paragraphen 
minten  Versuchen  gedient  hatte.  Der  Ausdruck  fUr  die  langsamsten 
Kwingangen 

22 


T=-- 
c 


^  Wellenlehre,   auf  Experimente   gegründet  von  E,  H,  und   W,  Weber. 
\  18S&.  p.  466. 
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ff« 


zeigt,  daTs  die  Schwingungsdauer  gleich  der  Zeit  ist,  in  welcher  die  foi 
schreitende  Bewegung,  aus  welcher  die  stehende  Schwingung  ent«taildl 
ist,  die  doppelte  Länge  der  Schnnr  durchlaufen  wtlrde. 

Diese  Zeit  war  in  den  Weberschen  Versuchen  vesp,  46—  24,8  — 1€,1 
Tertien  (Sechzigste!  Sekunden).  In  dem  ersten  der  drei  FäHe,  in  weldw 
die  Schnur  mit  610,5  Gramm  gespannt  war,  erhielten  sie  als  Schwingan( 
datier 

T  =  46,375  Tertien  =  0,773  Sekunden 

als   Mittel   aus   vielen  Versuchen;   eine   Zahl,   welche   sich   nicht  um 
Hundertstel  des  beobachteten  Wertes  von  dem  aus    der  Theorie  folget» 
unterscheidet 

Eine  weitere  experimentelle  Bestätigimg  dieses  Satzes  werden  uns 
sonders   für  kürzere  und  stärker  gespannte  Saiten  im  nächsten  Ahscla 
die  durch  die  Sehwingungen  der  Saiten  entstehenden  Töne  liefern. 

Ist  n  gröfser  als  1,  so  teilt  sich  die  Saite  in  mehrere  fhr  sich  schwingen 
durch  ruhende  Knotenpunkte  von  eioander  geti^ennte  Teüe.  Ist  w  =^  2, 
entsteht  ein  Knotenpunkt  in  der  Mitte  und  jede  Hälft«  der  Saite  seh' 
für  sich;  ist  */=  3,  so  entstehen  zwei  Knotenpunkte,  die  je  \  der  Salti 
länge  von  einander  entfernt  sind, 

Man  kann  die  Teilung  der  Saite  bei  transversalen  Schwingungen  1dl 
hervoiTufen  und  beobachten. 

Man  unterstützt  die  Saite  ah  (Pig,  226)  in  einem   Punkte  c,  80 

die  Länge  h€  gleich  —  der  L&nge  der  Saite  ist,  z.  B.  J^,  und  hängt 

auf  die  Saite  eine  Anzahl  sogenannter  Reiterchen^  kleiner  leichter  Hlikdh 

von  Papier.    Streicht  man  di 

Fig.  tS6 
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die   Saite  in  der  Nähe  von 
oder   zupft   mau   sie   irgend 
/wisiheu  li  und  c,   so 
die  Reiierehen  tlberali  von 
Saite  abgeworfen,  nur  an  den  Stellen  der  Schwingungsknoten  bei  cf  m 
bleiben  sie  hängen,  ohne  eine  bedeutende  Bewegung  zu  zeigen. 

Es  folgt  daraus,  dafs  die  Saite  sich  in  eine  Anzahl  für  sich  schwing! 
der  Stücke,  oc,  ed^  de,  ch  geteilt  hat,  welche  dui'ch  nicht  bewegte  Paul 
die  Schwingungsknoton ,  getrennt  sind.  Wendet  man  mr»glichst  hv 
Faden  bei  diesen  Versuchen  au,  so  findet  man  die  Lage  der  Knoten,  i 
die  Teilung  der  Saite  genau  der  Theorie  entsprechend,  man  todet  im 

n  —  1   Knotenpunkte,  welche  um  —  der  Saitenlänge  von  den  Eodeii 
Saite  und  von  einander  entfernt  sind 

Der  in  Fig.  226  dargestellte  Versuch  ist  auch  deshalb  intoi 
weil  er  zeigt,  dafs  bei  einer  gespannten  Saite  der  Knotenpunkt  die 
der  Bewegung  für  dieselbe  werden  kann.  Der  Punkt  c  (Fig  226 )  irt  dl 
einen  Steg  xmterstützt,  und  trotzdem  pflanzt  sich  die  Bewegung  durdi  1 
hindurch  auf  den  andern  Teil  der  Saite  fort.  Man  sieht  leicht,  daiJi 
Ausbreitung  der  Bewegung  über  *:  hinaus  durch  die  periodischen  longita 
nalen  Impulse  veranlalst  wird,  die  der  Punkt  c  infolge  der  Bewegung  ' 
Stückes  &c  erfahrt. 
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Die  TeiJTing  der  Saiten  und  die  Entstehung  der  stehenden  Wellen  aus 

loUffferenz  der  fortgepflanzten  und  reflektierten  Wellen  läfst  sich  sehr 

lieh  durch  eine  von  Melde')  zuerst  benutzte  Versuch sanordnung  zeigen^ 

Pche  Ftir.  227  darstellt.     Auf  einem  PuXsbrett  ist  vertikal  eine  gebogene 

^*  I  ',  eine  sogenannte  Stimmgabel  *S  (Flg.  227)  aufgestellt.      Die 

„,.i , :  der  Gabel  trägt  ein  kleines  Hütchen  //,  durch  welches  ein  Seiden- 

KU  gezogen  ist,  welcher  an  dem  in  der  Biegung  der  Gabel  befestigten 

rbel  w  befestigt  ist.    Bas  Hütchen  h  befindet  sich  vertikal  Über  dem  Stiele 

Gabel^  so  daJs,  wenn  die  Gabel  um  den  Stiel  gedreht  wird,  das  in  dem 

tehen   befindliche  Ende   des  Fadens   sich    in   der  Brehungsaxe  befindet, 

i  andere  Ende  des  Fadens  ist  an  dem  auf  dem  Holzstabe  BB  befind- 

lim  Schieber  K  befestigt.    Der  Holzstab  BB  wird  von  dem  hinter  der 

BiBgaWl   befindlichen  Brette  getiagen;   derselbe  ist  dort  auf  eine  Axe 

llaet,  80  dafs  er  in  vertikaler  Ebene  drehbar,  in  jeder  Keigung  gegen  den 

Eliont  festgeklemmt  werden  kann. 

Ut  der  Faden  am  Stabe  horizontal  ausgespannt^  und  ist  die  Stimm* 
lri>  wie  es  die  Figur  zeigt.,  so  aufgestellt,  dafs  die  beiden  Zinken  in  der 
ih  den  Faden  gelegten  Vertikalebene  sich  befinden,  so  sieht  man  bei 

Fl«,  «7. 


besümuten  Spannung  des  Fadens  denselben  in  der  Form  einer  stehen- 
W^jlle  schwingen,  wenn  man  die  Zinken  der  Gabel  in  Schwingung  ver- 
i.    Die  Schwingungen  der  Gabel  kann  man  entweder  dadurch  hervor- 
t  >    man  in   der  Nähe   ihres   obem   Endes   die   Gabel   mit   einem 

I  1!   in  einer  dem  gespannten  Faden  parallelen  Eichtung  streicht, 

*  nan,   in  der  Widse,  wie  wir  es  später  bei  dem  Vokalapparate 

k  'Itx   beschreiben  werden,   die  Zinken  zwischen   die  Arme  eines 

I  netes  stellt,  der  in  rascher  Folge  periodisch  magnetisiert  wird. 

r  :  dieser  stehenden  Schwingung  ergibt  sich  am  einfachsten  folgeuder- 


')  Mttde,  Poggeud.  Ann.  Bd.  CIX  und  CXI. 
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mafsen.  Ist  Fig,  228  ah  der  Faden,  welcher  bei  h  an  der  Stimmg»b« 
befestigt  ist,  so  bewegt  sich,  wenn  die  Gabel  schwingt,  der  BefeBÜgimgii 
punkt  b  zwischen  l>^  und  h^  hin  und  her.  Wenn  sich  der  Punkt  oäch 
bewegt  hat,  ist  der  Abstand  ab^  kleiner  als  die  Lllnge  des  Fadens,  < 
Faden  ist  nicht  mehr  gespannt  und  die  Teile  des  Fadens  sinken  dtiwli  il 
Gewicht  hinab.  Das  Hinabsinken  beginnt  bei  6,  tmd  bei  einer  gewiss 
Spannung  des  Fadens  wird  es  sich  bis  a  fortgepflanzt  haben,  wenn  b  bis 
gekommen  ist.  Geht  nun  b  zurück  bis  6^,  so  verlängert  sich  der  AbsUi 
ah  und  der  Faden  nähert  sich,  indem  die  Teile  desselben  nach  und 
emporgezogen  werden,  wieder  der  geraden  Linie,  die  er  hei  der  angenoi 
menen  Spannung  des  Fadens  erreicht,  wenn  h  in  h^  angekommen  isl  (h 
nun  der  Befestigungspunkt  das  zweite  Mal  von  b^  nach  6,  so  mnJfl 
dann  nicht  mehr  gespamite  Faden  sich  krümmen,  aber,  da  seine  Teilcb 
mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  in  die  Gleichgewichtslage  eintrat« 
jetzt  nach  oben  hin,  und  der  Faden  nimmt  bei  der  vorausgesetzten  Öpi 
nung  die  Lage  ac^h^  an,  wenn  der  Befestigungspnnkt  sich  bis  5,  bewi 
hat.  Geht  h^  dann  wieder  bis  h^  zurück,  se  kommt  der  Faden  wieder 
die  Le^e  ub^.  Es  ergibt  sich  somit,  dafs  der  Faden  eine  ganze  Schwingte 
macht,  wenn  die  Gabel  zwei  Schwingungen  vollführt. 

Flg.  i28. 


Die  Entstehung  der  schwingenden  Bewegmig  der  Saite  bei  dieser  - 
Ordnung  ist  ganz  analog  der  in  Fig.  226  dargesteUten,  denn  auch  Merj 
der  Punkt  h  für  diese  Bewegung  ein  Knotenpunkt,  gerade  wie  dei^J 
den  Steg  gestützte  Punkt  der  Balte  Fig,  226,  und  wie  dort  sind 
hier  die  longitiidinalen  Impulse,  welche  die  schwingende  Bewegung! 
anlassen. 

Vennindert  man  die  Spannung  der  Saite  auf  ^  derjenigen,  ^welche  I 
hei  dem  ersten  Versuche  hatte,  so  pflanzt  sich  die  Bewegung  in  ila 
halb   so  rasch  fort;   da  die  nur  von   der  Bewegung   der  Gabel  abh 
Schwingungsdauer  aber  dieselbe   bleibt,   so  zerlegt  sich  die  Saite  in 
schwingende  Abteilungen,   welche   durch  einen  Knotenpunkt  in  der 
von  einander  getrennt  sind.     Die  Amplituden  der  Schwingungen  sind 
diesen  Yersuchen  so  grofs^  dafs  die  Teilung  der  Saite  in  ihre  Abteiin 
weithin  sichtbar  ist. 

Vermindert  man  die  Spannung  auf  ^  der  anfänglichen,  so  pflanzt  i 
die  durch  die  erste  Schwingung  der  Gabel  erzeugte  Halbwelle  nur  du 
\  der  Saite  fort,   und  der  Faden  zexdegt  sich  infolge  der  Literferem 
von  h  ausgehendf^n  und  von  a  retJektierten  Schwingungen  in  drei  etehei 
Wellen,  deren  jede  |  der  Fadenhinge  hat 

Bei  i  hini^eichend  langen  Fäden  kann  man  die  Teilung  derselben  no( 
beträchtlich  weiter  treiben. 
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Da  die  Anzahl  der  tehenden  Wellen  in  einem  solchen  Faden  der 
lortpflanznngsgeschwindigkeit  der  Bewegung  umgekehrt  proportional  ist, 
m  kann  man  durch  Anwendung  verschiedener  Fäden  von  ungleichem  Quer- 
abiitt  und  verschieden  dichtem  Material  die  Gesetze  der  Fortpflanzungs- 
piehwindigkeit  transversaler  Schwingungen  unmittelbar  anschaulich  machen. 
.  Eine  derartige  Bildung  der  stehenden  Wellen  tritt  nicht  nur  ein,  wenn 
|b  Ebene  der  Gabelzinken  der  durch  den  Faden  gelegten  YertikiJebene 

Eilel  ist,  sondern  auch  wenn  die  Gabel  zu  dieser  Ebene  senkrecht  steht. 
Schwingungen  der  Gabel,  die  dann  senkrecht  zur  Längsrichtung  des 
ns  geschehen,  übertragen  sich  dann  unmittelbar  als  Transversal- 
Mkwingnngen  auf  den  Faden;  bei  der  Kleinheit  der  Exkursionen  der  Gabel 
nttber  denen  des  Fadens  verhält  sich  aber  auch  dann  das  an  der  Gabel 
Ende  im  allgemeinen  wie  ein  Knotenpunkt.  Bei  gleicher  Spannung 
Fadens  ist  aber  in  diesem  Falle  die  Anzahl  der  stehenden  Wellen 
die  doppelte  von  der  bei  der  vorhin  besprochenen  Befestigungsweise. 
Grund  hierfür  liegt  darin,  dafs  jetzt  die  Schwingungen  der  Saite  jener 
r  Oabel  isochron  sind,  indem  jede  Schwingung  der  Gabel  eine  Schwingung 
_  I  Fadens  veranlafst,  während,  wie  wir  vorhin  sahen,  bei  der  andern  Be- 
Mtigungsweise  zwei  Schwingungen  der  Gabel  erforderlich  waren,  um  eine 
tee  Schwingung  des  Fadens  zu  geben.  Ist  demnach  bei  beiden  Be- 
litigungen  die  Spannung  des  Fadens  und  damit  die  Fortpflanzungs- 
^h windigkeit  dieselbe,  so  mufs  bei  der  zweiten  Stellung  der  Gabel  die 
'ellenlange  halb  so  grofs,  die  Zahl  der  Wellen  also  doppelt  so  grofs  sein 
S  bei  der  ersten.  Damit  bei  der  zweiten  Stellung  dieselbe  Anzahl  von 
eilen  entstehe,  mufs  die  Spannung  des  Fadens  viermal  so  grofs  sein  als 
L  der  ersten  Stellung. 

Am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  erwähnten  wir  die  zuerst  von 
isson  angegebene  Beziehung  zwischen  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
r  longitudinalen  und  der  transversalen  Schwingungen  der  gespannten 
iten.;  dieselbe  Beziehung  mufs,  wie  sich  unmittelbar  ergibt,  zwischen  den 
oisversalen  und  longitudinalen  Schwingungszahlen  bestehen. 

Die  Schwingungszahl  einer  longitudinal  schwingenden,  an  ihren  beiden 
iden  befestigten  Saite  ist  allgemein 

N=''  - 


die  transversalen  Schwingungen 
Es  folgt  daraus 


^'  =  i 


—        -        l/ 

N  ""  c  ^  y  ^1 


^  wie  vorhin  d  das  Verhältnis  der  Verlängerung  der  schwingenden  Saite 
Bolge  des  spannenden  Gewichtes  p  zur  Länge  der  Saite,  oder  die  Aus- 
Annng  eines  Stückes  der  Saite  von  der  Längeneinheit  durch  das  spannende 
Bwieht  bedeutet. 

Dieses  von  der  Theorie  geforderte  Besnltat  ist  durch  einen  Versack 
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von  Cagniard  Latour,  den  Poisson  in  seinem  Memoire  snr  les  mouTemei 
des  Corps  61astiques  mitteilt,  bestätigt  worden^). 

Eine  Saite  von  14,8  Meter  Länge  wnrde  einmal  in  lonf^tadinale,  « 
mal  in  transversale  Schwingungen  versetzt,  und  die  SchwingirngBcahleii  I 
stinmit.    Es  fand  sich 

-^  =  0,059  3. 

Die  Verlängerung  d  der  Längeneinheit  der  Saite  ist  gleich  dem  Qi 
tienten  aus  der  Verlängerung  der  ganzen  Saite  a  und  der  Länge  l  derselb 
wir  erhalten  demnach 

«  =  l  {^y  =  14=^,8  .  0,003  513  =  0'°,052. 

Aus  dem  Verhältnis  der  longitudinalen  und  transversalen  Schwingoof 
berechnet  sich  somit  die  Verlängerung  der  Saite  zu  0'°,052  infolge  ( 
spannenden  Gewichtes.    Die  Messung  Cagniard  Latours  ergab 

«  =  0^05, 

eine  Zahl,  welche  sich  nur  um  r^  von  der  berechneten  unterscheidet 

§  141. 

Einflufs  der  Steifigkeit  der  Saiten.  Wenn  man  die  Versuche  IIb 
die  Lage  der  Schwingungsknoten  und  die  Schwingungzahlen  der  Salt 
mit  grofser  Sorgfalt  anstellt,  so  findet  man  besonders  bei  Metallsaii 
merkliche  Abweichungen  des  Resultates  von  der  Theorie.  Diese  Abweichiiiig< 
werden  um  so  gröfser,  je  kürzer  und  dicker  die  Saiten  werden.  Der  Gm 
dieser  Abweichungen  ist  leicht  einzusehen,  er  liegt  besonders  dann,  dl 
die  Saiten  nicht,  wie  es  bei  den  theoretischen  Entwickelungen  voraosgesei 
wurde,  absolut  biegsam  sind  und  nur  durch  die  spannenden  Gewichte  Ebtfl 
cität  erhalten  haben,  sondern  dafs  sie  selbst  an  sich  schon  st«if  sini  1 
wird  also  durch  die  gegenseitige  Anziehimg  der  einzelnen  Moleküle  dies 
schon  eine  gewisse  Gleichgewichtslage  gegeben. 

*)  Poisaon,  Mdraoires  de  TAcad.  royale  de  France.  Tome  VIII.  p.  486.  i 
der  Stelle  dieser  Abhandlung,  wo  dieser  Versuch  mitgeteilt  ist,  hat  sich« 

N*  7  ec         t  /~N'~ 

Verwirrung  eingeschlichen,  da  anzüglich  -j^-  =  Tgg  und  -  -  =  1/  —gesetitii 

Die  erste  Zahl   ist  fehlerhaft,  da  sie  auf  ein  ganz  anderes  Resultat  föhrt,  n 

die  Gleichung  für  -  —  ist,  wie  man  sieht,  falsch.    Da  die  Gleichung  nicht ■ 

der  Angabe  für  -^  auf  a  >=  0,052  führt,  so  habe  ich  letztere  von  Poissooi 

das  berechnete  a  angegebene  Zahl  als  richtig  genommen  und  daraus  -xr  ^ 

7 

rechnet.    Das  so  berechnete  Verhältnis  ist  -ttq" 
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Es  ist  nun  leicht  ersichtlich,  dafs  die  eigene  Steifheit  der  Saiten 
gerade  so  wirkt,  als  wäre  die  Saite  absolut  unelastisch,  aber  durch  ein 
fkirkeres  Gewicht  gespannt  als  das  angehängte  und  in  Rechnung  gezogene. 
Die  Schwingungszahlen  werden  daher  gröfser  sein  als  die  aus  der  Theorie 
abgeleiteten. 

Dieses  Besültat  haben  auch  die  Versuche  N.  Savarts^)  ergeben,  der 
:  68  sich  zur  Aufgabe  gestellt  hatte,  das  Gesetz  aufzusuchen,  nach  wel- 
:  dum  die  Schwingungszahlen  durch  die  eigene  Steifheit  der  Saiten  sich 
F  Isdem. 

»  N.  Savart  befestigte  die  Saiten  an  einem  festen  eisernen  Schraubstock, 
uehdem  er  sie  in  Klemmen  eingeklemmt  hatte,  die  mit  Blei  gefättert 
waren.  Durch  ein  angehängtes  Gewicht  P,  welches  nach  und  nach  geändert 
vnrde,  wurde  die  Saite  gespannt  und  nun  von  der  Saite  ein  Stück  von 
W^fi  Länge  mittels  zwei  weitem  Schraubstöcken  an  seinen  beiden  Enden 
ginz  fest  eingelegt. 

Die  Schwingungszahlen  der  Saite  von  unveränderlicher  Länge  bei  ver- 
idiiedenen  spannenden  Gewichten  wurden  mittels  der  beobachteten  Töne, 
valehe  durch  die  Schwingungen  entstanden,  bestimmt,  und  zugleieh  nach 
ier  Formel 


„_-i..i/-ii£_ji/4*", 

21       V     q  '  s  ^    V     l  '  p 


wenn  wir  mit  p  =i  q  *  l »  s  das  Gewicht  der  schwingenden  Saite  bezeichnen, 
tteoretisch  berechnet. 

Bezeichnen  wir  die  wirklich  beobachteten  Schwingungszahlen  mit  N^ 
10  fand  N.  Savart  in  der  That,  dafs  N  stets  grösser  war  als  n. 

Er  zog  weiter  aus  seinen  Yei*suchen  den  Schlufs,  dafs  die  Differenz 
ivisohen  den  Quadraten  der  Schwingungszahlen  konstant  sei,  oder 

Die  Eonstante  C  soll  nach  Savart  das  Quadrat  der  Schwingungszahl 

welche  der  .Saite  zukommt,  wenn  sie  nur  infolge  ihrer  eigenen  Steif- 
iit  schwingt.    Bezeichnen  wir  die  Scbwingungszahl  in  dem  Falle  mit  fi^^^ 
1*0  Boü  also 

^«  =  n^  +  no^ 
liin, 

Duhamel*)   hat  es  versucht,  diese  von  Savart  aus  seinen  Versuchen 
abgeleitete  Begel  durch  eine  einfache  Betrachtung  theoretisch  zu  erklären. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  n  und  gP  die  Schwingungszahl  und  die 
9|iaimimg  einer  absolut  biegsamen  Saite,  so  ist  nach  dem  Vorigen 


^Ip 

trenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  l  die  Länge  und  p  das  Gewicht 
1er  Saite  bedeutet. 

Hat  man  nun  eine  wirkliche  Saite  von  eben  der  Länge  l  und  dem- 
^Iben  Gewichte  jp,  so  hat  dieselbe  durch  ihre  Steifigkeit  eine  gewisse  Elas- 


*)  N.  Savart.  Ann.  de  chim.  et  de  phys.    IIl.  S^rie.   T.   VI;  auch  Poffffend. 
^im.  Bd.  LVUL 

^  Ihkamdf  Gomptes  rendns.  Tome  XFV.    Poggend.  Ann.  Bd.  LYli. 
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ticität,  vermöge  welcher  sie  ohne  spannendes  Gewicht  eine  Schwmgoognk 
nQ  hat.    Der  absolut  biegsamen  Saite  können  wir  nun  durch  ein  G6widl\ 


eine  Spannung  erteilen,   so   dafs   sie   genau   dieselbe  Bewegung 
welche  bei  der  steifen  Saite  aus  der  Elasticität  hervorgeht  und  bei  der  ii 
Hq  Schwingungen  zurtlcklegt.    In  dem  Falle  hat  man  ftlr  dieselbe 

Fügt  man  nun  zur  Spannung  Pq  der  biegsamen  Saite  noch  die  Sjii 
nung  P^  hinzu,  so  befindet  sie  sich  in  demselben  Zustande  wie  die 
Saite,  wenn  sie  durch  das  Gewicht  P^  gespannt  ist.    Die  Spannung  der  ll 
solut  biegsamen  Saite  ist  dann  aber  g  (P^  +  Pj)  und  ihre  SchwingongsaU 
gegeben  durch 

^-^iPo  +  Pi), 

oder  da  fUr  eine  Saite  von  gegebener  Länge  und  gegebenem  (Gewichte  Jii 
Schwingungszahl  bei  der  konstanten  Spanung  Pq  konstant  ist, 

Ist  es  gleichgültig,  ob  eine  Saite  durch  eigene  Elasticit&t  oder  dank 
ein  angehängtes  Gewicht  eine  gewisse  Spannung  erhält,  so  mnfs  ini 
für  die  steife  Saite,  welche  infolge  ihrer  eigenen  Elasticität  n^  Schwingioga 
vollführt,  die  wirkliche  Schwingungszahl  N  bei  der  Spannung  P  sein 

August  Seebeck^)  hat  indes  nachgewiesen,  dafs  die  letztere 
Duhamels  nicht  strenge  und  nur  fUr  einen  bestimmten  Fall  richtig  ist,  fc 
dieser  Satz  auf  eine  bestimmte  Gestalt  der  schwingenden  Saite  ftthri  Wi 
man  nämlich  auch  durch  ein  Gewicht  P^  der  unelastischen  Saite  diesefti 
Schwingungszahl  geben  kann,  so  läfst  sich  derselben  doch  nicht  im  tl* 
gemeinen  in  allen  Teilen  dieselbe  Bewegung  erteilen,  wie  die  Teile  d« 
steifen  Saite  sie  annehmen.  Zur  Herleitung  der  Savartecben  Regel  darf« 
deshalb  nicht  angewandt  werden,  weil  die  Saiten  in  dem  Versuche  t« 
Savart  nicht  der  Bedingung  entsprechen,  die  aus  dem  Satze  von  DnliuMl 
folgt. 

Die  Savartsche  Begel  darf  daher  auch  nur  als  eine  angenäherte  g«lt«a 

Seebeck  gibt  für  die  Schwingungszahlen  der  steifen  Saiten  eines 

dem  Ausdruck,  den  er  theoretisch  ableitet  und  durch  Versuche  bestitigt 

Für  gewöhnliche  Saiten,  deren  Steifheit  nui*  sehr  gering  ist,  wird  di«* 

Ausdruck  ziemlich  einfach,  nämlich 


.-^(.+-Yzi..), 


worin  n^  die  Schwingungen  der  absolut  biegsamen  Saite  bei  der  SpammBI 
//P,  r  den  Radius,  Z  die  Länge  und  E  den  Elasticitätskoeffioienten  der  Sait^ 
in  den  Einheiten  des  absoluten  Mafssystems,  bedeutet. 

Man   sieht,   wie   das  Verhältnis   der  beiden  Schwingungszahlen  o^ 


')  A,  Suhtcky  Berichte  der  kgL  sächsiBchen  OeBellaohaft  der    _^ 
1846  —  47,  auszi\g\.  von  ^ee\>eck.  ^Y(^^    Oov«^  BeportorioBi.  Bd.  VQL 
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der  mehr  der  Einheit  nähert,  je  gröfser  das  spannende  Gewicht  wird,  oder 

E 
deiner  der  Quotient  der  beiden  Kräfte  — p  ist.    Es  ist  das  zu  erwarten, 

der  Einflufs  der  Steifheit,  also  der  eigenen  Elastieität  der  Sait^,  um  so 
ir  zurücktreten  mufs. 

§  142. 

TransversalBohwingnngen  von  Stäben.  Wenn  man  irgend  einem 
tuschen  prismatischen  oder  cylindrischen  Stabe  eine  Biegung  erteilt 
l  ihn  dann  sich  selbst  überläfst,  so  gelangt  derselbe  in  stehende  Schwin- 
igen.  Auch  in  diesem  Falle  können  wir  die  stehenden  Wellen  als  ein 
ultat  der  mit  einander  interferierenden  nach  entgegengesetzter  Richtung 
i  fortpflanzenden  an  den  beiden  Enden  reflektierten  Wellen  betrachten. 

Die  Schwingungsdauer  solcher  Stäbe  läfst  sich  demnach  ebenso,  wie  die 
wingungsdauer  der  stehenden  Wellen  bestimmen,  oder  wir  haben  wieder 

im  §  127.  Wir  haben  hier  indes  die  Gröfse  k  etwas  anders  zu  be- 
im en,  da  wir  es  hier  nicht  mit  der  Bewegung  von  Punktreihen,  wie  in 

bisherigen  Fällen  zu  thun  haben. 

Sei  ah  (Fig.  229)  ein  Stab,  der  an  seinem  Ende  b  durch  ein  Gewicht 
ogen  wird,  so  sahen  wir  früher  im  zweiten  Abschnitte,  dafs  die  Biegung, 
Abstand  hh\  abhängt  von  der  Gröfse 

Gewichtes,  ferner  der  Länge,  Breite     ^  **'      \ 

[  Dicke  des  Stabes.    Setzen  wir  den-      ^"^"^^^^^^^^^T^"'^^"^"^ 
«n  als  prismatisch  voraus  und  setzen  "'  ~ ----^-^^        / 

seine    Länge    gleich   Z,    die   Breite  '^S 

.ch  ß  und  die  Dicke  gleich  //,  so  war, 
m  wir  das  biegende  Gewicht  mit  P  bezeichnen^), 

r   die  elastische  Kraft  //P,   welche  den  gebogenen  Stab  in  die  Gleich - 
riehtslage  zurücktreibt, 

ffP=    ^-    ^^3-.  66, 

rin,  wie  immer,  E  den  Elasticitätskoefficienton  des  Stabes  in  den  Ein- 
ken des  absoluten  Mafssystems  bedeutet. 

Da  die  elastische  Kraft  der  Biegung  proportional  ist,  so  folgt,  dafs 
'  einmal  gebogene  und  dann  sich  selbst  ttberlassene-  Stab  um  a**'«« 
dchgewichtslage  isochrone  Schwingungen  vollführen  wird; 

Nennen   wir    die   bewegende   Kraft  bei   einer   Biegur'-     ^"^ 
«=»  1  ist,  /7p,  so  haben  wir 

gP  =  gP'  hh\ 
E    ßh* 


gP  -    4       ^. 


*)  Man  sehe  §  53. 
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§  tl 


Dies  ist  somit  die  Kraft,  welche  den  gebogenen  Stab  von  der  Läng«! 
wieder  in  die  (ileicbgewicbtslage  zurückzufübren  sucbt,  wenn  das  finde] 
sieb  im  Abstände  1   von  der  Gleichgewicbtslage  befindet.    Diese  Kraft  tsj 
arn  Ende  b  angebmcht.    Um  nun  die  öebwingmigsclatier  des  SUbes  m  < 
halten,  haben  wir 

wo  ^  die  besühleunigende  Kraft  der  Bewegnng  bedeutet,  also 

m 

ist,  wenn  fti  die  bewegte  Masse  bedeutet.     Bezeichnen  wir  die  Masse  j 
Htabes  mit  m\  so  werden  wir  haben 

m  =^  f  *  m\ 

worin  /'  eine  Konstante  bedeutet;  denn  nm  die  beschleunigende  Kraft 
erhalten,  müssen  wir  für  m  die  im  Punkte  b  anzubringende  Masse  einseü 
welche  dort  die  Masse  des  Stabes  ersetzt^  da  die  Kraft  p  im  Punkte  b  afl-l 
greift.  Diese  Masse  ist  aber  jedenfalls  derjenigen  des  Stabes  proportianalJ 
Für  die  bescbleuDigende  Kraft  der  Bew^egnng  erhalten  wir  somit 

BeÄeichnen  wir  das  specifische  Gewicht  des  Stabes  mit  s\  so  habea  wid 

und  somit 

Afl*   's 
und  daraus  für  die  Schwingimgsdauer  eines  solchen  Stabes 

h 


k^ 


T  = 


^^  =  A 


Vi' 


wenn  wir  setzen 


Für  die  Schwingungszahlen  der  Stäbe  erhalten  wir  daraus 


N^ 


T 


Ä'' 


h 

l* 


Derselbe  Ausdruck  gilt  für  eylindrische  Stäbe,  wenn  wir  anst-att  d« 
Bieke  /*    den    Radius  r    derselben   einsetzen,  jedoch    wird    dann   die  Köd^ 
stante  Ä'  eine  andere,  wie  sieb  aus  dem  Ausdrucke  ergibt,  den  wir  filr  jf/ 
erbalten,  wenn  wir  anstatt  parallelepipediacber  Stäbe  cjlindriscbe  StaW  än-| 
wenden. 

Wir  haben   diesen  Ausdruck   zunächst   entwickelt  unter  der  VorwsH 
Setzung,   dafs  der  St^b   an  seinem    einen  Ende   fest   sei,   inde^i  ergibt  di«j 
Thiiurio  der  Elastii-itilt,   dafs  er  auch,  mit  verschiedenen  Werten  van  ij 
Jtig  ist,  im  Falle  beide  Enden  fest  oder  frei  sind,  da  der  Ausdruck  ftr^l 
Lln  den  Fnllen  nur  durch  andere  KonHtvmtpn  nntersi'h«*idf*f 
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»rgibt  sich  daraus,  dafs  allgemein  die  Schwingnngszahl  elastischer 
m  Quadrate  ihrer  Länge  umgekehrt  proportional  ist,  während  sie 
e  derselben  oder  dem  Badius  derselben  direkt  proportional,  von 
e  derselben  jedoch  unabhängig  ist. 

ide  wie  wir  bei  den  longitudinalen  Schwingungen  nun  eine  Beihe 
n  unterscheiden  mufsten,  je  nach  der  Befestigungsweise  des  Stabes, 
lier  wieder. 

können  jedoch  hier  nicht  wie  in  den  frühem  Fällen  die  Schwin- 
len  und  Teilungen  der  Stäbe  theoretisch  ableiten,  sondern  müssen 
ligen,  die  von  Euler,  Poisson,  Cauchy,  Seebeck  u.  a.,  teils  theoretisch, 
•erimentell  erhaltenen  Besultate  mitzuteilen.  Wir  unterscheiden 
Fälle  ^). 

"^in  Ende  des  Stabes  ist  frei,  das  andere  fest,  der  Stab  schwingt 
nzen  Länge  nach  hin  und  her,  er  bildet  eine  halbe  stehende  Welle, 
iter  Annahme  eines  cylindrischen  Stabes 


Jvr=o,28-^--]/|^- 


Beide  Enden  des  Stabes  sind  fest,   oder  beide  Enden  des  Stabes 
;  die  Zahl  der  langsamsten  Schwingungen  wird  in  beiden  Fällen: 


J^=l,78^.]/- 


Es  kann  femer  das  eine  Ende  des  Stabes  auf  eine  Unterlage  go- 
len  und  das  andere  ganz  fest,  in  einen  Schraubstock  eingeklemmt 
oder  ganz  frei  sein.  In  beiden  Fällen  erhält  man  für  die  lang- 
Schwingungen,  welche  der  Stab  vollführen  kann. 


N=  1,23 


,'Y? 


Schliefslich   können  beide  Enden   des  Stabes   nur   aufgelegt   sein, 
für  die  langsamsten  Schwingungen 

N  =  0,785  J,  '  y^  . 
beek  vereinigt  die  Ausdrücke  fUr  alle  diese  Fälle  in  fiolgenden*) 

inn  nur  e  seinen  Wert  von  einem  Falle  zum  andern  ändert,  und 

»,596  86,  wenn  ein  Ende  des  Stabes  fest,  das  andere  frei  ist, 
,505  62,  wenn  beide  Enden  des  Stabes  fest  oder  frei  sind, 
,249  87,  wenn  ein  Ende  aufgelegt,  das  andere  fest  oder  frei  ist, 
,  wenn  beide  Enden  des  Stabes  aufgelegt  sind. 

mson,  M^moires  de  TAcad.  de  France.  Tome  VIII.  p.  484  ff. 

mdty,  Exerc.  de  Math.  Tome  III.  270  ff. 

^ck ,  Berichte  der  kgl.  sächs.  Gesellschaft  der  WisseDSchaften  1846— 

Dove,  Rep.  Bd.  VIII.  p.  46. 

tbeek,  a.  a.  0. 
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In  allen  diesen  Fällen  können  noch  eine  Reihe  von  Schwingimgsa 
auftreten,  die  alle  häufigem  Schwingungen  der  St&be  entsprecliai; 
Stäbe  zerlegen  sich  dann  in  eine  Reihe  selbständig  schwingender  1 
welche  durch  Knotenpunkte  von  einander  getrennt  sind. 

Seebeck  gibt  folgende  Tabelle  der  Werte  von  e  in  allen  vier  FS 
1.  Fall.     Das   eine  Ende   des  Stabes   ist   fest,   das   andere  frei. 
Reihenfolge  der  Schwingungszahlen  ergibt  sich  ans  den  Werten 


.f  =  0,596  86;  1,49418;  2,600  25;  3,4999 -— 


2 


Wie  man  sieht,  werden  die  Schwingungszahlen  eines  gegebene  Sl 
von  der  Länge  l  und  dem  Redius  r  von  der  dritten  an  dargestellt  dur 


N 


-(i^r 


Filr  w  =  1  und  w  =  2  weichen  die  Schwingungszahlen  hiervoi 
indem  die  hiernach  berechneten  Zahlen  für  w  =  1  zu  klein ,  fllr  n  = 
grofs  werden. 

2.  Fall.  Die  beiden  Enden  des  Stabes  sind  entweder  fest  oder 
Die  Schwingungszahlen  ergeben  sich  aus  den  Werten 

s  =  1,505  62;  2,499  75;  3,5001;  4,500  0 "**V  ^  * 

Setzen  wir  also  für  die  langsamsten  Schwingungen  n  =  1 ,  so  w< 
auch  hier  die  Schwingungszahlen  eines  gegebenen  Stabes  dargestellt  ^ 


^-(--±i)'. 


jedoch  ebenfalls  erst  von  der  dritten  Schwingungszahl  an,  und  zwar  hj 
genauer,  je  weiter  man  in  der  Ordnung  der  Schwingungszahlen  aufsl 
3.  Fall.  Ist  das  eine  Ende  des  Stabes  aufgelegt,  das  andere  ganz 
oder  ganz  frei,  so  ergibt  sich  die  Reihe  der  Schwingungszahlen,  wenn  1 
eingesetzt  wird 


4»+  1 


worin  wieder  n  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  bedeutet,  und  ftr 
langsamsten  Schwingungen  n  =  1  zu  setzen  ist.  Für  diese  gaben  wii 
E  =  1,249  8;  man  sieht,  wie  schon  dieser  Wert  nur  äufserst  wenig 
dem  nach  der  Formel  berechneten  abweicht. 

4.  Fall.  Sind  beide  Enden  des  Stabes  einfach  aufgelegt,  so  eigibi  i 
die  Reihe  der  Schwingungszahlen,  wenn  wir  für  die  langsamsten  £  «=  1 ' 
für  die  folgenden  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  einsetzen,  also  i  ^ 
Die  Schwingungszahlen  verhalten  sich  also  wie  1 ,  4 ,  9  •  •  •  • 

In  diesem  Falle  erhält  also  die  Gleichung  für  die  Schwingnngsflä 
ihre  einfachste  Gestalt,  sie  wird 


4J« 

worin  nach  unA  nacVi  %t  n  ÄV^'^et^Ä  \^^^^ •  •  einsueteaB  «ad 
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Die  Schwingongszahlen  eines  und  desselben  Stabes  können  also  sehr 
tiieden  sein,  je  nach  der  Art  seiner  Befestigung;  setzen  wir  die  lang- 
en Schwingungen  bei  der  ersten  Befestigungsart  gleich  1,  so  erhalten 
Is  Schwingungszahlen 

1.  Fall  .1;  6,26;  17,54;  34,38;  56,84; 

2.  „         6,36;     17,54;  34,38;  56,84;  84,91; 

3.  „         4,38;     14,21;  29,50;  50,70;  77,22; 

4.  „         2,807;  11,23;  25,26;  44,91;  70,17. 

Um  aus  dieser  kleinen  Tabelle  die  wirklichen  Schwingungszablen  zu 
en,  haben  wir  bei  cylindrischen  Stäben  dieselben  nui'  mit 

0,366  24  ♦  TT  .  r      l/^ 

iltiplicieren. 

iuch   die  Schwingungszahlen   parallelepipedischer  Stäbe   können  wir 

auf  dieselbe  Weise   erhalten,   wir  haben  in  die  Formel  anstatt  des 

h 
s  r   des   Cy linders  nur   -yf-  einzusetzen,  wenn  wir  wie  vorhin  mit  h 

icke  der  Stäbe  bezeichnen^). 

Die  gröfsem  Schwingungszahlen  haben  auch  hier  ihren  Grund  in  einer 
lg  der  Stäbe  in  eine  Anzahl  stehender  Wellen,  indes  teilen  sich  hier 
iäbe  nicht  in  eine  Anzahl  gleicher  Teile,  sondern  die  Endglieder  sind 
lieden  von  den  Abständen  der  Knoten  im  Stabe  selbst.  Die  Lage  der 
aen  Knoten  läfst  sich  indes  ebenso  berechnen,  wie  die  der  Schwingungs- 
i.  So  findet  Seebeck  z.  B.  für  die  Entfernung  der  Knoten  von  den 
:en  Enden  eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes: 

des  ersten        des  zweiten        des  dritten        des  m  -  ten 
1,322  4,982  0  9,000  7  4m  —  3 


4n  +  2  4n  +  2  4n  +  2  4n  +  2 

3ei  der  langsamsten  Schwingung  bilden  sich  also  zwei  Knoten,  die  um 
2  von  den  Endep  liegen  und  um  0,551  6  der  Stablänge  von  einander 
nt  sind.  Bei  der  zweiten,  schnellem  Schwingung  bilden  sich  drei 
n,  einer  in  der  Mitte,  wie  sich  aus  dem  Ausdruck  für  den  zweiten 
n  ergibt,  der  für  den  Abstand  von  dem  nächsten  freien  Ende  0,498 
,  die  beiden  andern  sind  um  0,132  von  den  Enden  des  Stabes  entfernt. 
3r  dritten  Schwingungszahl  bilden  sich  vier  Knoten,  welche  um  0,0944 
^,355  8  von  den  Enden  des  Stabes  entfernt  sind.  Der  Abstand  der 
i  mittlem  Knoten  ist  0,288  8  und  der  mittlem  von  den  äufsem  0,261 4. 
n  dem  folgenden  Falle  bilden  sich  fünf  Knoten,  deren  Lage  sich  eben- 
rechnen  läfst  und  so  fort. 

fan  kann  diese  theoretischen  Resultate  experimentell  nachweisen, 
lie  Schwingungszahlen  mit  den  angegebenen  übereinstimmen,  werden 
1  nächsten  Abschnitte  zeigen. 

)ie  Lage  der  Knotenpunkte  läfst  sich  am  besten  auf  einem  dünnen 
in  von  ziemlicher  Breite  und  Länge  bestimmen.     Strehlke*)  wandte 


Cauchy  a.  a.  0. 

StrMke,  Poggend.  Ann.  XXVII.    Dove,  Bepert.  Bd.  III.  p.  111. 
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lU 


Stahlsmbe  von  1°*— 1%3  Länge,  12—15  Millimeter  Breit«  und  4  Milli-I 
tueter  Dicke  an  und  bestreute  sie  auf  der  obern  Flache  nach  dem  Vorgaug^I 
von  Chladni*)  mit  fcrocknem,  staubfreiem  Saud.  Der  Sand  wird  von  deul 
schwingenden  Stellen  des  Stabes  fortgeworien  und  an  den  rnbenden  Stelkal 
angesammelt^  so  dafs  man  dadurch  die  Lage  der  Knoten  sichtbar  machtioj 
kann.  Man  spannt  diese  Stäbe  zwischen  zwei  konischen  Spitzen  aaj 
Stelle  zweier  Knoten  ein  und  bringt  die  Stäbe  durch  Anstreichen  mitf 
Violinbogen  in  Sohwingung»  Der  Sand  wandert  dann  nach  den 
linien  hin  und  bleibt  dort  in  Ruhe, 

Die  Knoten) in ien  stellen  sich  als  feine,  zur  Längsaxe  des  Stabes  i 
rechte  Linien  dar,  und  ihre  Lage  ist  nach  den  Messungen  von  St] 
genau  der  Theorie  entsprechend . 

In  seiner  Abhandlung  Über  die  Bewegung  elastischer  Körper 
Poisson  auf  die  einfache  Relation  auch  der  transversalen  und  longiti 
nalen  Schwingungen  von  Stäben  aufmerksam,  wenn  sie  ihre  langsmnsteil 
Schwingungen  vollführen*),  Ist  der  Stab  an  beiden  Enden  frei  oder  fesl^l 
so  haben  wir  i1lr  die  Zahl  der  transversalen  Bchwingimgen 


^        f*«r     -x/E 


Für  die  longitudinalen  Schwingungen  der  langsivinsten  Art  hatfceal 
§  138 


^■-IrV^ 


Man  erhält  demnach 


—  ^^^^j^  -  =  3,0608  y  - 

F,  Savart  hat   durch  Versuche  diese  von  Poisson   zuerst  aufgeÄt« 
Relation  nachgew^ienen.     Es  wurden  die  longitudinalen  Schwingungen  eil 
nahezu    1™  langen  cylindrisrhen  homogenen  Stabes  beobachtet  und  da 
die  transversalen  Scbwingimgen  eines  Stückes  des  Stabes,  welches  g«i 
\  der  Länge  des  Stabes  betrug.    Die  Schwingungszahlen  wurden  nacb  rfwl 
im  nächsten  Abschnitte  auseinander  zu  setzenden  Methoda  aus  den  Töfl«| 
der  Stäbe  bestimmt. 

Um  vergleichbare  Zahlen  zu  haben,  wurde  dann  die  beobachtet«  Zitil 
der   longitudinalen  Schwingungen    des   ganzen  Stabes    mit  8   nmltiplicieft^l 
wodurch   man  die  Schwingungszahl  eines  Achtel  des  Stabes  erhielt.    Am 
diesen  Zahlen  wurde  dann  nach  obiger  Gleichung  die  Schwingungsxahl  (J«^| 
transversalen  Schwingungen  berechnet  und  die  so  berechnete  Zahl 


i\r 


=  3,5608  y  '  K 


mit  der  beobachteten  Schwingungszahl  verglicht*n.     Die  Resultate  der  Ver  , 
suche  sind  folgende*'): 

1)  Chladni,  Entdeckuugen  zur  Theorie  dee  Klanges.     Leipidg  1787. 
')  F&isson,  Mcmoires  de  l'Acad.  de  France,    Tome  VllL  p,  486. 
^  Poisson,  Mt^moireB  de  rAcad.  de  France.    Tome  VUL  p.  487. 
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1                       Stab  von 

N 
beobachtet 

N 
berechnet 

Differenz 

r     ?  =  i  .  0,826 

Messing r  =  2™°»,4 

[N'  =-  17066 

f     Z  «  i  .  0,826 
Kupfer  .  .  .      .   {    r  —  l°»»,7 
liV«  18432 

Eisen r  *»  2°«>,26 

Ij^'  —  22767 

1422 
1067 
1843 

1415 
1082 
1842 

—  7 
+  15 

—  1 

Die  Differenzen  zwischen  Bechnung  und  Beobachtung  sind  so  klein, 
dafo  sie  Yollkommen  innerhalb  der  Grenzen  der  unvermeidlichen  Beobach- 
tongsfehler  liegen. 

§  143. 

Transversale  Sohwingxingen  von  Platten.  Chladnis  Klangflguren. 

Wenn  man  eine  dünne  Platte  von  Glas  oder  Metall  oder  eine  an  ihrem 
umfange  durch  Gewichte  gespannte  Membran  anschlägt  oder  an  ihrem 
Bande  streicht,  so  kann  man  dieselbe  ebenso  wie  Streifen  oder  Stäbe  in 
stehende  Schwingungen  versetzen.  Eine  theoretische  Ableitung  dieser 
Schwingungen  aus  den  Principien  der  Wellenbewegung  ist  uns  hier  nicht 
möglich,  ja  dieselbe  ist  überhaupt  erst  nur  für  einige  specielle  Fälle  er- 
zieht worden.  Die  Bewegungsgesetze  von  Membranen  sind  zuerst  von 
Poisson  entwickelt  worden*)  und  ebenso  hat  derselbe  eine  Theorie  der 
Schwingungen  kreisförmiger  Platten  entwickelt.  Kirchhoff^)  hat  indes  von 
der  letztere  nachgewiesen,  dafs  sie  nicht  in  allen  Punkten  richtig  ist  und 
•a  Stelle  der  Poissonschen  eine  neue  Theorie  der  Schwingungen  kreisförmiger 
Ratten  gegeben.  Wir  werden  die  Resultate  der  Kirchhoffschen  Theorie 
laehher  mit  den  Versuchen  zusammenstellen. 

Eine  Membran,  wie  z.  B.  das  Fell  einer  Pauke,  kann  entweder  als 
Ganzes  schwingen,  oder  sich  in  schwingende  Teile  zerlegen,  welche  dann 
doreh  ruhende  Linien,  Enotenlinien  von  einander  getrennt  sind.  Eine  Platte 
kann  niemals  als  Gkinzes  schwingen,  sondern  zerlegt  sich  immer  in  mehrere 
dnreh  Enotenlinien  getrennte  schwingende  Teile.  Theorie  und  Versuche 
beweisen,  dafs  die  Teilung  der  Platten  höchst  mannigfaltig  sein  kann. 

Um  die  Teilung  der  Platten  zu  erkennen,  bedarf  es  nur  der  Kenntnis 
der  Knotenlinien,  da  jeder  von  solchen  umgebene  Teil  der  Platte  für  sich 
schwingt,  nnd^um  diese  sichtbar  zu  machen,  wandte  Chladni  das  vorhin 
fichon  erwähnte  Mittel  an.  Er  bestreute  die  zu  imtersuchenden  Platten  mit 
tiocknem  staubfreiem  Quarzsand,  der  dann  von  den  schwingenden  Teilen 
der  Platte  fortgeworfen  wird  und  sich  auf  den  ruhenden  Stellen,  den 
Knotenlinien,  ansammelt.  Es  entstehen  so  auf  der  Platte  regelmäfsige 
Kguren,  welche  von  Chladni  Klangfiguren  genannt  sind.' 

')  Pai$$on,  M^moires  de  TAcad.  de  France.    Tome  VIU.  p.  499  ff. 
*)  Kirchhoff ^  Grelles  Journal  f.  Mathematik  Bd.  XL.  Man  sehe  anch  Clebsch, 
Slatticittialahre.  p.  264  ff. 
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Um  die  Platten  in  Bchwingimgen  zu  versetzen^  befestigt  man 
ihrer  Mitte  oder  an  ir^'end  einer  andern  Stelle  niit  der  von  Strehlke') 
gegebenen  Gabel  (Fig.  230),  mdem  jnan  sie  mittels  der  Sclii*au!je  zwisehea  ' 
die  beiden  mit  Tueb  überbundonen  K5pfe  k  und  5  befestigt.  Die  über  1 
diese  Köpfe  gebimdenen  TucbstLickcben  müssen  zuweilen  erneuert  werden,! 
damit  die  Samlkfimebeii,  welcbe  sieh  an  dem  Tuehe  anlegen,  die 
nicht  ritzen.    Die  Platte  wird  dann  mit  einem  mit  Kolophonium  verseh 

Violinbogen  am  Rande  gestr 
und  zugleich  an  irgend  e 
dem  Stelle  mit  dem  Finger  fest-] 
gehalten.'    Der  Bogen  mufs  senk- 
recht am  Kande  der  Scheibe  h«ral^  I 
geführt  und  das  Streichen  so  hmp 
fortge setzt  werden,  bis  keine  ver- 
einzelten Sandkümehen  mehr  anf| 
der  Scheibe  Hegen,   sondern 
sieh   in   die   einzelnen  Linien 
Klangbgur  begeben  haben. 

Um  die  Figuren  mugliehst  9 
zu  erlialten,  darf  man  nur  vtmA 
Sand  auf  tue  Platte  streuen^  da  sonst  1 
die  einzelnen  Linien  zu  breit  nnd  dio 
Figuren  dadurch  ungenau  werden. 
Die  Knotenlinien  bezeichnen  die  Grenzen  der  Teile,  welche  gleichzeitig  1 
nach  entgegengesetzten  Richtimgen  schwingen;  es  geht  daraus  hervor,  dafsj 
die  Figur  derselben  die  F*latte  im  allgemeinen  in  eine  gerade  Anzahl  vottl 
Teilen  zerlegen  miüs,  da  die  entgegengesetzten  Schwingungen  immer  paar-  [ 
weise  auftreten  müssen. 

Die  Scbwingungszahlen  verschiedener  Platten,  wenn  sie  in  bestimintea  1 
Abttiilungen  schwingen,  lassen  sich  nur  experimentell  aus  den  durcb  diB  I 
Schwingungen  hervorgerufenen  Tönen  bestimmen.  Aus  den  Versuchen  bii  1 
sich  folgendes  Gesetz  ergeben.  Wenn  zwei  Platten  verschiedener  GrÖfwfj 
und  verschiedener  Dicke  dieselbe  Klangtigur  zeigen,  also  in  gleicher  Weise 
abgeteilt  werden,  so  sind  die  Schwingiiugszahlen  der  beiden  Platten  «leuj 
Dicken  derselben  dii^ekt,  dem  Flächeninhalt  derselben  aber  umgekehrt  pro- 
portional, oder 

N  q'       d 


Sind  die  Platten  kreisförmig,  so  ist 


demnach  auch 


N 


d 


Die  Schwingungr^zablen  sind  den  (Quadraten  der  Radien  mügekebitl 
proportional.  Dit^s  Gesetz  schliefst  das  folgende  ein.  Die  Bchwingtuigs*! 
xahlen  von  Platten,  welche  einander  ahnlich  sind,  dag  heilst  bei  denen  diel 


^^^^^tftMkt^  Poggend.  Ann.  Od,  IV. 


Jü« 
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ogon  DimeasionGn  alle  in  demsolben  Yerhllltnisse  stohoa»  verliallen  sich 

©icber  Teilung  der  Platten  umgekehrt  wie  die  homologen  Diuionsiiinon, 

Hch  hei  kreisnmden  Platt-en  z,  B,  der  Radius  der  einen  l^latto  r, 

m  a  '  r,  und  ebenso  die  Dicke  der  einen  dy  der  andern  a  •  dy  ao 

ük  dem  Gesetze  in  der  ersten  Fassung 

^m  JV q'   f*  d      _  a 

^■man 


H  od         1 

sieht,  ist  das  der  mathematisahe  Aii9(V<ick  für  die  aus  dein 
ttze  gezogene  Folgeinang. 
[betrachten  wir  zunächst  kreisninde  homogene  Platten,  man  nimmt  zu 
ersuchen  am  besten  solche  von  Glas  oder  Metall,  so  ergibt  fiir  diesö 
heorie  von  Kirchhoff,  dal's  in  ihnen  eine  grofse  Zahl  verschiedener 
Igen  möglich  sind,  die  sich  in  drei  Gruppen  ordnen  lassen.  Entweder 
ich  die  Platte  in  eine  Reihe  konzentrischer  Zonen,,  oder  in  eine  stets 
B  Anzahl  von  gleich  grofsen  Sektoren,  welche  durcli  diametrale  Knnten- 
Vi>n  einander  getrennt  sind^  oder  endlich  beide  Teilimgsarten  treten 
zeitig  auf. 


Fig,  23 J. 


lue  diese  Teilungsarten  hat  schon  Ohladni  henbachtet;  um  sie  hervor* 
Igen^  klemmt  man  eine  kreisförmige  Platte  in  der  Mitte  oder  in  emein 
a  Punkte  ein  und  berühil  sie  aufberdem  an  einem  oder  mehreren 
;en  und  streicht  dann  in  einiger  Entfernung  von  den  Berührungs- 
en,  Fig,  231  zeigt  eine  Reihe  solcher  Figui*en.  Die  Einklemmungs- 
e  sind  in  allen  einzelnen  Figuren  mit  a  bezeichnet,  der  Punkt,  an 
iie  Platte  zu  streichen  ist,  mit  ?>,  und  die  Berührungspunkte  mit  c. 
nt  man  die  Platte  in  der  Mitte  ein,  so  erhält  man  stets  eine  radikale 
(231  cf  tmd  ß)  je  nach  der  Anzahl  der  beiührten  Punkte  mit  2  oder 
'chmessern;  klenmit  man  die  Platte  exzentrisch  ein  und  berührt  keinen 
;  des  Randes,   so  erhalt   man  Kreise   ohne  Durchmesser  (Fig.  231}^ 

). 

Bei  der  theoretischen  Behandlung  der  Frage  gelangt   inan 
lung  dfn*  Dm*chmesser   der  Knotenkreise  zu  einem   Ait 
rischer  Wert  wesentlich  von  dem  Werte  des  von  uns 
Yerhältoissefi    der   Querkontraktioa   zur   Lftngendili 


i 


*  ■— 
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Setzen  wir  dieses  Verhältnis  der  Wertheimschen  Annahme  gemftfs  ^eich  {y 
welche  Annahme,  wie  wir  sahen,  der  Wahrheit  im  allgemeinen  ütmlkli 
nahe  kommt,  so  erhält  man  nach  Kirchhoff  ftlr  den  Durchmesser  des  Knoto- 
kreises  (Fig.  231^)  den  Wert  0,679  411  des  Scheihendurehmessers.  Niek 
Messungen  von  F.  Savart,  an  drei  Scheiben  ausgeftOirt,  die  Poisson  in  i 
oben  erwähnten  Abhandlung  mitteilt,  fand  sich  derselbe 

0,6819;  0,6798;  0,6812 
des  Scheibendurchm^sers.    Strehlke  fand  bei  zwei  äufserst  sorgfUtig  gi- 
arbeiteten  Glasscheiben  nach  der  Angabe  Eirchhoffs 

0,6792;  0,6782, 
Zahlen,  welche  mit  der  Theorie  sehr  nahe  übereinstimmen. 

Die  Figuren  231  e  und  t  zeigen  die  beiden  Teilungsarten  gleicfaittti^ 
Für  den  Durchmesser  des  Knotenkreises  (Fig.  231  £)  gibt  die  Theorie  da 
Wert  0,780  88  des  Scheibendurchmessers;  Strehlke  fand  bei  den  beidra«^ 
wähnten  Scheiben 

0,7811  und  0,7802. 

Für  den  Durchmesser  des  Knotenkreises  (Fig.  231 J")  ergibt  die  Theorii 
den  Wert  0,822  74,  Strehlke  fand  denselben  an  drei  weniger  sorgföltigik 
die  vorigen  gearbeiteten  Scheiben  zu  0,79;  0,81;  0,82  des  Scheibendoitb- 
messers. 

Die  Figuren  23  li/  und  ^  zeigen  häufig  vorkommende  Verzemmgoii 
welche  an  nicht  ganz  homogenen  Platten  auftreten,  wenn  man  sie  b^  • 
einklenunt  und  bei  h  anstreicht,  während  die  Punkte  c  berührt  werden. 

Aufser  den  gezeichneten  können  noch  viele  Figuren  hervorgebracht  w»- 
den,  Ohladni  ^)  gibt  in  seiner  ersten  Mitteilung  80  an,  dieselben  sind  aber  alb 
aus  Kreisen  und  Radien  zusammengesetzt  oder  Verzerrungen  solcher  Figam. 

Aus  der  Theorie  sowohl  als  aus  den  Versuchen  ergibt  sich,  daCs  die 
Anzahl  der  Schwingungen  mit  der  Anzahl  der  Teile,  in  welche  sich  die 
Platte  teilt,  in  einem  sehr  komplicierten  Verhältnisse  zunimmt.  Die  lu^ 
samsten  Schwingungen  vollfUhrt  die  Platte  bei  der  Teilung  Fig.  231ff,  daai 
folgt  Fig.  231  y,  231  ft  231  e,  231  ?,  231  d.  Folgende  kleine  Tabelle  eil- 
hält  die  Schwingungszahlen,  jene  der  langsamsten  gleich  1  gesetzt  ftr  die 
angegebenen  und  noch  einige  andere  Teilungen  nach  der  Theorie  t« 
Kirchhoff  und  nach  den  Versuchen  von  Chladni  zusanmiengestellt  D* 
erste  mit  K  überschriebene  Kolumne  enthält  die  Anzahl  der  KnotenkraM^ 
zu  welcher  die  in  den  übrigen  Spalten  angegebenen  Schwingungszahlen  p* 
hören,  wenn  die  Knotenkreise  von  der  über  jeder  Spalte  angegebenen  AffliU 
von  Durchmessern  durchschnitten  werden. 

Tabelle  der  Schwingan^szahlen  kreisförmiger  am  Bande  freier  PUtUi. 


K 

ohne  Durchmesser 

mit  1  Durchmesser 

mit  2  Durchmessern 

mitSDarchmeiiaflj 

1      beob.      1    bercohn. 

beob. 

berech  D. 

beob. 

beiechn. 

boob. 

b«id& 

0 
1 
2 

0       '         0 
1,587         1,681  + 
6,348  +  i  7,126  + 

0 
3,563 
10,079  + 

0 
4,000  — 
11,313  + 

1 

5,993 

1 
6,726 

2,245 
9,613  — 

2,378 
10,071- 

^)  Chladni,  Entdeckungen  zur  Theorie  des  Klanges.  Leipng  1787.  l'^^l 
ttach  StrMke,  Poggend.  Ann.  Bd.  IN .  Soowrt^  Ann.  de  chim.  et  de  piqfi.  T.IIIVL| 
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)  Schwingangen  wurden  in  später  zu  besprechender  Weise  aus  den 
•estimmt^);  die  in  der  Tabelle  angegebenen  Zahlen  sind  diejenigen 
Chladni  angegebenen  Töne;  auch  Kirchhoff  gibt  statt  der  Zahlen 
e  an,  und  die  Zeichen  -f~  ^^^^  —  neben  den  Zahlen  deuten  an, 
wirklich  beobachtete  Ton  oder  der  der  genauen  Schwingungszahl 
hende  Ton  etwas  höher  oder  tiefer  ist  als  die  in  de^  Tabelle  an- 
m.  Die  Zahlen  stimmen  allerdings  nicht  besonders  überein,  indes 
al  die  Bestimmung  der  Töne  mit  einiger  Schwierigkeit  verknüpft, 
er  beruht  auch  hier  die  Rechnung  auf  der  Voraussetzung  ^  ==  -J^, 
b  vollständig  genau  ist. 

)  Schwingungen  nicht  kreisförmiger  Platten  lassen  sich  bis  jetzt  nur 
3ntell  bestimmen;  die  Teilungen  quadratischer  Platten  und  damit 
denselben  entstehenden  Knotenlinien  sind  ebenso  mannigfaltig  als 
m  auf  kreisförmigen  Platten.  Man  kann  auch  dort  zwei  Systeme 
»tenlinien  unterscheiden,  in  dem  einen  sind  die  Hauptlinien  parallel 
:en  des  Quadrates,  in  dem  andern  parallel  den  Diagonalen  und 
ich  können  beide  Liniensysteme  zugleich  auftreten. 


Fig,  232. 


1 


aV. 


■^ 


4^ 


a 


» 

— i — 


erhält  man  Fig.  232  a,  wenn  man  die  Platte  in  der  Mitte  unter- 
nd  an  einer  Ecke  z.  B.  bei  h  anstreicht,  Fig.  232  ^,  wenn  man  an 
len  Punkten  a  die  Platte  unterstützt  und  bei  h  anstreicht.  Ebenso 
1  übrigen  Figuren  sind  die  zu  unterstützenden  Punkte  mit  a,  und 

denen  zu  streichen  ist,  mit  h  bezeichnet. 

)se  Figuren  sind  nach  der  Angabe  von  Strehlke*)  gezeichnet,  der 
lesen  hat: 

Die  Knotenlinien,  welche  bei  quadratischen  Platten  die  Klangfigur 
3nsetzen,  sind  stets  krumme  Linien;  so  werden  z.  B.  die  Figuren  a 
orch  zwei  hyperbolische  Äste  gebildet. 
Die  Linien  durchschneiden  sich  nie.    Das  scheinbare  Dup 
neisten  Fällen  rührt  daher,  dafs  man  zu  viel  Sand  « 


Man  sehe  §  164  dieses  Teiles. 

StreMke,  Poggend.  Ann«  Bd.  IV.    Doyes  Bep' 
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gebracht  hat  iind  nun  in  der  Nähe  der  ruhenden  Linien  die  SchwiqgOBg« 
zu  schwach  werden,  als  dafs  der  Sand  fortgeworfen  werden  kaim. 

Die  SchwinguBgszahlen  dieser  Platten  werden  wir  später  besprecha. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  die  ebenen  Platten,  schwingen  auch  Glodni, 
welche  im  Grunde  nichts  weiter  sind  als  gekrümmte  Platten.  Bei  den  ]uf 
samsten  Schwingungen  teilen  sich  die  Glocken  in  vier  Teile,  die  rohenda 
Linien  liegen  um  einen  Bogen  von  90^  von  einander  entfernt  und  doz^ 
setzen  die  Glocke  ihrer  ganzen  Höhe  nach.  Man  kann  diese  Teilmig  selr 
leicht  sichtbar  machen  dadurch,  dafs  man  die  Glocke  bis  etwas  ftberikn 
halbe  Höhe  mit  Wasser  füllt.  An  den  Stellen  der  stärksten  Scbwingaif 
wird  das  Wasser  stark  zurückgestofsen  und  in  wellenförmige  Bewegnag 
gesetzt,  während  es  an  den  45^  davon  entfernten  Stellen  der  Knoten ii 
Ruhe  bleibt.  Häufig  werden  selbst  Tröpfchen  von  der  Stelle  der  stärkst« 
Schwingung  auf  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  geworfen,  welche  sich  ( 
Zeit  lang  halten  und  in  regelmäfsigen  Figuren  angesammelt  werden  könnea 

Eine  eigentümliche  Art  von  Figuren  hat  Savart*)  auf  schwingend« 
Platten  beobachtet,  wenn  man  dieselben  anstatt  mit  staubfreiem  Sandoit 
staubigem  Sande  oder  mit  Sand  und  Lycopodium  (Bärlappsamen)  bestroi 

Beim  Bestreuen  mit  Lycopodium  zeigen  sich  nämlich ,  wenn  man  dk 
Mitte  der  Seiten  unterstützt  und  eine  Ecke  anstreicht,  aufser  den  eigent- 
lich ruhenden  Linien  in  der  Nähe  der  vier  Ecken  wirbelnde  Wolken  xm 
ovaler  Form  (Fig.  233),  jedoch  immer  so,   dafs  der  zugespitzte  Teil  dar 


Fig.  233. 


Fig.  234. 


Basis  der  Wolke  nach  der  Ecke  zu  gerichtet  ist.  Wenn  die  schwingend* 
Bewegung  der  Scheibe  schwächer  wird,  so  bleibt  in  jeder  Ecke  eine  Gmpf* 
halbkugelförmiger  Erhöhungen  zurück.  Fig.  234  erscheint,  wenn  inan& 
Ecken  festhält  und  in  der  Mitte  der  Seite  des  Quadrates*  streicht,  die  Ljw- 
podiumansanmilung  findet  in  der  Mitte  statt,  jedoch  ist  zu  bemerken,  dib 
durch  diese  Wolken  noch  Kurven  von  geringer  Breite  bis  zu  den  Ei« 
gehen.  Diese  Kurven  sind  nur  in  den  Momenten  der  stärksten  Erschüttenaf 
sichtbar. 

Savart  sah  in  diesen  Figuren  einen  Beweis  für  eine  zweite  TeilioS'' 
art  der  Platte.  Nach  ihm  ist  die  Scheibe  der  Sitz  vieler  über  eintfdff 
greifender  Teilungsarten,  von  denen  besonders  zwei  hervortreten;  die  er* 
ist  die  gewöhnliche,  sich  in  den  Figuren  des  staubfreien  Sandes  seigeode. 
die  zweite  tritt  immer  mit  der  ersten  ein  und  bewirkt,  dafs  in  der  K^ 
der  schwingenden  Abteilungen  gewisse  Strecken  horizontal  bleiben,  > 


^)  Satart,  AnnsAes  do  c\msi.  ei\)  ^^  ^\i^%,  Tome  XXXVI. 
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denen  die  Teilchen,   die  an  den  erschütterten  Stellen  nicht  liegen  bleiben 
kdnnen,  beisammen  bleiben  tmd  nur  eine  wirbelnde  Bewegung  zeigen. 

Gegen  diese  Erklürong  wandte  Faraday*)  ein,  dafs  selbst  bei  einer 
Neignng  der  Platte  gegen  den  Hr>rizont  von  6  bis  10"\  die  jedenfalls  viel 
jTöfser  sei  als  die  Neignng  der  schwingenden  Teile,  ein  Aufsteigen  des 
Ljpopodinm  der  Schwere  entgegen  zn  den  Vibratiunsiiiittelpunkten  statt- 
finde und  der  Staub  so  lange  sich  dort  halten  kann,  als  die  Platte  krüftig 
CTsehüttert  werde. 

Faraday  leitet  diese  Figuren  vrm  Lnftstr5nien  her,  welche  van  den 
Knntenlinien  her  zn  den  Punkten  der  sULrksten  Ersclültterung  hinwehen. 
Damit  stimmt  es  überein,  dafs  nur  bei  Anwen<lung  des  letrhton  Htimbes  ivich 
diflse  Figuren  zeigen,  indem  der  srbwerere  Sand  von  den  Luftstryniou  nicht 
fortgerissen  wird.  Ebenso  sah  Fai*aday,  weim  k leine  Stücke  von  Karten  in 
Winkelform  in  der  Nähe  der  Vibrationscentra  so  befestigt  wurden,  dafs  ein 
Sclienkel  dem  Rande  der  (|uadratisehen'T?eheibe  (Fig.  2B4)  parallel  lag,  dafs 
dann  der  Staub  m  die  Winkel  liim^in  ging,  wie  wenn  Strrmie  von  den  Wun- 
den der  Karte  aufgef^ingen  wären.  Feine  Kieselerde  auf  ein  Buch  gestreut 
md  der  schwingendeu  Platte  möglichst  nahe  gel*racht,  flog  nach  der  Flaf  te, 
als  wenn  ein  Luftstroni  von  dem  Pulver  na<jh  der  Platte  hinging. 

Den  entsehiodenston  Beweis  für  die  Kiehtigkeit  der  Faradajschen  Er- 
klärung liildct  aber  das  Verhalten  der  mit  Ljcupodium  bestreuten  Platte 
im  Inftverdünnten  liauiti.  Eine  (ilassrbeibe  wnrde  auf  vier  Ktirkftirsen 
ont^r  die  Glocke  der  Luftpumpe  gelegt  imd  vermittels  eines  an  der  Platti^ 
senkrecht  zu  ihrer  Ebene  befestigten  Stabes,  der  durch  eine  StopOiüchse 
acs  iler  Glocke  herausgeleitet  war  und  aufserhalb  der  Glocke  in  buigitu- 
diüale  Erschtittenmgen  versetzt,  wurde,  mm  Vibrieren  gebrachi.  Da  der  Stab 
senkrecht  zur  Ebene  der  FMatte  ist,  so  wird  die  Platte  durch  longitudinale 
Scliwingungen  desselben  in  transversale  Bewegung  versetzt.  Ho  lange  ilie 
Laft  unter  der  Glocke  die  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luft  besafs, 
folgte  die  Platte  die  Staubhguren  ganz  in  der  gewottulicben  Weise,  War 
^Ur  die  Luft  bis  auf  5  —  3  r'entimi^ter  (Juerksilbrrdriirk  verdünnt,  so  ging 
da,s  Pulver  ^uer  über  der  Platte  hin  nach  den  ruhenden  Knotenlinjen,  wie 
«8  der  Sand  in  treier  Lult  thut,  und  die  Wolken  an  den  Vibrationsjnitti^l- 
lunkten  zeigten  sich  nicht« 

Aus  diesem  Versuche  gelit  auf  das  entschiedenste  hervor^  dafs  diesem 
Stgtdjfiguren  nichts  mit  der  Bchwingimg  der  Platte  direkt  zu  thun  haben, 
4afs  aie  also  nicht,  wie  Savart  sie  nannte,  sekundere  Klangügviren  und 
•Folge  einer  zweiten  Teilung  der  Scheibe  sind,  sondern  dafs  zu  ihrer  Bildung 
Att  Vorhandensein  der  Luft  wesentlich  erfordert  wird. 

Die  LuftstWime ,  welche  nach  aHem  dem  der  Grund  der  Ersi^beinimg 
iind,  entstehen  durch  die  mechanische  Einwirkung  der  schwingenden  Platte 
Inf  die  umgebende  Luft,  So  wie  der  schwingende  Teil  der  Platte  sich  auf- 
^rtlrts  bewegt,  wird  die  darüber  iiefind liehe  Luft  aus  der  Stelle  getrieben  und 
xwür  um  so  stärker,  je  naher  dieselbe  der  Stelle  der  stärksten  Schwingung 
ist,  mni  »0  weniger,  je  nliher  sie  den  Knotenlinien  ist.    Wenn  nun  die  Platte 


*)  Faruday.   PhiloBophical  Tranaact. 
Bd.  XXVI.      "^'  ' 
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beim  Anfange  der  zweiten  Hälfte  der  Oscillation  in  ihre  Oleiehgewiehtdig» 
zurückkehrt,  so  kann  die  über  dem  Orte  der  stärksten  Schwingang  k- 
findliche  Luft,  welche  eine  von  der  Platte  fort  gerichtete  Geschwindigkai 
besitzt,  nicht  so  schnell  als  die  Platte  zurückkehren.  Es  bildet  sich  dikr 
ein  leerer  Raum,  in  den  die  Luft  von  den  Enotenlinien  her,  wo  sie  in  Buhe 
ist,  über  die  Platte  hin  eindringt.  Dadurch  mufs  notwendig  ein  Lnftsbm 
entstehen,  der  von  allen  Seiten  von  den  Enotenlinien  gegen  die  Orte  dar 
stärksten  Schwingung  gerichtet  ist  und  das  Ljcopodium  mit  sieh  an  dien 
Stelle  hinführt.  Natürlich  muls  diese  Luft  auf  einem  andern  Wege  za  doi 
Knotenlinien  zurückkehren.  An  den  Orten  der  stärksten  OsciUation  stanei 
sich  die  Ströme  und  es  entsteht  daher  dort  ein  schwacher  aussteigender 
Luftstrom,  der  sich  daran  erkennen  läfst,  dafs  sich  das  Lycopodinm  üb« 
den  Stellen  der  stärksten  Schwingung  erhebt  und  etwas  über  der  Platte 
wieder  seitwärts  geführt  wird. 

Gleiche  Erscheinungen  wie  in  d^  Luft  sah  Faraday,  wenn  er  die  Platte 
mit  einer  Flüssigkeit  bedeckte.  Durch  die  entstehenden  Ströme  konnte 
selbst  die  Bildung  der  Klangfiguren  ganz  gehindert  werden.  Es  zeigtei 
sich  dann  nur  die  Anbäufimgen  des  angewandten  Pulvers,  Messingfeiliett 
oder  Sand,  an  den  Stellen  der  stärksten  Schwingung. 


§  144. 

Drehende  Schwingungen  von  Stäben.  Aufser  den  longitadioaki 
und  transversalen  Schwingungen  haben  wir  früher  schon  noch  eine  dritte 
Art  von  Schwingungen  kennen  gelernt,  die  Torsionsschwingungen.  Wir 
benutzten  sie  damals,  um  mit  Hülfe  der  Pendelgesetze  den  Torsions- 
koefficienten  von  Drähten  zu  bestimmen,  indem  wir  die  Drähte  unten  mit 
einer  schweren  Kugel  versahen  und  diese  in  horizontale  Schwingungen  ve^ 
setzten. 

Wie  wir  damals  sahen,  gelten  die  Torsionsgesetze  nach  den  Versucliei 
von  Wertheim  auch  für  dicke  SHiäbe,  das  heifst,  bei  einer  denselben  ff- 
teilten  Torsion  ist  die  elastische  Kraffc,  welche  den  gedrehten  Teil  du 
Stabes  in  seine  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  sucht,  der  Torsion  eil- 
fach  proportional.  Denken  wir  uns  deshalb  einen  Stab  an  seinem  ein* 
Ende  durch  Torsion  in  Schwingungen  versetzt,  so  müssen  sich  die« 
Schwingungen  in  dem  Stabe  gerade  so  fortpflanzen  wie  die  longitadinaki 
und  transversalen,  und  ist  der  Stab  an  einem  Ende  begrenzt,  so  mofsa 
dieser  Grenze  eine  Reflexion  der  Schwingungen  eintreten,  und  durch  Sb 
Interferenz  der  primären  und  der  reflektiei-ten  Schwingungen  müssen  ia 
dem  Stabe  stehende  Wellen  entstehen. 

Um  die  Gesetze  dieser  Schwingungen  zu  entwickeln,  denken  wir  nw 
wie  §  52  den  schwingenden  Stab  als  aus  lauter  seiner  Längsaxe  panlkJei 
Fasern  von  unendlich  kleinem  Querschnitt  zusammengesetzt.  W^ird  der 
Stab  tordiert,  so  gehen  diese  Fasern  aus  geraden  Linien  in  Spiralen  Aber, 
welche  auf  einem  Cylinder  liegen,  dessen  Radius  gleich  ist  dem  Abstand 
der  Faser  von  der  Axe  des  Stabes.  Die  in  der  Richtong  der  Stalttie 
übereinander  liegenden  Querschnitte  der  Faser  haben  dann  gegen  einander 
eine  Verschiebung  er\\a\\^iv^  \md  d\^  Kx^^ft^  welche  diese  Qnersehnitte  ii « 
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ve  Gleichgewitibtskge  zurückzubringen  sucht,  ist  nach  §  52 
ckiebimgswinkel  proportional  Stellt  amoq  ^^Fig,  23ö)  oine 
tordierten  Zustande  des  Stabes  vor,  welche  im  Gleichgewicbtg- 

die  Lage  ah  hat,   so   ist   der  Winkel  ams  der  Ver- 
rinkel  des  Querschnittes  o'der  Faser  gegen  den  Quer-        fi«.  ssä. 

[der  Winkel  qov  derjenige  des (juer Schnittes  q  gegen  o, 
mit  welcher  der  Querschnitt  ö  in  seine  Gleichge 
in  Be^ng  auf  m,  also  nach  8  hin  getrieben  wird,  ist 


E 


oms *  dq^ 


2(1+^) 
ttit  dq  den  Querschnitt  der  Faser  beÄeicbnen.   Ebenso 


E 


«(1+rt 


qov  •  dq. 


fcft,  welche  den  Querschnitt  o  in  Bezug  auf  q^  also 
ort  in  seine  Gleichgewichtslage  treibt.  Die  den  Quer- 
dq  nach  ^,  also  auch  gegen  seine  Gleichgewichtslage 
treibende  Kraft  ist  dann 


t 


E 


«(1  +  rt 


dqipms  —  qoti). 


imeu  wir  den  Abstimd  der  Faser  v<m  der  Stabaxe  r,  so 

t Querschnitt  des  Stabes,  zu  welchem  dq  gebort,  in- 
BSi  dq  angreifenden  Kraft  das  Drehungsmoinent 
rel 


E 

2(1  +  1*) 


rdq  (oms  —  qov). 


ihungsmoment,  welches  der  ganze  Querschnitt  des  Stabes  gegen 
leichgewicbtslage  erhält,  ist  dann  gleich  der  Summe  der  für  alle 
l^mente  dq  dieses  Querschnittes  sich  ergebenden  Momente.  Zor 
^[ieser  Summe  können  wir  zunilehöt  das  FlürhenelfUHent  dq  ersetzen 
tuen  Hing  von  lier  Breite  rfr,  dessen  Tiadius  gleiob   }\  gleich   dei» 

kder  betrachtetau  Faser  von  der  Stabaxe  ist,  denn  für  alle  diesen 
mmensetzenden  Elemente  dq  hat  r  und  ebenso  der  Verschiebungs- 
aau  denselben  Wert.    Die  Fläche  dieses  Ringes  ist   2?rrf/r,  und 
das   Drehungsiiioment  von  den  an  diesem  Ringe  angreifendt^n 


'  r^dr  (oms  —  gov). 


1^(i  +  rt 

[Bei  der  Winkel,  mn  welchen  der  um  x  von  dem  Ende  des  Stabes 

aerachnitt  m   gedreht  ist,   gleich  qp,   damit   ist   die  Länge  des 

Der  Querschnitt  o,  der  um  dx  weiter  vom  SUbeude  entfernt 

um  den  Winkel  tp*  gedreht,  so  d|tls  der  Bogen  op  =  rtp*  ist. 

rUtwinklij^^n  Fh'pipfke  osm  ist  dann  os  =  r  (tp'  —  qp),  somit 


OM 

iitn 


dx 
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Nennen  wir  den  Winkel,  um  welchen  der  Quersehnitt  q  gedreli 
op",  so  wird  ebenso 

r(9  —  9) 
ta,ngqov ^^^  " 

Bei  der  Kleinheit  der  Winkel  können  wir  die  Bögen  durch 
Tangenten  ersetzen,  und  erhalten  dann  für  das  Drehungsmoment 

2„_..  ^_  r'dr  ig'j=:y)-('>'"-y'). 

2  (1  +  ft)  dx 

Das  den  ganzen  Querschnitt  zui'ückdrehende  Moment  erhalten  1 
der  Siirame  der  für  alle  einzelnen  Ringe  gebildeten  Momente,  somit, 
der  Radius  des  Stabes  gleich  q  ist, 


J^'"  2(l+»  dx 

0 


2n,,,A-^  S^-yl^'--^l.  ,^dr. 


Da  in  dieser  Summe  nur  r  veränderlich  ist,  so  wird  dieselbe 
^'         jp^  ,  (y  —  y)  —  (y'— y) 

2(l+|tA)    '      2      '  da; 

Um  die  dem  Querschnitt  gegen  die  Gleichgewichtslage  hin  erteil 
schleunigung  zu  erhalten ,  müssen  wir  das  Drehungsmoment  durch  das 
heitsmoment  desselben  dividieren.  Nennen  wir  die  Dichtigkeit  des  ^ 
also  die  Masse  der  Volumeinheit  d,  und  die  Dicke  des  betrachteten 
Schnittes,  die  wir  gleich  dem  Abstände  zweier  Querschnitte  setzen  ki 
dx^  so  wird  nach  §  19  das  Trägheitsmoment 

d^dx, 

und  damit  die  Beschleunigung 

J^  Jqp'  —  qp)  _(qp"_y ) 

2(1  +^)  .  r/    '  dx^ 

Der  Zähler  des  zweiten  Bruches  in  diesem  Ausdruck  ist  nichts  Ai 
als  das  zweite  Differential  d^(p\  die  Gleichung,  welche  der  Bewegun 
Stabes  zu  Grunde  liegt,  wird  demnach 

d«y  _  E  d^ 

dt^    ~  2(l  +  (i)'d   '   dx^  ' 

dieselbe,  hier  auf  die  Winkelbeschleunigung  sich  beziehende  Gleichun 
der  wir  §  126  gelangten.  Wird  also  an  irgend  einer  Stelle  einei 
begrenzten  Stabes  durch  Torsion  eine  schwingende  Bewegung  erzeug 
der  Amplitude  2  a,  so  pflanzt  sich  dieselbe  durch  den  Stab  nach  den  $ 
erkannten  Gesetze  fort,  so  dafs  im  Abstände  x  von  der  Erregungssteil 
Zeit  f  die  Bewegung  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

9  =  asin2«(y^  — -^jf), 
worin  e  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  schwingenden  Bew^ 


-V 


E  1  1/E 


%^\}i^i        VKt^W)  ^  «*  ' 
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mit  die  Wellenlänge 


X  =  c.T=  T 


yi. 


l/2(l  +  ^)d 
i.d  die  Scbwingangsdaner 

b. 

Alle  diese  Ausdrücke  unterscheiden  sich  von  den  fUr  die  longitudinalen 
shwingungen  nur  durch  den  Faktor  1/2  (1  +  ft),  also  nur  so  weit,  dafs 
I  Stelle  des  ElasticitätskoefQcienten  der  Torsionskoef&cient  tritt. 

Daraus  folgt,  dafs  die  Gesetze  der  drehenden  Schwingungen  cylin- 
"ischer  Stäbe  voU ständig  mit  denen  der  longitudinalen  Schwingungen 
}  138)  zusammenfallen,  so  dafs  es  überflüssig  ist,  dieselben  im  einzelnen 
I  entwickeln;  es  genügt  eine  kurze  Andeutung. 

Ein  an  seinem  einen  Ende  fester  Stab  kann  nur  solche  stehende  Wellen 
"halten,  filr  welche  die  Länge  des  Stabes  eine  ungerade  Anzahl  von  ein 
tertel  Wellenlängen  beträgt;  es  folgt  somit  für  die  Schwingungsdauer  und , 
ehwingungsanzahl 

^-  =  (-2«-+^'       J^,=  (2n+1)^. 

A  langsamsten  sind  jene,  für  welche  n  =  0,  somit  die  Schwingungsdauer 

C 

w    Dieselbe  ist  somit  gleich  der  vierfachen  Stablänge,  dividiert  durch  die 
rtpflanzungsgeschwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung. 

Ist  der  Stab  an  beiden  Enden  fest  oder  frei,  so  kann  derselbe  alle 
jenigen  Schwingungen  vollführen,  für  welche  seine  Länge  irgend  ein 
ilfaches  einer  halben  Wellenlänge  ist;  die  langsamsten  Schwingungen  sind 

C      ' 

Schwingungsdauer  ist  somit  die  Hälfte,  die  Schwingungsanzahl  die 
>pelte  von  derjenigen  eines  an  seinem  einen  Ende  festen  Stabes.  Die 
"igen  Schwingungszahlen  sind  gegeben  durch  den  Ausdruck 

rin  n  jede  ganze  Zahl  sein  kann. 

Zwischen  den  gleichen  Teilungen  cylindrischer  Stäbe  entsprechenden 
iwingungszahlen  der  longitudinalen  und  drehenden  Schwingungen  ergibt 
h  eine  äufserst  einfache  Beziehung^).  Dividieren  wir  die  einer  gleichen 
ilung  entsprechende  Anzahl  longitudinaler  Schwingungen 


\E 


r__-..]/i 

rch  jene  der  drehenden  Schwingungen,  so  wird 

^=i/2(r+7): 

*)  JMsaan,  Mdmoires  de  FAcad.  de  France.    Tom.  VIII.  p.  456. 
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Eine  Vergleichmig  der  Sehwin^^ngszaklen  kann  also  ebenfalla  ^m 
den  Wert  von  fi,  des  VerhtLltnisses  von  Querkontraktion  zur  Längendüa^ 
tation  Aufsclilufs  geben.  Nach  den  Vergncben  von  Chladni  *)  soll  das  Ver 
hältnis  der  St^bwingungs zahlen  wie  3  m  2  sein^  danach  wäre  fi  ==  0,125: 

nach  Versuchen  von  Havart^)  wäre  -^  =s  -y- 


somit  f«  =  0,39.   Auafto 

lichere  Versuche  zur  Bestimmung  dieses  Verhältnisses  hat  Wertbeijn 
gestellt^).    Folgende  kleine  Tabelle  enthlüt  die  Resultate  der  Versnebe. 


Stab  von 


Länge 


Radius 


SchwiDgnngsK  a  b  1 
longit,      drehend 


N' 
N 


Eisen   .  . 
Eisen    .  . 

Gufsstahl 


2"^,0G1    8"^,220"  1255,6 
2,005      5,501 
2^000    !  5,055 


Messing  .....     2,000      5,031 


766,5 

1267.3  ,    771,1 

1286.4  787J 
864,5      531,1 


1,637 
1,643 
1,633 
1,628 


0,339 
0,349 
0,333 
0,325 


Nahezu  stimmen  diese  Werte  von  ^  mit  der  Annahme  von  Wertheifl 
dafs  ^  =^  i  sei,  indes  zeigt  sich  doch  auch  hier  nicht  vcdle  Konjätaiut  Ob« 
einstimmend  mit  den  früher  von  uns  erhaltenen  Resultaten.  Die  roi 
Bcbneebeli  nach  dieser  Methode  gefundenen  Wei*te  von  ^  haben  wir  bereit 
§  49  mitgeteilt.  . 

§  145. 

Zusammengesetzte  Schwinguiigen,  Wenn  man  einen  Stab  stm 
Lange  nach  reibt ^  so  sahen  wir^  dafs  pr  in  lr*ngitudinale  Scbwingtmg*! 
verset?.t  wird.  Diese  longitudinaicn  Schwingungen  treten  indes,  wie  tmxi 
F,  Savart*)  gezeigt  bat,  fast  niemals  allein  auf,  sondern  stets  in  Verbindonj 
von  transversalen  Schwingungen.  Bestreut  man  nämlich  einen  lüngitudini 
'  Bchwingenden  parallelepipedist:ben  oder  cylindrischen  Stab  mit  Sand,  s< 
ordnet  sich  nach  den  Beobachtungen  Savurts  der  Sand  auf  den  Stäben  in  g» 
wissen  Linien,  indem  er  nicht  hüpfend  wie  bei  der  transversalen  Schwing«^ 
der  Stäbe,  sondern  der  Oberflflche  parallel  sehr  rasch  verschoben  wird*  9< 
bilden  sich  solche  Knotenlinien  schon  auf  Stäben,  welche  an  beiden  Enärt 
frei  ihre  langsamsten  iongitudinalen  Schwingungen  vollftlhren,  in  gro&el 
Zahl,  wfLbrend  doch  der  Stab  in  Bezug  auf  die  Iongitudinalen  Sehwingrmgei 
nur  eine  Knotenlinie  in  der  Mitte  besitzt.  Der  Sand  versehiübt  sich  W 
der  Übertiüche,  L*  L*'  Fig.  236,  wie  die  Pfeilfitriche  es  angeben,  von  i^ 
Punkten  L  zu  den  Punkten  JV, 

Ferner  fand  Savart,  wenn  man  auf  der  obem  Seite  des  Stabes  ^^ 
Linien  der  Sandaubäufungen  markiert,  dann  den  Stab  umkehrt,  und  M 


*)  CJüadni,  Akustik,  p,  110. 

')  Savcart  in  dem  citierteo  Mumoire  von  Poisaon.  p.  456. 

*)  Wertheim,  Annalee  de  chira.  et  de  phya,  3.  Ser,  T.  L.  p.  262. 

*)  F,  Savort,  Annales  de  chim.  et  de  phya,  XIV.  XXV,    Dovea  Bepertoriu«] 
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Fig.  i3G. 


19* 


estreut>  iiaclideni  man  ihn  in  Schwingung  versetzt  hat^  dafa  dann 
den  der  Sandanhänfung  auf  dieser  Seite  zwischen  denen  der  obern 
t^?  liegen,  dafs  sie  (Fig.  236)  von  den  Punkten  l,  welche  gerade  deü 
Dkten  ^  ihr  obern  Seite  gegenüber  liegen^  sich  nach  den  Punkten  n 
WBgtm. 

Auf  StIVben  mit  ijuadratiscbem  oder  ki^eis förmigem  Querschnitt  liegen 
auf  einer  seh  raub  enftjrnngen  Linie,  die  sich  entweder  rechts  oder  links 
»runden,  oder  von  der  Mitte  ans  niich  der  einen  Seite  rechts,  nach  der 
iitta  links  gewunden  nra  den  Stab  herumlegt. 

i 

T/nrcU  viele  Versuche,  an  Stilben,  welche  an  beiden  Enden  frei  waren, 
langte  Savart.  zu  folgenden  die  Zwisehenriiunie  zwischen  den  Sand- 
hftrifnngen  bedingenden  Gesetzen'). 

Die  ZwischenräuDie  der  Sandanhtlufungen  sind 

t)  in  Stilben  von  rechteckigem  Querschnitte  konstant  bei  verschiedener 
IrU,  wenn  nur  die  Ltinge  und  Dicke  der  Stiibe  ungeändert  bleibt; 

*ij  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Dicke  bei  gleicher  Länget; 

3)  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Llinge  bei  gleicher  Dicke. 

Schon  aus  diesen  Cfesetzen  folgt,  dafs  diese  Sandanhäufungen  von 
UisvOTSalschwingungen  des  Stabes  herrtlhi'en,  welche  die  longitudinalen 
gleiten  und  ihnen  isochron  sind. 

Denn    nach    dem   ersten  Gesetze  sind  sie  von  den   Breiten  der  Stabe 
uS   wir   wissen,   dafs   das   sowohl    fllr  die  longitudinalen  als  die 
|:i  len  Schwingungen  der  Fall  ist. 

i;K&ch  dem  zweiten  Gesetze  sind  sie  proportional  den  Quadratwurzeln 
üen  Dicken.  Die  longitudinalen  Schwingungen  sind  von  der  Dicke  der 
he  tinabbilngig,  die  transversalen  derselbini  umgekehrt  jiroportion al- 
len daher  din  Schwingungen  isochron  sein^  so  müssen  sich  die  trans- 
«alen  stehenden  Wellen  hei  dickem  Stäben  soviel  verlängern,  dafs  sie 
der  in  demselben  Verhältnisse  langsamer  werden,  als  sie  wegen  der  ge- 
erten  Dicke  bei  gleicher  Länge  rascher  geworden  wären.  Die  Schwin- 
agidauer  der  transversalen  Schwingungen  ist  ntin  dem  Quadrate  der 
ngen  proportional.  Verbalten  sich  demnach  die  Längen  der  stebandon 
iUen  bei  verschiedener  Dicke  der  Stäbe  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den 
tken,  so  sind  die  Schwingungen  isochron, 

Ebenso  stimmt  das  dritte  Gesetz,   denn  da  die  Dauer  einer  Inngitu- 
lal^n  Schwingung  der  Länge  des  Stabes^  die  einer  transversalen  Sehwin- 
»  1    dem  Quadrate   derselben  proportional  ist,   so  müssen  bei  ver- 

Länge des  Stabes  die  Längen  der  Transversahvellen  proportional  1 


F,   Savart^    Annules    de   chim.    et   de   phya.   LXV. 
p»  60.     (Uargeatellt  von  Seeheck,) 
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der  Quadratwurzel  dieser  LüDge  geändert  werden»  um  den  longitudinÄlw 
Sdiwinguiigeii  isochron  zu  sein. 

So  findet  auch  3avart  bei  gespannten  Streifen  oder  Saiten  die  Zwischwi- 
rttmne  jener  Kntiteo  proportional  der  Länge  und  der  Quadratwurzel  au»  der, 
Spannung  in  Übereinstimmung  mit  der  Annahme,  daXs  die  Linien  von  einet 
isochronen  Transversalbewegung  herrUhren. 

Ferner  auch,  wenn  man  auf  einem  Stabe  die  Sandst^llen  bezineluif^ 
und  ihn  sodann  mit  dem  Bogen  in  gewöhnliche  transversale  Schwinguögfl 
versetzt,  so  daTs  die  Lunge  der  stehenden  Welle  gleich  ist  dem  AbsUüM 
von  einer  Sandstelle  der  obern  Seite  bis  zur  nächsten  Sandstelle  der  antei 
FUtebo,  so  sind  die  Schwingungszahlen  in  der  Tbat  dieselben,  als  die 
longitudinulen  Schwingiingen;  dasselbe  ist  der  Fall  bei  gespannten  Bail 
oder  Streifen.    Die  Erkliirung,  welclte  Savart  von  diesen  Linien  gibt,  anzii« 
führen^  wollen  wir  hier  unterlassen,  da  Seebeek  die  Unrichtigkeit  ders<?rwj 
nachgewiesen    hat    und    statt    dessen    die    Seebecksche    Erklärung   folg< 
lassen*). 

Infolge  der  koexistierenden  transversalen  und  longitudinalen  Scbwil 
gungen  der  Teilchen  der  Stäbe  beschreiben  die  Teilchen  derselben  i 
Jiesultante  aus  beiden  Bewegungen,  im  allgemeinen  elliptische  Baliiitil 
§  130.  Ist  nun  dm  Resultante  gegen  die  Sandkörner  gerichtet,  so  stSlli 
sie  dieselben  in  ihr<?r  Richtung,  das  heifst  unter  einem  spitzen  Wmk« 
gegen  die  wagerech te  Fläche  des  Stabes  fort;  ist  sie  aber  während  d«^ 
nächsten  Ilalbsehwingimg  von  den  Saadkämem  weggerichtet,  so  lüH 
dieselben  liegen.  Daraus  ergibt  sich  ganz  einfach,  dafs  der  Sand  auf  dl 
abwerbselnden  Knoten  der  transversalen  Wellen  getrieben  werden  müsse. 

Es  sei  z,  li  AF  *^m  Stück  des  Stabes  fFig,  237),  welches  in  h)i%ntTi- 
dinaler  Schwingung  nach  rechts  gedacht  werde,  während  die  Ordinaten  d4 

Fig.  2SI. 


ge^eiehneten  Wellenlinien  die  transversalen  Geschwindigkeiten  darftelta 
mögen,  so  dafs  also  die  zwischen  B  \md  ('  liegenden  Punkte  sieh  zng)«i< 
nach  rechts  und  oben,  die  zwischen  T  und  D  liegenden  nach  rechts  ai 
unten  bewegen  u.  s.  f.  Alsdann  haben  ilre  aus  beiden  Bewegimgen  rflsot 
tierenden  Ue  ach  windigkeiten  zwischen  B  und  C  sowohl  als  in  den  an^rt 
Strecken  die  Richtung  der  durch  die  Wellenlinie  gelegten  Pfeile  und 
sieht  leicbts,  dafs  der  ttber  BC  liegende  Sand  nach  C,  der  über  T^E  lieg«ö4 
nach  E  getrieben  wird,  während  der  Über  (*D  und  EF  liegende  Sand  j«tl 
liegen  bleibt.  In  der  folgenden  Zeit  gehen  beide  Bewegungen  in  die  eat 
gegengetsten  ttber  (Fig,  238).  Die  longitudinale  Bewegung  ist  auf  <!< 
g&ni&en  Strecke  A  F  von  der  Hechten  zur  Linken  gerichtet,  die  transversÄl 
»wischen  BC  und  DK  nach  unten,  zwischen  CD  und  EF  nach  oben  W 
resultierende  Bewegung  hat  die  Richtung  der  durch  die  Wellenlinie  geU'jfi^ 
Pfeile,  and  man  siebt>  wie  jetit  der  Sand  von  CD  nach  C^  von  EF  michÄ 


*)  Setbeil  in  Dove  ^  E«v^rtoriam.  Bd.  tUl.  p.  63, 
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ben  wird,  wahrend  er  jetzt  zwischen  BC  und  DE  liegen  bleibt.  Da- 
rd  sich  der  Sand  in  C  und  E  ansammeln,  dagegen  die  Stellen  B^B^Fy 
erden,  oder  die  alternierenden  Sehwingungsknoten  der  transversalen 
igungen  müssen  mit  Sand  bedeckt  werden. 

ehrt  man  den  StsO^  um,  so  dafs  die  vorhin  untere  Seite  zur  obem 
so  ergibt  sich  aus  obiger  Entwicklung  unmittelbar,  dafs  jetzt  die 
unbedeckten  Knotenlinien  bedeckte  werden,  und  die  vorhin  bedeckten 
3rden  müssen,  d.  h.  auf  der  untern  Seite  sammelt  sich  der  Sand  in 
JP,  und  C  und  E  werden  leer. 

Fig.  838. 


iese  Erklürung  hat  Seebeck  durch  einen  Versuch  bestätigt.  An 
{irca  1"  langen  Spiegelglaöstreifen  entsprach  die  Dauer  der  langsamsten 
1  inaisch  wingungon  den  Trans  Versalschwingungen,  bei  denen  der 
1  14 — 15  Knoten  erhielt,  etwas  näher  den  letztem  als  den  erstem, 
in  nun  Seebeck  die  Sandanhäufungen  auf  dem  longitudinal  schwin- 
Stabe  bezeichnet  hatte,  versetzte  er  durch  Streichen  mit  dem  Bogen 
en  in  die  Transversal  Schwingungen  mit  15  Knoten,  und  fand  so, 
ie  Sandanhäufungen  bei  den  longitudinalen  Schwingungen  auf  der 
eite  dem  1,  3,  5,  7,  8,  10,  12,  14,  auf  der  andern  Seite  dem  2,  4,  6, 
13,  15  Knoten  der  transversalen  Schwingungen  entsprachen. 
ie  weniger  hüpfende  als  gleitende  Bewegung  des  Sandes  zeigt  an, 
e  transversale  Bewegung  schwächer  ist  als  die  longitudinale,  womit 
le  geringere  Energie  der  Bewegung  und  die  Störung  der  Regelmäfsig- 
jr  Sandanhäufungen  in  der  Mitte,  in  der  Nähe  des  Schwingungs- 
;  der  longitudinalen  Bewegung  übereinstimmt. 

iif  die  mit  den  longitudinalen  stets  gleichzeitig  auftretenden  trans- 
1  Schwingungen  hat  Kundt  auch  die  zuerst  von  W.  Weber  ^)  beobachte- 
;entümlichen  Bewegungen  zurückgeführt,  welche  elastische  Körper, 
•kpfropfen,  in  longitudinal  schwingenden  Röhren  annehmen.  W.  Weber 
eine  1  bis  1,5  Meter  lange  cylindrische  Glasröhre  von  6  bis  10™"* 
Durchmesser  und  1™°*  Glasdicke,  verschlofs  das  eine  Ende  mit 
<orkpropfen,  der  genau  tfti  der  Röhre  abgeschnitten  wurde,  hielt  die 
n  vertikaler  Stellung,  das  verschlossene  Ende  abwärts  gekehrt,  locker 
Mitte  und  rieb  die  obere  Hälfte  mit  einem  nassen  Tuche  stark  von 
ich  unten;  er  sah  dann  den  Stöpsel  in  die  Höhe  rücken,  bis  er  in 
te  der  Röhre,  in  der  sich  der  Schwingungsknoten  befindet,  stehen 

mdt^)  zeigte  zunächst,  dals  eine  derartige  Bewegung  des  Korks 
trat,  wenn  derselbe  eine  konische  Gestalt  hat,  und  dafs  dann  der 
stets  in  der  Richtung  von  der  breitem  Basis  zur  spitzem  Endfläche 


W^.  Weher,  Schweiggers  Journal  för  Chemie  und  Physik.  LIII.  30^ 
1.  Kundt,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXVl. 
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sieb  bewegt,  Kin  und  derselbe  Kork  wandert  in  der  R<5hre  vom  Ende 
gegen  die  Mitte,  wt^nn  die  In-eitore  Basis  nach  aufsen,  von  der  Milt^  g^gen 
das  Ende,  wenn  dieselbe  gejLren  das  Innere  der  Rribre  hin  litgt.  Ebenso 
wie  ein  in  der  Röhre  befind  lieber  Kurk  wandert  ein  auf  die  Rölire  geseUter 
King,  der  konisfb  dnrcbbohil  ist,  und  zwar  stets  von  der  Spitze  semer 
konistdien  Öffnung  gBgeu  die  breitere  Grundfläche  hin.  Genau  cylindrisclie 
Pfropfen  in  der  Röhre  oder  genau  und  glatt  cylindrisch  durchbohrte^  Ringe 
nehmen  keine  Bewegung  an.  Sehr  viel  energischer  wird  die  Bewegung, 
wenn  man  dem  Kork  in  der  llöhro  eine  sägenlTirmig©  Gestalt  gibt  Hfi* 
Fig  239;  und  wenn  man  eiji  viereckiges  Korkstück  auf  seiner  unteni  PlUfliti 
s&genförmig  zuschneidet  wie  Fig.  240,  so  kann  man  die  Bewegung  eb^m- 


Fi«.  23 [* 


big.  340. 


lall&  auf  eiuoin  schwingenden  Glasstreifen  beobachten.  Die  Bewegung  ge 
schiebt  dami  stets  in  der  Richtung  der  Pfeile,  also  von  den  BertihruflgS' 
stellen  der  SägeKack^^'n  nach  den  hohlen  Stellen  der  Säge,  Bei  dem  Kork 
Fig.  2dO  konnte  Kundt  die  Bewegung  noch  mit  ungeminderter  Energie  be 
obachten,  als  er  denselben  mit  (Jewiehten  im  Betrage  von  200*^  belastete 

Dafs  diese  Bewegung  Folge  ist  der  die  longitudinale  begleitenden 
Transversalsehwingung,  zeigte  Kundt  bei  der  Anordnung  (Fig.  24fiX  i^^^^ 
die  Bewegung  sich  ganz  ebenso  zeigte,  als  der  Glasstreifen  in  ti'ansversaiW 
Scbwingungcm  versetzt  wurde.  Der  Glasstreifen  wurde  an  zwei  Pnnkti'a 
unterstützt,  horizontal  hingelegt  und  durch  ein^.m  vertikalen  Schlag  mi^ 
einem  Hammer  oder  vertikales  Btreichen  mit  einem  Bogen  in  transversaie 
Schwingungen  versetzt.  Der  Kork  wanderte  dann  von  einem  Ende  dt» 
Streifens  bis  zum  andern,  über  alle  Knotenpunkte  der  t transversalen  Schwin- 
guztgen  fort.  Da  in  diesem  Falle  die  longitudinalen  Schwingungen  aaag« 
schlössen  waren,  so  können  nur  die  transversalen  Schwingungen  die  Be- 
wegung hervorgebracbt  haben,  und  da  die  Bewegimg  ganz  dieselbe  ist,  wi» 
bei  den  longitudinalen  Schwingungen  des  BtreifenSj  so  darf  man  schhefsen, 
dals  auch  dort  die  transversalen  Schwingungen  es  sind,  welche  die  Be- 
wegung erzeugen. 

Da  die  Form  des  Kfirpers  fUr  die  Bewegxmg  Überhaupt  und  besonder 
für  die  Richtung  derselben  allein  mafagebend  ist,  so  mnfs  dieselbe  in  etw»« 
anderer  Weise  zustande  kommen  als  die  Bewegung  des  Sandes  in  d«l 
Versuchen  von  Savart.  Kundt  denkt  sich  den  Vorgang  folgenderniafs«a. 
Durch  die  nach  aufsen  gerichtete  transversale  Bewegung  wird  der  auf  4m 
Streifen  liegende  elastische  Körper  etwas  zusammengedrückt  Sobald  der 
ßtofs  aufhört,  suchen  die  zusammengedrückten  Teilchen  ihre  Gleichgewicht*- 
läge  wieder  anzunehmen  und  stofsen  bei  ihrer  Ausdehnung  auf  die  l'erf" 
Unterlage.  Da  diese  nicht  nachgibt,  so  wird  der  Köqier  ein  wenig  in  die 
Hrth©  geschleudert,  und  zwar  nach  einer  Richtung,  welche  jener,  toA 
welcher  der  Rückstofs  erfolgt,  entgegengesetzt  ist.  Diese  Richtmig  bfing* 
aber  wesentlich  ab  von  der  Gestalt  des  gestofsenen  Körpers.  Hat  der 
Körper  eine  zur  vertikalen  symmetrische  Form,  so  werden  die  Zusaminffö- 
drücKmgen    der    Teilchen    um    die    vertikale    herum    ganz    gleicbmÄlsig 
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kill  ood   infolge  dessen  der  aos  der  Ausdehnung  resultierende  RUeksiofs 

fcfirtrkal  sein,  ein  solcher  Körper  hüpft  alsc»  einfach  in  die  Hube  und  erhült 

feinen  seitlichen  Antrieh.    Deshalh  wird  ein  ghittes  Korkstlick  von  paral- 

^Htpedischeni   Querschnitt   auf  einem  Streiten  oder  ein  glatter  Cj linder 

HHbr  Rohre  nicht  verschohen.    Ein  konischer  Kork  dagegen  oder  ein  wie 

5g.  240  gearbeitetes  iStück  wird  vermöge  seiner  Form  scMef  zusamnfen- 

«drückt  und  deshalb  auch  einen  sehiefen  Rtickstofs  erfahren,  und  die  viel- 

ich  immer  in  derselben  Kichtiuag  wiederholten  Ht«>lse  inQssen  ein  solches 

}lü«k  in  horizontaler  Richtung  verschieben.    Würde  der  Kork  die  scbwin- 

[ende  Fläche   nur   in    einer  Linie   bertikren,   so  ginge  die  Bewegung  nur 

OS  mr  nächsten  Knotenlinie  der  Transversal  Schwingungen.     Da  er  aber  den 

h«l)  immer  in  einiger  Ausdehnung  berllhrt,  so  treffen  ibn,  auch  wenn  er 

ich  über  einnr  Knotenlinie   betindet,  die  StöJse  der  benachbarten  Wclbm, 

Will  er  bewegt  sieb  über  die  Kuotenlinien  fort,  bis  zur  longitudinalt^n  Kiiot-en- 

te,  wo  die  Teile  des  Htabes  in  grofsenu'  Ausdehnung  in  Ruhe  sind. 

Nach  dieser  Erkllirung  der  besprochenen  Rewegung  ist  die  Natur  des  he - 

*!^n  Körpers  bei  der  Bewegong  von  wesentlichem  Einflufs;  harte  KHrper 

Öllffpn  nach  derselben  koine  Bewegung  annehmen;  in  der  That  zeigte  Kundt, 

öafs  Stücke  von  Holz  oder  Metall  sich  nicht  bewegten,  dafs  nur  solche  Kiirper 

lieh  liewegen,  welche  vrie  Kork  und  Kautschuk  leicht  zusammendrtlckbar  sind. 

Ebenso   wie    die    Ltmgitudinal Schwingungen   immer    von    Transversal- 

Schwingungen    begleitet   sind,    so   treten    auch    in    den   meisten   Fällen  bei 

Ifansversalscbwingungen  einer  bestimmten  Periode  solche  anderer  Perioden 

mm.  Wirklich  einfach  periodische  Schwingungen  entstehen  in  den  seltensten 

Pillen.     So    ist   auch    diu  Bewegung  schwingender  Saiten,   wenn  dieselbe 

itrch  Zupfen   oder  Streichen   erregt   wird,    fast   stets   eine  aus  sehr  ver- 

irfriedenen  Schwingungen  znsamra  enge  setzte.     Um   die   Schwingungen   der 

Wten  zu  analysieren,  bedient  man  sich  entweder  der  graphischen  Methode, 

wiche  zuerst  von  Savart  und  Duhamel  *)  angewandt  ist|  oder  des  Vibrations- 

Biikroskopes  von  Lissajous,    Erstere  Methode  beruht  darauf,  dafs  man  den 

icWingenden  Körper  mit   einem  feinen  Stift  versieht  und  vor  demselben 

\km  Cylinder  dreht,  der  mit  Rufs  geschwärzt  ist  (Fig,  241).    Die  Spitze 

►ftrtthrt  den  Cylinder  nur  ganz  leicht.    Die  Axe  des  Cylinders  ist  mit  einem 

Bchraub  enge  winde  versehen,  so  dass  er  beim  Drehen  sich  gleichzeitig  hebt 

ißder  senkt.     Wird   der  CjHnder  gedreht,   wenn  der  schwingende  K/jq>er, 

^  ein  Stab,   sich  nicht  bewegt,   so  zieht  die  Spitze  auf  dem  Cylinder 

liiie  einfache  Spirallinie,  wenn  aber  der  Stab  schwingt,  so  erhält  die  Spiral- 

inie  eine  Welleniorm   und  jeder  Welle   entspricht  eine  Schwingung   des 

labed.    Wenn  der  Stab  in  einer  korapli eierten  Form  schwingt,  wenn  gleich- 

itig  Schwingungen  verschiedener   Periode   volllUhrt   werden,   so   prägen 

BKpieselben  in  der  Welle  vollstündig  aus,   da  die  nach  einander  stÄtt- 

HRden  Bewegungen   sich   auf  dem  Cylmder  neben  einander  darsteilem 

Päii   bekommt   auf  dem   henirston  Cylinder  genau  die  Form,   welche  bei 

Paer  scbwingendon  Punktreibe  tlie  Reihe  bis  zu  dem  Punkte,  bis  zu  welchem 

Pch  dieselbe  fortgepflanzt  hat,  annimmt^)  (§  13l). 

i       «)  Duhamd,  LMnatitut.  1840.  p.  19  u.  p.  41. 

^».•)  iJ.  König  in  Paris  verfertigt  unter  dem  Namen  Fhotiautographe  derartige 
^^feftte,  welche  zur  Abbildung  der  verschiedenen  Schwingungen  vorzüglich 
^Hhet  tind* 
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Dan  Vibrationsniikruskop    beaulKt  xm-  Erkenntnis   der  8cliii 
Hin  anderes  Mittel      Sieht  man  durch  eine  ruliende  Lnpe  einen 
glänzenden   Punkt  an,   so   erseheint  der  letztere  in   Rahe;   wird 
Lupe   rasch   bewegt,    so    scheint   sich   der    Punkl^  In   einer  ♦1**r  B« 
ri(^tiing  der  Lupe  parallelen  Richtung  zu  bew<*gen,  eine   I 
wir  im  /.weiten  Teile  besprechen  und  erklären  wt^nl^n      \\ 


solche   Lupe   in   eine  einfarb    srhwingfmde   ßewe^i 

der  Punkt  in  derselben  Richtung  bin  und  her  zn  ^  / 

statt  des  Punktes  eine  glänzende  Linie.     Wird  nun  der  PimiK 

in  einer  zu  der  erstem  senkrechten  Richtung  bewegt,  so  koinht! 

wirkliche  Bewegung   mit  der  scheinbaren,   und   man   si»dit  den  !*d 

Kurve  beschreiben,  welche  sich  als  die  resultierend«  der  bt^lden 

Bewegungen  nach  den  Sittzen  des  §  131  ergibt. 

Die   Form,    welche    Helinholtz*)   dem   Vibratignsinikro^kop 
zeigt  Fig.  24^2.    Die  zur  Beobachtung  dienende  Lupe  ist  an  dem  Rn 
Zinke  der  Stimmgabel  G  befestigt;  dieselbe  besteht  au«  Saunuellind 
sie  als  Objektivlinsen  von  Mikroskopen  gebraucht  werden      In  d«r  | 
der  Metallplatte,  welche  die  Stinungabel  trfigt,  ist  ein  lloUr  J/  ao 
in  welchem  sich  eine  Okularlinse  befindet ^  und  die  so  einge8telll  wl 
man^  wfthrend  die  Stimmgabel  nicht  schwingt,  den  anf  dorn  Küh« 
Körper  angebrachten  glänzenden  !*unkl  scharf  siehL     Durch  dan  i 
magnet  E^  der  durch  intermittieremlo  elektrische  Ströme  pftnu 
wird,    wird   die   Stinungabel    in    vertikale    Schwingungen    yet  _ 
Körper,  etwa  eine  Sait«,  wird  dann  vor  di»ni  Mikruskop  so  atifgi*« 


*)  HelmhoUz,  LeUre  \on  den  Totv^m'^^d^m^n.   BrAamcbwcig  td 
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ta]er  Riehtnng  sebwingt  anii  aaf  demselben  gerade  vor  d«m 
iwa   durch   Aufkleben   eines   Stärke kömchens    ein    glaubender 

irt. 

(e  des  Pbonantographen  kann  man  sieb  nnn  leiebt  tiiK?rxragi^, 

ivingitn^en  einer  Saite,  wenn  sie  doiTb  einen  einfachen  vorti- 

bewegt  wird,  sehr  zusamiuengesetzter  ^atar  sind,   dafs  stjcts 

ji^saiüSien  Schwiii;^niiigen  m?ch  eine  Eeihe  anderer  anftreten^ 


der  Stelle^  wo  geschlagen  wii'd ,  versuhterlHne,  Fig,  243 
von  schwingenden  Saiten  beschriebener  Knrven,,  welche 
fennde  Quincke  verdanke;  dieselben  entstehen,  wenn  die  Saiten 

den  ertöten  BniL-h  angegebenen  Stelle^  also  i,  J  ete.  ven  dem 
geschlagen  oder  gezupft  werden^  nnd  wenn  der  Schreibütift 
I  den  eingeklammerten  Brueh  angedeuteten  Stelle  befestigt 
lie  erste  Kurve  {Vig.  243a),  welche  erbalten  wird,  wenn  man 

der  Mitte  zupft  und  den  Schreibstift  in  \  der  Saiienbüigo 
riebt  nabe/u  einfttcben  Schwingungen,  alle  übrigen  sind  mehr 
xusaimnengesotzt;  die  Anzahl  der  gleichzeitigen  Schwingungen 


JMk 


„  ,00  Saiten 


,c^^ 


1»  V.  <^v^ 


1^      -J*.  den»  ""^  «Zu  2«  ww«»'  "T;^  .  aa-ebr»eb 
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Helmholtz  ^)  hat  über  die  zusammengesetzten  Schwingungen  der  Saiten, 
1  sie  geschlagen  oder  gezupft  werden,  ausführliche  theoretische  und 
rimentelle  Untersuchungen   angestellt.     Als  allgemeines   Resultat  hat 

dabei  ergeben,  dafs  die  Intensität  und  Anzahl  der  in  den  zusammen- 
tzten  vorhandenen  Einzelschwingungen  aufser*  von  der  Stelle,  wo  die 
3  angeschlagen  ist,  von  der  Ai*t  und  Dauer  des  Anschlags,  sowie  von 
Dicke,  Steifigkeit  und  Elasticität  der  Saite  abhängt.  Wir  werden  auf 
3  Fragen  im  nächsten  Abschnitte  nochmals  zurückkommen.     (Man  sehe 

Sehr  viel  komplicierter  sind  die  Schwingungen  einer  Saite,  wenn  die- 
I  niülit  geschlagen  oder  gezupft,  sondern* mit  einem  Bogen  gestrichen 
L  HelitiUoltK*)  hat  das  Vibrationsmikroskop  vorzugsweise  benutzt,  um 
Mlpingangeii  einor  Violinsaite  zu  studieren,   welche  in  gewöhnlicher 


Fig.  244. 

b 


ie  in  der  Nähe  des  Steges  mit  dem  Bogen  gestrichen  wird.  Die 
iringungsfigur,  welche  die  Mitte  der  Saite  dann  zeigte,  wenn  die  Saite 
a  reinen  vollen  Ton  gab,  ein  Beweis,  dafs  die  Schwingungen  ganz  regel- 
rtg  waren,  ist  in  Fig.  244  abgebildet,  für  den  Fall,  dafs  die  Schwingungs- 
9n  der  Saite  und  der  Gabel  ganz  genau  gleich  waren.  Fig.  244  a  zeigt 
Figur,  wenn  die  Schwingungen  ohne  Phasendifferenz  stattfanden, 
'enn  die  vertikal  schwingende  Gabel  3^,  c  wenn  sie  -j^,  d  wenn  sie 
Schwingung  voraus  ist.  Dabei  ist  die  Bewegung  als  ohne  Phasen- 
renz  vorausgesetzt,   wenn   dieselbe  gleichzeitig  nach  rechts   und  oben 


^)  HdmhöUz^  Lehre  von  den  Tonempfindangen.  Brauoschweig  1863.  p.  128  ff. 
p.  663.  Man  sehe  auch  Bratm^  Über  den  Einflnfs  von  Steifigkeit,  Be- 
r^ff  und  Amplitude  auf  die  Schwingungen  der  Saiten.  Poggeod.  Annalen 
SXLVII. 

*)  Hdmholtz,  Lehre  von  den  Tonempfindangen.  Brannschweig  1863. 
.0. 
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ZusammengesetEte  Sehwingiingeii  vou  Saiten. 


geht,  iinrl  angenomnien,  dafs  beide  Ajiciplitiiden  gleich  sind.      Die   Piguit 
züigeii  ohnc!    woiter^s,    dafs  die    Schwingung  der  Saite  keine  einfiidie 
denn  dann  nitlfstnn  nach  §  130  die  Fig.  a  eine  gerade  um  45**  gegen 
horizontale  geneigte  Linie,   b  uiiH  c  Ellipsen,  d   ein   Kreis  sein.     Wele 
Art  die  Bewegung  der  Saite  hiemach  ist,  das  ergibt  die  Untei*suchangT  ' 
die  Bewegung  beschaffen  sein  muis,  welche  mit  einer  einfachen  Scliwin 
zttsainmengosetzt,  obige  Schwingungsüguren  liefert.      Dabei  ergibt  sich 
überraschende    Resultat,   dafs   die   Saite   zwischen   ihren  äuTsersten 
sich  mit  ganz  konstanter  Geschwindigkeit  hin  und  her  bewegt.    Daftä  in  < 
That  obige  Schwingungsfiguren  aus  einer  vertikalen  einfachen  Schwii 
imd   einer   horizontalen   mit 'gleichförmiger   Oescb windigkeit   hin  tind 
gehenden  Bewegung  sieb  ergeben,   das  zeigt  die  Konstruktion  Fig.  2451 
welche  die  Fig,  244a  und  b,  und  Fig.  245b,  welche  Fig,  244c  undd  liefet 


Fig.  2451 
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Die   Konstmktion    ist   der    in   §    121   angewandten  ganz  analog.     Um 
eintaclien  Schwingungen  in  ihrer  einzelnen  Phase  darzustellen,  igt  um  i 
Mittelpunkt  0  mit  der  Am|»litude  der  Schwingungen  ein  Kreis  gezogen 
dieser  in  zwölf  gleiche  T^ile  geteilt.     Ents^prechend  der  Gleichung 

il  ^  a  *  sin  2  TT    «, 


geben  dann  aul  dem  vertikalen  Ihirchmesser  die  Sinus  dieser  Bogen  Oot^  0^\ 
die  von  dem  VibrationsmikroRkope  in  ^  T,  j^j  T  -  •  zurückgelegten  W^ 
also  ß,  /?,  y  '  '   die  Lage  des  einlach   schwingenden   Punktas  in 
gebenen  Moineßten.     Der  horizontale  Durchmesser  ist  in  sechs  gl' 
geteilt,  so  dafs  n,  h^  c  die  Lage  des  mit  gleich  förmiger  Bewegung  horiionW 
schwingenden  Fmiktes  nach   y\  ^?  i\  ^ '  *  angibt.     Bewegt  sich  der  rußW 
nach  beiden  Ricbtimgen,  so  ist  die  Lage,  wenn  keine  Phasendifter^inz  v^rj 
banden  ist,  zu  den  Zeiten  jV^'t    i\  '^  '  *  *  durch   0,  »a,  ßb  etc.  gegeb* 
wenn    die   Phasendifforenz    j^^  T  beträgt,   durch  ct^  ßa^  yb^  /3r  etc.,  er  i 
nach  der  vertikalen  jedesmal  ^  voraus.     Die  Verbindungslinien  der  so  < 
ialtenen  einÄelaen  Punkte  geben  dann  die  Bahn  desselben,  und  man  siBbli 


iCtitoinmeugedetste  SoliwiDgungen  von  Saiten. 


669 


in  Fig,  245   konstiiiierteii   Kurven  mit  den  in  Fig,  244  ali- 
QÜsch  sind. 

n  auch  direkt  durch  die  graphisoho  Methode  nachweisen ,  dafs 
r  nahe  ihrem  Ende  gestrichenen  Bait*  mit  gleieht'lirmiger  Ge- 

hin  und  her  geht  Die  BchwijigniigskurFen  müssen  dann 
rixuntale  gleichgeneigte  auf  und  ab  steigende  gerade  Linien 
3,  abgesehen  von  kleinen  dureh  ünregelmlirBigkeiten  der  Be- 
brenden  Kräuselungen,  der  Fall  ist,  zeigt  Fig.  246,  welche  die 

der  Saite  aufgezeichnete  Figur  giht,  als  der  Bogen  j^^j  der 
on  dem  einen  Ende  aufgesetzt  war.  Auch  diese  Zeichnung 
meinem  Freunde  Quincke,  Auf  die  Kräuselungen  werden  wir 
rn  Stelle  zurückkommen. 


Vi«  nf> 


Schwingungen  alle  in  der  Sa  ul«  n  snn   juUssfn,  und 

lltni>  zwischen  den  einzelnen  AuiiiUtudf^n  vorhanden  bein  mufs, 
6^)  untersucht.  Wir  begnügen  uns,  das  Resultat  der  Unter- 
iteilen,  nach  welchem  gleichzeitig  alle  Bchwingungen,  die  in 
|||kh  sind^  auftreten.  Ist  die  AmpHtude  der  langsamsten 
^R  st»  ist  die  der  folgenden,  deren  Zahl  gleich  2  ist,  gleich  J, 
^■nit  der  Hf.hwingungszahl  3  gleich  },  allgemein  die  der  n. 

B^ngszahl  n  gleich      ^  *    Das  Zusammenwirken  aller  dieser 

i  wzeugt  eben  die  gleichftirmige  Bewegung. 

I  130  und  131  besprochenen  8chwingung8fürmen,  wenn  zwei 

II  einander  senkrechte  Bewegungen  gleichzeitig  auf  einen  Pmikt 
bm  man  leicht  an  tmnsverxsal  schwingenden  Stäben  erhalten, 
han  mit  einem  glöjizend^m  l'unkte  versieht  Nimmt  man  einen 
dratischem  Querschnitt,  s<j  kanri  man  die  Öehwingungstiguren 
loht  willklirlieh  herstellen. 
flg.  247)  der  quadratische  Querschnitt  des  Htabes;  stofsen  wir 

Eng  OX  an,  so  wird  er  in  dieser  Richtung  schwingen,  und 
kt  eine  Linie  ijarallol  OX  zeigen. 
»arallel  0  \\  ho  erhalten  wir  die 
lie  parallel  OY.  Da  die  Dicke  des 
he  ist,  so  sind  die  Hdiwingungen  na<^h 
Ingen  isochron,  Htofseii  wir  uim  das 
'goud  einer  andern  K  ich  110114-,  sr^  kt  innen 
Itattlindenclo  Bewegung  nls  /.iisHinmeii' 
len  aufe  einer  parallel  ÜX  imd  einer 
wir  erhalten,  da  dann  die  beiden  Ba- 
ne  Fha»endifferenz  sind,  eine  gerade 
■^r  irgend  einem  Winkel  gt^gen  O  X 

van  den  Tonempßndungen.    Bmnrischweig  1Ä63   fitJ^^L^- 


Fi«,  ui. 
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Erteilen  wir  dagegen  dem  Stäbchen  eine  Bewegung  parallel  der  einfla 
Richtung^  etwa  0  X,  mitl  get>en  dann  dem  schwingenden  Stabe  einen  Stoflf 
nach  0  y,  so  treten-  Ellipsen  auf,  deren  Gestalt  von  der  Phasendiöer^nz  nh^ 
bängl,  welche  tlie  beiden  Bewegungen  daJin  haben.  Wir  erhalten  d 
die  Ellipse  Fig,  209  und,  von  oben  angesehen,  eine  Bewegung  des  Kn^  - 
entgegengesetzt  der  des  Zeigers  einer  Uhr,  wenn  wir  das  Stäbchen  in  der 
tioig  nach  Y  stofsen,  wenn  es  nach  X  hin  f  seines  Weges  ziirüekgel« 
hat,  einen  Kreis,  wenn  wir  es  in  dem  Augenblicke,  wo  es  den  gröfsten  Ab- 
stand nach  X  erreicht  hat,  ebenso  stark  nach  Y  stofsen,  wie  vorher  nach  I 
hin,  Stofsen  wir  das  Stäbchen  nach  Y  hin,  wenn  es  j  seines  Weges  nack 
der  entgegengesetzten  Seite,  nach  —  X  hin  zurückgelegt  hat,  so  erlmltBH 
wir  die  Ellipse  (Fig.  211)  und  die  Bewegung  ist  von  der  Linken  zur  RechlOT 
im  Sinne  des  Zeigers  einer  Uhr. 

Wenn  das  Stilbehen  nach  der  einen  Richtung  ab  dicker  is^t  al»  nafh 
der  andern,  so  geschehen  die  Schwingungen  nach  Y  rascher  als  nicb  X 
Ist  der  Unterschied  nur  sehr  unbedeutend,  so  dafs  die  Schwingung  nach  t\ 
nur  sehr  wenig  rascher  ist,  so  hat  das,  wenn  wir  den  Stab  in  einer  g^ 
OX  und  OT  geneigten  Richiung  sti>rsen,  denselben  Erfolg,  als  wenn 
bei  gleicher  Oscillatiimsdauer  nach  und  nach  die  verschiedenen  Pba  ' 
renzen  hervorbrüchten;  wir  söhen  deshalb  nach  und  nach  alle  dit  ; 
entstehen,  die  wir  §  130  ableiteten.  Bei  der  ersten  Schwingung,  wentt 
wir  den  Stab  nach  P  hinstofsen,  sehen  wir  eine  Linie  parallel  OP.  Di« 
Schwingung  nach  der  positiven  Seite  der  Y  beginnt  dann  zum  «weiten  W 
etwas  früher  als  die  nach  X,  die  gerade  Linie  geht  daher  in  eine  s^k 
Hache  Elhpse  über,  der  Punkt  dreht  sich  wie  der  Zeiger  einer  Uhr,  die 
grolse  Axe  der  Ellipse  liegt  im  Quadranten   YOX. 

Bei  den  folgenden  Schwingungen  wird  die  Phasendiflerenz  iramer 
gröfser,  da  die  Schwingung  nach  Y  immer  mehr  vor  eilt,  die  Ellipse  wtrti 
daher  anfangs  imuier  weniger  Hach,  geht  einen  Augenblick  In  einten  Krei* 
über  und  Üarbt  sich  dann  wieder  ab,  aber  so,  dal's  jetzt  die  grofse  Ai^  in 
dem  Quadranten  YO  —  X  sich  befindet.  Bei  weiterer  Phasendiiferenx  wird 
die  Ellipse  wieder  eine  gerade  Linie,  die  senkrecht  zu  OP  ist  iL  s.  t,  es 
treten  alle  die  Figuren  nach  einander  auf,  welche,  wie  wir  sahen,  bei  Stuben 
mit  quadratischem  Querschnitt  durch  verschiedenes  Stcfsen  erzeugt  werüeu 
können. 

Ist  der  Unterscbied  der  Dicke  bedeutend,  so  erhillt  man  die  in  §  VM 
besprocheneu  Figuren;  macht  der  Stab  nach  Y  z.  B.  zwei  Schwingun^Q, 
nach  X  eine,  so  erhält  man  je  nach  der  Phasendifferenz  die  Kurven  Fig.  21S, 
und  ist  das  Verhiiltnis  nicht  genau  1:2,  so  bekommt  man  nach  und  Hieli 
die  dort  besprochenen  Kurven. 

Das  Kaleidophon  oder  phonische  Kaleidoskop  von  WheatstoneM  zeigt 
diese  Kurven  und  aufser  diesen  manche  aus  andern  SchwingungsverblÜt- 
nissen  zusammengesetzte;  der  Apparat  besteht  aus  mehreren  Stäbchen  mit 
glanzenden  Spitzen,  die  nach  den  beiden  Richtungen  ihres  Querschnitte  van 
verschiedenen  Dimensionen  sind.  Eine  recht  hübsche  Verbesserung  ^ö* 
Wheatstoneschen  ist  das   üniversalkaleidophon,   welches    fast  gleichjei^'.' 


Er2   -L 


^)   Wheatstone,  Quarterly  Journal  of  science  etc,  new  aeriea  Nr.  II. 
Schweiggei'-Seidek  JüAitWch.   Bd.  60. 
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ilt'ljenigen  von  Lissajous*)  gleich  bei  seiner  grofsen  Untersuclinng  über  diJ 
Schwingungen,   auf  welcbe  wir   im   nücbsten  Abschnitt   nochmals  ziiiHrk-j 
kommen.    In  Fig.  248  sind  eine  Anzahl  der  von  Lissajous  gegebenen  Kur 
mitgeteilt;   die  Verhältnisse  der  komponierenden   Kinzelschwingungen 
neben  jeder  Eeihe  angegeben.    Sind  die  Seh wingungs Verhältnisse  nicht  \ 
genau  dio  angegebenen,  so  sieht  man  die  in  jeder  Reihe  dargestellten  Kiur« 
nach  einander  aultreien. 


Drittes  Kapitel. 
Welleiihrwegung  finssiger  und  gasförmiger  Körper. 

§  14G. 
Longitudinale  Wellen  ia  FlÜBBlgkeiten  und  Gasen.     Oasd 

Flüssigkeiten   bstbi  ii,  wie  wir  sahen,  keine  selbstilndige   Gestalt;  in  ifa 
können  daher  intylge  der  Klastiuität  keine  schwingenden  Bt^  -n  \ 

stehen»   weli^lie    mit   einer  Gestaltsündening   des   Kr*rpers   \« 
keine  transversalen  Sehv%mgimgen.    Da  aber  die  Flüssigkeiten  ein  seibsti 
diges  Volumen  haben  und,  wie  wir  früher  sahen,  elastisch  sind,  nnd 
ebenso  die  Luft  infolge  df^s  Biuckes,  unter  dem  sie  an   der  ErdobcrHÄclM 
gteht^  eine  bestinunte  Dichtigkeit  nnd  Elasticität  hat,  so  können  in  heidrt 
longitudinale  Wellon  bestehen  und  hieb  fortpdanzen. 

Da  das  Wasser  sowohl   als   die   Luft,   als   Typus    der   tropfbar 
elastisch  flilssigon  Körper,  homogen  und  isotrop  sind,  so  müssen  nach  defl 
Frühem  die  an  einer  Stelle  im  Innern  dersellien  erregten  Wellen  sich 
der  Form  von  Kutrehi  ausbreiten, 

üra  von  der  Entstellung  imd  Fortpflanzung  dieser  Wellen  ein  dfiutj 
lickes  Bild  zu  erhalten,  denkeit  wir  uns  eine  Kugel  C  (Fig.  249)  im  Inncti 
einer  Flüssigkeit  in  longitudinale  Schwingungen  versetzt,  so  dafs  also  ^i 

Kugel  sich  in  rascher  Folge  abwecbs^^lw 
Fig,  Ji4:i,  vergröfsere  und  verkleinere.    Eine  V?l^ 

grolserung  der  Kugel  wird  alle 
Kugel  rings  umgebenden  Fltlssi| 
teile  in  der  Richtung  der  Radienl 
stofsen,  also  diesen  Teilchen  eine  i 
von  der  Kugel  fortgerichtete  Bewe^ 
erteilen.  Infolge  dieser  nach  anls« 
gerichteten  Bewegung  tritt  rings 
die  Kugel  eine  Verdichtimg  der  PlN 
sigkeit  ein,  und  infolge  dieser  V« 
dichtung  Übt  diese  Flüssigkeitssch 
auf  die  folgenden  einen  starkem  Drocl 
von  innen  nach  aufsen  als  uin^ai 
die  umgebende  Flüssigkeit  von 
nach  innen  entgegen  drückt.  Dai 
ergibt  sich  dann,  dafs  diese  fortschreitende  Bewegung  sich  ringä  mn 
Kugel  immer  weiter  ausbreitet. 


^)  lAwßjov^j  Annalea  de  chtin.  et  de  pbys.    III.  S^r.    T.  LI. 
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Hat  die  Kugel  das  Maximum  ihrer  Auedehnung  erreicht,  so  zieht  sie 
ch  wieder  zusaniraen.  In  den  durch  diese  Zusammenziehung  entstehenden 
wen  Baum  wird  nun  wegen  des  Druckes  der  Umgehung  die  Flüssigkeit 
m  allen  Seiten  her  sieh  hineinhegehen;  die  Flüssigkeitsschicht  erhält  also 
iigs  um  die  Kugel  eine  iUckgUngige  Bewegung.  Dadurch  tritt  rings 
n  die  Kugel  eine  Verdtlnnung  ein,  und  wegen  dieser  Verdüjuiung  erhalten 
ich  die  folgenden  Schichten  eine  rückgilngige  Bewegung.  Die  Verdünnung 
tid  somit  die  rückgüngige  Bewegung  pflanzt  sich,  auf  die  Verdichtung  und 
irUchreitende  Bewegung  folgend,  somit  gerade  so  um  die  Kugel  fort  wie 
letztere. 
Durch  die  Vibrationen  der  Kugel  gelangen  also  zunächst  die  Flüssig- 
iitsteüe,  welche  unmittelbar  an  der  Kugel  anliegen,  in  eine  schwingende 
ewegung  und  diese  schwingende  Bewegung  pflanzt  sich  auf  jedem  Radius 
Her  Kugel,  die  wir  um  dea  Mittelpunkt  der  Kugel  C  uns  gelegt  denken, 
irt  wie  die  Schwingungen  in  den  fiiiher  betrachteten  Punktreihen,  wie  die 
mgitudinalen  Schwingungen  in  den  Stäben  der  festen  Körper. 

Die  longitudinalen  Schwingungen  in  einer  Flüssigkeit,  sei  sie  tropfbar 
Äfir  elastisch  flüssige  sind  also  ein  Fall  der  früher  betrachteten  Fort- 
flanzmig  einer  Wellenbewegiuig  in  einem  elastischen  Punktsysteme.  Be- 
Bichnen  bei  einer  kontinuierlichen  Schwingung  die  Kreise  a  und  a  die 
teilen,  in  denen  die  Punkte  in  den  gleichen  Phasen  der  Bewegung  sind, 
sie  z.  B.  ihre  fortschreitende  Bewegung,  in  a  ziim  ersten  Male,  in  a'  zum 
sreiten  Male  beginnen,  so  ist  der  Abstand  der  beiden  Kreise  eine  Wellen- 
tnge,  und  auf  der  Strecke  aa  sind  alle  Oscillationsphasen  vertreten.  Der 
im  h  bezeiclmet  dann  alle  die  Piuikte  rings  imi  die  Kugel,  welche  eine 
Oscillation  zurückgelegt  haben  und  ^»-erade  im  Begriffe  sind,  von  der 
igewichtslage  aus  ihre  rückschreitendo  Bewegung  zu  beginnen,  Be- 
ichnen  wir  demnach  auch  hier  jene  Strecke  der  Radien,  in  denen  sich 
le  FlQssigkeitsteilchen  auf  der  einen  Seite  ihrer  Gleichgewichtslage  be- 
iden, als  Wellenberg,  jenen  Teil,  wo  sie  sich  auf  der  andern  belinden,  als 
ellenthal,  so  sind  die  Strecken  h  a,  i<'«'  Wellenberge,  die  Strecken  hdy  h'c 
ellenthüler^). 

Da  diese  longitudinalen  Wellen  nur  in  der  Elasticität  der  Flüssigkeiten 

Grund   haben   imd   durch    die   zwischen   den   einzelnen  Fltissigkeits- 

en  tbätige  elastische  Kraft  fortgepüanji,  werden,  su  köimcn  wir  zur 

imung  der  FortpÜanzungsgeschw^ndigkeit  unmittoU>ar  unsere  früher 

ine  Gleichung  anwenden: 

'-Vi- 

^orin  €  die  elastische  Kraft  und  ä  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  in  der 
rtter  erwilhnten  Weise  bedeuten. 

Um  demnach  die  Fortptianzungsgesch windigkeit  zu  erhalten,  haben  wir 
mr  diese  beiden  Gröfsen  für  diese  speciellen  Fälle  zu  bestimmen.  Beginnen 
mit  den  tropfbaren  Flüssigkeiten. 


*)  An  dieser  Auffassung  der  Wellenbewegung  in  Gasen  brauchen  wir  auch 
Bfolge  der  dynamischen  Gaatheorie  nichts  zu   andern »  da  wir  im  vorigen  Ab- 
thnitt  gaben,  dafe  den  Gasmolekülcn  mitgeteilte  Bewegungen  sich  einfach  zu 
n  Molekularbewcgungen  auperponiereii. 

W^t^üvs,  Pb/iik.   I.    4  Ann.  \^ 
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Die  Gröfse  e  ist,  wie  wir  sahen,  die  E[rait,  mit  der  die  einander  ge- 
näherten Teilchen  sich  abstofsen,  die  entfernten  sich  anziehen,  wem  dk 
Verschiebung  der  Teilchen  der  Einheit  gleich  geworden  ist,  mit  der  wir 
also  die  Gröfse  der  Verschiebung  multiplicieren  müssen,  um  die  einer  wr- 
handenen  Verschiebung  entsprechende  Anziehung  oder  Abstolsong  za  er- 
halten. Denken  wir  uns  eine  Flüssigkeitssäule  in  einem  OefiLfoe  eii- 
geschlossen,  dessen  Wände  sich  nicht  ausdehnen  kOnnen,  und  komprimieiei 
wir  diese  Flüssigkeit  etwa  parallel  der  Längsaxe  des  GeflLfses,  so  wird£e 
dieser  Kompression  entsprechende  elastische  Kraft  gleich  jener  sein,  welek» 
die  schwingende  Bewegung  veranlafst  und  fortpflanzt,  da  auch  bei  dieM 
nur  eine  Zusammendrückung  und  Ausdehnung  nach  der  Richtung  der  BadieD 
stattfindet ,  weil  jeder  parallel  einem  Badius  liegende  Flüssigkeitsfaden  t« 
der  umgebenden  Flüssigkeit  eingeschlossen  ist. 

Ist  V  das  Volumen  der  in  dem  Gefäfse  eingeschlossenen  Flüssigkeit, 
ist  X  der  Kompressionskoefficient  der  Flüssigkeit,  wenn  der  Druck  ftir  dii 
Flächeneinheit  um  die  Gröfse  p  zunimmt,  so  ist  die  einer  Volumvennindenmg 
dv  entsprechende  Druckzunahme  dp  durch  die  Gleichung  gegeben 

dv  dp 

oder 

p    dv 

Der  Quotient  —  gibt  uns  die  Volumverminderung  der  Flüssigkeit  ii 

Bruchteilen  des  ursprünglichen  Volumens.  Da  nun  der  Voraussetzung  nwk 
die  Volumverminderung  nur  durch  eine  Verkürzimg  der  FlüssigkeitssSnl« 
parallel  einer  Richtung,  wie  bei  den  longitudinalen  Schwingungen,  stttt* 
findet,  so  gibt  uns  der  Quotient  gleichzeitig  die  Verschiebung  der  Flfissif- 
keitsteile  gegen  einander  gemessen  nach  ihrem  ursprünglichen  AbstauL 
Da  wir  weiter  wissen,  dafs  die  durch  eine  Kompression  geweckte  elastisdi 
Kraft  stets  gleich  ist  der  äufsem  dieselbe  bewirkenden  Kraft,  so  folg^ 
dafs  dp  gleich  ist  der  zwischen  den  Molekülen  in  der  Flächeneinheit  thfttigM 

An 

Kraft,  wenn  dieselben  um  die  Gröfse  ,  dieselbe  gegeben  in  Bruchteil« 

des  ursprünglichen  Abstandes,  einander  genähert  sind.  Daraus  folgt,  di£i 
die  Gröfse  c  gegeben  ist  durch 

X     "" 

wenn  wir  mit  g  den  Querschnitt  der  betrachteten  oder  schwingenden  Flüssig' 
keitssäule  bezeichnen. 

Die  Gröfse  d  ist  die  Masse  der  Längeneinheit  der  schwingenden  FlflsBf 
keitssäule,  es  ist  somit,  wenn  s  das  specüische  Gewicht  derselben  bedoatA 

d  =  «g. 

Wir    erhalten    demnach    fUr    die    Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ^ 
schwingenden  Bewegung 

X  •< 


y; 
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oder  wenn  wir  den  der  Druckeinheit  entsprechenden  Kompressionskoefß- 
denten  mit  94  bezeichnen, 


Der  reciproke  Wert  von  x^  ist  nach  den  Entwicklungen  des  §  63  der 
lüasticitätskoefficient  der  Flüssigkeit  E  in  denjenigen  Druckeinheiten, 
irelche  dem  Werte  Xj  zu  Grunde  liegen,  so  dafs  wir  fllr  die  in  Flüssig- 
keiten sich  fortpflanzenden  longitudinalen  Wellen  genau  zu  demselben  Aus- 
drack  gelangen  wie  ftlr  die  longitudinalen  Wellen  in  festen  Körpern 


-v~- 


Da  wir  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Flüssigkeitsschicht  ihrem 
dewichte  gleich  gesetzt  haben,  mufs  E  in  den  Einheiten  des  absoluten 
Systems  gegeben  werden. 

Ii4ig  62  haben  wir  fdr  einige  Flüssigkeiten  nach  den  Versuchen  von 
Orassi  die  Werte  von  E  in  Kilogrammen  für  das  Quadratmillimeter  aus- 
gedrückt. Um  dieselben  in  das  C,  G,  8 System  zu  übertragen,  haben  wir  die 
dort  angegebenen  Werte  mit  98  100  000  zu  multiplicieren.  Wir  gaben 
damals  für  Wasser  von  der  Temperatur  4"  C. 

E  =  205. 

Der  Wert  wird  im  C.  G.  S-  System 

i;=  201,1.  10«-^. 

Da  in  diesem  System  die  Längeneinheit  das  Centimeter,  somit  s  die 
Kttse  eines  Kubikcentimeters  Wasser  bei  4^  ist,  so  ist  .9=1,  und  es  wird 
in  Gentimetem 

c  =  1/201,1  .  10«  =  141  800«°^ 

«der  in  Metern  c  =  1418°*. 

Für  Quecksilber  ergibt  sich  aus  dem  §  G2  angegebenen  Werte  von 
^•=  3603 

E  =  3436,5  .  10«  -^ . 

Die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  ist  13,5959,  also 
/SÄS6Jy~'  10« 


Y'- 


13,6969 


=  159  000°  =  1590™. 


Wie  wir  im  nächsten  Abschnitt  sehen  werden,  haben  Colladon  und 
8tann^)  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen 
^  Wasser  ganz  der  Theorie  entsprechende  Werte  gefunden,  nämlich  fQr 
*e  Temperatur  8^  den  Wert  1435"*. 

Wir  können  auch  dem  Ausdruck  fllr  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
^^  longitudinalen  Wellen  in  Flüssigkeiten  dieselbe  zweite  Form  geben,  die 
'^ir  für  die  festen  Körper  ableiteten.    Wir  denken  uns  ein  Kubikcentimeter 


')  CoOadon  nnd  Sturm ,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  T.  XXXVI.    Poggend. 
W  Bd.  XII. 
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Flüssigkeit  in  einem  anansdehnsamen  Würfel  und  üben  auf  die  obere  Fliehe 
der  Flüssigkeit  einen  Druck  durch  ein  Knbikcentimeter  derselben  Flflsn^ 
Der  von  dieser  Flüssigkeit  ausgeübte  Druck  ist  in  den  Einheiten  des  CM 
Systems  gleich  gs.  Die  dadurch  eintretende  Volumvermindenmg  in  BraA- 
teilen  des  ursprünglichen  Volumens  ist 

d  =  xigs  =  -j^' 

Daraus  folgt 

8     '^   d 

z. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  ist  il» 
gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Beschleunigung  beim  freien  Fall  dividkrt 
durch  die  Quadratwurzel  aus  der  Volumvermindenmg,  welche  die  Voh» 
einheit  durch  einen  Druck  erfährt,  der  dem  Gewichte  der  Volumeilkeit  k 
Flüssigkeit  entspricht,  oder  wie  man  sich  kurz  ausdrückt,  welche  die  VoIüb- 
einheit  durch  ihr  eigenes  Gewicht  erf&hrt^). 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  in  GM 
erhalten  wir,  wenn  wir  in  dem  ersten  für  die  Flüssigkeiten  abgeleitahi 
Ausdrucke  x  =>  1  setzen;  denn  nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  ist  die  dv 
Volumverminderung  dv  entsprechende  Druckvermehrung  dp  durch  Ä 
Gleichung  gegeben 

dv  dp 

V  p 

Deim  haben  wir  ein  Volumen  v  eines  Gases  unter  dem  Drucke  p  ^ 
wächst  der  Druck  um  dp^  so  nimmt  das  Volumen  um  dv  ab,  so  dafsB^k 
dem  Mariotteschen  Gesetze 

pv  =  (^p  -}-  dp)  (v  —  dv)  =  jpv  4-  vdp  —  pdv  —  dpdv. 
Bei    den    hier    betrachteten    schwingenden    Bewegungen   ist  (^r  le 
klein,  dafs  wir  dpdv  gleich  Null  setzen  dürfen,  dann  folgt  aber  aus  die» 
Gleichung  , 

vdp  —  pdv  ^  0  oder  dp  ^^=  p 

Wir  haben  somit  für  die  Gröfse  e  in  jedem  Falle  den  Druck  ehuusetflii 
unter  welchem  das  (xas  augenblicklich  steht.  Bedeutet  demnach  auch  jetxt  1 
das  specifische  Gewicht  des  Gases,  so  wird 


v\- 


Ist  s  die  Dichtigkeit  des  Gases  unter  dem  Druck  p'  der  AtmösphiWr 
so  ist  nach  dem  Mariotteschen  Gesetze 


somit 


VI- 


>)  Man  sehe  auch  Poisson^  Traitä  de  m^canique,  livie  tiziteM»  eiiip>^  j 
§  667. 
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Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  hängt  somit,  da  Dichtig- 
t  und  Elasticität  des  Gases  sich  im  gleichen  Verhältnisse  ändern,  nicht 
.  dem  Drucke,  unter  welchem  das  Gas  steht,  ab,  sondern  ist  fUr  alle 
icke  dieselbe. 

An  dem  Ausdruck  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen 
Gasen   müssen  wir  eine  Korrektion   anbringen,   die,  wie  wir  später  in 

Wärmelehre  nachweisen  werden,  ihren  Grund  darin  hat,  dafs  jede 
mpression  der  Gase  eine  Erwärmung,  jede  Ausdehnung  eine  Abkühlung 

Folge  hat.  Diese  Erwärmung  und  Abkühlung  bewirkt,  dafs  von  den 
Uen  der  Verdichtung  die  Moleküle  mit  gröfserer  Kraft  zu  denen  der 
rdünnung  getrieben  werden,  so  zwar,  dafs  die  elastische  Kraft  im  Ver- 
tnisse  1  zu  Ä  vergröfsert  wird^).  Wir  müssen  deshalb  den  vorhin  be- 
Eimten  Wert  von  c  mit  ^k    multiplicieren  und  erhalten  somit 


i/f 


Ic. 


Bei  der  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  Gasen  ist 
ner  darauf  zu  achten,  dafs  die  Dichtigkeit  derselben  bei  einem  gegebenen 
icke  wesentlich  von  der  Temperatur  abhängig  ist.  Bezeichnen  wir  die 
thtigkeit  des  Gases  bei  der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  mit  s^y 
ist  bei  einer  Temperatur  ^,  dieselbe  nach  Graden  der  hundertteiligen 
ila  gemessen, 

1  +  0,003  67  t 

Für  die  Fortpflanzimgsgeschwindigkeit  der  Wellen  bei  der  Temperatur  t 
lalten  wir  demnach 


n 


-^-(1+0,003  67  0. 


Die  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luft  ist  unter  dem  Drucke  einer 
mosphäre  und  bei  der  Temperatur  0^  gleich  0,001  293.  Für  Luft  ist 
•  Wert  von  Ä,  wie  wir  in  der  Wärmelehre  zeigen  werden,  1,405.  Der 
ack  der  Atmosphäre  ist  in  d^n  Einheiten  des  C.  G,  S-  Systems 

/  =  10  136  •  10* 


CS^ 


Wir  setzen  zur  Bestimmung  von  p'  den  Normaldruck  zu  Paris,  also 
•echnet  mit  dem  Pariser  g  ein,  weil  die  Dichtigkeit  s^  der  Luft  von 
gnault  zu  Paris  bestimmt  ist.    Mit  diesen  Werten  wird 


c  —  33 180 }/l  +  0,003  67  t  Cm.  =  331,8  |/i  +0,003  67  t  M. 

Für  ein  anderes  Gas  haben  wir  die  betreflfenden  Werte  von  k  und  Sq 
zusetzen;  nennen  wir  das  speciflsche   Gewicht  des  Gases  bezogen  auf 


>)  Man  sehe  im  dritten  Bande  den  Paragraphen:   Speciflsche  Wärme  der 
6  bei  konstwitem  Voltunen. 
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§UT. 


Luft  (J,  so  krumen  wir  flir  ein  beliebigobi  Gas  die  FortpflanznngsgescliwiAdig* 
keit  der  longitudinalen  Wellen  schreiben 


c  =  331,8  Y-^^i^  (1  +  0,003  67  0- 

Bestätigungen  dieser  Ausdrücke  werden  wir  bei  Besprecbong  der  Fort- 
pflanzimgsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  Gasen  kennen  lernen. 


§  U7. 

Stehende  Wellen  in  Flüöelgkeitscylindem.  Wenn  man  in  m 
c^'lindrisches  Oetufs  eine  Flüssigkeit  eiaschlielsL  und  man  erregt  an  einer 
Stelle  des  FlUssigkeitscylinders  eine  schwingende  Bewegung,  so  pflanzt  mh 
dieselbe  durch  die  8[iule  l'ort^  wird  an  den  Enden  rellektiert  und  es  «üit- 
stehen  durch  Interferenz  der  direkten  und  reflektierten  Welle  steh«?iid*  j 
Sekwinjifimge^n.  Da  wir  auf  die  Wellenbewegung  dieser  Art  nach  am 
vorigen  Paragraphen  unmittelbar  unsere  fillhere  Theorie  der  longitudinalra 
Schwingungen  anwenden  können,  so  haben  wir  für  die  Sehwingrmgsdaöfif  i 
dieser  stehenden  Wellen  den  Ausdruck 


2L 


vi= 


2L 

c 


und  wir  haben  nur  die  Länge  L  der  stehenden  Welle  zu  bestimmen,  in 
welcher  die  Flüssigkeitssitule  schwingt 

Wir  können  auch  hier  die  Fälle  unterscheiden,  wo  die  Flüssigkeit*- 
säule  an  lir^iden  Hoiten  frei  ist,  oder  wo  sie  an  einem  Ende  frei  ißt,  am 
andera  befestigt,  Ersterns  ist  dann  der  Fall,  wenn  wir  eine  Fliissigkeit^ 
säiile  in  einer  heberfdrniigen  an  beiden  Seiten  offenen  Glasröhre  oder  in 
einer  in  eine  Flüssigkeitsmasse  getauchten  Glasröhre  zum  Schwingen  bring*«. 
Denn  auch  in  dem  letztem  Falle  ist  die  umgehende  Flüssigkeit  gewi! 
mafi>en  weniger  dicht  als  die  in  der  Rühre  eingeschlossene^  da  tiie  Wl 
keit  aufserhalb  der  Eühre  bei  wner  an  dem  Ende  der  R5bre  ankoinnwui 
Verdichtung  nach  alltin  Seiten  und  deshalb  Iqichter  ausweichen  kann,  als  dit 
Flüssigkeit  in  der  Rohre,  welche  sich  nur  der  Längsrichtung  der  Eto 
nach  bewegen  kann.  In  diesen  beiden  Fällen  tritt  demnach  eine  Befleiioii 
ohne  Wt;ichsel  des  Vorzeichens,  ohne  Verlust  einer  halben  Wellenl&niBf»  ^ 

Der  zweite  Fall  ist  dann  vorhanden,- wenn  wir  eine  Flüssigl:-        ' 
in  einer  geraden  unten  geschloesenen  Glasröhre  zum  Schw^iufien  bi  n  : 
tritt  dann  an  der  untern  Grenze   eine  Reflexion  mit  Verlust  einer  haiben 
W^ellenliinge   ein;   ein   ankommender  Wellenberg   wird    als  Wellentbal  r«J* 
flektiert. 

Die  Oacillatiansdauem  und  Schwingungszahlen  solcher  FlfiasigkeiU- 
cylinder  ergeben  sich  daher  unmittelbar  wie  diejenigen  longitutoJ 
schwingender  Stäbe,  wenn  wir  dasselbe  Verfahren  anwenden  wie  §  \^^- 
Für  den  an  beiden  Enden  freien  Flüssigkeitscylinder  von  der  Länge  l  wirf 


T^ 


IL 

c 
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Länge  der  stehenden  Welle  ist  gleich  der  Länge  des  Fltissigkeits- 
,  und  daraus 

den  zweiten  Fall  wird 

C     ' 

mde  Welle  hat  die  doppelte  Länge  des  Flüssigkeitscy linders,  die 
ingsdauer  ist  die  doppelte  des  vorigen  Falles.  Die  Schwingungs- 
iie  Hälfte 

^^  4Z 

36  Zahlen  entsprechen  den  langsamsten  Schwingungen,  welche  die 
jitscylinder  vollführen  können.  Auch  hier  können  sich  die  Cylinder 
igende  Teile  zerlegen,  welche  seihständig  schwingen  und  wegen  der 
5n  Länge  gröfsere  Schwingungszahlen  haben.  Durch  ein  gleiches 
1,  wie  wir  es  im  §  138  anwandten,  findet  man,  dafs  die  möglichen 
mgszahlen  einer  an  beiden  Enden  freien  Flüssigkeitssäule  sind 

jede  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  bedeuten  kann;  und  für  die 
geschlossenen  Rohre  enthaltene  Flüssigkeitssäule 

die  expeiimentelle  Bestätigung  dieser  Gesetze  nur  durch  die  von 
nngungen  der  Flüssigkeit  erzeugten  Töne  gegeben  werden  kann, 
n  wir  die  Versuche  von  Cagniard  Latour  und  Wertheim  erst  im 
Abschnitte  besprechen  können. 

/Säulen,  welche  in  Bohren  eingeschlossen  sind,  können  ebenfalls 
Tegung  einer  vibrierenden  Bewegung  an  ihrem  einen  Ende  in 
Schwingungen  versetzt  werden.  Sind  die  Bohren  an  dem  einen 
ehlossen,  so  tritt  dort  Beflexion  mit  Verlust  einer  halben  Wellen- 
;  sind  sie  offen,  so  tritt  eine  Beflexion  an  der  umgebenden  Luft 
Verlust  einer  halben  Wellenlänge,  da  die  Luftteilchen  aufserhalb 
e  nach  allen  Bichtungen  und  somit  freier  beweglich  sind  als  in 
3.  Die  an  die  Bohre  angrenzende  Luft  ist  somit  gewissermafsen 
licht  als  in  der  Bohre.  Die  sich  ergebenden  Schwingungsdauem 
'ingungszahlen  sind  daher  in  offenen  Bohren  von  der  Länge  2,  für 
imsten  Schwingungen 
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berhaupt  möglichen  Schwingungen 
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Für  an  dem  einen  Ende  geschlossene  Bohren  erhalten  wir  statt 

T  .4:1 


r    e  c 

^^  4.1  V    d  41 

und  als  mögliche  Schwingnngszahlen 

2^=(2«-l)^. 

Wir  werden  diese  Ansdrilcke  im  nächsten  Ahschnitte  hei  BestiinmiDg 
der  Töne  von  offenen  und  gedeckten  Pfeifen  benutzen  nnd  dort  zugleich  dk 
experimentelle  Bestätigung  und  eingehendere  Behandlung  dieser  S&tz«  ffkt 

Ebenso  wie  in  Luftsäulen  kann  man  auch  plattenförmige  Lnftmengei 
in  stehende  Schwingungen  versetzen,  das  heifst  dünne  Luftschichten,  weldii 
zwischen  ebenen  Platten  eines  festen  Körpers,  etwa  zwischen  zwei  GHü^ 
platten  eingeschlossen  sind,  sowohl  wenn  man  die  Luftplatten  seitlich  fest 
begrenzt,  das  heifst  die  Ränder  der  beiden  ebenen  Platten,  welche  die  Ldt- 
platte  einschliefsen,  durch  einen  festen  Rahmen  verbindet,  als  wenn  du 
sie  seitlich  unbegrenzt  läfst.  Die  Untersuchung  der  schwingenden  Be- 
wegung solcher  Platten  hat  ein  grofses  Interesse,  weil  man  die  Theone 
dieser  Bewegungen  vollständig  durchführen  kann.  Li  einer  ausf&hrlichfia 
theoretischen  und  experimentellen  Untersuchung  hat  Kundt*)  für  die  gam 
geschlossenen,  das  heifst  rings  von  einem  festen  Rande  umgebenen  Lnft- 
platten  die  volle  Übereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Erfahnmg  nach- 
gewiesen, während  für  die  offenen,  das  heifst  rings  nicht  mit  eineui  festen 
Rand  umgebenen  Luftplatten  sich  Abweichungen  zwischen  der  Theorie  \d 
der  Erfahrung  zeigen,  wie  wir  sie  im  i^k;hsten  Abschnitt  auch  fOr  die 
offenen  Luftsäulen,  die  offenen  Orgelpfeifen  finden,  werden.  Wir  mftss« 
uns  hier  begnügen,  auf  die  interessante  Arbeit  von  Eundt  hinzuweisen,  & 
eine  Behandlung  dieses  speciellen  Falles  zu  viel  Raum  in  Anspruch  nehma 
würde. 

§  148. 

Transversale  Wellen  in  Flüssigkeiten.  Aufser  den  longitadinil« 
Schwingungen  kann  man  den  tropfbar  flüssigen  Körpern  auch  transyersal« 
Schwingungen  erteilen.  Die  in  einem  Gefäfse  eingeschlossene  FlfisäigUt 
hat  nämlich  eine  ganz  bestimmte  Gleichgewichtslage,  und  die  auf  eine  der 
Schwere  unterworfene  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  veranlassen,  d»Is  & 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  horizontale  Ebene  bildet.  Wird  nnn  du 
Gleichgewicht  der  Flüssigkeit  an  irgend  einer  Stelle  gestört  und  dort  eine 
Bewegung  eingeleitet,  so  pflanzt  sich  die  Gleichgewichtsstörung  nach  va^ 
nach  auf  andere  Stellen  der  Flüssigkeit  fort. 

Wirft  man  einen  Stein  in  eine  ruhende  Wassermasse,  oder  Ifiist  mal 
einen  Tropfen  auf  die  Oberfläche  einer  in  einem  weiten  GeflLüse  befindlichen 
Flüssigkeit  fallen,  so  sieht  man  bald  die  Flüssigkeit  in  einem  Ktbim  rings 
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dif  i3rr?troflene  Stelle  wallfürmig  sich  emporbebeiL  Dieser  Flüssigkeits- 
breitet-  sich  ringsum  aus,  an  der  Stelle  aber^  wo  zuerst  die  Flüssig- 
über  das  Niveau  sich  erhob,  zeij^'t  sich  dann  eine  Vertiefung  der 
Issigkeit,  Sowie  nun  die  walltormige  Krhöhung  sich  rings  durch  dio 
l«»igkeit  ausbreitet,  so  auch  diese  Vertiefung.  Meist  zeigt  sich  auf  eine 
tbe  Störung  des  Gleichgewichts  nicht  nur  eine  solche  Erhöhung  und 
rtieftmg,  sondern  mehrere,  die  nach  einander,  abwechselnd  eine  Erhöhung 
eine  Vertiefung  ah  ebenso  viele  Wellenberg©  und  Wellenthäler,  sich 
r  d<*r  FlüfcisigkeitsoberHiiche  verbreiten, 

Dafs  wir  es  hier  mit  einer  wirklichen  Wellenbewegung,  das  heifst  mit 
r  hin  und  her  gebenden  Bewegung  der  einzelnen  Fltissigkeitsteilchen, 
it  mit  einer  fortschrei  tuenden  zu  thun  haben,  ergibt  sich  aus  den  Ver- 
lan der  Gebrüder  E.  H.  mid  W.  Weber  auf  das  emtschiedenste  *). 

tJm  die  Bewegung  der  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  zu  untersuchen, 
iietnien  sich  die  beiden  Weber  der  Wellenrinne.  Dieselbe  besteht  (Fig.  260) 
einem  circa  1,6  Meter  langen  geraden  glatt  gehobelten  Brette  aus 
tenhük  AB^  auf  dem  in  zwei  tiefen  Furchen  circa  1^3  Millimeter  von 
mler  zwei  dickp  Glasscheiben  fest  eingefugt  sind.  Diese  beiden  Glas- 
iben  JJJj  KKK  werden  aufserdem  dui'ch  die  beiden  senkrechten 
üer  ^  und  F,  in  welche  sie  auch  eingefugt  sind,  festgehalten. 


Die  BeföKtigungen  der  Scheiben  in  den  Fugrn  sind  vollständig  wasser- 
it»  Der  schmale  zwischen  den  beiden  Glasscheiben  und  den  BrettetB 
^scfiloäsene  Raum  von  circa  1,6  Meter  Länge,  15  Millimeter  Breite  im 
ht«n  und  16  C'entinieter  Tiefe  wird  mit  Wasser,  Quecksilber,  Milch  etc., 
lach  Bedürfnis  zu  irgend  einer  Höhe  angefüllt  Dabei  werden  dann  die 
»Scheiben,  um  eia  Biegen  oder  Brechen  derselben  zu  verhindern,  durch 
irere  feste  h^ilzeme  Gabeln  oder  Ivlammem  zusammen  geklammert*). 

Hat  man  die  Wellenrinne  bis  zu  irgend  einer  Höhe  mit  Wasser  ge- 
t,  so  hebt  man  an  einem  Ende  derselben  durch  Aufsaugen  in  einer 
rtShre  etwas  Flüssigkeit  in  die  Höhe  und  erzeugt  daim,  indem  man  die 
'  wieder  niederfallen  läfst,  eine  Welle,  welche  durch  die  Einne 
■     .it 

Man  sieht  dann  zunüchst  einen  senln*echten  Durchschnitt  der  erregten 
>lle  durch  die  Glaswände  und  kann  so  die  Gestalt  der  Wellen  aufs  ge- 
löste bestimmen.  Man  sieht  aber  auch  Zugleich,  wenn  num  in  die  Rinne 
ine  Bemsteinstückchen,  von  gleichem  specifischen  Gewicht  als  das  Wasser 


•)  Wellenlehre,  auf  Experimente  gegründet  von  den  Brüdern  E,  H.  W^er 
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bringt,  und  dann  durch  die  Glaswände  hindurch  gegen  das  Licht  bliiÜ, 
die  Bewegung  dieser  festen  Teilchen  und  kann  ihre  Bahnen  bestinuneiL 
Da  nun  diese  Teilchen  genau  dieselbe  Bewegung  haben  als  die  Wassar- 
teilchen,  deren  Stelle  sie  vertreten,  so  kann  man  dadnrch  die  Bewegag 
der  Flüssigkeit  genau  bestimmen. 

Aus  ihren  mannigfachen  Versuchen  ersahen  die  Gebrttder  Weboi^ 
dais  die  Flüssigkeitsteilchen  wirklich  keine  fortschreitende,  sondern  nv 
eine  hin  und  her  gehende  Bewegung  bei  Erregung  einer  Welle  annehmo^ 
und  zwar,  wenn  die  auf  einander  folgenden  Wellen  eine  gleiche  oder  hä 
gleiche  Gestalt  haben,  dafs  dann  die  Teilchen  in  oder  nahe  der  Oberfild» 
sich  in  geschlossenen,  nahezu  elliptischen  Bahnen  (Fig.  251a)  beweget, 
i^ewegt  sich  durch  die  Binne  eine  Welle  von  B  nach  Ä  fort  und  zwar  ea 
Wellenborg  voraus,  so  bewegen  sich  die  Wasserteilchen,  wenn  der  B«f 
vorüber  zieht,  in  dem  Bogen  aßy  aufwärts,  vorwärts,  abwäits  in  dersellM 
Bichtung,  in  welcher  der  Borg  vorübergeht.  Folgt  dann  das  WellentU, 
das   ebenso   tief  ist,   als   der  Wellenberg  hoch   war,    so   bewegt  sich  du 

Teilchen  weiter  durch  den  Bogei 
*'*8  251.  y jj^  na^l^  ^  zurück.   Der  senkredü 

*  ^  *  Abstand  des  höchsten  Punkt«  |l 

^--^-^  ..-^-^-^  /""^^      dieser  Bahn  von  dem  Niveanoy  ist 

-\- f ^.ZIJ V        y      gleich  der  Höhe  des  Wellenberg« 

T'^  0'  "7r  undderdestiefstenPunktesdvon«; 

gleich  der  Tiefe  des  Well^thales. 

Geht  das  Wellenthal  dem  Wellenberge  voran,  so  bewegt  sich  du 
Teilchen  zunächst  durch  yd  nach  a  und  dann  durch  den  Bogen  aßy  ä 
seino  frühere  Lage  y  zurück.  Die  fortschreitende  Bewegung  ist  unter  dem 
Wellenberge  stets  der  Richtung  gleich,  in  welcher  die  Welle  fortschreitet, 
im  Wellenthal  dieser  Richtung  entgegengesetzt. 

Die  Schwingungsbahnen  der  Flüssigkeiten  laufen  aber  nicht  in  sick 
selbst  zurück,  wenn  die  den  Wellenbergen  folgenden  Thäler  mit  den  eisten 
nicht  von  gleicher  Gröfse  sind. 

Ist  das  dem  vorhergehenden  Wellenberg  folgende  Wellenthal  merkliA 
kleiner,  so  wird  die  Bahn  der  Flüssigkeitsteilchen  Fig.  251b,  und  gehtd« 
Thal,  aber  in  der  Richtung  von  Ä  nach  i?,  voraus  und  folgt  ihm  eil 
kleiner  Wellenberg,  so  wird  die  Bahn  Fig.  251c,  in  beiden  Fällen  gelingt 
das  Flüssigkeitsteilchen  nicht  zu  seiner  ursprünglichen  Ruhelage  a  zurilA 

Die  schwingende  Bewegung  der  Flüssigkeitsteilchen  beschränkt  ach 
jedoch  nicht  auf  die  Teilchen  in  oder  nahe  der  Oberfläche  der  FltLssigkeiWi 
sondern  in  sehr  greisen  Tiefen  unter  der  Oberfläche  zeigen  die  Flüssigkeit»- 
teilchen  noch  eine  schwingende  Bewegung.  Die  Versuche  der  (jebrüder  Webir 
ergaben,  dafs  in  einer  Tiefe,  welche  350mal  die  Höhe  der  Wellen,  das  heitt 
den  Abstand  des  höchsten  Punktes  des  Wellenberges  von  dem  tiefsten  d« 
Wellenthaies  betrug,  noch  eine  deutliche  schwingende  Bewegung  stattÄal 
Indes  zeigte  sich  ein  merklicher  Unterschied  in  den  Bahnen  der  Teikh* 
Während  nämlich  die  Teilchen  ganz  nahe  unter  der  Oberfläche  fiut  keil- 
förmige Bahnen  besafsen,  wurde  die  vertikale  Höhe  der  Ellipsen  inun* 
kleiner,  je  tiefer  die  Flüssigkeitsteilchen  sich  unter  der  Oberfläche  befind* 
In  einer  Tiefe,  welche  ungeföhr  das  Hundertundswanzigfiache  von  der  H9k* 
der  Welle  betrug,  war  die  Net\>Vk»]L<^  B^^Q^[;an^  der  Teilchen  fiut  miBertii^ 
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d  in  noch  gröfsem  Tiefen  bestand  die  Bewegung  der  Teilchen  nur  in 
lem  Hin-  und  Hergehen  in  horizontaler  Bichtung. 

So  fanden  die  beiden  Weber  z.  B.  bei  einer  Welle,  die  eine  Höhe  von 
rca  2"™  hatte,  nahe  unter  der  Oberfläche  die  vertikale  Höhe  der  Bahn 
eich  dieser  Höhe,  den  horizontalen  Durchmesser  gleich  2,5  Millimeter, 
einer  Tiefe  von  230  Millimeter  betrug  die  vertikale  Höhe  der  Bahn  nur 
5  Millimeter,  der  horizontale  Durchmesser  1  Millimeter  und  in  gröfsem 
iefen  war  der  vertikale  Durchmesser  nicht  mehr  messbar,  während  der 
orizontale  sich  nur  mehr  unbedeutend  verkleinerte  und  in  der  Nähe  des 
Wiens  sogar  wieder  etwas  gröfser  wurde. 

Aus  dieser  Art  der  Bewegung  der  Fltissigkeitsteilchen  ersehen  wir, 
ifs  dieselben  sich  zugleich  nach  zwei  verschiedenen  Richtungen  bewegen, 
if  und  nieder  und  vor-  und  rückwärts.  Daraus  folgt  da^n ,  dafs  die  Ge- 
»It  der  Flüssigkeitswellen,  die  bereits  §  130,  Fig.  212  betrachtete  sein 
oft,  oder  dafs,  wenn  das  dem  Wellenberg  folgende  Wellenthal  eine  Tiefe 
ötzt,  welche  der  Höhe  des  Berges  gleich  ist,  es  stets  etwas  länger  sein 
ife.  Die  Welle  mufs,  wie  man  unmittelbar  sieht,  die  Gestalt  Fig.  252 
l>en.    Die  Welle  schreitet  in  der  Richtung  der  Pfeilstriche  von  B  nach  A 

Fig.  868. 


t,  und  die  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  durcblaufen  hier  die  als  kreis- 
mig  vorausgesetzten  Bahnen  in  dem  von  den  Pfeilen  angedeuteten  Sinne, 
Wellenberge   in  horizontaler   Richtung  vorwärts  und  im  Wellenthale 
der  zu  ihrer  Gleichgewichtslage  zurück. 

Dafs  die  Wasserwellen  wirklich  diese  Gestalt  haben,  sahen  die  Ge- 
der  Weber;  sie  sahen  stets,  dal's  bei  gleicher  Tiefe  die  Länge  oder 
»ite  des  Wellenthaies  etwas  gröfser  war  als  diejenige  des  Wellenberges. 

§  149. 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wasserwellen.  Die  an  der 
ärfläche  einer  Flüssigkeit  erregte,  mit  Gestaltsänderung  verbundene 
wingende  Bewegung  der  Fltissigkeitsteilchen  pflanzt  sich  nach  dem 
rigen  nach  zwei  Richtungen  fort,  einmal  an  der  Oberfläche  hin,  indem 

derselben  das  wellenförmige  Anseben  gibt,  andererseits  nach  der  Tiefe, 
em  wir  sahen,  dafs  die  Teilchen  auch  in  der  Tiefe,  wenn  eine  Welle 
tr  der  Flüssigkeit  fortschreitet,  eine  schwingende  Bewegung  annehmen. 

fragt  sich  nun,  mit  welcher  Geschwindigkeit  sich  die  Bewegung  nach 
den  Richtungen  fortpflanzt. 

Was  zunächst  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  in  die  Tiefe  der 
teigkeit  betrifft,  so  bemerkt  man  weder  bei  der  Erregung  noch  beim 
aaontalan  Fortgänge  der  Wellen  ein  allmähliches  Fortschreiten  d^t««l\^«<c^ 
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sondern  die  schwingende  Bewegung  scheint,  wenigstens  so  weit  es  sidi  be- 
urteilen lilfst,  gleichzeitig  in  der  Tiefe  und  an  der  Oberfluche  m  geschekn. 
Die  senkrecht  oder  fast  senkrecht  unter  einander  liegenden  Flflsai^tft- 
teilchen  scheinen  alle  gleichzeitig  in  der  gleichen  Oscillationsphase  aA 
zu  befinden. 

Dieses  Resultat  ist  nach  dem  ersten  Paragraphen  dieses  KipHdi 
vorauszusehen;  denn  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in  der  Tiefe  ksoBn 
Folge  des  foi*tgepflanzten  Stofses,  der  Dichtigkeitsändenmg  an  der  Ob» 
fläche  der  Flüssigkeit,  bei  Erregung  und  Fortdauer  der  schwingendfin  Be- 
wegung sein;  nach  unten  hin  pflanzt  sich  daher  die  Bewegung  ebenso  naeh 
fort  wie  die  longitudinalen  Wellen,  welche  wir  in  den  vorigen  Paragnpks 
betrachtet  haben. 

Anders  jedoch  mit  der  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung  an  dir 
Oberfläche  der  Flüssigkeit,  diese  ist  viel  langsamer,  so  dafs  man  die  einul- 
neu  Wellen  recht  gut  verfolgen  kann. 

Zunächst  wiesen  die  Gebrüder  Weber  nach,  dafs  auch  bei  dieM 
Wellen,  gerade  wie  wir  es  im  ersten  Kapitel  dieses  Abschnittes  entwickelt 
die  Bewegung  sich  genau  um  die  Länge  einer  Welle  fortpflanzt,  währeil 
ein  Flüssigkeitsteilchen  eine  Oscillation  zurücklegt.  Dann  aber  leigt« 
sie,  dafs  bei  diesen  Flüssigkeitswellen  die  FortpflanzungsgeschwindigU 
nicht  für  alle  Wellen  die  gleiche  sei  und  nicht  von  der  ElasticitSt 
Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  abhänge,  sondern  dafs  die  Fortpflanzangsg^ 
schwindigkeit  von  einer  Menge  von  Umständen  abhänge. 

Die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeitswellen  hängt  wesentlich  von  der 
Höhe  und  Länge  der  Wellen  ab;  alle  Umstände,  welche  daher  Hohe  ibJ 
Länge  der  Welle  ändern,  ändern  auch  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

Die  Höhe  und  Länge,  oder  wie  die  Gebrüder  Weber  sie  nennen,  Breüi 
der  Wellen  hängt  nun  zunächst  ab  von  der  Stärke  des  Stofses,  der  die  Wei 
erregt,  je  stärker  der  Stofs  ist,  um  so  höher  ist  die  Welle;  da  & 
höhere  Welle  sich  rascher  fortpflanzt,  so  nimmt  die  Geschwindigkeit  if 
Welle  mit  der  Stärke  des  sie  erregenden  Stofses  zu. 

Breitet  sich  eine  Welle  über  einen  immer  gröfsem  Baum  ans,  ■ 
nimmt  dadurch  die  Höhe  der  Welle  ab,  die  Fortpflanzungsgercbwindigtii 
wird  daher  kleiner,  je  weiter  sich  in  diesem  Falle  die  Welle  von  da 
Punkte  ihrer  Erregung  entfernt.  Man  kann  dieses  sehr  leicht  wahmehn^ 
wenn  man  in  einer  ruhenden  Wasserfläche  durch  Hineinwerfen  eines  St««« 
Wellen  erzeugt.  Es  bilden  sich  dann  eine  Reihe  von  Wellen,  die  ach« 
immer  gröfsem  Kreisen  ausbreiten.  Erregt  man  dann  durch  HineinweA 
eines  Steines  von  gleicher  Gröfse  wie  vorhin  zwischen  den  ausgedehnJ« 
Wellen  ein  neues  Wellensystem,  so  sieht  man,  wie  sich  dort  die  Well* 
sehr  viel  rascher  ausbreiten. 

Die  Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  hängt  femer-  ab  von  der  W 
der  Flüssigkeit;  je  tiefer  die  Flüssigkeit  ist,  um  so  rascher  pflanzt  iA 
Welle  fort.    Der  Grund  dafür  ist  einmal  in  der  Reibung  und  Adhfioon 
Flüssigkeit  am  Boden  zu  suchen;  dann  aber  auch  darin,  dafs  in  derSfc 
des  Bodens,   wie  wir  vorhin  sahen,   die  Höhe  der  Bahnen  der 
Flüssigkeitsteilchen  und  somit  die  Höhe  der  Welle  abnimmt. 

Die  Geschwindigkeit  der  Wellen  nimmt  übrigens  nicht  in 
Verhältnisse  ab  wie  äie  Tiefe  ^«^t  Flüssigkeiten,  sondezn 
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Die  Versuche,  nodttels  deren  die  beiden  Weber  diese  Sätze  ableiteten, 
nirden  so  angestellt,  dafs  eine  Glasröhre  an  dem  einen  Ende  der  Rinne 
o  befestigt  war,  dafs  ihre  Mündung  konstant  nahe  2"™"*  unter  dem  Niveau 
AT  Flüssigkeit  war.  Durch  Aufsaugen  und  nachheriges  Fallenlassen  der 
Tlissigkeit  wurde  die  Welle  erregt.  Mittels  einer  Uhr,  welche  -^  Sekunde 
agab,  und  die  durch  einen  Druck  mit  dem  Finger  angehalten  und  losgelöst 
wrden  konnte,  wurde  dann  die  Zeit  beobachtet,  in  welcher  der  Gipfel 
br  Welle  an  dem  andern  Ende  der  Wellenrinne  ankam.  Die  Uhr  wurde 
Q  dem  Momente  Josgelassen,  in  welchem  man  die  gehobene  Flüssigkeits- 
■de  fallen  liefs,  und  festgehalten,  wenn  der  Gipfel  der  erregten  Welle 
1*8  andere  Ende  erreichte;  die  Quotienten  aus  der  Länge  der  Binne  und 
^  beobachteten  Zeiten  ergaben  dann  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten. 

Wir  teilen  hier  die  Resultate  einiger  Versuche  mit,  um  zugleich  eine 
orsteUung  von  der  Geschwindigkeit  zu  geben,  mit  welcher  sich  derartige 
^ellen  fortpflanzen. 

Die  Wellen  wurden  bei  gleicher  Tiefe  in  verschiedenen  Flüssigkeiten 
irch  gleich  hohe  Flüssigkeitssäulen  erregt.     Es  zeigte  sich  folgendes: 


Tiefe 

Hohe  der  wellen- 

Geschwindigkeit der  Wellen         [ 

der  Flüssigkeit 

erregenden  Säule 

auf  Wasser 

auf  Quecksilber 

5,4  Cent. 

53,3  Cent. 

61,3  Cent. 

8,1     „ 

54,4     „ 

54,0     „ 

2,7  Cent. 

10,8     „ 

55,5     „ 

55,76  „ 

16,2     „ 

56,9     „ 

60,3     „ 

21,6     „ 

56,9     „ 

62,1     „ 

5,4     „ 

75,3     „ 

60,9     „ 

8,1  ,; 

75,9     „ 

64,3     „ 

5,4  Cent. 

10,8     „ 

77,4     „ 

66,3     „ 

16,2     „ 

77,0     „ 

65,5     „ 

21,6     „ 

75,9     „ 

69,2     „ 

Branntwein 

8,1     „ 

79,2     „ 

— 

10,8  Cent. 

16,2     „ 

100,1     „ 

— 

32,4     „ 

100,1     „ 

81,8  Cent. 

48,6     „ 

86,8     „ 

21,6  Ceni 

32,4     „ 

135        „ 

135        „ 

Ans  einer  Betrachtung  dieser  Zahlen  scheint  femer  hervorzugehen, 
ÜB  die  Wellen  in  Flüssigkeiten  von  verschiedenem  speciflschen  Gewichte 
A  mit  merklich  gleicher  Geschwindigkeit  fortbewegen,  wenn  sie  durch 
eieh  hohe  Säulen  der  Flüssigkeiten  erregt  sind. .  Strenge  genommen  ist 
m  jedoch  nur  der  Fall,  wenn  die  Flüssigkeiten  eine  bedeutende  Tiefe 
tben,  bei  geringerer  Tiefe  bewirkt  der  Einflufs  des  Bodens,  die  verschiedene 
ähftflion  der  Flüssigkeiten  an  demselben  und  an  den  Wänden  des  GefUfses, 
Ib  die  Geschwindigkeiten  verschieden  sind. 
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§  150. 

Die  Ursachen  der  Flüssigkeits wellen.    Vergleichen  wir 

über  die   Fortpflanzungsgeschwindigkeit   der   siobtbai'eii   Flüssigkd 
mit  den  früheren  Sätzen  Über  die  Fortpfianzuiigsgesch  windigkeit 
die  Elasticitltt  bedingten  Wellen  in  festen,  flüssigen  und  gasRirmigeu 
so   ergibt   sich  unmittelbar,    dafs  wir  die  hier   in   Rede  stehende 
nicht  aJs  eine  Äufsening  der  Elasticitilt  der  Flüssigkeiten  ansehe 
Denn  für  die  durch  die  elastische  Kraft  der  Körper  fortgepflan^fc 
erhielten  wir  als  Ausdmek  der  FortpEanzungsgesehwindigkeit 


-^Vi- 


Die  For^flanzungsgesch windigkeit  war  proportional  der  Qaadrai 
aus  der  elastischen  Kraft  und  umgekebrt  proportional  der  Quadral 
aos  der  Dichtij^keit  der  betreffen  den  Substanz;  sie  war  unabbÜDgig  i 
Lllnge  der  Welle  und  unabblingig  von  ihrer  Höbe,  das  heifst, 
der  Amplituden.  Bei  dt*n  Flüssigkeitswellen  aber,  die  wir  bier  bt 
findet  gerade  das  Umgekehrte  statt;  ihre  Fortpfianzungsgescbwindig^ 
nahezu  unabblingig  von  der  Natur  der  Flüssigkeit,  ändert  sich  ab< 
lieh  lait  der  Lftnge  der  Welkn  und  ihrer  Höhe,  Vergleichen  wir 
Werte,  welche  die  beiden  Weber  für  die  Fortpfliinziingsgesch 
der  Wellen  in  verschiedenen  Fällen  erhalten  haben^  mit  der  FoHpflai 
geschwjndigkeit  der  durch  Elasticität  bestehenden  Wellen,  so  weii 
dieses  uns  darauf  bin,  die  Ursache  dieser  Wellen  nicht  in  der  EU 
der  Flüssigkeit  zu  suchen;  denn  ftlr  die  Fortptianzungsgeschwindigli 
durch  Elasticität  erregten  Wellen  hatten  wir  ftlr  Wasser  z.  B. 
14<Hj  Meter,  hier  jedoch  nur  wenige  Decimeter. 

Ni>eh  ein  anderer  Umstand  lüfst  es  klar  hervortreten,   dafs 
der  Wellenbewegung   nicht  eine    Folge    der  elastischen  Kraft  de; 
keiten  ist,  nämlich  die  Hube  der  W^ellen.     Wir  sehen  auf  der 
einer  Flüssigkeit  bereits  eine  deutliche  Erhebung  eintreten,   wei 
einen   Trojjfen   der  Flüssigkeit  auf  die  Oberfläche   fallen  lassen, 
äufserst   geringen   Kompressibilität   der   Flüssigkeiten   kann   aber  i 
sammendrückimg   derselben   infolg©   einer  so  kleinen  Kraft  nur  nm; 
klein  sein  und  deshalb  die  auf  die  Zusanimendrückung  folgende  Auad^ 
der  Flüssigkeit  und  somit  die  Erhebung  derselben  über  das  Nivea 
nur  unmefabar  klein  und  nicht  mit  der  beobachteten  Höhe  der  W«) 
gleichbar  sein. 

Wenn  man  sich  nun  daraji  erinnert,  dafs  anter  Einwirkung  d 
die   Flüssigkeit  eine   horizontale  ebene   Oberfläche   haben  mufs,    _ 
leicht  ersichtlich,  dals  die  Schwere  es  ist^  welche  die  Wellenbewegta 
onlafst  und  fortpflanzt  .Haben  wir  durch  Aufsaugen  an  irgend 
eine   Flüssigkeitssäule   über   das   Niveau   der  umgebenden   FlÜssi 
hoben  und  lassen  dann  die  gehobene  Säule  los,  so  mufs  nach  den. 
der  Hydrostatik  diese  Flüssigkeit  niedersinken;  rings  um  diese  S\ 
aber,   um   das   hydrostatische   Oleichge wicht   herzustellen^   die 
Utiligeu;   und   da  sich  die  Ausgleichung  nicht  momentan   durch 
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Rtlssigkeit  ausbreitet,  wird  sich  die  Flüssigkeit  um  jene  Stelle  in  Form 
jines  Walles  über  das  Niveau  der  Flüssigkeit  erheben.  An  der  Stelle,  wo 
üe  Flüssigk-eit  zuerst  erhoben  war  und  dann  fallen  gelassen  wurde,  hat 
iieselbe  eine  nach  unten  gerichtete  Geschwindigkeit,  sie  wird  daher  nicht 
m  Niveau  der  Flüssigkeit  zur  Ruhe  kommen,  sondern  da  die  Flüssigkeit, 
mf  welche  sie  fällt,  ringsum  ausweichen  kann,  tiefer  sinken. 

Nach  kurzer  Zeit  mufs  daher  an  der  Stelle,  wo  die  Flüssigkeit  zuerst 
Kt^esaugt  war,  ein  Wellenthal  entstehen,  rings  umher  ein  Wellenberg. 
Dieser  Wellenberg  wird  dann  aber  ebenso  durch  die  Schwere  niedergezogen, 
«r  bewirkt,  dafs  rings  um  ihn  nach  aufsen  hin  die  Flüssigkeit  steigt,  dafs 
ireiter  ein  Wellenberg  entsteht,  während  an  der  Stelle,  wo  er  sich  befand, 
rin  Wellenthal  sich  bilden  mufs.  Man  sieht,  wie  infolge  einer  solchen 
jleichgewichtsstörung  durch  Wirkung  der  Schwere  sich  Wellenberg  und 
S^ellenthal  durch  die  Flüssigkeit  fortpflanzen  mufs. 

Dafs  eben  dasselbe  der  Fall  sein  mufs,  wenn  der  ursprüngliche  Stofs 
in  der  Erregungsstelle  der  Wellen  nicht  durch  eine  gehobene  Flüssigkeits- 
ÄTile,  sondern  auf  irgend  eine  andere  Weise,  etwa  durch  einen  auf  die 
Flflssigkeit  geworfenen  Stein  bewirkt  wird,  bedarf  wohl  keiner  Erläuterung. 

Nach  dem  Gesagten  ist  es  also  der  hydrostatische  Druck  der  im 
Wellenberge  gehobenen  und  durch  die  Schwere  niedersinkenden  Flüssig- 
keitssaule,  welche  die  Wellenbewegung  veranlafst;  wird  also  der  hydrosta- 
tiaclie  Druck  an  der  Stelle  der  gehobenen  Flüssigkeit  auf  andere  Weise 
brtgenommen,  so  darf  sich  die  Wellenbewegung  nicht  weiter  fortpflanzen. 

Die  Gebrüder  Weber  haben  durch  einen  sehr  einfachen  Versuch  dieses 
Bachgewiesen  und  somit  die  Richtigkeit  der  angegebenen  Erklärung  gezeigt. 
Bei  einer  regelmäfsig  viereckigen,  an  beiden  Enden  geschlossenen  Röhre 
Wn  Holz  wurde  die  eine  Seitenwand  mehrfach  durchbohrt,  so  dafs  auf  der 
ganzen  Länge  der  Röhre  eine  Anzahl  Löcher  in  gerader  Linie  neben  ein- 
öider  lagen.  In  ein,  dem  einen  Ende  der  Röhre  zunächst  liegendes  Loch 
^rde  eine  Glasröhre  eingekittet  und  darauf  die  ganze  Röhre  vollständig 
ttit  Quecksilber  gefüllt.  Dann  wurde  in  der  Glasröhre  eine  Quecksilbersäule 
on  circa  2,5  Centim.  aufgesaugt  und  wieder  soviel  Quecksilber  nachgefüllt, 
afs  es  aus  allen  öffiiungen  halbkugelförmig  hervorsah.  Nachdem  das  ge- 
chehen  war,  wurde  die  gehobene  Quecksilbersäule  fallen  gelassen,  und  es 
digte  sich  dann,  dafs  nur  aus  den  der  Röhre  zunächst  liegenden  Öffnungen 
lueeksilber  ausflofs,  in  den  entferntem  Öffnungen  trat  keine  Bewegung  des 
loecksilbers  ein.  Da  aus  den  der  Röhre  zunächst  liegenden  ö&ungen,  als 
ort  der  Wellenberg  sich  bildete,  das  Quecksilber  ausflofs  und  der  ver- 
röfserte  hydrostatische  Druck  durch  das  Abfliefsen  aufgehoben  wurde, 
orte  die  Ursache  des  Steigens  für  die  entferntem  auf,  dort  entstand  kein 
V'ellenberg  mehr,  es  fiofs  kein  Quecksilber  mehr  aus. 

Als  nun  aber  in  alle  Löcher  Röhren  gekittet  wurden,  das  Abfliefsen 
Iso  gehindert  wurde,  da  sah  man  das  successive  Steigen  des  Quecksilbers 
a  allen  Röhren,  der  Wellenberg  pflanzte  sich  fort  und  das  auf  das  Steigen 
«e  Quecksilbers  in  jeder  Röhre  folgende  Sinken  zeigte  das  dem  Wellenberge 
Dlgende  Wellenthal. 

Dieser  Versuch  beweist  aber  auch  zugleich  die  Richtigkeit  unserer 
innahme,  dafs  die  Ausgleichung  des  gestörten  hydrostatischen   Druckes 
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sich  nicht  momentan  durch  die  ganze  Flüssigkeit  erstreckt,  denn  wSi«  du 
der  Fall  gewesen,  so  hätte  zugleich  aus  allen  ö&ungen  die  gleidie  Moogi 
Quecksilber  ausfüefsen  müssen.  Wägungen  des  ausgeflossenen  Qneckfflben 
zeigten  aber,  dafs  aus  der  der  Glasröhre  am  nächsten  liegenden  Offinag 
am  meisten  Quecksilber  ausflofs,  aus  den  weitem  um  so  weniger,  je  weiter 
sie  von  der  Bohre  entfernt  waren.  Die  Bohre  hatte  neun  Ofihimgen;  ib 
nun  in  der  Glasröhre  das  Quecksilber  nahezu  10  Centimeter  gehoben  m^ 
flofs  Quecksilber  aus  den  fünf  ersten  Ö&ungen;  aus  der  ersten  tnitt 
72  Gramm,  aus  der  zweiten  52,  aus  der  dritten  26,  aus  der  vierten  li 
und  aus  der  fünften  öfi&iung  circa  0,5  Gramm  Quecksilber^). 

Dieser  Versuch  bestätigt  also  die  Voraussetzungen  der  mitget^lt« 
Erklärung  der  Wasserwellen  vollständig. 

Zugleich  aber  stehen  mit  ihr  alle  vorhin  beschriebenen  ErscbeinmigeB 
der  Bewegung  der  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  in  den  Wellen,  wie  aofk 
die  Bewegung  der  Wellen  als  solcher  im  Einklang. 

Was  zunächst  die  krummen  Bahnen  der  Flüssigkeitsteilchen  betriff 
so  mufs  anfangs,  wenn  in  Ä  (Fig.  253)  die  primär  gehobene  Flfisaigköli- 

Säule  niedersinkt,  das  Teilchen  a  nach  reeUi 
Fig.  253.  ^  \^ij^  geschoben  und  gehoben  werden,  es  bewegt 

sich  nach  ß  hin.  Von  der  Spitze  des  Welkt- 
berges  sinkt  es  dann  nach  unten,  behSlt  th» 
seine  fortschreitende  Bewegung  noch  bei  ni 
bewegt  sich  nach  y  hin.  Dort  angekcHnoa 
sinkt  es  wegen  der  in  dem  Fallen  erhaltenen  Geschwindigkeit  weiter  laek 
unten  und  bewegt  sich  dabei,  da  links  von  f  jetzt  das  Wellenthal  ist,  litt 
der  Druck  von  rechts  nach  links  hin  gröfser  ist,  nach  links  hin,  am  ^ 
wenn  das  Thal  ganz  vorüberzieht,  über  d  nach  a,  oder  wie  in  anden 
Fällen  nicht  ganz  nach  a  sich  zurückzubewegen. 

Nach  dieser  Erklärungsweise  mufs  auch  die  Geschwindigkeit  der  Foit- 
Pflanzung  mit  der  Höhe  der  Wellen  zunehmen,  denn  da  sich  die  Bewegog 
während  einer  Oscillation  der  Teilchen  um  eine  Wellenlänge  fortpfiuii 
mufs  bei  gleicher  Wellenlänge  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nm  0 
gröfser  sein,  je  rascher  das  Teilchen  oscilliert.  Je  gröfser  nun  die  l)^ 
wegende  Kraft,  der  primäre  Stofs  ist,  um  so  höher  hebt  sich  das  Teildiei, 
und  je  höher  es  gehoben  ist,  um  so  ^ehr  wird  seine  Bewegung  dnrdi  fc 
Schwere  beschleunigt,  die  Oscillation  und  somit  die  Fortpflanzungsgeschvii' 
digkeit  wird  daher  rascher.  Bei  den  durch  Elasticität  erregten  Wellen  wtf 
das  anders,  da  war  die  beschleunigende  Kraft  dem  Abstände  der  bewegtd 
Punkte  von  der  Gleichgewichtslage  proportional,  bei  gröüserm  Abstmi* 
wurde  daher  die  Geschwindigkeit  der  Teilchen  in  demselben  VerblQtoisH 
mit  dem  Abstände  gröfser,  die  Oscillationsdauer  war  konstant. 

Wurde  aber  in  ein  und  derselben  Punktreihe  die  Oscillationsdaner  ge- 
ändert, so  änderte  sich  ebenso  auch  die  Wellenlänge,  indem  die  beschleus' 
gende  Kraft  zugleich  dem. Quadrate  der  Wellenlänge  umgekehrt  propoitiotfi 
war  und  somit  Wellenlänge  und  Oscillationsdauer  in  gleichem  VerhältnissB 
wachsen  und  abnehmen. 
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Hier,  yft  die  bewegende  Kraft  nicht  von  der  gegenseitigen  Einwirkung 
r  Teileben  berrttlirt.,  besteht  diese  Beziehung  nicht,  deshalb  hängt  dio 
rtpflanzii  n  windigkeit  sowohl   von   der  OsciUationsdauer  als  auch 

WeUeii 

Dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nicht  von  der  Dichtigkeit  der 
Issigkeit   abhiLngt,    folgt    ebenso   unmittelbar.     Denn    wenn   wegen    des 

mm  Gewichtes  der  gehobenen  Teilchen  in  schwereren  Flüssigkeiten  die 

gende  Kraft  zunimmt,  so  nimmt  in  ebea  derasellien  Verhttltnis  bei 
Ächer  Wellenh^lhe  die  zu  bewegende  Masse  zu,  die  Beschleunigung  und 
die  Geschwindigkeit  der  bewegten  Teilchen   bleibt  daher  ungeJlndert. 

§  151. 

Durckkreuatmg  uncl  Reflexion  der  Wellen^).    Die  Erscheinungen 

der  Reflexion  der  Wellenbewegung  und  dio  Bildung  stehender 

der  fortgepflanzten  und  reflektierten  Wellen  lassen  sich  nach 

Versuchen  der  beiden  Weber  mit  den  Flüssigkeitswellen  sehr  schön 

»teilen. 

I>ie  Erscheinungen  der  Interferenz  zeigen  sich^  wenn  man  an  beiden 
!eii  der  Wellem"inne  eine  Welle  gleichzeitig  erregt. 

In  der  Mitte  der  Wellenrinne  vereinigen  sich  beide  vorausgehenden 
llfnberge  zu  einem  neuen,  der  nahezu  die  Summe  der  H5hen  der  ein- 
ten W«^llenberge  hat,  wie  es  die  Interferenztheorie  verlangt,,  nach  welcher 
Bewegung  infolge  des  Zusammenwirkens  mehrerer  Teilbewegnngen  die 
e  letzterer  sein  mufs.  Treffen  demnach  die  Wellen  ohne  Phasen- 
Brenz  zusammen,  so  mnfs  ein  Berg  von  doppelter  Hrdie  und  ein  Thal 
dopjjelter  Tiefe  entstehen.  Als  Mittel  von  zwölf  Messungen  fanden 
beidt^n  Weber  die  Mr»he  des  resultierenden  Wellenberges  gleich  1,8, 
El  die  Höbe  der  beiden  komponierenden  Wellenberge  gleich  1  war;  der 
tÄTSchied  der  beobachteten  Hohe  von  der  theoretischen  ist  so  klein,  daf& 
ir  Versuch  als  eine  Bestätigung  des  Interferenzgesetzes,  wenn  es  dessen 
fh  bedtirfte,  angesehen  werden  könnte. 

Gehen  ein  Wellenberg  und  ein  Wellentbal  durch  einander  hindurch, 
ist  die  Höhe  des  Berges  oder  die  Tiefe  des  Thaies  gleich  der  Differenz 
^  ist  der  Berg  ebenso  hoch  als  das  Thal  tief  ist,  so  wird  die  Ober- 
he  der  Flüssigkeit  eben.  Dies  zeigt  sich  jedesmal,  wie  wir  sofort,  sehen 
rdeUj  bei  der  Reflexion  der  Wellen. 

Nach  der  Durchkreuzung  bewegt  sich  jede  Welle  ganz  ungestört  weiter, 

[Ufinberge  und  WeüenthUler  sind  in  der  Lage  zu  einander,  als  hätte  in 

Wellenzuge  gar  keine  Störtmg  stattgefunden.     Es  ist  diese  Beobacb* 

Ig  ein  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  zweiten  Teiles  des  Principes,  das 

der  Lehre  von  den   Interferenzen  zum  Grunde  legten,  des  Satzes,  diifi^i, 

a  von  fler  Interferenzstelle  aus  sich  die  Bewegung  Punkten  mitteilt,  welche 

dnrcb  einen  der  Wellenzüge  eine  Bewegung  annehmen,  die  Bewegung 

mt  Punkte  gerade  so  geschieht,  als  hätte  keine  Interferenz  stattgefunden* 

Die   Bewegung  der   Flüssigkeitsteilchen    an   der  InterferenzsteUe   ist 

atüge,    welche    das   Interferenzgesetz   verlangt.      Schreiten    die    beiden 
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Wollen  nacb  entgegengesetzten  Richtungen  fort,  so  ist  die  horizonUle  Be- 
wegung der  Flüssigkeitsteilrhen  ^  wenn  die  Wellen  ohne  Phasendifferms 
zusiinimentröiTen ,  der  Rielitung  nach  jtj-erade  entgegengesetzt,  die  v^rtibli 
jedoch  gleich  gerichtet.  Die  horizontale  Bewegung  muTs  sich  somit  aof 
heben,  die  vertikale  summieren. 

Bas  wurde  von  den  beiden  Weber  dorch  die  Beobachtung  bestitigl 
Es  ergab  sich,  wenn  man  senkrecht  unter  der  Stelle  beobachtete,  wo  d< 
Gipfel  des  reKultiereuden  Berges  lag,  wo  also  die  Bewegungen  genau  oluu 
Phasendift'erenz  zusammentrafen,  dafs  dort  die  Teilchen  in  genau  sede 
rechter  Richtung  sich  auf  und  ab  bewegten. 

Wenn  die  WelleB  nicht  genau  ohne  Phasendiflerenz  zusammentreffe! 
so  bebt  sich  die  horizontale  Bewegung  nicht  ganz  auf;  Webers  sahen  anc] 
wie  seitwärts  von  den  eben  erwähnten  Stellen  die  Bahnen  der  Teilchi 
nicht  senkrecht  waren,  sondern  gegen  die  Vertilcale  geneigt  und  zwar  ui 
so  mehr,  je  weiter  man  sich  von  der  Stelle  der  vollkommenen  Durcl 
kreuzung  entfernte. 

Wenn  auch  die  Wellen  insofern  sich  rnnge hindert  durchkreuzen, 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in  jedem  Wellenzuge  dieselbe  bleibt, 
habe  keine  Durchkreuzung  stattgefunden,  so  findet  doch  bei  der  Dorcb 
krouzung  der  Wi^llen  ein  kleiner  Zeitverlust  statt.  Die  Versuche  der  beid« 
Weber  ergaben,  dats,  wlthrond  eine  Wolle  ihre  Wellenrinne  in  2,283  Sektuid« 
durchlief,  wenn  sie  sich  nicht  mit  *?iner  andern  kreuzte,  bei  der  Kreuzüfl 
Äweier  Wellen  eine  Welle  von  genau  gleicher  Gröfse  als  die  vorige 
Durchlaufen  derselben  Strecke  die  Zeit  von  2,4  Sekunden  brauchte. 

Diese  Verztigening  denken  sich  die  beiden  Physiker  folgenderniafsen 
Bei  dem  imgehinderten  Fortschreiten  der  Wellen,  wo  sich  die  Teilchen  il 
ihren  kreisförmigen  oder  elliptischen  Bahnen  bewegen,  bleiben  die  Teilcliäl 
immer  in  ihrer  beschleunigten  Bewegung,  bei  der  Durchkrenzong  M 
Wellen  dagegen,  wo  sich  einmal  die  horizontalen  Geschwindigkeiten  guB 
aufheben  und  die  Teilchen  sich  nur  verükal  auf  und  ab  bewegeii,  tritt 
Zeitpunkt  ein,  wo  die  Bewegung  des  Teilchens  sich  omkehrt,  wo 
seine  Geschwindigkeit  ganz  und  gar  gleich  Null  ist.  Von  da  ab  erhIÜt 
das  Teilchen  durch  Untersinke  wieder  eine  beschleunigte  Bewegung 
Daraus  scheint  nun  zu  folgen ,  dafs  hei  einer  Durch kreuztmg  zweier  glßici 
grofsen  Wellen  so  viel  Zeit  verloren  gehe,  als  der  Verlust  der  beschleaiwgt«^ 
Bewegung  während  dor  Vereinigung  der  Wellen  herbeiführt.  Nach  def 
Durchkreuzung  erhalten  dann  die  Teilchen  der  Welle  ihre  vorige  B«» 
schleunigung  und  dadurch  ihre  vorige  Bewegung. 

Die  Erscheinungen  der  Reflexion  der  Wellen  treten  ara  einfachst«! 
auf,  wenn  eine  Welle  senkrecht  gegen  eine  feste  Wand  anprallt  Da  di^ 
Flüssigkeit  an  der  Wand  vollkommen  frei  beweglieh  ist,  so  mufs  die  R*** 
flexion  der  Wellen  an  der  Wand  so  erfolgen,  wie  die  Reflexion  der  W^llft 
an  der  Grenze  zweier  Punktsysteme,  von  denen  das  zweite  weniger  dicW 
ist  als  das  erste,  das  heilst  ein  ankommender  Wellenberg  muls  als  W^llufl' 
berg  und  ein  ankommendes  Wellenthal  mufs  als  Wellenthal  reflektiort 
werden.  Die  Erscheinungen  an  der  Wand  müssen  daher  sich  folgeöde^ 
mafsen  darstellen. 

Nach  Verlauf  von  {  Oscilktionsdauer  mufs  unmittelbar  an  der  Wan( 
\  halber  Wellenberg  Sßin^  dessen  Mitte  an  der  Wand  liegt,  dessen  Hßisl 


Reflexion  der  WoUeo. 


691 


die  doppelte  defl  einfachen  ankoinraenden  Berges  ist,  da  er  aus  der 
911  Hälfte  des  reflektierten  und  der  zweiten  Hälfte  des  ankommenden 
lenLerges  besteht  Nach  Yerlauf  eines  weitem  Viertels  der  Oscillations- 
BT  ist  das  auf  den  Wellenberg  folgende  Wellenthal  bis  zur  Wand  fort- 
thritten;  zugleich  aber  ist  der  erste  Wellenberg  ganz  reflektiert,  und  der 
^küerte  Wellenberg  erstreckt  sich  bis  eine  halbe  Wellenlänge  von  der 
Dd,  gerade  so  weit,  als  sich  das  dem  Berge  folgende  Thal  erstreckt.  Die 
regung  an  der  Wand  mnfs  daher  aufgehoben  werden  und  die  Wasser- 
le  an  der  Wand  bis  zur  Lilnge  einer  halben  Welle  eben  sein. 

In  dem  folgenden  Viertel  der  Oscillationsdauer  pflanzt  sieb  der  re- 
gierte Wellenberg  um  eine  viertel  Wellenhinge  nacb  rückwärts  fort,  das 
lAtanuuene  Wellentbal  ebenso  viel  vorwärts,  so  dafs  also  die  tiefste  Stelle 
Wellenthaies  sich  gera^le  an  der  Wand  befindet.  In  dem  Augenblicke 
\  wo  das  ankommende  Wellenthal  die  Wand  traf,  pflanzte  sich  auch 
retiektieii;es  Wellentbal  fort,  in  dem  betrachteten  Augenblicke  befindet 
also  an  der  Wand  die  zweite  Hälfte  des  ankommenden  und  die  erste 
fte  des  refloktierten  Wellentbales,  es  mnls  dort,  ein  halbes  Wellentbal 
nahezu  doppelter  Tiefe  des  ankommenden  Wellentbales  sein,  dessen 
lie  Stelle  sich  gerade  an  der  Wand  befindet. 
Endlich  nach  Verlauf  des  letzten  Viertels  der  Oscillationsdauer  ist 
das  Wellenthal  ganz  reflektiert,  der  Wellenlierg  hat  sieh  um  eine  halbe 
Ilenl&nge  von  der  Wand  entfernt;  die  ganze  Welle  ist  reflektiert  und  he- 
ft  sich  von  da  an,  der  Wellenberg  voraus,  das  Wellenthal  folgend,  in 
FlQssigkeit  zurück. 

Wellenberg  und  Wellentbal  haben  also  ihre  Lage  gegen  die  feste 
nd  vertauscht,  vorber  war  der  Berg,  jetzt  ist  das  Thal  der  Wand  am 
isten;  Wellenberg  und  Wellentbal  geben  durcb  einander  hindurch. 

Diese  aus  dem  Frübern  abgeleitete  Darstellung  des  Reflexionsvorganges 
fttägt  sich  auf  das  vollständigste  durch  die  Anscbauung  bei  den  Ver- 
lon  in  der  Wellenrinne,  und  die  Messungen  über  die  Hübe  des  Berges 
die  Tiefe  des  Tbales  an  der  Wand  in  dem  ersten  und  dritten  der  von 
betracbtefpu  Zpitteile  ergaben  die  Höhe,  wie  sie  die  Tbeorie  verlangt, 
einer  Höbe  der  ankommenden  Welle  von  6,2  Millimeter  war  die  Hiihe 
fierges  in  dem  ersten  der  betrachteten  Zeitteile  gleich  10,35  Millimeter, 
mi^hr  wie  f  der  ankommenden  Welle. 

Dift  Bew»\gung  der  Flüssigkeitsteilchen  an 'der  festen  Wand  mu(k  mit 
^  übereinstimmen,   welche   die    Fltissigkoitstoilchen   haben,   wenn 

i  1  sich  durchkreuzen;  auch  dieses  haben  die  Versuche  der  Gebrüder 

jbej*  gezeigt. 

I  Wenn  eine  Welle  nicht  senkrecht  gegen  eine  feste  Wand  ankommt,  so 
Bk  sie  nach  §  1^4  so  zurückgeworfen  werden,  dats  dwr  Wellenatrahl  der 
p  denen  Welle  mit  dem  Einfallslote  denselben  Winkel  bildet  wie 

der  einfallenden  Welle,     Auch    dieses   haben  die  Versuche  be- 
Efl  folgt  nämlich  aus  dem  Satze,  wie  wir  bereits  §  1 34  erwähnten, 
eine  zirkeUTirmige  Welle,  welche  im  Mittelpunkte  eines  kreisförmigen 
*ses  erregt  ist,  wenn  sie  an  der  kreisförmigen  Wand  anprallt,  sich  nach 
'in  als  kreisförmige  Welle  mit  immer*  kleinerem  Radius  wieder 

fc']e8  Gellllses  foi-tpflanzen  mufs.     Der  Versuch  zeigt  dieses  deut- 
man  z,  B,  einen  Teller  mit  Quecksilber  füllt  und  nun  aus  einem 
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mit  einem  kleinen  Loche  versehenen  Papiertrichter  auf  die  Mitte  des  Teilen 
Quecksilber  tropfen  lafst. 

Läfst  man  auf  diese  Weise  in  den  einen  Brennpunkt  eines  mit  Qned- 
Silber  gefällten  elliptischen  Greföfses  Quecksilber  tropfen,  so  mflssen  die 
sich  von  diesem  Brennpunkte  aus  kreisförmig  fortpflanzenden  Wellen  ?« 
der  Wand  so  reflektiert  werden,  dafs  sie  als  kreisförmige  Wellen  in  do 
andern  Brennpunkte  der  Ellipse  wieder  zusammenlaufen,  da  die  Badia 
Vektoren  mit  dem  Einfallslote,  der  Normale  an  den  verschiedenen  Stella^ 
gleiche  Winkel  bilden.  In  dem  zweiten  Brennpunkte-  geben  dann  die  m- 
einigten  Wellen  zu  einer  kegelförmigen  Erhöhung  Veranlassung,  die  dank 
ihr  Niedersinken  ein  neues  zurückkehrendes  Wellensystem  gibt,  wekki 
sich  ebenso  in  dem  ersten  Brennpunkte  wieder  vereinigt,  dort  wiederom 
einem  Wellensysteme  Veranlassung  wird  u.  s.  f.  Man  sieht  dieses  viel&eb 
Hin-  und  Herlaufen  sehr  leicht  in  der  schönen  gekräuselten  OberflSt^ 
welche  die  Flüssigkeit  bei  einem  solchen  Versuche  zeigt. 

Wenn  man  in  der  Wellenrinne  nach  und  nach  mehrere  Wellen  ei 
deren  Länge  gleich  ist  der  Länge  der  Rinne  oder  einem  aliquoten 
derselben,   so   müssen  durch   die  Interferenz  der  von  der  Errej 
fortschreitenden  und  der  von  der  festen  Wand  reflektierten  Wellen 
stehende  Wellen  bilden,  deren  Schwingungsknoten  gerade  so  liegen 
wie  die  Schwingungsknoten  in  einem  an  beiden  Enden  freien  longil 
schwingenden  Stabe.     Wenn  man  denmach  Wellen  erregt,  welche 
die  doppelte  Länge  der  Wellenrinne  besitzen,  so  geht  durch  die  Ifitte 
selben  immer  nach  der  einen  Seite  ein  Wellenberg,  nach  der  and 
Wellenthal,  in  der  Mitte  mufs  sich  daher  ein  Schwingungsknoten 
und  jede  Hälfbe  der  Rinne  schwingt  als  eine  halbe   stehende  We 
und  her. 

Ist  die  Länge  der  erregten  Wellen  gleich  der  Länge  der  Wi 
so  sieht  man  zwei  Schwingungsknoten  entstehen,  beide  im  Abstände 
^  Wellenlänge  von  den  Wänden  der  Rinne  und  im  Abstand  einer 
Wellenlänge  von  einander.  Jeder  der  drei  Teile,  in  welche  dadnni 
Flüssigkeit  der  Länge  nach  zerfällt,  schwingt  für  sich  als  stehende 
von  der  Länge  der  halben  Wellenrinne.  An  den  Wänden  befinden  toA 
Mitten  der  beiden  äufsersten  Wellen,  die  Schwingungsmaxima. 

Auf  diese  Weise  kann  man  leicht,  wie  die  Gebrüder  Weber 
3,  4  und  mehr  Schwingung§knoten  und  somit  eine  leicht  sichtbtn» 
mentelle  Bestätigung  der  früher  vorgetragenen  Sätze  über  die  Bildnif 
stehenden  Wellen  durch  Interferenz  zweier  nach  entgegengesetiier 
fortgepflanzter  Wellensysteme  erhalten. 


Vierter  Abschnitt. 

Vom   Schalle. 

Erstes  Kapitel. 
Über  die  Erre^ng  des  Schalles. 

§  152. 

Von  der  Ursache  des  Sohalles.  Wenn  man  eine  schwachgespannte 
Saite  in  Schwingungen  versetzt,  so  lassen  sich  die  Schwingungen  derselben 
mit  den  Augen  wahrnehmen,  man  sieht  die  Saite  in  ihren  verschiedenen 
Lagen  nach  einander.  Wird  die  Spannung  jedoch  mehr  und  mehr  verstärkt, 
80  werden  die  Schwingungen  bald  so  rasch,  dafs  man  die  Saite  in  den  ver- 
Biddedenen  Lagen  nicht  mehr  unterscheiden  kann,  man  sieht  an  der  Stelle, 
wo  sie  schwingt,  nur  mehr  eine  halbdurchsichtige  Fläche.  Verstärkt  man 
die  Spannung  der  Saite  noch  mehr,  so  ist  die  Bewegung  derselben  kaum 
mehr  sichtbar,  statt  dessen  wird  sie  uns  aber  in  einer  andern  Weise  wahr- 
nehmbar, wir  hören  sie,  wir  erhalten  einen  von  der  schwingenden  Saite 
sosgehenden  Eindruck  auf  unser  Ohr.  Den  Eindruck,  welchen  unser  Ohr 
«rii&lt,  nennen  wir  Schall;  es  ist  im  Folgenden  unsere  Aufgabe,  diese,  die 
schwingende  Bewegung  begleitende  Erscheinung  zu  untersuchen. 

Der  Schall  entsteht  nur  durch  eine  schwingende  Bewegung,  und  jede 
schwingende  Bewegung  von  hinreichender  Schnelligkeit  erzeugt  einen  Schall. 
Wir  sahen  in  dem  vorigen  Abschnitt,  dafs  wir  auf  sehr  viele  Weisen 
schwingende  Bewegungen  erzeugen  können,  alle  diese  können  auch  die  Ur- 
Bache eines  Schalles  werden. 

Reiben  wir  einen  Stab  seiner  Länge  nach,  so  erzeugt  die  Elasticität  des 
Stabes  stehende  Schwingungen,  die  Savart  durch  die  Stöfse^des  Stabendes 
g^en  eine  Spitze  dem  Auge  sichtbar  gemacht  hat;  wir  vernehmen  nun  auch 
stets  einen  Schall,  wenn  wir  einen  Stab  in  longitudinale  Schwingungen  ver- 
setzen. Ebenso  erzeugen  die  transversalen  Schwingungen  von  Stäben  und 
Saiten,  sobald  sie  hinreichend  rasch  sind,  die  Schwingungen  von  Platten 
^d  Glocken  sowie  die  drehenden  Schwingungen  der  Stäbe  einen  Ton. 

In  allen  diesen  Fällen  sind  es  die  regelmäfsigen  Schwingungen  der 
Körper  infolge  ihrer  Elasticität,  welche  einen  Ton  erzeugen;  man  kann 
jedoch  auch  auf  andere  Art,  durch  in  kurzer  Zeit  wiederholte  Stöfse,  einen 
^hall  hervorbringen.  So  erhält  man  einen  Schall,  wenn  man  eine  Karte 
oder  eine  biegsame  Feder  dem  Umfange  eines  in  rasche  Rotation  veraetÄteiv 
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gezähnten  Rades  so  weit  nähert,  dafs  jeder  Zahn  der  Karte  oderFedir 
feinen  Schlag  erteilt;  so  auch,  wenn  man  einen  Strom  eines  Oases  odR 
einer  Flüssigkeit  gegen  eine  rotierende  Scheibe  i^hrt,  welche  in  regelntiüagei 
Zwischenräumen  durchbohrt  ist;  die  Flüssigkeit  dringt  abwechselnd  doieh 
eine  Öfifnimg  der  Scheibe,  abwechselnd  wird  sie  durch  eine  gescblosseM 
Stelle  derselben  zurückgehalten;  es  entsteht  so  eine  regelmäfsige  Folge  tob 
Stöfsen,  die  wir  als  Ton  wahrnehmen.  Läfst  man  einen  Körper  um  dne 
Axe  rotieren,  welche  nicht  durch  dessen  Mittelpunkt  geht,  so  erteilt  dkier 
der  umgebenden  Luft  eine  Reihe  von  Stöfsen,  indem  abwechsebd  du 
gröfsere  und  kleinere  Stück  des  Körpers  an  derselben  Seite  der  Rotitio» 
axe  sich  befindet;  diese  Reihenfolge  von  Stöfsen  erzeugt  einen  Ton. 

Auch  scheinbar  kontinuierliche  Bewegungen  können  einen  Ton  enengei, 
in  der  That  ist  es  aber  wieder  eine  regelmäfsige  Reihenfolge  von  Stj^Isa. 
welche  auch  in  solchen  Fällen  den  Schall  hervorrufen ').  Bläst  man  in  d« 
Mundstück  einer  gewöhnlichen  Pfeife ,  so  erzeugt  dieser  kontinuierliche  Lnft' 
Strom  einen  Ton;  indes  in  diesem  Falle  teilt  sich  der  Luftstrom  an  der 
Lippe  der  Pfeife,  der  eine  Teil  dringt  in  die  Pfeife  ein,  der  andere  ent- 
weicht in  die  umgebende  Luft.  Der  in  die  Pfeife  eingedrungene  Teil  des 
Luftstromes  komprimiert  anfUnglich  die  der  Lippe  am  nächsten  liegende 
Schicht  der  Luft;  diese  Verdichtung  der  Luftschicht  verhindert  wegen  d«r 
gröfsem  Elasticität  der  komprimierten  Lufb  dann  so  lange  ein  neues  Gb- 
dringen  der  Luft  in  die  Pfeife,  bis  sich  die  Verdichtung  auf  die  weiten 
Luftschichten  der  Pfeife  übertragen  }iat.  Es  entsteht  daher  auch  in  die«B 
Fall  eine  periodische  Bewegung,  eine  Reihenfolge  von  Stöfsen,  welche  d« 
Schall  veranlafst. 

Wir  können  daher  ganz  allgemein  sagen,  dafs  die  Ursache  des  SrhiU« 
regelmäfsig  wiederholte  Stöfse  sind,  welche  zu  unserem  Ohre  gelangen. 

Damit  das  letztere,  die  Mitteilung  der  Stöfse  an  unser  Ohr,  der  Pill 
sein  kann,  genügt  nicht  allein  das  Schwingen  eines  Körpers,  senden  * 
ist  notwendig,  dafs  diese  schwingende  Bewegung  durch  ein  elastisA» 
Mittel  zu  imserem  Ohre  hingeftihrt  werde.  In  den  meisten  Fällen  ist  diM 
Mittel  die  atmosphärische  Luft.  Versetzen  wir  einen  Körper  in  longHi- 
dinale  Schwingungen,  so  dehnt  er  sich  abwechselnd  aus,  abwechselnd»^ 
er  sich  zusammen.  Bei  der  Ausdehnung  treibt  er  die  zunächst  an  iha  ü- 
grenzende  Luft  von  sich  fort,  bei  der  Zusammenziehung  stürzt  die  Torkt 
fortgetriebene  Luft  in  den  jetzt  leeren  Raum,  welcher  den  Körper  ungW» 
hinein,  imd  diese  hin-  und  hergehende  Bewegung  der  Luft  pflaözt  aidi  4 
longitudinale  Schwingung  durch  die  Umgebung  bis  zu  unserem  Ohre  iW 
Schwingt  eine  Saite,  ein  Stab  oder  eine  Platte  transversal,  so  tritt  dasa* 
ein;  bewegt  sich  die  Saite  nach  der  einen  Seite,  so  treibt  sie  die  angr«B«^ 
Luft  in  der  Richtung  fort,  schwingt  sie  zurück,  so  saugt  sie  die  Lnftf 
wissermafsen  nach  sich  hin;  sie  erteilt  also  der  Luft  eine  hin-  und  te" 
gehende  Bewegung,  welche  bis  zu  imserem  Ohre  fortgepflanzt  und  als  ftftf 
auf  dasselbe  wirkend  uns  die  Empfindung  des  Schalles  gibt 

Es  kann  aber  jeder  Körper,  die  festen  sowohl  als  die  flüssigen,  «<* 
in  ihnen  ein  Schall  erregt  wird ,  denselben  fortpflanzen,  wie  man  och  te» 
dadurch  überzeugt,  dafs  eine  unter  Wasser  erregte  periodische  Bewif«! 

V  Man  Belle  Strotiihdl,  ^i^^omasoA  K.\£ea^«si  Bd«  V  p.  S16. 
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^b  Schall  wahrnebnien  läiat.  Wir  siilien,  in  allen  elastiücht«a  Kurpem 
nmn  sich  an  einer  Btelle  erregte  Scbwingiingen  fort;  da  der  Sehall  eine 
iflrmgendtj  Ut*wegxuig  ist,  die  zu  unserem  Ohre  fortgepflanzt  ist,  so  folgt 
deni  vorigen  Abschnitte  schon,  dafs  jeder  elastische  Körper  den  Schall 
aenpOanzen  imstande  ist^ 

JJal's  wir  aber  überhaupt  nur  dann  einen  Bchall  vemehraen,  wenn  durch 
KQd  einen  elastischen  Körper  die  Schwingungen  zu  unserem  Ohre  fort- 
■BKt  werden,  zeigt  die  Erfahrung.  Denn  bringen  wir  unter  die  Glocke 
^^fftpumpe  ein  kleines  Glockchen,  wulcheß  mit  einem  Klöppel  versehen 
.'*an  einem  Faden  in  der  Glocke  so  aufgehängt  ist,  dal's  es  nirgendwo 
yltir  festen  Begrenzungen  des  von  der  (Mocke  und  dem  Luftpumpen- 
^Bkbgesperrten  Raumes  berührt,  so  hört  man  keinen  Ton,  wenn  man 
^f\'  durch  Pumpen  aus  der  Glocke  fortnioimt  und  durch  Bewegung 
^^^Jparatos  den  Klöppel  zum  Anschlagen  bringt.  Man  hört  aber  einen 
tt!l,  wenn  man  eine  Verbindimg  zwischen  der  Glocke  und  dem  Recipien- 
der  Pumpe  herstellt,  sei  es,  dafs  man  den  Recipienten  mit  Luft  oder 
einer  Flüssigkeit  anfüllt,  oder  dafs  man  das  Glöckchen  an  einem  Metall- 
ll^üi  der  Glocke  aufbUngt  ♦ 

m  §  153. 

Qualität  des  Schalles.  Jeden  Eindruck,  welchen  wir  durch  unser 
l^r  erhalten,  nennen  wir  Schall;  indes  k^innen  diese  Eindrücke  sehr  ver- 
ieden  sein. 

L  Ber  Si^hall  kann  in  einem  einzigen  mehr  oder  weniger  starken,  kari 
[ebrochenen  Eindruck  auf  unser  Gehör  bestehen  ^  man  nennt  ihn  dann 
Mens  Knall,  wenn  man  auch  hiluüg  unter  Knall  nur  einen  heftigen,  ein- 
ligen,  kurz  abgebrochenen  Eindruck  auf  ujiser  Gehör  versteht.  Der  Schall 
ß  femer  von  einiger  Dauer  sein,  in  einer  Reihenl'olge  von  Stöfsen  be- 
ten, welche  unser  Ohr  erhält.  Je  nachdem  min  diese  8tölse  regelmäfsig 
Imäfsig,  gleichartig  oder  ungleichartig  sich  folgen,  unterscheidet 
r  li  I  liall  als  Ton  oder  Klang  oder  als  Gerllusch.  Die  Geräusche  selbst 
Kreidet  unsere  Sprache  wieder  als  Rassein,  Knistern,  Sausen,  Brausen  etc. 
^M  Die  musikalischen  Töne  unterscheidet  man  nach  ihrer  Höhe  als 
^Koder  tiefere  T*5ne.  Worauf'  dieser  Unterschied  beruht,  läfst  sich 
"durch  den  Versuch  zeigen.  Ein  longitudinaier  Ton  ist  stets  viel 
if,  als  der  Transversal  ton  desselben  Stabes,  und  der  Transversal  ton  eines 
^kst  am  so  höher,  je  kürzer  imd  dicker  der  Stab  ist;  hei  schwingen- 
^Bten  ist  der  Ton  um  so  höher,  je  kürzer  die  Saite  ist  oder  je  stärker 
H|  spannt.  Da  wir  nun  sahen,  dafs  die  longitudinalen  Schwingungen 
B&  sind  als  die  transversalen,  imd  diese  um  so  rascher,  je  kürzer  der 
ribagende  Körper  ist,  so  folgt,  dafs  ein  Ton  um  so  höher  ist,  je  mehr 
ringungen  der  den  Ton  erzeugende  Körper  macht,  je  mehr  Stöf 
leichen  Zeiten  unser  Ohr  treffen. 

Man  kann  die  SchwingungszalU  einer  gespannten  Saite  i 

einen  Stah  mit  der  Saite  genau  isochron  sch^ 

BB  Ton  dadurch  hervor,  dafs  man  ebenso  oft  die  i 

ae    Karte   schlagen   läfst,   so   haben   alle   diese 

Höhe,     Jeder  Ton  entspricht  somit 
agszahl 
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Man  kann  übrigens  auch  bei  den  Qeränschen  eine  verschiedene  H6he 
wahrnehmen,  wie  man  aus  folgendem  Versuche  sieht.  Man  nimmt  aebn 
Stäbe  von  hartem  Holze  gleicher  Dicke  und  Breite,  aber  verschiedener 
Länge,  so  dafs  beim  Anschlagen  diese  Stäbe  eine  Tonreihe  gehen.  libt 
man  dann  einen  der  Stäbe  auf  den  Boden  fallen,  so  hört  man  ein  GerSmeli 
ohne  bestimmten  musikalischen  Charakter;  läfst  man  aber  die  Suibe  nach 
einander  zu  Boden  fallen,  und  zwar  der  Reihe  nach  die  gröfsem  zuerst,  so 
unterscheidet  man  aucli  bei  diesen  Geräuschen  eine  bestimmte  Hdhe. 

3.  Töne  gleicher  Höhe  können  auf  das  Ohr  einen  ganz  verschiedenen 
Eindruck  machen;  so  unterscheidet  man  deutlich  den  Ton  selbst  bei  gleicJur 
Höhe  der  Blas-  und  Streichinstrumente,  bei  den  Blasinstrumenten  den  dar 
Holz-  und  Blechinstrumente. 

Die  Töne  unterscheiden  sich  dui*ch  eine  eigenttlmliche  Beschafienheil, 
die  man  häutig  als  Klang  oder  Klangfarbe  oder  Tonfarbe  bezeichnet  Viel- 
fach wendet  man  auch  dafür  das  französische  Wort  Timbre  an.  Die  Ur- 
sache der  Khingverschiedenheit,  welche  schon  Ohm*)  in  der  verschieden« 
Form  der  Schwingungen  gesehen  hatte,  ist  besonders  von  Hebnholtz^ii 
neuerer  Zeit  untersucht  worden,  er  hat  gezeigt,  dafs  dieselbe  in  der  Thit 
von  der  Form  der  Schwingungen,  oder  vielmehr  von  den  gleichzeitig  iiß- 
tretenden  Tönen  bedingt  ist.  Einen  Ton  erzeugt  jede  regelmäfsig  periodische 
Wiederkehr  von  Stöfsen  in  unser  Ohr;  innerhalb  jeder  Schwingungsperiodi 
bleibt  die  Bewegung  dabei  ganz  willkürlich,  wenn  nur  dieselbe  Bewegang, 
welche  innerhalb  der  ersten  Periode  bestand,  in  den  folgenden  Periodenil 
ganz  gleicher  Weise  wiederkehrt.  So  kann  die  Schwingung,  diewirili 
Ton  vernehmen,  eine  einfache  sein,  sie  kann  aber  auch  aus  der  Übereinand«* 
lagerung  mehrerer  Schwingungen  bestehen,  deren  jede  einem  andern  höhen 
Tone  entspricht,  welcher  den  gehörten  Ton  begleitet,  welcher  sich  aher  vir 
in  soweit  bemerkbar  macht,  dafs  er  die  Farbe  des  Grundtones  veränd^ 
In  welcher  Weise  wir  die  einzelnen  Töne  eines  Klanges  erhalten  könnes, 
werden  wir  in  einem  der  nächsten  Paragraphen  besprechen. 

4.  Die  Töne  können  bei  gleicher  Höhe  und  gleicher  Elangfarhe  u 
Stärke  oder  Intensität  verschieden  sein.  Verschiedenheit  der  St&rke  emng« 
wir  bei  einer  gespannten  Saite  durch  Änderung  der  Schwingungsamplitade, 
oder  was  dasselbe  ist,  durch  Änderung  der  Schwingungsgeschwindigkait 
bei  ungeänderter  Dauer  der  Schwingung.  Der  gröfsem  Amplitude  entsprifb 
der  stärkere  Ton. 

Wir  nehmen  indes  nicht  an,  dafs  die  Intensität  einfach  wie  die  (V 
schwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung  zu-  oder  abnehme,  sondemi« 
das  Quadrat  derselben,  indem  wir  annehmen,  dafs  die  Stärke  des  Schall« 
von  der  Stärke  des  Stofses  abhängt,  welchen  die  bewegten  Luftteilcb« 
unserm  Gehörorgane  erteilen.  Die  Stärke  des  Stofses  ist  aber  proportio^l 
der  lebendigen  Kraft  der  bewegten  Körper,  und  da  diese  bei  gleicher  Ito 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  so  setzen  wir  die  It- 
tensität  des  Schalles  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  der  schwingend» 
Teile  in  dem  Augenblicke  der  gröfsten  Geschwindigkeit  proportional 

')  Ohm,  Poggend.  Ann.  Bd.  LXX.  Bd.  LXll.  Man  vehe  auch  St^ 
Poggend.  Ann.  Bd.  LX  und  Bd.  LXIII.  üovea  Repert  Bd.  VIIL 

')  Hehnlwltz,  Die  liehx^  ^9011  den  Tonempfindungen.  BnuinBdhweJg  IS^ 
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ingniigszaiil  von  Ttinen  zu  erhalten,  ksatn  man  sich  entweder  der 
K©  der  ElasticiÜit  bedienBn  oder  der  Tonerzeugung  durch  mechanische 
'  Ml   man   letztere   durch   irgend    eine    mechanische  Vorrichtung 

Div  iSireno  von   Ca^niaivi  Latour*)   hestimmt   die   Sehwingungszahlen 

Kekte  Zühlung  der  den  Ton  erzeugenden  Stöfse,  sie  besteht  (Fig.  254) 
r  cjrlindrischeu  Trommel,  von  der  anten  in  der  Mitte  der  Boden- 
le  B^hre  U  ausgeht,  mittels  welcher  der  Apparat  auf  einen  Wind- 
l  gesetzt  wird^  und  durch  welche  die  komprimierte  Luft  in  lüe  Trommel 

R ringt.  Die  ohere  Platte  der  Trommel  ist  durch  eine  bestimmte 
Ofi  Li*M.'hem,  welche  aui'  dem  Urafange  eines  Kreises  liegen,  durch- 
He  L5cher  sind  alle  gleichweit  von  einander  entfernt  und  alle  nach 
Richtung  schief  gebohrt,  so  dafs  die  Ötfoungen  alle  z,  B,  von  links 
F©chts  aufsteigende  unter  einem  bestimmten  Winkel  gegen  die  Vertikale 
■r'ile  durch  die  Platte  bilden. 

I  Ibar  über  der  die  Trommel  deckenden  Platte  befindet  sich  eine 

ii  Halte,  welche  an  der  Axe  AF  (Fig,  255)  befestigt  ist  und  mit  dieser 

lieh  dreh<*u  kann.    Um  die  Flalie  möglichst  leicht  beweglich  zu  machen, 

»  stiihleme  Axe  ^4/*^  unten  bei  a  (Fig.  254}  in  ein  Zapfenlager  von 

und  oben  durch  die  Schraube  Ä,   deren    Spitze   in   eine 

iiBg  der  Axe  pafst,  lose  gehalten. 


Fig.  36«. 


le  Hatte  C  (Fig.  255')  hat  ebenfalls  auf  einem  Kreise  16  Locher,  so 
.-.c.TK,.yj  ^\q\^  ^^jf  ^le  Lfjcher  der  untern  Platte  legen  und  die  Trommel 
rn  Lull  in  Verbindung  setzen  k?1nnen,  oder  bei  einer  kleinen 
■L  der  obem  Scheibe  den  Zwischenrfiumen  der  untern  Scheibe  ent- 
Wf  die  Trommel  tilso  verschliefsen.  Bilden  die  Liicher  die  Fortsetzung 
Jclier  der  untern  Platte,  so  kann  die  in  die  Trommel  getriebene  ver- 
ba  Luft  nach  aufsen  entweichen;  entsprochen  die  Löcher  den  Zwischen- 


)  Ciifpnard  Latour,  Annaleü    de  chim.  et  de  phys.  Tome  XII  et  XVI IL 
id,  Ann.  VUl  and  X. 
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räumen  zwischen  den  unteren  Löchern,  so  ist  die  Trommel  ahgesperrif  die 
Luft  kann  nicht  entweichen.  Die  Löcher  sind  schief  durch  die  Platte  g^ 
bohrt,  aber  nach  entgegengesetzter  Bichtnng  als  die  imteren  Löcher;  also 
wenn  diese  von  links  nach  rechts  durch  die  untere  Platte  aufsteigende 
Kanüle  bilden  (Fig.  256),  so  bilden  die  Löcher  der  obem  Platte  von  redili 
nach  links  aufsteigende  Kanäle.  Durch  diese  Art  der  Durchbohrung  wild 
bewirkt,  dafs  die  Scheibe  C  durch  den  Lufkstrom  selbst  zum  Botieni 
gebracht  wird,  der  zu  den  Löchern  austritt,  wenn  die  obem  Löcher  anfdei 
unteren  stehen,  denn  der  in  den  unteren  Löchern  von  links  nach  redits  vir 
steigende  Luftstrom  stölst  gegen  die  Wände  der  oberen  Löcher  und  eitdt 
dadurch  der  Scheibe  eine  Drehung,  welche  derjenigen  des  Zeigers  einer  lAr 
entgegengesetzt  ist.  Die  Geschwindigkeit  der  obem  Scheibe  wird  dadmti 
um  so  gröfser,  je  stärker  der  Druck  der  Luft  in  der  Trommel  ist.  Dnwk 
Begulierung  des  Luftstromes  kann  man  daher  der  Scheibe  eine  ganx^ 
stimmte  Geschwindigkeit  geben. 

Dreht  sich  die  Scheibe  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit,  so  wild 
bei  16  Löchern  bei  jeder  Umdrehung,  da  alle  oberen  Löcher  zugleich  arf 
alle  unteren  zu  stehen  kommen,  16  mal  die  Trommel  geö&et  und  16]m1 
geschlossen.  Die  von  unten  in  die  Trommel  geführte  verdichtete  Luft  loa 
also  16  mal  durch  die  obere  Platte  entweichen  und  ebenso  wird  IGnuldff 
Luftstrom  imterbrochen.  Wir  erhalten  somit  bei  jeder  Umdrehung  16T«^ 
dichtimgen  der  Luft  über  der  Scheibe  und.  beim  Verschlufs  der  noto« 
Löcher  16  Verdünnungen,  also  bei  jeder  Umdrehung  16  Schwingungen  dff 
Luft,  welche  sich  als  16  Wellen  in  die  umgebende  Luft  fortpflanzen. 

Wenn  wir  demnach  durch  diese  Schwingungen  einen  bestimmten  Toi 
liervorgebracht  haben,  können  wir  aus  einer  Beobachtung  der  ümdrehnngi- 
zahl  der  Scheibe  die  Schwingungszahl  des  gehörten  Tones  unmittelbar  i^ 
leiten. 

Um  die  Umdrehungszahl  der  Scheibe  zu  erhalten,  ist  in  die  AxeiF 
bei  s  eine  Schraube  ohne  Ende  eingeschnitten,  welche  in  ein  Zahniad  £ 
(Fig.  254)  eingreift  und  dieses  bei  jeder  Umdrehung  um  einen  Zahn  dzdt 
An  der  Axe  des  Rades  ist  ein  Zeiger  befestigt,  der  auf  dem  ZifferlM 
(Fig.  255)  die  Umdrehungen  der  Scheibe  angibt.  Das  Bad  hat  100  IM 
bei  100  Umdrehungen  der  Scheibe  dreht  es  sich  somit  einmal  henunfl' 
die  Spitze  des  Zeigers  durchläuft  einmal  den  Umfang  des  ZifoU>^ 
Dieses  ist  in  100  Teile  geteilt,  die  an  ihm  befindlichen  Zahlen  gebend* 
die  einzelnen  Umdrehungen  des  Bades  an.  Eine  Umdrehung  des  Zeiget 
gibt  also  16  •  100  Vibrationen  an. 

Hat  sich  das  Rad  E  einmal  vollständig  gedreht,  so  greift  ein^^ 
Sprung  H^  der  am  Umfange  des  Bades  befestigt  ist,  in  die  Zahne  ^ 
Rades  G  und  bewirkt,  dafs  der  an  der  Axe  dieses  Bades  befestigte  Zilp 
auf  seinem  ZiflPerblatte  um  einen  Teilstrich  weiter  rückt,  jeder  TeiWn* 
dieses  Zifferblattes  gibt  also  100  Umdrehungen  der  Scheibe  oder  1** 
Schwingungen  an.  Hat  man  sonach  während  einer  Zeit  T  eine  Bewegt 
des  Zeigers  auf  dem  zweiten  Zifferblatte  um  n  Teilstriche  beobacht«!»' 
auf  dem  ersten  n\  so  ist  die  Anzahl  der  während  der  Zeit  T  stafctgeftn*"* 
Schwingungen 
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[i  die  öcüwingunL^^/jibl  des  Tones,  wenn  T  in  Sekunden  gegeben  isi, 

N 

(>i€  beiden  gezahnten  Rüder  sind  aui'  der  einen  Platte  des  (tehänses, 
welchtnu  sie  eingeschlossen  sind,  befestigt.  Diese  Platte  ist  ein  wenig 
ichlebbar,  und  drUckt  man  auf  die  Fig.  255  zur  Rechten  befindliche 
mmbe  a,  so  wird  die  Platte  nnd  damit  die  gezahnten  Bilder  so  weit  zui* 
itn  verschoben,  dais  die  Schraube  ahnö  Knde  nicht  in  das  Zalmrad  E 
jTv\ft,      In  dieser  Lage  wird   die  Platte  durch   die   oben  auf  dem   Ge- 

behndliche  Feder,  deren  Vorsprang  in  einen  Änsechnitt  der  Platte 
freillif  festgehalten.  Wenn  sich  also  auch  jetzt  die  Scheibe  dreht,  so 
r^en  sich  doch  die  Rüder  und  Zeiger  nicht.    Drückt  man  dann  auf  die 

f^  80  springen  Platte  und  Rüder  in  ihre  frühere  Lage  zurück  und 
Bäder  und  Zeiger  bewegen  sieh. 

Um  nun  mittels  der  Sirene  die  Schwingongszahl  eines  Tones  zu  be- 
tmen,  bewirkt  man  zunächst,  dafs  beide  Zeiger  auf  0  stehen.  Dann 
pdew  öie  ausgelöst  und  mau  setzt  durch  einen  Luftstrom  die  Sirene  in 
egung.  Der  Ton  ist  anfangs  tief,  wird  aber,  da  die  Bewegung  der 
leibe  eine  beschleunigte  ist,  immer  höher.  Durch  Regulierung  des  Luft- 
>ines  bringt'  mau  dann  den  Ton  hervor,  dessen  Schwingungszabl  man 
•ersuchen  will,  und  drückt,  wenn  er  konstant  geworden  ist,  zu  eiuer  ganz 
ümniten  Zeit  auf  die  Feder  /',  Dadurch  werden  die  Rader  eingeschaltet 
t  die  Zeiger  bewegen  sich.    Nach  einer  bestimmten  Zeit  drückt  man  auf 

I  Knopf  a  und  schaltet  so  die  RiLder  wieder  aus  und  liest  sowohl  die 
Mrichü  n  auf  dem  Zifferblatt  des  Rades  G  ab,  als  die  n  auf  dem  an- 
fB  an<l  hat  somit  alle  Daten,  die  erforderlich  sind,  uui  die  Schwingungs- 

II  v  zu  bestimmen. 
Savart  wandte  zu  seinen  Versuchen,  um  die  Grenze  der  Wahrnehm- 

keit  der  T<»ne  zu  bestimmen,  ein  anderes  Verfahren  an^).    Er  ersetzte 
Sirene  durch  ein  in  schnelle  Rotation  versetztes  gezahntes  Rad,  dessen 
l  M<o  ßine  Karte   oder  ein   keilfiirniigf^s   zugeschnittenes  Blättchen 

J  -m  Hulze    schlugf>n.     Jeder  Schlag    entspricht   einer   einmaligen 

anng  der  Sirene,  also  einer  Schwingung^  aus  der  Anzahl  der  Ztlhne  des 
des  und  der  Uitidrehungsgeschwindigkeit  desselben  erhalt  man  alsr*  durch 
B  rnnfache  Multijdikation  die  Anzahl  der  einem  bestimmten  Tone  ent- 
ech enden  Schwingungen, 

Die  Umdrehungen  des  Rades  werden  auch  hier  durch  einen  Zühler  von 
idier  Einrichtung  wie  derjenige  der  Sirene  bestimmt, 

Duhamel  hat  es  versacht,  die  Sehwingnngen  zu  zahlen,  indem  er  die 
45  schon  besprochene  graphische  Methode  anwandte^')-    Der  schwingende 
1'^    Knrp*?r,    z,  B.    ein  schwingender   Stab,    wird   an   seinem 

LI    feinen  Spitze  verseben  und  vor  ihm  ein  Glascylinder  ge- 
t|   der   durch  Rufs  mit  einem   leicht   fortzunehmenden  Überzüge   ver- 
ÜB  ist.     Die  Spitze  berührt  den  Cylindor  nur  ganz  leicht.     Wenn  nun 
8tab  nicht  schwingt,  so  zieht  die  Spitze  auf  dem  Cy linder,  der  sich  bei 


P 


*)  Savari^  Über  die  EmpHndlichkeit  des  menschlichen  Gehöres.     Annale« 
^iffi.  et  de  phys.  T,  XLIv.     Poggend.  Aon,  XX, 
*)  Duhamel,  l*Inatitut  1840,  p.  19  und  41. 
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der  Drehung  /.ugleicb  langsam  hebt  oder  senkt,     a.-    *  infarhe  Sph 

wenn  aber  der  Bta»b  schwingt,  so  erhilH  diese  8pirallinio  eine  WeDi 

und  jeder  Welle  entspricht  eine  Schwingimg  des  Stabes.  ^*' 

durch  irgend  eine  luechanj&che  Vorrichtung   in  eine  stf 

Sftzt  wird  und  durch  irgend  eine  andere  Zählvtirrichtung  diu  ihu 

gesch windigkeit  bestimmt  werden  kann^  bo  genügt  es^  die  LllTi'f 

linie  zu  messen  und  die  Anxahl  der  Wellen  zu  ztthlen,  nin  di* 

zabl  zu  erhalten.    Habe  z.  B.  die  Walze  Itlnl'  Umdrel« 

und  beobachtet  man,  dafg^die  Spirallinie  gennu  2^5  i 

trügt,  so  gibt  die  Zahl  der  Wellen  auf  derselben  die  8chwi: 

halben  »Sekunde  an,  die  doppelte  Zahl  also  die  Schwingm.^  „..:,    _ 

Duhamel  und  später  Wertheini  wandten  indes  diese»  Verfuhrfn  I 
such  lieh  dazu  an,  ujq  die  Rchwingimgazahlen  zweier  Tone  xn  tn^U 
Zu  dem  Ende  braucht  man  die  Dndiungsgesch windigkeit  der  Waixr  \ 
einmal  zu  kennen. 

Man  bringt  nur  die  beiden  Stäbe  oder  schwingendim  Körper  Dibtl 
einander  an,  so  dafs  sie  ihre  Schwingung«?*»  aaf  einer  und  derselbe  W 
gleichzeitig  abzeichnen. 

Man  hat  dann  nur  die  auf  gleichen  Langen  der  bcid*»n  Spindi 
tindlichcn  Wellen  zu  zählen,  und  da  diese  in  gleichen  Zei' 
schwingenden  Körpern  beschneben  sind,  so  ist  das  Vt-r 
Zahlen  genau  das  der  Schwingungszahlen  der  Töne. 

Die  andere  Methode,  um  die  Schwingungszablen  din    ii-ir 
men,  bembt  auf  der  Anwendung  der  Ehistii?itlltsgesefze.  ivnlch*^  iiniJ 
dem  vorigen  Abschnitte  die  Schwingungszahl  eines  ■ 
seiner  Beschaffenheit  zu  berechnen  gestatten,      Sie    i 
um  die  Sc hwingungs zahlen  der  Töne  zu  vergleichen,  und  da.  wie 
worden  y   aus  der  Schwingungszahl  eines  Tones  sich  «üe  aller  ttlri 
rechnen  lüfst,  so  wendet  man  diese  Methode  fast  immer  zur  Be» 
der  Schwingungszahl  der  Töne  an. 


Fig   257. 


Das  gebrünchlichste  auf  dieser  Methode  beruhende  VfTfnlifrft  M  ^ 
Bestimmung   der   Schwingungszahlen  mittelü   des   Moni»- 
einem  Kasten  von  trocknem  Holze  aufgespannten  Saite  ,1.^    ^ 
Saite  ist  bei  a  mittels  einer  Schraube  befestigt  and,  imi  eine  g^iiaii 
bare  Lilnge   derselben   zu   den  Versuchen   zu  verw»)  '  ' 

scharfen  Stege  •?/  gelegt  und  dann  über  die  Roll **  / 
uiit  niiiglicbst  wenig  Reibung  in  ihrem  Zapfenln 

Va\]v  ibr   Saite  befestigten  Häkchen  /i  kr^nnen  ^   

destigt  werden-    D^t  k^i^XÄa^  8%  ivclstihim  den 
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1000  gleiche  Teile  geteilt  und  ein  auf  dem  Brette  des  Monochords  ver- 
thiebbarer  Steg  gestattet  von  der  Saite  beliebige  Stücke  schwingen  zu 
£8en. 

Um  nun  die  Schwingungszahl  eines  Tones  zu  bestinmien,  stimmt  man 
mächst  das  Monochord  nach  dem  betreffenden  Ton,  sei  es  dem  einer  Stimm- 
ibel  oder  irgend  eines  andern  Instrumentes,  indem  man  das  spannende 
ewicht  oder  die  Länge  der  Saite  so  lange  ändert,  bis  sie  bei  einfachem 
tischlagen  oder  Anstreichen  mit  dem  Geigenbogen  genau  den  Ton  der 
ibel  angibt. 

Ans  der  beobachteten  Länge  der  Saite,  dem  spannenden  Gewichte  und 
m  Gewichte  der  Längeneinheit  der  Saite  erhält  man  dann,  wenn  die 
^ifigkeit  der  Saiten  nicht  beachtet  zu  werden  braucht,  die  Schwingungs- 
fcd  nach  der  Formel  des  §  140 


^-■^V' 


»rin  l  die  Länge  der  Saite,  P  das  spannende  Gewicht,  q  den  Querschnitt 
d  8  das  specifische  Gewicht  der  Saite,  also  q  •  s  das  Gewicht  der  Längen- 
ftheit  bedeutet. 

Man  wendet  meist  zu  dem  Monochord  Metallsaiten  an,  da  diese  regel- 
Ifsiger  zu  bearbeiten,  sind  als  andere  und  da  sie  bei  gleicher  Spannung 
2ht  so  leicht  Änderungen  ausgesetzt  sind  durch  den  Feuchtigkeitsgehalt 
r  Luft.  Sind  jedoch  diese  Saiten  nicht  sehr  dünn  und  nicht  vollkommen, 
^[sam,  wie  z.  B.  die  Stahlsaiten,  die  zu  den  Klavieren  benutzt  werden, 
mufs  man  zur  Berechnung  der  Schwingungszahlen  die  vollständigere 
wrmel  von  Seebeck  anwenden,  in  welcher  auf  die  Steifigkeit  der  Saiten 
Icksicht  genommen  ist. 

Eine  andere  Methode,  welche  Scheibler')  angewandt  hat,  um  mittels 
•«  Monochords  nur  durch  Versuche  die  absolute  Schwingungszahl  der  Töne 
.  bestimmen,  werden  wir  erst  im  nächsten  Kapitel  bei  Abhandlung  der 
•^fse  und  Kombinationstöne  kennen  lernen  können. 

§  155. 

Von  dem  Verhältnis  der  Töne  nnd  den  Intervallen.  Man  kann 
>f  die  verschiedenste  Weise  und  mit  den  verschiedensten  Instrumenten 
^Tue  gleicher  Höhe  h^vorbringen.  Nimmt  man  z.  B.  den  Ton  eines  ge- 
Ummten  Stabes  und  bringt  auf  der  Sirene  oder  mittels  gezahnter  Räder, 
&r  mittels  gespannter  Saiten  den  Ton  hervor,  so  findet  man  stets  bei 
^8ung  der  Schwingnngszahlen,  wie  verschieden  auch  die  Klangfarbe  aller 
^r  Töne  sein  mag,  dafs  sie  doch  alle  dieselbe  Schwingungszahl  hal>en. 
ir  folgern  daraus  das  erste  Gesetz  der  Tonlehre: 

Allen  Tönen  gleicher  Höhe,  welches  auch  der  schwingende  Körf^^^r 
I  welcher  sie  veraolaTst,  entsprechen  gleiche  Schwingungszahlen,  und 
gekehrt,  gleichen  Schwingungszahlen  entsprechen  immer  gleiche  Ton- 
nen. 


^  Ober  SdieiblerB  Yenoche.    Boeber  in  Poggend.  Ann.  Bd.  82  nnd  in  Do^^ 
^erioriom.    Bd.  IIL 
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§  166. 


Daraus  folgt,  dafs  ein  gegebener  Ton  seiner  Höhe  nach  bestimmt  ist 
durch  die  Zahl  n  seiner  Schwingungen,  und  dals  man  ihn  mittels  derselben 
be^ei ebnen  kann. 

Tone  verschiedener  Schwingungszahlen  sind  verschieden,  das  YerbUtiu» 
ihrer  öchwingungszahlen  nennt  man  ein  Tonverhiiltnis  oder  Intervall 

Wenn  man  zugleich  zwei  Tone  versehiedener  Höbe  hervorbringt  Tm4 
anhalten  läfst,  so  kann  das  Zusammenklingen  derselben  auf  unser  0\ii  uat- 
weder  einen  angenehmen  Eindruck  macben  oder  einen  nicbt  so  imgenehmeiL 
In  dem  ersten  Falle  nennt  man  das  Zusammenklingen  der  Töne  oder  di?n 
Accord  konsonierend,  im  zweiten  Falle  dissonierend.  Je  weniger  angenebm 
der  Accord  unser  Ohr  für  sich  allein  stehend  berüJirt,  um  so  diasonierend^r 
ist  derselbe. 

Es  gibt  nun  eine  grofse  Menge  verschiedener  Accorde,  welche  alle  in 
der  Musik  gebraucht  werden,  das  Ohr  unterscheidet  sie  als  angenelmi  oder 
weniger  angenehm ,  und  darnacb  ist  denselben  in  der  Musik  ihre  Stelle  aa- 
ge wiesen.  Die  Aufgabe  der  Physik  ist  es^  zu  untersucben^  worin  die  Accorde 
sieb  unterscheiden.  Nehmen  wir  z.  B.  einen  häufig  gebrauchten  Accori, 
den  Zweiklang  von  c  und  r  der  gewohnlichen  Tonleiter,  so  sagt  uns  unser 
Ohr  zunüchöt»  dafs  dieser  Accord  mit  denselben  wesentlichen  Eigenscbaften, 
mit  wesentlich  demselben  Eindnick  auf  unser  Ohr  sowohl  zwischen  bohw 
als  tiefen  Tonen  besteben  kann,  dafs  er  ebenso  zwischen  je  y.wei  anto 
Tönen  der  Tonleiter  d,  fis  u.  8.  w.  besteben  kann/  Es  folgt  daraus,  dfif 
Accord  ist  unabhängig  von  der  Höhe  der  ihn  zusammensetzenden  Töne,  alsü 
unabhängig  von  ihrer  absoluten  Schwingungszabl.  Wenn  man  nun  ab«r  in 
allen  den  verschiedenen  Fallen  die  Bchwingungszablen  der  den  Accord  »• 
sammensetzenden  Töne  bestimmt,  so  findet  man,  dafa  dieselben  sUits  ijn 
Verhültnisse  von  4  zu  5  zu  einander  stehen,  und  ebenso  auch  umgekekrt, 
dafs  ein  Accord,  dessen  Töne  Sebwingungszablen  besitzen,  welche  im  Var- 
hältnisse  von  4  zu  5  zu  einander  stehen,  stets  als  derselbe  ers<^heini 
Gleiches  gilt  filr  alle  übrigen  Accorde.  Wir  erhalten  demnach  als  «weit« 
Gesetz  der  Tonlehre  folgendes: 

Jeder  musikalische  Accord  zwischen  zwei  Tönen  ist  bestimmt  ^ 
kann   dargestellt   werden   durch    das  Verhältnis   der   beiden  SchwiBgongJ- 

zahlen     ,   der  komponierenden  Töne. 

Ist  das  Yerbältnis  -  r  der  Einheit  gleich  j  so  sind  die  beiden  Töne  im 

Einklangs  ist  es  verschieden,  so  sind  sie  an  Höb^  verschieden  und  2Wir 
um  so  mehr,  je  mehr  dies  Verhältnis  von  der  Einheit  verschiedeo  i»t 
Ihr  musikalisches  Lntei-vall  ist  unabhängig  von  der  absoluten  Anzabl  d*r 
Schwingungen,  es  wird  nur  bestimmt  von  dem  Verhältnis  derselben. 

Um  zu  unterscheiden,  welche  Intervalle  konsonierend  sind,  welch« 
nicht,  müssen  wir  untersuchen,  wie  sich  die  Intervalle  der  von  der  Musik  fti* 
die  konsouierendsten  angenommenen  Accorde  verbalten.  Es  sind  dieses  di« 
Oktave,  in  der  gewöhnlichen  Dur-Tonleiter  c  und  Cj,  die  Sexte  r  und  flt 
die  Quinte  €  und  /;,  die  Quarte  c  und  /*,  die  grofse  Ter«  c  und  f.  lan^ 
die  kleine  Terz  c  und  es.  Eine  Yergleicbung  der  Schwingungszalileu  büt 
nun  ergeben,  wenn  man  von  dem  tiefsten  Tone  der  Reibe  ausgeht,  und 
dessen  Schwingungszabl,  wo  der  Ton  sonst  seiner  absoluten  Höbe'nwi 
'  "^gen  mag,  gleich  1  setzt: 
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Für  die  Oktave        das  Verhältnis  A- =  ^ 

„     „    Sexte  „  „  »    ■=  "3 

„     „    Quinte  „  „  «    =  1 

„     „    Quarte  „  „  «    =i 

„     „    grofse  Terz  „  „  „    =  f 

„     „    kleine  Terz  „  ^  „    =  |. 

Das  heifst  die  Oktave  macht  zwei  Schwingungen,  wenn  der  Qrundton 
»  macht,  die  Sexte  5,  wenn  der  Grundton  3,  oder  |^,  wenn  letzterer  1 
führt  u.  s.  f. 

Es  folgt  daraus,  wenn  man  zwei  Töne,  deren  Schwingungszahlen  sich 
lalten  wie  zwei  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  1,2,  3,  4,  5,  6, 
Immenklingen  läfst,  dafs  man  dann  einen  konsonierenden  Accord  erhält. 
Man  teilt  diese  Accorde  in  vollkommene  und  unvollkommene  Eon- 
inzen.  Die  vollkommenen  sind  die  Oktave  und  die  Quinte,  welche  den 
hältnissen  1,  2,  3  entsprechen,  die  übrigen  sind  die  unvollkommenen 
isonanzen.  Wir  sehen  denmach,  eine  Konsonanz  ist  um  so  vollkommener, 
einfacher  das  Schwingungsverhältnis  der  sie  komponierenden  Töne  ist, 
Accord  wird  um  so  dissonierender,  je  komplexer  das  Verhältnis  der 
len  ist,  welche  ihn  zusammensetzen.  So  gilt  die  Sekunde  f  und  noch 
ir  die  kleine  Sekunde  ^  als  Dissonanz. 

§  156. 
Von  den  mehrfachen  Aooorden.  Aus  dem  Gesetze  der  Konsonanz 
t  sich  nun  leicht  voraussehen,  welche  mehrfach  zusammengesetzte  Accorde 
unser  Ohr  einen  wohlthuenden  Eindruck  machen,  welche  als  Konsonanzen 
ken  und  welche  als  Dissonanzen  eiiie  Auflösung  verlangen.  Konsonierende 
iorde  können  nur  solche  sein,  in  denen  alle  Töne  in  einfachen  Verhält- 
len  zu  einander  stehen. 

Wir  wenden  zur  Bestimmung  der  Tonverhältuisse   die  erwähnte  Be- 
hnungsweise  an,  die   Schwingungszahl  eines  Tones,  und  zwar,  wenn 
its  Anderes  bemerkt  wird,  des  tiefsten,  wird  gleich  1  gesetzt.    Jeder  der 
:enden  Brüche  bezeichnet  einen  Ton  und  zwar  denjenigen,  welcher  die 
eh  den  Bruch  angedeuteten  Schwingungen  vollführt,  wenn  der  mit  1 
Jichnete  Ton  eine  Schwingung  vollführt,  oder  der  in  derselben  Zeit  die 
Zähler  angegebenen  Schwingungen  zurücklegt,  wenn  der  Grundton  die 
Kenner  stehende  Anzahl  von  Schwingungen  zurücklegt. 
Nach  dem  Vorigen  können  also  nicht  konsonierend  sein 
Prim  Terz    Quart  1  :  f  :  ^ 
Prim  Quart  Quint  1  :  |  :  | 
Prim  Quint  Sext     1  :  | :  | ; 
1  wenn  auch  die  beiden  ersten  Töne  dieser  Accorde  konsonierend  sind, 
ind  es  nicht  die  beiden  letzten,  da  diese  den  Verhältnissen  ^^,  f,  ^^^ 
prechen. 
Konsonierend  sind  die  Accorde 

Prim  grofse  Terz  Quint  1  :  |  :  f 
Prim  kleine  Terz  Quint  1  :  f  :  ^ 
Prim  grofse  Terz  Sext  1  :  |  :  | 
Prim  Quart  Sext    1  :  j  :  |; 
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denn  in  allen  diesen  Fällen  sind  diese  Töne  sowohl  mit  dem  Onmdtone  ib 
unter  sich  in  Konsonanz,  denn  bei  den  beiden  letzten  Tönen  haben  wir 

in  1)  grofse  Terz  Quint  f  :  f  =  6  :  6 
„  2)  kleine  Terz  Quint  f  :  |  «»  4  :  5 
„  3)  grofse  Terz  Sext  |  :  |  =  3  :  4 
„  4)  Quart  Sext     |  :  |  =  4  :  5. 

Die  Accorde  3  und  4  sind  übrigens  nur  ümkehmngen  der  Aeeocde  1 
und  2 ,  denn  multiplicieren  wir  in  3  die  Töne  1  und  f  mit  2 ,  setien  ihi 
für  diese  Töne  die  mit  ihnen  vollkommen  konsonierenden  Oktaven ,  m«^ 
halten  wir  fUr  3 

oder  setzen  wir  jetzt  |  als  Grundton,  also  seine  Schwingungszahl  gkidil, 

Multiplicieren  wir  in  4  nur  die  Prim  mit  2  und  dividieren  damilii: 
Zahlen  mit  ^^  das  heifst,  machen  wir  die  Quart  zum  Onmdton,  so  «• 
halten  wir 

1  :  i  :  f . 

Der  Accord  3  ist  also  nur  eine  ümkehrung  von  2,  und  der  Accoril 
eine  Umkehrung  von  1. 

Aufser  den  angegebenen  vier  konsonierenden  Accorden  erhalten  fir 
durch  nochmalige  ümlagerung  der  beiden  Accorde  1  und  2  noch  zwei  weit«! 
konsoniqrende  Accorde;  indem  wir  nämlich  den  Accord  1  ebenso  amkgfl» 
wie  der  Accord  3  aus  2  entstanden  ist,  also  nur  für  die  Prim  ihre  hCho« 
Oktave  einsetzen,  bekommen  wir  den  fünften  Accord 

i,  ?,  2, 
oder  indem  wir  diesen  Accord  vom  Orundton  uns  gebildet  denken,  erhalitt 
wir  durch  Multiplikation  aller  Zahlen  mit  | 

Dafs  von  diesen  drei  Tonen  der  zweite  mit  dem  ersten,  der  dritte  bä 
dem  zweiten  in  Konsonanz  sind,  ergibt  sich  unmittelbar,  da  es  die  Intff- 
valle  ^  und  J  sind,  dafs  der  dritte  mit  dem  ersten  konsonant  ist,  folgt  »os 
den  im  vorigen  Paragraphen  angeftthrten  Intervallen  nicht;  wir  können  es 
aber  schon  aus  der  Bemerkung  ableiten,  dafs  die  Oktave  mit  dem  Ornndtoß 
die  vollkommenste  Konsonanz  bildet,  und  dafs  deshalb  ein  Intervall  nicht 
dissonierend  wird,  wenn  wir  den  Grundton  durch  seine  Oktave  erset» 
Da  mm  das  Intervall  |  nichts  Anderes  ist  als  die  ümlagerung  der  Ttiii 
indem  wir  den  Grundton  durch  die  Oktave  ersetzen,  so  folgt,  dafs  vbA 
dieses  Intervall  konsonierend  ist.  Wir  werden  im  übrigen  sofort  bei  Ab- 
leitung der  Tonleiter  dieses  Intervall  als  ein  Sextenintervall  kennen  len* 

Lagern  wii*  den  Accord  2  in  derselben  Weise  um,  wie  wir  zur  Bildoig 
von  4  den  Accord  1  umlagerten,  setzen  wir  also  fUr  Grundton  und  Uöi 
Terz  die  höhere  Oktave,  so  erhalten  wir  als  sechsten  Aoeord 

und  bilden  wir  jetzt  diesen  Accord  anstatt  von  der  Quint  von  dem  Gnni- 
ton,  indem  wir  alle  Zahlen  mit  ^  multiplicieren,  so  erhaKen  wir 
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Nac*h  der  soobeu  gemachten  Bemerkung  wird  mau  aucb  diesen  Accord 
tri  als  konsonierend  erkennen. 

Man  nennt  die  konsonierenden  Accorde,  welche  ans  drei  Tönen  zn- 
imengesetzt  sind  ^  welche  im  Verhältnisse  1  :  ^  i  i  oder  1  :  J  :  f  stehen, 
liklüngü  und  zwar  den  Dreiklang  mit  der  grofsen  Terz  den  grofsen  ader 

Dreiklang»  den  mit  der  kleinen  Ter«  den  Mo  11 -Drei klang;  sie  sind  mit 

I  beiden  Umlagemngen  die  einzigen  konsonierenden  Accorde,  die  sich 

der  ßeihe  der  harmonischen  Töne  ergeben.  Die  Accorde  3  und  5, 
t^e^  der  erstere  ans  dem  Moll -Dreiklange,  der  zweite  aus  dem  Dur- 
iklange^  durch  Ersetzen  dea  Onindtones  durch  die  höhere  Oktave  ent- 
den  gedacht  aind,  heifsen  die  Terzsextaecorda  oder  schlechthin  8ext- 
irde,  die  beiden  andern  die  Quartsertaccorde  jedesmal  desjenigen  Drei- 
tgas,  aus  dem  sie  entstanden  sind. 

Die  beiden  Dreiklänge  sind  aus  ganz  gleichen  Intervallen  aufgebaut, 
Iß  aus  einer  grolsen  und  einer  kleinen  Terz,  der  einzige  Unterschied  ist 

dafs  beim  Dur-Dreiklange  die  beiden  untem,  beim  Moll -Dreiklänge  die 
en  ob  am  Töne  das  Intervall  der  grofsen  Terz  bilden. 

Auf  die  Frage,  warum  nur  diese  und  keine  andern  Intervalle  und 
ord©  konsonierend  sind,  kommen  wir  im  nächsten  Ka|)itel  nochmals 
Ick,  wenn  wir  die  Wahrnehmung  der  Töne  überhaupt  besprechen,  es 
llgt  uns,  an  dieser  Stelle  die  erfahrungsgernüis  hestiumitan  konsonieren- 

Acütorde  und  Intervalle  zu  kennen. 
• 

§  157. 

Die  Tonleiter.  Aufser  den  harraonischen  Tönen  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
wenn  wir  ttir  die  höbern  Töne  dieser  Reihi?  die  tiefem  Oktaven  ein* 

len,  ßo  daJ's  alle  Bchwingunggzahlen  entsprechen^  welche  zwischen  1  und  2 
©,  den  Tönen  1,  f ,  f-,  ^,  f ,  f ,  2,  Rind  in  der  Musik  noch  viele  andere 

rtochlieh,  welche  zwischen  diesen  eingeschaltet  werden;  die  Musik  ordnet 
Iben  in  tsiav  Roihe,  weiche  dtm  Namen  Tonleiter  fllhrt.    Wenn  wir  den 

oadtim  1  mit  r  bezeichnen,  so  itst  die  sogenannte  diatonische  Dur-Tonleiter 

r    d    f    f    g    a     h    Cj. 

Aal'ser  der  Terz»  Quart,  Quint,  Sext  tritt  noch  die  Sekunde  |  =  ^^  und 

Sei>time  ^  =  h  hinzu.     Von  der  Oktave  c^  wiederholt  sich  die  Reihe 

iichj  indem  ebenso,  wie  die  Oktave  die  Yerdoppelung  des  Grundtunes 

80  auch  in  der  weitern  Tonreihe  die  folgenden  Töne  die  Verdoppelungen 

r  <;henden  Töne  in  den  ntichst  tiefem  Oktaven  sind.      Um  diese 

li  iveu  zu  bezeichnen,  werden  wir  rechts  unten  die  Zahlen  1,  2  •  •  • 

Ldie  Buchstaben  setzen,  welche  die  Töne  unserer  Grundoktave  angeben; 

k  Zahlen  sind  dann  jene  Potenzen  von  2,  mit  welcher  wir  die  Töne  der 

ftudoktave  multiplicieren  müssen,  um  den  Ton  der  entsprechenden  Oktave 

F   '    '      I     Tiefere  Oktaven  bezeichnen  wir  dadurch,  dafs  wir  der  unten 

liriebenen  Zahl  das  negative  Vorzeichen  geben,  andeutend,  dafs 

um  zu  diesen  Tönen  zu  gelangen,  diejenigen  der  Grundoktave  mit  der 

der   Zahl   angegebenen   negativen  Potenz  von  2   multipli eieren   resp. 

diu  belreöende  Potenz  von  2  dividieren  müssen« 
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Man  bat  viel  darüber  gestritten,  wie  diese  Tonleiter  «itstaadeii 
es  ist  indes  wabrscbeinlicb,  dafs  sie  sieb  allmäblicb  dnrcb  das  mnsikali 
Bedürfnis  gebildet  und  erweitert  bat,  nnd  dafs  nicbt  tbeoretisehe  '. 
wicklangen  darauf  gefübrt  baben.  Indes  kann  man  dieselbe  auf  mehr£ 
Weise  entstanden  denken.  *     • 

Setzt  man  die  Beibe  der  barmoniscben  Töne  fort,  indem  man  z.  B. 
Saite  des  Monocbords,  deren  Scbwingmigen,  wenn  sie  ungeteilt  sehwi 
mit  1  bezeicbnet  werden,  immer  weiter  nacb  der  Beibe  der  natfirlii 
Zablen  teilt,  so  erbält  man  Töne  mit  den  Scbwingungszablen 

7,  8,  9,  10,  11,  12,  13,  14,  15,  16, 

und  dureb  Division  durcb  die  yerscbiedenen  Potenzen  von  2,  um  die  ti( 
Oktaven  der  Töne  zu  erbalten,  so  dafs  sie  in  die  Oktave  1  —  2  fallen 

*»   ¥?     8    '     8    '      8    '      8    14  8    »      8    1    ^> 

oder  mit  den  vorigen  1,  f,  f ,  f,  ^  zusammen 

lAJ^.tJL3J_3.7l_6o 
-■•1    8»    T»      8    »    Tl      8    »     4»      8    1^» 

also  die  Töne 

c     d     e    —    g    —     —    ÄC|. 

Nun  unterscbeiden   sieb   die   Töne  ^  und  ^  oder  ^  und  -^  ü 
nur  wenig  von  einander,  man  könnte   daber  denken,   dafs  jene  f)ir 
eingesetzt  wären,  und  so  die  Tonleiter  entstanden  wäre.    Indes  das  Fi 
des  einfacben  Intervalles  ^  in  der  Tonleiter  spricbt  nicbt  für  diese 
stebungsweise.  ^ 

Nacb  dem  Vorgange  von  Cbladni^)  gelangen  wir  oüS  andere  ^ 
zur  Tonleiter,  wo  wir  es  nicbt  nötig  baben,  anstatt  der  direkt  erball 
Verbältnisse  andere  einzusetzen.  Bilden  wir  nämlicb  von  dem  Gran 
der  Quint  und  der  Unterquint,  also  dem  Tone,  dessen  Quinte  der  Gmi 
ist,  die  grofsen  Dreiklänge,  so  erbalten  wir: 

von  der  Unterquint  |, f »  f  *  i,  i  •  f  =  i,  ^,  1 

von  dem  Grundton   1,  •  •  •  •  1,  |^,  f ,  =  i^  |^,  | 

von  der  Quint  |,  .  .  .  .  |,  | .  J,  | .  |  =  |,  Y,  f 

und  durcb  Ordnung  nacb  den  Scbwingungszablen,  wenn  wir  zngleieii 
einzelne  Töne  die  tiefem  und  böbem  Oktaven  einsetzen,  um  alle  Töi 
der  Oktave  1  —  2  zu  erbalten, 

^»    8>  Ti   31  Ti  's»     8   1   2 

c    d    e    f    g    a    h    Ci. 

Betracbten  wir  nun  die  aus  dieser  Tonleiter  sieb  ergebenden  Sebin 
Terzen,  Quarten,  Quinten,  Sexten,  Septimen,  so  werden  wir  find«», 
dieselben  nicbt  alle  gleicbwertig  sind,  sondern  dafs  die  Intervalle  Terschi« 
sein  können,  ohne  darum  aufzuboren,  Sekunden,  Terzen  etc.  za  sein. 

Der  Wert  der  Intervalle  ist  folgender: 


^)  (Madmj  AkaMäV.  i^.  U  fL. 


Die  Tonleiter. 


707 


a 
•■§. 


H 


I 


I 


a 
H 


:^- 


I 


c^w 


o+o   .       Si« 


;:^ 


*ri^ 


:l^ 


-40 


II 


.Ol« 


-4» 


ta|Bo 


w*o 


H       I 

St: 


«K-j 


.Ol» 


B 

Off« 


«1« 


«In 
Ol'« 


<    *> 


-tf    5^ 


«K 


-^        '^        -t^         '^         .^        .^^ 

s^|o     öij'«     e|^     .< iv.     *r|ö>    ^jo 


a 

I 

CO 


-+*• 


«fo 


-4» 


-+*• 


«40 


*>|o       V^I'Ö        Ö>|v        ö|v.      <!?Ä 


c4r« 


II 


y 


0430 


'<fo 


SC,* 


c*;< 


"«f« 
^<w 

'Ho 

-=1* 

-+*• 

B 

II 

«*> 

«efo 

.-!« 

-^h 

c4r« 


<9)IX 


I  fl 


II 


:5: 


a#jo  ^.--  H^  ot» 

»«lo         ^»j'TS       V.|*>         öi's^        Q|c»k      ,<Iq 


:$: 


l[ 


708  Intervalle  der  diatoniBchen  Dartonleiter.  {  117. 

Ein  Überblick  vorstehender  Tabelle  ergibt,  dafs  die  gldchnamigai 
Intervalle  keineswegs  alle  denselben  Wert  haben. 

Die  Sekunden  haben  drei  verschiedene  Werte,  nfimlich  zonllclist  ist 
das  Schwingungsverhältnis  ^,  die  Töne,  zwischen  denen  dieses  IntemD 
stattfindet,  unterscheiden  sich  um  einen  grolsen  ganzen  Ton;  zweitens  ist 
dasselbe  ^g-  =  f  •  |} ,  das  Intervall  ist  das  eines  kleinen  ganzen  Tones, 
der  sich  von  dem  vorigen  um  f^,  ein  syntonisches  Komma  nnterscheidfli 
Der  dritte  Wert,  den  die  Sekunde  annehmen  kann,  i-|  =  V  •  |t»  ^ 
der  grofse  halbe  Ton.  Da  nun  der  kleine  ganze  Ton  V^  =■  H  *  H»  * 
kann  man  denselben  in  zwei  Intervalle  teilen,  den  grofsen  halben  ToD|f 
und  den  kleinen  halben  Ton  i^.  Letzterer  ist  das  kleinste  in  der  MoÄ 
gebräuchliche  Intervall. 

Wie  die  Sekunden  grofs  und  klein  sein  können ,  so  auch  die  Ten«; 
die  grofsen  entsprechen  dem  Verhältnis  f ,  die  kleinen  dem  um  &m 
kleinen  halben  Ton  ^  kleinem  Verhältnis  4-  Anfserdem  tritt  vondaf 
eine  noch  um  ein  Komma  kleinere  Terz  auf.  ' 

Auch  bei  den  Quarten  unterscheiden  wir  drei  Werte,  die  reiwi 
Quarten  -},  die  übermäTsige  Quart  f  —  7<,  welche  um  einen  kleinen  bUM 
Ton  und  ein  Konuna  gröfser  ist  als  die  reinen  Quarten,  und  schfielilkk 
die  falsche  Quarte  a  zu  t^,  welche  gegenüber  den  reinen  Quarten  um  eb 
Komma  zu  grofs  ist. 

Ähnlich  wie  die  Quarten  verhalten  sich  die  Quinten,  sie  sind  reinf 
oder  vermindert  h  nach  f^  um  einen  kleinen  halben  Ton  und  ein  Konn» 
kleiner  als  die  reinen  Quinten,  oder  schliefslich  falsch  von  d  nach  a  um  di 
Komma  kleiner  als  die  reinen  Quinten. 

Bei  den  Sexten  unterscheiden  wir  grofse  ^  und  kleine  ^-fft^ 
einen  kleinen  halben  Ton  kleiner  als  die  grofsen,  und  anfserdem  finden  wir 
eine  falsche  Sexte,  die  um  ein  Komma  gröfser  ist  als  die  grofse  Sexte. 

Unter  den  Septimen  finden  wir  zwei  grofse,  deren  SchwingnngsTW- 
hältnis  ^  ist,  zwei  kleine,  welche  von  den  grofsen  sich  um  einen  klein« 
halben  Ton  unterscheiden,  ^  =  ^^  •  ^|^  und  drei  falsche,  welche  noch 
um  ein  Komma  kleiner  sind  als  die  kleinen  Septimen. 

Die  Oktaven  schliefslich  sind  ihrem  Wesen  nach  alle  rein,  und  ent- 
sprechen dem  Verhältnisse  ^, 

Die  auf  diese  Weise  erhaltene  Tonleiter  heilst  die  diatonische  Daii<*' 
loiter,  sie  besteht  nur  aus  ganzen  und  zwei  grofsen  halben  Tönen,  w«U* 
zwischen  der  dritten  und  vierten  und  zwischen  der  siebenten  nnd  adit» 
Stufe  liegen.  Ist  der  Grundton  der  Tonleiter  c,  so  ist  die  Tonleiter  je* 
in  C-Dur. 

Ebenso  wie  von  dem  Qrundtone  c  können  wir  jetzt  von  jedem  ^ 
in  der  c-Durtonleiter  gegebenen  Töne  wieder  die  diatonische  DurtonW* 
bilden;  wir  müssen  dann  aber  zu  den  bisher  erhaltenen  Tönen  neue  ]uiB>' 
fügen.  Soll  die  Durtonleiter  von  d  aus  gerade  so  beschaffen  sein  w»  & 
besprochene  von  c  aus,  so  müssen  die  einzelnen  Intervalle  alle  in  ^ 
selben  Verhältnisse  stehen  wie  in  der  angegebenen  Tonleiter,  wir  bekwffl* 
die  d-Durtonleiter  deshalb  einfach  dadurch,  dafs  wir  die  flür  fie  eiitfdK^ 
IntArvnlle  der  c-Ton\e\lei  gQg^\)^\i<^\i  Zolilen  alle  mit  |  multipIiciflnDi  K* 
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auf  diese  Weise  ergebendeir  Zahlen  für  die  einzelnen  Töne  der  Ton- 
r  sind  dann  folgende: 

Von  diesen  Zahlen  sind  die  erste ,  vierte  und  sechste  schon  in  der 
rtonleiter  vorhanden  als  d,  g^  ^;  die  zweite  und  fünfte  dagegen  sind 
in  Komma  höher  als  die  entsprechenden  e  nnd  a  in  der  Tonleiter  von 
ir  wollen  dieselben,  um  diese  Erhöhung  anzudeuten,  mit  e  und  a  be- 
aen.  Wesentlich  verschieden  von  den  frühem  Tönen  sind  der  dritte 
siebente,  sie  sind  um  einen  kleinen  halben  Ton  und  ein  Komma  höher 
ie  entsprechenden  Töne  der  ersten  Tonleiter  /*und  c.  Der  Grund  dieser 
hung  liegt  darin,  dafs  in  der  Durtonleiter  zwischen  der  zweiten  und 
m  Stufe  sowie  der  sechsten  und  siebenten  Stufe  ein  ganzer  Ton  liegen 
,  dagegen  zwischen  der  dritten  und  vierten,  wie  zwischen  der  siebenten 
ichten  Stufe  ein  halber  Ton  vom  Werte  ^.  Die  um  einen  halben  Ton 
iten  Töne  bezeichnet  man  durch  Anhängung  der  Silbe  is  bxi  den  den 
ffenden  Ton  bezeichnenden  Buchstaben.  Der  Ton,  der  ^  Ton  höher 
3  /",  heifst  demnach  fis^  der  um  \  Ton  höher  liegende  als  c  heifst  eis, 
kaiisch  werden  dieselben  durch  ein  dem  betreffenden  Tone  vorgesetztes 
elkreuz  bezeichnet,  so  dafs  eis  ^=  il^  c  ist.  Die  in  der  d-Durtonleiter 
iden  fis  und  eis  sind  nun  um  ein  Komma  mehr  als  einen  halben  Ton 
r  als  die  betreffenden  Töne  der  Tonleiter  in  c,  wir  wollen,  um  das 
)rzuheben,  dieselben  mit  fis  und  eis  bezeichnen.    Damach  wird  also  die 

3iter  in  tl  

de  fisg  äh  cis^ä^'^ 
nthält  also  vier  Töne,  welche  die  Tonleiter  von  e  nicht  enthält. 
Bilden  wir  ganz  ebenso  die  Tonleiter  in  c-Dur,  so  erhalten  wir  folgende 
erhältnisse : 

in  den  für  die  Töne  geltenden  Bezeichnungen 
c  fis  gis  a  h  eis^  dis^  e^. 

Es  treten  hier  neu  hinzu  die  um  einen  halben  Ton  erhöhten  gis  und 
ind  an  die  Stelle  des  eis  in  der  Tonleiter  von  d  das  um  ein  Komma 
e  eis^^  welches  genau  um  ^  Ton  höher  ist  als  Cj. 
Die  diatonische  Durtonleiter  von  g  bietet  kein  neues  Intervall,  die  ein- 
in  ihr  vorkommende  Erhöhung  ist  die  von  f  zn  fis  ^  um  von  der  sieben- 
ur  achten  Stufe  einen  halben  Ton  herzustellen,  dieselbe  wird  dann 

gähc^d^e^  fis^g^ 

athält  also  aufser  den  Tönen  der  Tonleiter  in  c  die  Tör 
in  d. 

Die  Tonleiter  in  a-Dur  liefert  uns  dagegen  wieder  ei« 
von  den  bisherigen  nur  wenig  verschiedene  Tör* 

h  V;  H  =  2.H;  Y  =  *-W;  I?' 
«-8.H;  Y- 
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Die  drei  ersten  Töne  sind  a,  ^,  ci^^  der  vierte  ist  nm  ein  Eomii 
tiefer  als  das  d^  der  Tonleiter  in  c-Dur,  wir  bezeichnen  ihn  mit  d,;  fcr 
folgende  ist  r^  und  dann  folgt  /?«,,  das  um  genau  ^  Ton  erhöhte  /l,  weiter 
das  genau  um  ^  Ton  erhöhte  g^  oder  gis^ ,  und  schliefslich  die  Oktave  vm 
a  oder  a^. 

In  den  Tonzeichen  wird  demnach  die  Tonleiter  in  a-Dnr 

a  h  ds^  rfj  gj  fis^  gis^  a,. 

Die  Tonleiter  von  h  an  liefert  uns,  wie  eine  der  bisherigen  ganz  ^eicke 
Berechnung  ergibt,  die  Töne 

h  ciSi  dis^       Cj  fis^  gis^  cus^       *, 

Sehen  wir  zunächst  von  den  um  ein  Komma  verschiedenen  Tönen  ik^ 
so  haben  wir,  um  diese  Durtonlei tem  zu  bilden,  alle  Töne,  aufser  enndli 
um  einen  halben  Ton  erhöhen  müssen.  Für  diese  wird  aber  auch  diese  Er- 
höhung erforderlich,  wenn  wir  die  Durtonleiter  von  eis  bilden,  wir  erhaltta 
dann 

eis  dis  eis  fis  gis  ais  his  cis^. 

Um  also  von  allen  Tönen  der  diatonischen  Durtonleiter  von  c  eben&Iii 
die  diatonischen  Durtonleitem  zu  bilden,  bedarf  es  einer  Anzahl  nener  h- 
tervalle,  wir  müssen  die  Töne  teils  um  ein  Komma  erhöhen,  a  und  e, 
teils  um  ein  Komma  vertiefen,  d]  femer  müssen  wir  sie  alle  am  eioen 
halben  Ton,  zum  Teil  auch  um  einen  halben  Ton  und  ein  Komma  erhöhen 
Stellen  wir  alle  bis  jetzt  erhaltenen  Töne  zusammen,  so  ergibt  sich 
folgende  Reihe: 

eis  e  fis         ä  ais 

c  eis  d  dis  e  eis  f  fis  g  gis  a  ais  h  his, 
d 

es  kommen  also  dj  e  und  a,  sowie  m,  fis  und  ai5  in  zwei  um  ein  Romm 
verschiedenen  Werten  vor.  Wollte  man  nun  in  ähnlicher  Weise  auch  t« 
den  bisher  neu  hinzugetretenen  Tönen  die  Durtonleiter  bilden,  und  b^ 
schränkte  man  sich  dabei  auf  die  reinen  halben  Töne,  so  würden  zu  den  n 
obiger  Zusammenstellimg  vorkommenden  Tönen  noch  hinzukommen  zonSfib^t 
eis  und  dis  und  aufserdem  die  doppelt  erhöhten  Töne  eisis  und  dsis^  t« 
denen  der  erstere  ^  höher  ist  als  m,  der  zweite  als  eis  und  disis^  ß 
fisis,  gisis,  aisis.  Wir  mtifsten  also  noch  9  Töne  hinzufügen,  so  dafe^ 
im  ganzen  29  Töne  erhielten. 

Die  so  erhaltenen  29  Töne  würden  indes  dem  musikalisehen  Bedirf* 
nisse  noch  nicht  genügen ;  schon  wenn  wir  die  Durtonleiter  von  f  bM* 
wollen,  bedürfen  wir  eines  neuen  Intervalles.  Wir  erhalten  dieselbe^ 
in  der  bisherigen  Weise,  indem  wir  die  Tonzahlen  der  cDoxreihe  DÜf 
multiplicieren,  dieselbe  wird  dann 

h  l\  \\  \*  ='^- W  \t\  2-,  \''--*-|t;  ^. 
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Mit  Ausnahme  des  vierten  Tones  finden  sich  diese  Töne  bereits  in  den 
tlhem  Tonleitern,  sie  sind 

rr  vierte  ist  indes  nicht  nur  neu,  sondern  auch  in  ganz  anderer  Weise 
bildet,  nämlich  durch  Vertiefung  eines  Tones  h  =  ^^  um  einen  halben 
m  und  ein  Komma.  Die  Vertiefung  eines  Tones  um  einen  halben  Ton 
rd  in  der  Musik  dadurch  bezeichnet,  dafs  man  vor  denselben  ein  b  setzt, 
i  Namen  der  vertieften  Töne  erhält  man,  indem  man  an  denjenigen  des 
»nes,  zu  welchem  die  Vertiefung  gehört,  die  Silbe  es  oder  den  Buchstaben 
tiängt;  nur  die  Vertiefung  von  h  fllhrt  den  Namen  h.  Das  in  die  f-JhiY- 
üleiter  eintretende  b  ist,  wie  wir  sahen,  um  einen  halben  Ton  und  ein 
>mma  tiefer  als  ^,  wir  müssen  deshalb  diesen  Ton  als  b  bezeichq^n. 

Ebenso  wie  in  der  Durtonleiter  von  /*  für  ä,  so  erhalten  wir  für  alle 
rigen  Töne  vertiefte  Töne,  wenn  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  durch  den 
irdreiklang*  eine  Tonleiter  ableiten  durch  Anwendung  des  Molldreiklangs 
it  der  kleinen  Terz.  Bilden  wir  die  drei  Molldreiklänge  von  Grundton, 
ünt  und  ünterquint,  so  erhalten  wir 

1^  aus  der  ünterquint  | |,   |  •  f ,  | .  f  =  |,   |,    1 

2)  aus  dem  Grundton   l-*-«l        f       f        =l»4»l 

3)  aus  der  Quint  f  •  •  •  •  f ,   |  •  |,  !  •  f  =  f ,  I,  I 

.er  wenn  wir  die  Verhältnisse  der  Gröfse  nach  ordnen  und  wiederum  von 
m  nicht  zwischen  1  —  2  fallenden  Tönen  die  entsprechenden  Oktaven 
>1imen 

1,   I,   hA,  f,   f,   «,   2. 
Von  diesen  Intervallen  ist  das  siebente 

id  das  sechste 

I  =  I  •  M, 

80  die  um  einen  halben  Ton  vertiefte  Sext,  welche  mit  as  bezeichnet  wird. 
Nach  den  musikalischen  Zeichen  ist  somit  die  Molltonleiter 

c  d  es  fg  asb  c 
id  das  Verhältnis  der  einzelnen  Töne  darin 

'    TT»     9  »    t»    ttl     8»      9  » 
>ii  der  zweiten  zur  dritten  und  von  der  fünften  zur  sechsten  Stufe  findet 
4  ein  halber  Ton,  die  übrigen  Intervalle  sind  ganze  Töne. 

Diese  Tonleiter,  welche  aus  dem  Molldreiklange  entsteht  wie  die  Dur- 
üeiter  aus  dem  Durdreiklange,  ist  die  diatonische  Molltonleiter.  Es  ist 
loch  zu  bemerken,  dafs  man  die  Molltonleiter  häufig  auch  so  bildet,  dafs 
41  von  der  Oberquint  den  Durdreiklang  nimmt,  wodurch  in  die  Tonleiter 
•tt  b  der  Ton  h  eintritt.  Dann  wendet  man  aufsteigend  statt  ai  auch  den 
ti  a  an,  absteigend  pflegt  man  dann  aber  doch  für  h  den  Ton  b  zu 
:iinen,  so  daCs  dann  die  Tonleiter  wird 

aufsteigend  c  des  fg  ahc 
absteigend  cdesfgasbc 
d  wir  sie  oben  hinschrieben. 
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Bilden  wir  nun  auch  hier  yon  den  verschiedenen  Tönen  der  MdHoD- 
leiter  in  c  die  Molltonleitem,  so  erhalten  wir  aufser  den  ang^beneo  lux^ 
weitere  vertiefte  Töne.  Die  Molltonleiter  von  d  verlangt  von  lienen  Inter- 
vallen nur  f  und  c^  sie  wird  nach  unserer  Bezeichnung 

defgäbc^di. 
Die  Molltonleiter  von  es  wird 

h  Mi,  i-H,  h  h  2-H,  *-H, 

oder  in  Zeichen 

es  fges  asb  ces  des\ 

es  treten  als  neue  Vertiefungen  hinzu  ges^  ces  und  des. 
Die  Molltonleiter  von  f  enthält  folgende  TOne 

f  g  OS  h  Cides^esi  f^-, 

es  tritt  also  hier  ein  gegen  das  des  der  e-Molltonleiter  um  ein  Komma  ver- 
tieftes des  auf     In  der  Tonleiter  von  g  tritt  kein  neues  Intervall  auf,  sie  ist 

gäbcid^es^  7i  9i 
und  schliefslich  wird  die  Tonleiter  in  o^-Moll, 

I  *  2  .  II  f  .  H  •  M  ¥  I  •  M  3  •  if  V-, 

as   b      cesy  desy^  cs^>     fes^  ges^       as^ 

sie  hesteht  also  aus  allen  vertieften  Tönen,  und  zwar  mit* Ausnahme  von 
desi  aus  gerade  um  ^  Ton  vertieften  Tönen.  Stellen  wir  die  bis  jetzt  duith 
die  MoUtonleitem  erhaltenen  neuen  Intervalle  zusammen,  so  sind  dieselbe 

c  ces  des  es  f  fes  ges  as  b 
des  bf 

wir  erhalten  also  aufser  den  sieben  gerade  um  einen  halben  Ton  vertieften 
Tönen  zwei,  die  um  einen  halben  Ton  und  ein  Komma  vertieft  sind.  Dtf 
Tonleiter  in  I^-Moll  würde  zu  diesen  noch  as  hinzufügen ,  so  dafs  wir  auch 
drei  Arten  von  vertieften  halben  Tönen  zu  unterscheiden  haben,  sole^ 
welche  genau  um  einen  halben  Ton  unserer  Töne  der  o-Durtonleiter  TeräÄ 
sind,  und  solche,  welche  ein  Komma  mehr  oder  ein  Komma  weniger  vff- 
tieft  sind.  Eine  weitere  Fortsetzung  in  der  Bildung  dieser  Tonleitern  wflrde 
uns  nun,  wenn  wir  uns  auch  hier  auf  die  genau  um  ^  Ton  vertieften  1^ 
beschränken,  zu  den  oben  hingeschriebenen  Tönen  noch  liefern  ces^  5,/!^ 
und  aufserdem  die  doppelt  vertieften  Töne  ceses  =  M  '  M  '  ^»  ****  ^ 
deses,  eses^  geses^  ases^  bb  und  bb,  so  dafs  wir  also  durch  die  Bildung^ 
MoUtonleitem  im  ganzen  zu  den  frtLhem  noch  23  neue  Intervalle  himobe- 
kämen,  unser  Tonsystem,  oder  die  vollständige  Tonleiter  einer  Ofcint 
würde  somit  aus  52  Tönen,  oder  wenn  wir  die  Oktave  als  SohlnOrton  fr 
zunehmen,  aus  53  Tönen  bestehen.  Das  TonsTstem  vom  üefiBten  xom  hOdat*  : 
in  den  gewählten  Zeichen  würde  sein: 
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c  eis  cisis  es  e  eis  f  es 

c  eis  dsis  deses  des  d  d^  disis  eses  es  e  eis  f es 

deses  des  d  dis 
f  fis  fisis  ctö  ä  ais 

f  fis  fisis  geses  ges  g  gis  gi^  ases  as  a  ais  aisis 

ces^ 
bb  b  h  his  cesesi  ces^  c. 
bb  b 

Die  Schwingungszahlen  der  Hauptreihe,  jedoch  ohne  die  doppelt  ver- 
Pten  und  erhöhten  Töne,  gibt  folgende  Zusammenstellung: 

^     .     .    1 Prim 

#  c  =  05  ^f übermäfsige  Prim 

b  d  =  des  ^  •  i^  =  II kleine  Sekunde 

d  I grofse  Sekunde 

#  d  =  dis  l'ii  =  i^ übermäfsige  Sekunde 

b  €  =  es    ^ *    .     .     kleine  Terz 

e=         1^ grofse  Terz 

#  e?  =  e/5  I .  ^f  =  \Y übermäfsige  Terz 

6  /*  =  /c5  4    M  =  ?!   =  It     •     •     •  verminderte  Quarte 

f             i reine  Quarte 

"^  f  =  fis   i  •  H  =  ^2*  =  H     '     '     :  übermäfsige  Quarte 

b  g  =  ges  ^  •  ^  =  |^^   =  |^^     .     .     .  verminderte  Quinte 

g              4 reine  Quinte 

:^ff  =  ffis^^^^=.^=^     .     .     .  übermäfsige  Quinte 

h  a  =  as    i  •  H  =  ^5^  ==5       ...  kleine  Sexte 

a  =         f grofse  Sexte 

#  n  =  ais  ^  -  ^1^  =  ^^^f übermäfsige  Sexte 

bh  =  b    J/4i=2lo  =  S-     •     •     •  kleine  Septime 

h  ^ grofse  Septime 

#  Ä  =  Äw  Y  •  M  =  lü  =  W    •     •     •     übermäfsige  Septime 
6  c  =  ce5  2  •  ^  =  ^  * verminderte  Oktave 

Ci  2 reine  Oktave. 

Die  doppelt  erhöhten  oder  doppelt  vertieften  Töne  erhält  man  aus 
»er  Tabelle,  indem  man  die  entsprechenden  einfach  erhöhten  oder  ver- 
Äen  Töne  mit  ^^  respektive  ^  multipliciert,  die  Töne  der  obem  Reihe 
ich  Multiplikation  der  Töne  der  Hauptreihe  mit  f^,  die  Töne  der  untern 
täe  durch  Multiplikation  mit  ff  ^). 

')  Über  die  Berechnmig  der  Tonleiter  sehe  man  auch:  HeltnhcUx,  Lehre 
^  den  TonempfindongeD.  Braonschweig  1863.  p.  418  ff.  G,  Schubring:  Schlö- 
cb,  Zeitschrift  fOr  Mathematik  und  Physik.  Snpplemcntheft  1868.  'Gegenüber 
^r  Berechnung  der  Tonleiter  ans  den  einfachen  konsonierenden  Accorden  hat 
Hu  gezeigt  (Comu  und  Mercadier.  Comptes  Rendus  T.  LXVIII  p.  301  u.  424. 
[«XX.  p.  1168.  T.  LXXll.  p.  178.  T.  LXXVI.  p.  431)«  dala  im  melodischen 
^  die  Terz  und  die  von  ihr  abgeleiteten  Intervalle  anders  mid  zwar  höher 
Ommen  werden  als  in  der  harmonischen  Musik.  Bei  dem  Fortschreiten  in 
Melodie  soll  die  ffrofse  Terz  um  ein  Komma  höher  p^nommen  werden,  so 
^^  ilto  die  melodiscne  Tonleiter  eine  andere  wäre  als  die  harmonische,  in  der 
Ük  somit  zwei  verschiedene  Tonleitern  neben  einander  beständen. 
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§  158. 

Die  musikaUsohe  Temperatur.  Die  in  dem  vorigen  Paragnplun 
berechnete  Tonleiter  würde  wegen  ihrer  zu  grofsen  Reichhaltigkeit  im  Ge- 
brauche äufserst  unbequem,  ja  sie  würde  in  der  Musik  geradezu  unbnndi- 
bar  sein,  da  die  vielen  kleinen  Intervalle  auf  den  verschiedensten  Isstn- 
menten  durchaus  nicht  darzustellen  wären.  Zudem  würde  das  Beibebait« 
aller  jener  Intervalle  auch  überflüssig  sein,  da  selbst  musikalisch  gebildete 
Ohren  kleine  Unreinheiten  eines  Intervalls  in  einem  Accorde  nidit  mehr 
wahrzunehmen  imstande  sind.  Unsere  jetzige  Musik  vereinfacht  daher  das 
Tonsystem  sehr  bedeutend,  anstatt  52  Töne  wendet  sie  in  der  Tonleiter 
nur  12  Töne  an.  Zunächst  läfst  sie  auf  allen  Instrumenten  mit  feste 
Tönen  alle  doppelt  erhöhten  und  doppelt  vertieften  Töne  fort,  und  erseW 
sie  durch  die  nächstliegenden  ganzen  Töne;  so  setzt  sie 

cisis  =  d,  deses  =  c,  disis  =  c,  eses  =  d  etc. 

Der  Fehler,  welcher  dadurch  begangen  wird,  ist  zwischen  c  und  d,  / 
und  ^,  a  und  h  =  {-^-^  •  ^J,  indem 

d  deses  g  ^  2  8      sjl 

cisis  "^      c      "^   fisis    *  '  '  ""  iTi  '  so 

ist,  zwischen  d  und  c,  sowie  zwischen  g  und  a  beträgt  er  \^, 

Femer  verzichtet  die  'Musik  nicht  nur  auf  die  verschieden  erhöht« 
Töne  fis  und  fis  etc. ,  sondern  sie  unterscheidet  in  der  praktischen  Aus- 
führung auch  nicht  die  einander  nahe  liegenden  halben  erhöhten  und  ver- 
tieften Töne,  wie  ds  und  des^  dis  und  es.  Die  zwischen  diesen  Tönen  Tor- 
handenen  Intervalle  sind 

H  =HI 

m- 

Die  hierdurch  begangenen  Fehler,  wenn  man  die  Töne  als  gleidi  setti» 
also  als  des  den  Ton  eis  u.  s.  w.  gebraucht,  würden  also  ebenso  grofeHOr 
wie  die  durch  Vernachlässigung  der  doppelt  erhöhten  oder  vertieft» 
Würde  man  nun  aber  die  eine  Reihe  der  Töne,  etwa  die  erhöhten,  relB*" 
lialten,  so  würden  die  Unreinheiten  für  die  andere  Beihe  so  stark  werdfli 
dafs  dieselbe  ganz  unbrauchbar  würde;  um  das  zu  vermeiden  l&fst  »• 
keinen  der  Töne  rein,  sondern  setzt  anstatt  des  reinen  eis  oder  des  ^ 
zwischen  beiden  liegenden  Ton,  dessen  Wert  wir  sofort  ableiten  werdet 

Schliefslich  unterscheidet  man  auch  nicht  die  um  ein  Konunav*^ 
schiedenen  Töne  c  und  c  u.  s.  f.,  sondern  behält  nur  die  Töne  c^d,f^ 
bei,  so  dafs  damit  das  Tonsjstem  auf  12  Töne  reduciert  wird,  weldteib 
die  von  uns  abgeleiteten  52  repräsentieren. 

Damit  ist  nun  aber  auch  eine  Temperatur  der  Töne  der  c-DartoDW* 
notwendig,  da  sonst  die  Unreinheit  der  doppelt  erhöhten  und  TüttfAit 
Töne  so  grofs  wäre,  dafs  man  alle  sie  enthaltenden  Tonarten  tbiM'^ 
gebrauchen  könnte. 


■S-  =  H-M  =  H-m 

dis        * 

^  =  n-i  =  m 

^-♦- 

fis    ~  aw  ~  'S*    ^^^ 

ces            c 
li    ~  his 
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Will  man  nur  diese  12  Töne  beibehalten,  so  ist  die  Temperatur  der 
.upttöne  der  Tonleiter  noch  aus  einem  andern  Grunde  erforderlich.  Es 
nämlich  in  der  Musik  notwendig,  von  einem  Tone  zu  irgend  einem  an- 
m  auf  verschiedenen  Wogen,  das  heifst  durch  Fortschreiten  nach  ver- 
dedenen  Intervallen  zu  gelangen.  So  gelangt  man,  wenn  man  von  irgend 
Lern  Grundtone  nach  Oktaven  fortschreitet,  immer  zu  den  höheren  Oktaven 

C      6*j      C-^      C'j^      C^      Cr,      Cq      Cy 

1     2    4    8     16  32  64  128. 

So   soll   man   aber  auch  durch  12  reine  Quinten  von  c  aus  zu  einer 
hem  Oktave  gelangen 

c  g  d^  a^  e^  li^  fis^  cis^^  gis^  dis^  ais^  /«  Cy 

d  das  c,  zu  welchem  man  gelangt,  mufs  das  durch  Oktaven  erreichte 
sein. 

Berechnet  man  nun  aber  c^  durch  12  reine  Quinten,   so   findet  man 
n  Wert 

631441 

^  ~      4096     ' 
Ihrend  nach  Oktaven 

524288  ,  _ ^ 

^^=      4096      =128 

1    Man  findet  also  beim  Fortschreiten  nach  Quinten  c^  im  Verhältnis  von 

531441    _    129,7 

624288  128     ' 

ler  nahezu  im  Verhältnis  von  f^  zu  hoch. 

Gleiches  zeigt  sich  bei  andern  Fortschreitungen,  und  zwar  in  noch  er- 
thtem  Mafse;  so  sollte  ein  Fortschreiten  durch  drei  grofse  Terzen 

c  e  gis  Ci 
e  nächst  höhere  Oktave  liefern;  diese  Fortschreitimg  ergibt  indessen 

Htatt  c,  =  ^^  erhalten  wir  demnach  einen  um  das  Komma  {^  zu 
adrigen  Ton. 

Schreiten  wir  demnach  nach  reinen  Intervallen  fort,  so  verlieren  die 
beren  Töne  ihre  Reinheit  gegen  den  Grundton,  man  gelangt  niemals  zu 
ler  reinen  Oktave,  will  man  aber  die  Intervalle  gegen  den  Grundton  fest- 
sten, so  werden  die  einzelnen  Intervalle  unrein.  Dasselbe  ist  bei  auf-  und 
steigender  Bewegung  und  Benutzung  verschiedener  Intervalle  der  Fall, 
gibt  Chladni  in  seiner  Akustik  folgendes  Beispiel.    Bei  der  Tonfolge 

g  c  f  d  g  c 

üt  man  zunächst  eine  reine  Quint  abwärts,  dann  eine  Quart  aufwärts, 
iQ  kleine  Terz  abwärts,  eine  Quarte  aufwärts  und  schliefslich  eine  Quinte 
^ftrts.    Das  Verhältnis  der  Töne  zum  Grandton  c  ist 
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Gehen  wir  dagegen  nach  reinen  Intervallen,  so  werden  die  entqpreeheB- 
den  Zahlen 

f?  1?  7?  "a'e'^'ai'?    9      8'*"Tt5  Tt'T*"  fr- 

Wir  gelangen  also  weder  zu  dem  reinen  g  zortlck,  von  dem  wir  m- 
gingen,  noch  zum  Grundtone.  Eine  weitere  Fortsetzung  solcher  Forisehz» 
tungen  nach  reinen  Intervallen  würde  die  nachkommenden  immer  weitar 
von  den  reinen  Tönen  entfernen.  Deshalb  und  besonders  weil  di»  Fort*. 
Bchreitungen  nach  verschiedenen  Intervallen  ganz  verschiedene  Abweichung« 
von  den  reinen  Tonverhältnissen,  so  z.  B.  die  reinen  Quinten  zu  hohe,  dk 
reinen  Terzen  zu  tiefe  Töne  geben,  können  in  der  Musik,  wenn  maada 
Tonsystem  auf  12  Töne  beschränkt,  die  reinen  Intervalle  gar  nicht  !»• 
gewandt  werden,  selbst  wenn  man  auf  allen  Instrumenten  die  Töne  lOi 
ganz  rein  hervorbringen  könnte.  Man  mufs  daher  alle  Töne  modifideni, 
oder  wie  es  in  der  Musik  heifst,  temperieren. 

Die  Temperatur  kann  nun  nach  verschiedenen  Principien  hergestdlt 
werden;  man  nimmt  entweder  einige  Intervalle  rein  und  verteilt  die  andern 
Intervalle,  so  dafs  man  dadurch  bei  den  verschiedenen  Fortschreitongei 
immer  zu  denselben  Tönen  kommt.  So  sind  z.  B.  in  der  Kimbergenchfli 
Temperatur  neun  Quinten  ganz  rein,  drei  dagegen  fis  —  eis,  d  —  a^a—t 
unrein,  und  zwar  ist  der  Fehler,  der  beim  Fortschreiten  durch  12  Quinl« 
entsteht,  auf  diese  drei  Quinten  verteilt. 

Indes  sind  die  sogenannten  ungleichschwebenden  Temperaturen  zu  n^ 
werfen,  da  dadurch  auf  Kosten  einiger  Intervalle  die  andern  um  so  m- 
reiner  werden. 

Die  in  der  Musik  gebräuchliche  Temperatur  verändert  alle  Intervalls 
aufser  den  Oktaven;  diese  müssen  rein  sein,  da  die  Oktaven  dem  Einklänge 
•  am  nächsten  stehen,  deshalb  ebenso,  wie  eine  Unreinheit  des  Einklang«, 
auch  die  der  Oktaven  am  leichtesten  gehört  wird  und  am  störendsten  ist 
Die  zwölf  innerhalb  einer  Oktave  liegenden  Töne  werden  dann  alle  ils 
gleich  weit  von  einander  abstehend  betrachtet,  so  dafs  das  TonverhSttnii 
zweier  auf  einander  folgender  Töne  konstant  oder 

eis  d    d%9   e     f_  __    c^ . 

c  eis  d  d%8  tf*     '*'  h 

gesetzt  wird. 

Dieses  Intervall  i  wird  dann  als  halber  Ton  betrachtet,  dessen  W«l 
sich  daraus  ergibt,  dafs 

cU  =  i '  c,  d  =  i '  eis  =  i^  '  c  '  '  '  '  Cj^==^  i '  h  =^  i^*  '  c. 

Setzen  wir  nun  c  =  1 ,  so  wird 

c,  =  2  =  i« 

i=  ']/2  =  1,059  46. 

Nach  der  gleichschwebenden  Temperatur  erhalten  wir  darnach  sW 
der  reinen  Schwingungsverhältnisse  folgende,  zusammengestellt  mit  da 
reinen  Schwingungsverhältnissen  und  dem  Fehler  der  temperierte  ft^ 
die  reinen  Töne.  Letztere  sind  in  Form  von  Decimalbrüehen  gegeben,  dei* 
Zähler  jedesmal  die  temperierte,  deren  Nenner  die  reine  SchwiBgnigP^ 
ist     Ist  demnach  m  der  lU]i\>xnkVL  Y^VAftc  de«  temperierten  Tonet  dia  Z*^ 
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prSüser  als  1,  so  ist  der  temperierte  T^on  zu  hoch,  ist  die  Zahl  ein  echter 
Brach,  so  ist  der  temperierte  Ton  zu  tief. 


Name 
des  Tones 


Beioes 
SchwingangBTerhältnis 


Temperiertes 
Schwingangayerhältnis 


Fehler  des  tem- 
perierten Tones 


les 


1 

H 
ii 

Vi 

i 
H 

125 

H 

s 
5 

72 


1  5 

8 

■  n 

126 

6  4 

2 


=  1 


I 


1,041  66 
1,080  00 
1,1-25  00 
1,17187 
1,200  00 
1,250  00 
1,280  00 
1,302  08 
1,333  33 
1,388  89 
1,440  00 
1,50000 
1,562  50 
1,600  00 
1,666  66 
1,736  11 
1,800  00 
1,875  00 
1,920  00 
1,953  13 
2,000  00 


1,059  46 
1,122  46 
1,189  21 

1,259  92 

-1,334  84 

1,414  21 
1,498  31 
1,587  40 
1,681  79 
1,781  80 

1,887  75 

2,00000 


1,017  08 
0,980  98 
0,997  74 

1.014  79 
0,991  Ol 
1,010  26 
0,984  33 

1.025  16 
1,001  13 
1,018,23 
0,982  09 
0,998  88 

1.015  93 
0,992  12 
1,009  07 

1.026  31 
0,989  89 
1,006  80 
0,983  20 
1,024  07 

1 


Wie  man  sieht,  weichen  die  temperierten  Verhältnisse  von  den  reinen 
stellenweise  nicht  unbeträchtlich  ab;  in  demselben  und  zum  Teil  noch 
höherem  Mafse  weichen  dieselben  von  den  reinen  doppelt  erhöhten  und 
doppelt  vertieften  ab ,  an  deren  Stelle  die  temperierten  Töne  gesetzt  werden. 
So  wird  das  temperierte  d  ftlr  eses  eingesetzt,  obwohl  die  Schwingungszahl 
ies  temperierten  d  nur  0,973  96  des  reinen  eses  beträgt.  Wenn  nun  auch 
^as  Ohr  in  Accorden  sehr  kleine  Unreinheiten  nicht  mehr  wahrnehmen  kann, 
^  sind  die  oben  berechneten  doch  zu  grofs,  als  dafs  nicht  der  Wohlklang 
ler  Accorde  dadurch  wesentlich  beeinträchtigt  werden  sollte.  Deshalb 
st  es  durchaus  wünschenswert,  dafs  an  Stelle  der  gleichschwebenden 
Temperatur  eine  andere  eingeführt  werden  könne,  welche  diese  Unrein- 
heiten nicht  zeigt.  Die  Möglichkeit  dazu  ist  aber  nur  gegeben,  wenn  man 
^^  Tonsystem  erweitert,  und  statt  12  eine  gröfsere  Zahl  von  Tönen 
^ibehftlt.  Es  hat  das  eigentlich  nur  Schwierigkeit  für  die  Instrumente 
^t  festen  Tönen,  da  z.  B.  an  den  Streichinstrumenten  die  verschiedenen 
föne  doch  verschieden  gegriffen  werden,  es  anders  als  dis  u.  s.  f.  Für  ein 
Hstmment  mit  festen  Tönen  hat  Helmholtz^)  und  später  Appunn^)  vor 

1)  HdmhoUz,  Tonempfindnngen.  p.  433  fP. 

*)  Appunn,  die  Bescnreibnng  des  Appannschen  Harmoniums  gibt  Schubring 
U  Soblömilchs  Zeitschrift  für  Mathematik.    Snpplementheft  186B.  ^.  1%4€. 


718 


Abflölote  SchwingungBzahl  der  Töne. 


§  UV 


kurzem  eine  Tonreihe  gegeben  und  ^)rak tisch  ausgeführt,  welche  fast  dm 
roiliGn  Tlinfin  gleichkommt;  die  Tonreihe  von  Helmboltz  bat  30  Töne,  dii 
vun  Appnnn  3li,  der  Wohlklang  der  Accorde  soll  auf  diesen  Instmmentefl, 
wie  zu  erwarten  stand,  viel  hilber  sein^  als  auf  den  temperierten.  Ob  in  dsi 
Insinimentabnusik  eine  ühnliche  Tonreihe  möglich  ist,  müssen  die  Musiktl 
entscheidea. 

,      ■  §  159. 

Absolute  ScbwingungEzalrl  der  Töne.     Bisher  haben  wir  das  Vi 
hältnis  der  Töne  zu  einander  ins  Auge  gefafst.    Da  wir  yorbin  Bähen,  di 
das  Verhältnis  der  musikalischen  Tone  ganz  dasselbe  ist  flir  die  hoheu 
tiefen  Kegionen ,  so  ist  es  na.türlieh  einerlei,  von  welchem  Tone  man  va\ 
gebt,  welche  Öchwingiingszahl  man  als  diejenige  des  Grundtones 
Um  indes  die  Verschiedenen  Instromente  mit  einander  stimmen  zn  köi 
\md  überbau^it  durch  die  ohen  erwähnten  Zeichen  bestimmte  Töne  an 
zeichnen,  bat  man  für  einen  bestimmten  Ton,  der  ungelUhr  in  der  Jü( 
der  in  der  Musik  gebriluchlichen  Töne  liegt,  eine   bestimmte  Höhe 
nommen.    Es  ist  der  als  eingestrichenes  a  bezeichnete  Ton 


I 


S- 


Yon  diesem  Tone  aus  werden  die  Übrigen  Töne  bestimmt.  Der 
eine  Sext  tiefere  Ton  ist  das  eingestrichene  c.  Die  in  der  Musik  m( 
gebrauchten  Trtne  liegen  teile  höher,  teils  tiefer  als  dieses  c,  und 
steigt  die  Musik  drei  Oktaven  hinab  und  vier  hinauf.  Die  unterhalb  di< 
c  liegende  Oktave  heifst  die  kleine  Oktave,  die  in  ihr  liegenden  Töne  werdl 
mit  den  kleinen  Buchstaben  des  Alphabets  bezeichnet;  die  nticbst  tiefet 
mit  den  grofsen  Buchstaben  bezeichnete,  ist  die  grofse  Oktave  und  mjHi 
dieser  die  Kontraoktave,  welche  man  durch  grofse  Buchstaben  mit  eiflii 
kleinen  Querstrich  darunter  bezeichnet.  Die  hohem  Oktaven  werden  m 
den  kleuien  Buchstaben  des  Alphabets  bezeichnet  und  zui*  Angabe  ihK 
Höhe  mit  kleinen  Querstrichen  darüber  versehen.  Die  auf  die  kleine  OkUt 
folgende  ist  die  eingestrichene,  die  nüchstböhere  die  zweigestrichene  u.  s, 
Wir  wollen  indea  unsere  bisherige  Bezeicbnungs weise  beibehalten  und  i 
eingestricbene  Oktave  durch  eine  kleine  1 ,  die  zweigestrichene  durch  dl 
kleine  2  etc.  unten  rechts  an  den  den  Ton  angebenden  Buchstaben  bezeicinaf 
Die  in  der  Musik  angewandten  Töne  liegen^  nach  der  gewöhnlichen  B 
zeichnungsweise,  zwischen  den  Oktaven 


ÜCcccccc 

Kur  wenige  Instrumente  geben  über  diese  sieben  Oktaven 
Um  den  Ton  des  eingestrichenen  a^,  nach  welchem  die  Stimmrosgi 
regelt  wird,  zu  bestimmen  und  zu  filieren,  hat  man  die  Stimmgabel  m 
strniert.    Dieselbe  besteht  aus  einem  gabelfr«rmig  gebogenen  St;»  i 

welchem  unten   an   der  Biegung  ein  Stäbchen  angebracht  ist  "i 

Die  Gabel  wird  dadurch  zum  Tönen  gebracht,  dafs  man  sie  mit  em<ir 
Zinken  an  einen  testöu  kövp^v  anschlügt^  sie  schwingt  dann  so,  wie  Fig. 
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»igt.  mit  zwm  örhwingungsknotea  in  der  Nfthe  der  Biegimg,  wie  ein  an 
iIdxi  Enden  freier,  in  transversale  Behwingungen  versetzter  Stab,  Die 
den  Zinken  scbwingen  zugleich  naw-li  innen  and  die  Biegung  nanh  unten, 
ttn  die  Zinken  nach  aufsen  imd  die  IMe^iing  nach  oben  bin.  Die  T*hie 
Ötinuagabel  allein  sind  »ehr  scbwach;  xiiu  sie  zu  versUirken,  setzt  man 
auf  einen  Tiseb,  der  daim,  wie  wir  später  sehen  >verden,  durcb  Resonanz 


Fig.  S&8. 


Flg.  15». 
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n  verstärkt,     Gröfsere   Stimmgabeln,  welche  nicbt  a^^   sondern  i\ 
c  gebea,  Bind  meist  auf  besonderen  Res öoanzklist eben  befestigt,  in  denen 
Lultatiiilß  tllr  sii'b  schwingend  denselben  Ton  gibt  als  die  Gabel  und 
alb  durch  ihre  Schwingungen  den  Ton  ganas  bedeutend  verstärkt.    ManJ 
icht  solche   Gabeln   mit   einem   Bafsbogen   an,    den   man  parallel   der 
wmgungsebene  an  den  Zinken  der  Gabel  vorüberfübrt. 

essungen    der   Öchwingungszabl    des   durch    die    fi^ -Stimmgabel    be* 

m  Tones  haben  nun  ergeben,  dafs  dieser  Ton  keineswegs  Uberaü  die 

che  Schwingungszahl  hat    Fischer  fand  im  Jahre  1822,  dais  die  Schwin- 

►gaxahl  des  Tones  a^  im  Orchester  des  Berliner  Theaters  gleich  437  war; 

jenige  des  Tones  a^  des  Orchesters  der  grolsen  Oper  zu  Paris  war  431, 

m  Theatre  Feydeau  =  428  und  des  Th6atre  Italien  =  424  Schwingungen  | 

der  Sekunde^). 

Scheibler ^  fand  1833  den  Ton  von  fünf  Pariser  öj -Gabeln  von  426,7 
440,7,  von  einer  Gabel  des  Berliner  Orchesters  441,62  und  von  sechs 
lieln  des  Wiener  Orchesters  zwischen  433,66  und  444,87  Schwingungen. 
Bcheibler  machte  darauf  1834  auf  der  Versammlung  deutscher  Natur- 
iher  und  Arzte  zu  Stuttgart  den  Vorschlag,  den  Ton  a^  zu  440  Sehwin- 
föstzusetzen,  indes  ist  die  Stimmung  der  Orchester  darnach  nicht 
worden  und  sie  blieb  nach  wie  vor  schwankend.    Neuerdings'')  ist 
Frankreich  bestimmt  worden,  dafs  der  Ton  a^  zu  435  Schwingungen 
;t  werden  solle,  um  dort  tiberall  eine  gleichmäfsige  Stimmun 


FUckcT  in  den  Denkschriften  der  Berliner  Akademie  fär  181 
Nach  der  Angabe  von  Höher.    Dove,  Repertc^rium.  lü. 
Nach  dem  Moniteur  universel  2fi.  fi^vrier  1859, 
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zubringen,  und  seitdem  ist  auch  bei  einer  grofsen  Anzahl  deutseher  Oxd 
dieselbe  Stimmung  angenommen  worden. 

Gehen  wir  von  dieser  Schwingungszahl  aus,  so  wird  darnach 

Die  Schwingungszahlen  der  vorhin  angegebenen  Töne  werden  da 
folgende 

C  =  (^_2=  32,33  f?2=  517,30 

Ö  =  c_i  =  64,66  Cj  =  1034,60 

c   =  129,32  c^  =  2069,20 

Ti  =  258,65  Cr,  =  4138,40 

wonach  man  leicht  imstande  sein  wird,  die  Schwingungszahlen  aller  ül 
in  der  Musik  gebräuchlichen  Töne  zu  berechnen. 

Die  hier  angegebenen  Töne  sind  indes  nicht  die  überhaupt  h5i 
Töne,  sowohl  Töne  unterhalb  c^%  als  oberhalb  c^  sind  noch  hörbar.  \ 
gröfsem  Orgeln  findet  sich  noch  eine  ganze  Oktave  tieferer  Töne  bi 
0—8,  dem  Subkontra  C,  welches  16  Schwingungen  in  der  Sekunde  vol 
und  Savart  behauptete  nach  seinen  Versuchen^),  dalüs  bei  hinreicl 
Stärke  Töne  selbst  bei  7 — 8  Schwingungen  in  der  Sekunde  hörbar 
Savart  liefs  einen  Eisenstab  um  eine  horizontale  Axe  sieh  drehen  and  i 
ihn  so  auf,  dafs  er  bei  jeder  Umdrehung  durch  einen  Spalt  eines  B 
schlug  und  dabei  die  Ränder  berührte.  Jeder  Durchtritt  gab  einen  he 
Schlag  und  war  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  so  grofs,  dafs  der  Eist 
in  der  Sekunde  7 — 8  mal  die  Spalte  passierte,  so  hörte  man  efneo 
tiefen  und  lauten  Ton.  Savart  glaubte,  dafs  dieser  Ton  Folge  der 
Stöfse  des  Eisenstabes  in  der  Brettspalte  sei. 

Schon  Despretz*)  indessen  -widersprach  dem  und  bemerkte  da^ 
dafs,  wenn  Savarts  Schlufs  richtig  sei,  die  doppelte  ümdrehungsgeschwi 
keit  oder  die  Anwendung  zweier  Spalten  auch  die  höhere  Oktave  des  \ 
gehörten  Tones  hätte  erzeugen  müssen.  Der  Versuch  ergibt  aber  eine 
dem  vorigen  nur  wenig  verschiedenen  Ton,  so  dafs  der  Ton  sich  nich 
den  einzelnen  Schlägen  zusammengesetzt  haben  kann. 

Helmholtz^)  wies  nach,  dafs  die  Methode  von  Savart  zur  Untersoc 
dieser  Frage  ganz  ungeeignet  sei,  da  die  Dauer  jedes  einzehien  Sl 
gegen  die  Zwischenzeit  zweier  Stöfse,  also  die  Schwingungsdauer  der  ( 
sie  erzeugten  Schwingungen  zu  kurz  sei.  Es  müssen  deshalb  die  Obe 
sehr  stark  -  entwickelt  sein,  so  dafs  die  tiefsten  gehörten  Töne  nicht 
Obertöne  sind.  Er  hat  deshalb  die  Frage  nach  den  tiefsten  Tönen  « 
aufgenommen,  und  gelangt  zu  einem  wesentlich  andern  Resultat,  erfi 
dafs  die  Tonempfindung  erst  beginnt  bei  etwa  30  Schwingungen  und 
erst  bei  etwa  40  Schwingungen  der  Ton  eine  bestimmte  musikalische 
hat.  Helmholtz  schlofs  dieses  besonders  aus  einem  Versuch  mit  eis 
der  Mitte    belasteten  Saite,    welche    infolge    der  Belastung  fast  nu 


')  Savart  y  Annales  de  chim.  et  de  phvs.  Tome  XL VII.  Poggend.  Am 
^)  Despretz^  Comptes  rendos  de  rAcaa^m.  de  France.    Tome  XX  ^ 
Ann.  Bd.  LXV.  ^ 
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At^n  BchwinguiigoTi^  btu  donon  die  Baite  der  ganzen  Lange  nach 
pringt^  vollftihrt.  Die  Saite  wurde  auf  einen  Resonanzkaäten  ausgespannt, 
nur  eine  Öffnung  hatte,  und  diese  konnte  mit  dem  Gebürgange  ver- 
iden  werden,  so  dafs  die  Luft  des  Resonanzkastens  nur  in  das  Ohr  hin 
ireichen  konnte.  Die  Töne  einer  Saite  von  gewöhnlicher  Hohe  sind  unter 
IAH  Umständen  von  unerträglicher  Stärke,  Dagegen  war  die  Tonempfindung, 
die  Saite  37  Schwingungen  machte,  nur  mehr  schwach,  und  hatte  auch 
T--  ^  r^  Knarrendes,  was  darauf  schliefsen  läfst,  dafs  das  Ohr  anfing, 
I  n  Stnfse  zu  fühlen.    Bei  31  Schwingungen  war  kaum  noch  etwas 

huren. 

.  8ptiter   hat  Helmboliz')   dasselbe   mit   zwei   Von  König  hergestellten 

mngabeln  gezeigt,  deren  Stimmung  durch  an  den  Zinken  verschiebbare 

richte  gelindert  werden  könnt«.    Die  Zahl  der  jeder  Lage  des  Gewichts 

l|*rechenden  Schwingungen  ist   auf  einer   an  den  Zinken  angebrachten 

^  Lieben;  die  eine  Gabel  gibt  in  der  Sekunde  je  nacb  der  Lage  des 

fc^  -'5  —  35,  die  andere  35^ — 61  Schwingungen.     Die  Gerne hte  haben 

V<frm  von  Platten.    Bringt  man  das  Ohr  ganz  nahe  an  diese  Platten, 

iCrt  man  die  tiefen  Töne  sehr  gut.    Bei  30   Schwingungen  hört  man 

1  noch  deutlich  einen  schwachen  dröhnenden  Ton,  bei  28  kaum  noch 

Spur,  obgleich  man  leicht  Osciliationen  von  9"^**  Amplitude  in  dieser 

Be  ganz  dicht  vor  dem  Ohr  erzeugen  kann, 

Preyer')  glaubt  inde«  die  untere  Grenze  der  Hörbarkeit  doch  noch  erheb- 
liefer  setzen  zu  können.  Er  nahm  mit  solchen  Stimmgabeln  noch  24  Schwin- 
fm  als  Ton  wahr  und  glaubt  mit  schwingenden  belasteten  Zungen  noch 
^Schwingungen  als  Ton  empfunden  zu  haben.  Gegen  die  letztern  Ver- 
le  von  Preyer  wendet  aber  Hrtlmlitdtz^ )  ein,  dafö  solche  belastete  Zungen 
jeder  ihrer  Schwingungen  dem  Befestigungspunkte  zwei  longitudinale 
Be  ei*teilen  und  zwar  jedesmal  wenn  sie  mit  dem  Maximum  der  Ge- 
rin^ligkeit  die  Gleichgewichtslage  passieren,  er  sieht  es  deshalb  noch 
bewiesen  an,  dafs  unser  Ohr  erheblich  unter  der  Zahl  30  liegende 
ungen  als  Ton  enjptinden  kann. 

'na«h  würde  also  das  c^a  der  tiefste  musikalische  Ton  sein,  und 
;e  Subkontraoktave  der  Orgel  keine  eigentlichen  Töne,  sondern  nui" 
Gerlliisch  geben,  indem  das  Ohr  die  einzelnen  Stöfse  fühlt.    Es 
der  That  für  diese  Töne  selbst  einem  musikalisch  gebildeten  Obre 
i  möglich,  eine  bestimmte  Tonhöhe  anzugeben. 

Nach  oben  bin  ist  die  Reihe  der  hörbaren  Töne  weniger  begrenzt,  indes 
tri  sich  hier,  dafs  verschiedene  Person en  für  solche  Töne  verschieden 
ffindlich  sind,  und  selbst  eine  Person  mit  dem  einen  Ohr  oft  höhere 
ift  wahrnehmen  kann  als  mit  dem  andern.  So  gibt  Brewster  an,  dafs 
as  Heimchenzirpen  nur  mit  einem  Ohre  hörte,  während  für  gewöhnliche 
e  beide  Ohren  gleich  empfindlich  waren*). 

»fiiiid  die  Töne  hinreichend  stark,  so  können  noch  sehr  hohe  Töne  ge- 
;  fio  brachte  Savart^)  mit  seinem  gezahnten  Hado  noch  deut- 

Jfeimholtf,  Tonempfindungen  10.  Ausgabe,  p,  279. 
Preijet\  Physiologische  AbhandlungeD  I.  Reihe  Heft  l.  p.  I. 
Hdnüwltz ,  ToDeuiptiuduiipen  IV.  Ausgabe,  p.  295, 
•)  BrewsUrj  Phüosoühical  Magazin,  vol,  XXV. 
Sacari,  Anuales  de  chim.  et  de  phyg,  T.  XLIV. 
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lieh  das  fis^  mit  240D0  Sehwingimgeii  hervor,  und  Despretz^)  fand,  difs 
mittels  Stimmgabeln,  welche  auf  Resonanzkasten  standen,  noch  das  d^  mit 
ilher  30OOt>  Schwingungen  h5rbar  war. 

§  IßO. 

Analyse  de«  Klanges.      \\k   haben  bereits  im  §  153  d&raaf  hin-  \ 
gewiesen,  dafs  T5ne  gleicher  Höhe  sich  durch  Verschiedenheit  ihrer  BQang* 
färbe   unterscheiden,   und   bemerkt,   dafs  die  Verschiedenheit  des  Klanges  I 
ihren  Grund   darin   habe,   dafs   die  Form   der  Schwingungen   bei  gleicher 
Periode  eine  verschiedöne  sei;  eine  Verschiedenheit,  welche  darauf  b^rolitJ 
dafs   die  Schwingungen  Kusammengesetzt  periodische  sind,   dals  innerlialb  I 
der  durch  den  Grundton  angegebenen  Periode  die  Luftteilchen  gleichzeitig 
nach  andern  hohem  Tonen  angeh5rigen  Perioden  schwingen.    Bei  der  B^^  1 
sprechung  der  zusammengesetzten  Schwingungen  (§  145)  sahen  wir  schon, 
dafs  bei  den  Schwingungen  der  meisten  Körper  nicht  einfache  Hchwingmigöi, 
welche  durch  die  Gloichiing 

t 
y  ^  a  *  sin  2  ;ü   ^ 

dargestellt  sind,  sich  finden,  sondern  dafs  zu  diesen  stets  solche  hinzatreteiv  | 
deren  Schwingungsdauem  Viella.che  der  ersten  sind,  dafs  also  die  Schwin-  j 
gungen  im  allgemeinen  durch  die  Gleichung 


y  =^  a  *  iiin  2  7t  ^  -{-  li  ^  ^in  irc  ^  -^  c  -  sin  6  jt  -^-  -{- 
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gegeben  sind.     Bei   den   verschiedenen  schwingenden  Kör}>em  können  die  j 
Verhältnisse  zwischen  den  Amplituden  der  einzelnen  Schwingungen,  sowi« 
die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Reihe  je  nach  Art  und  Stelle  der  ErwigBnf  1 
sehr  verschieden  sein. 

Wie  wir  nun  §  155  sahen,  stellen  die  einzelnen  Glieder  der  znale^M 
hingeschriebenen   Reihe   die   harmonischen  Obertöne   des   dm*ch   dos  erst* 
Glied  dargestellten  Tones  vor,  also  wenn  wir  den  letztem  mit  c  hezeichiiAOt  I 
die  Reihe 

^1  ^n  ffu  <^ir  ^i^  U^^  Ton  7,  c^,  d^ 

Ist  demnach  die  vorhin  ausgesprochene  Annahme  über  die  Ursache  der 
Klangverschiedenheit  die  richtige,  so  würde  das  bedeuten,  dafs  die  vöT*  ' 
schiedenen  Klönge  nicht  einJa.che  Töne^  sondern  Accorde  sind,  welch«  Tfl« 
der  Reihe  der  hara ionischen  Töne  gebildet  werden,  und  dafs  ihre  Verscliie<iefl- 
heit  darin  beruht,  dafs  in  diesen  Accorden  mehr  oder  weniger  Töne  def 
Bei  he  vorhanden  sind,  und  dafs  die  Stärke  der  einzelnen  Ti>ne  eine  i^  ' 
schiedene  ist. 

Ohm  ^)  war  der  erste,  der  den  Satz  aufstellte,  dafs  das  Ohr  die  Fllwg' 
keit  habe,  jede  in  einer  zusammengesetzten  vorhandene  einfache  Schwin^uD^  | 
als  Ton  gesondert  wahrzunehmen,  ohne  jedoch  daran  den  Schlufs  zu  knttpf^B» 
dafs  in  der  Wahrnehmung  der  verschiedeneu  Obertöne  der  Gnmd  der  Klas^' 
Verschiedenheit  liege.     Seebeck ^)   nahm  dem  gegenüber  an,   daJs  in  i^^\ 

0  T>esjfr€tz  a.  a.  0. 

»)  Ohm,  Poggeud.  Anu.  Bd.  LIX  und  LXIL 

■*)  S^eebeck,  Poggeiid.  Xtin,  Bd.  L\  uüd  LXlll.  Dove«  Repertoriom.  Bd.  TUM 


ffitense  setzt 
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lengesetzt  periodischen  Schwingung  die  einzelnen  Töne  nicht  zu 
irscheiden  w&ren^  dat's  aber  in  der  durch  das  Hinzutreten  der  weitem 
dnguugen  bedingten  Veränderung  des  Schwingongsgeaetzes  eine  Ursache 
KLangverschiedenbeit   der   Töne   gleicher   Höhe   zu   suchen   sei.     Erst 

Ktz*)  war  es,  der  den  Nachweis  lieferte,  dafs  in  einem  Klange,  dessen 
5nde  Bewegung  durch  obige  Gleichung  dargestellt  ist^  alle  die  Töne, 
sie  das  Gesetz  von  Ohm  verlangt,  wirklich  vorhanden  und  dem  Ohre 
mehmbar  sind,  und  dal's  die  Verschiedenheit  des  Klanges  wesentlich 
den  vorhandenen  Obertünen  bedingt  ist. 

Zum  Nachweis  der  objektiven  Existenz  der  Partialtiine  benntzte  Helm- 
i  das  Phünomen  des  ^littönens,  dessen  Theorie  wir  im  nächsten  Kapitel 
LS  ausführlicher  bespi*echen   werden  .    Die  Erscheinung   besteht  darin, 

wenn  in  der  Nühe  eines  Körpers,  welcher  Bchwlngimgen  einer  ganz  be- 
ulten Periode  voUfUhren,  das  heilst  also  einen  einfachen  Ton  bestimmter 
0  geben  kann,  Schwingungen  dieser  Periode  erzeugt  werden,  der  Körper 
irch  mit  in  Schwingungen  gerät,  welche  man  entweder  direkt  oder 
irch  wahrnehmbar  machen  kann,  dafs  man  den  erregenden  Ton  auf- 
n  läfst,  wodurch  dann  der  Ton  des  mitschwingenden  Körpers  allein 
ar  bleibt  Spannt  man  z.  B.  auf  einem  Monochord  zwei  Saiten  genau 
üinklang,  und  bringt  die  eine  zum  TJ'Jnen,  so  tönt  auch  die  andere,  oder 
^  man  von  zwei  ganz  genau  gleichen  Stimmgabeln  ^  wie  Fig.  258,  die 

zum  Tönen,  so  wird  auch  die  andere  in  Schwingung  versetzt.  Dieses 
ßnen  tritt  aber  nur  ein,  wenn  die  Schwingungen  des  mittönenden  Körpers 
u  dieselbe  Dauer  haben,  wie  die  Schwingungen  des  ursprünglich 
nden  Körpers,  schon  bei  geringem  Unterschiede  der  Schwingungen  tritt 
slbe  nicht  ein.  Wenn  man  deshalb  bei  Erzeugimg  eines  Klanges  einen 
mmten  Körper  zum  Mittönen  bringt,  dessen  Schwingungszahl  jener  des 
«m  Klange  vorhandenen  Gnmdtones  nicht  entspricht,  so  kann  man 
Q8  mit  Sicherheit  schliefsen,  dals  neben  dem  Urundtone  der  dem  mit- 
nden  Körper  entsprechende  Ton  in  dem  Klange  vorhanden  ist. 

Ein  sehr  bequemes  Mittel,  um  das  Mitt/men  zu  zeigen,  sind  Membranen, 

twie  Fig.  260  als  Boden  auf  einer  Flasche  ausgespannt  sind, 
Is  der  Flasche  bei  a  ist 
,  die  Membran  b  vertritt  die 
e  des  Bodens ;  man  nimmt  am 
m  eine  nasse  Schweinsblase, 
lejcbmäfsig  aufgespannt  wird, 
die  m&n  dann  trocknen  llifst, 
cwird  mit  Wachs  ein  Cocon* 
II  befestigt,  der  an  seinem 
rn  Ende  ein  Siegellackkügel- 

trtlgt,  das  gerade  vor  iler  Mitte  der  Membran  httugt.  Wenn  die 
bran  in  Schwingungen  gerät,  so  macht  das  Pendelehen  die  heftigsten 
taige.  Wenn  die  Spannung  der  Membran  und  die  Gröfse  der  Flasche 
ig  getroffen  sind,  so  gibt  die  Membran  fast  nur  ihren  Grundton  an, 
reichem  sie  als  Ganzes  schwingt,  die  Obertöne  treten  dann  nur  schwacli 
Dr.    Um  dieselben  zu  erkennen,  muLs  man  die  Flasche  vertikal  stellen, 
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und  die  Membran  zur  Beobaclitang  der  ElangBgiiren  mit  Sand  bestreoeo. 
Die  iiiLiglichen  SchwingungslVirmen  der  Membran  mit  den  dazu  gehÖrigna 
ÖcbwiDgungszahlen  zeigt  Iblgönde  kleine  Tabullf: 

Die  Membran  schwingt  Schwing^ungsaaJil 

ohne  Knotenlinie  , -   1 

mit  einem  Kreise .  2,296 

mit  zwei  Kreisen .   .      ,  3,599 

mit  einem  Durehmesser ,   ....   1,590 

mit  einem  Durchmesser  und  einem  Kreise  .  .  2,920 
mit  zwei  Durchmessern 2,140. 

Bezeichnen  wir  den  Grundton  der  Membran  mit  c,  so  gibt  ^Jieselbe 
als  Ohertnne  d^  -f-»  &i  +,  «^N  .<7i  — ,  ct^i,  die  Zeichen  +  und  —  b^i  Ä«n 
Trinen  sollen  anzeigen,  dafs  der  Ton  der  Membran  etwas  höher  oder  etwiÄ 
tiefer  ist  als  der  hingeschriebene. 

Die  mitschwingenden  Membranen  haben  den  Vorzug ,  dafs  sie  die  ij» 
einer  Klangmasse  vorhandenen  Einzeltone  ganz  ohne  Mithülfe  des  Ohres 
zeigen I  sie  haben  Indes  den  Nachteil,  dafs  sie  ftir  schwächere  Tone  nicht 
sehr  empfindlich  sind.  In  der  Be/Jehong  werdun  sie  weit  übertj'olfen  Too 
den  von  Hnlmholtz  angegebenen  Kesonat-oren.  Es  sind  das  Hoblkugeb 
oder  Rohrenj  vun  Glas  oder  Messing  (Fig.  261a  und  b),  mit  zwei  Offiiun|feiL 
^j    ^gj^  Die  eine  Öfinung  a  hat  schart 

abgeschnittene  Ränder,  4« 
andere  b  ist  trichterfi5mii| 
und  so  gefonut^  dals  mm 
sie  in  das  Ohr  einsetzen  kaan. 
Man  umgibt  zu  dein  Ende 
I,  ^^mm  I^^^H  ^^^  Öffnung  b  mit  gescbtnol- 

zenem  Siegellack,  und  wenjB 
dasselbe  soweit  erkaltet  ist, 
dafs  man  es  mit  den  Fingi^iv 
ungestraft  berühren  kwn» 
aber  doch  noch  weich  is*» 
^^«-^'^'  drückt  man  die  Öffinung  in 

den  Gehörgang.    Das  Sieg»!- 

umm^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^b,i^>s      ^^^    formt   sich    daim  n^^ 

|b  der  innem  Uberdm*bi?  *\^ 
letztem,  und  wenn  man  tkua 
später  den  Resonator  an  das  (»br  setzt,  so  sehliefst  er  leicht  and  voll* 
ständig  dicht. 

Ein  solcher  in  das  Ohr  gesetzter  Resonator  gibt  einen  bestimmt*" 
Gi-undton  und  aufserdem  mehrere  sehr  viel  höher  liegende  Obertöno.  ^Virf 
der  Grund  ton  desselben  aufserhalb  angegeben,  so  wird  die  Luft  des  ß** 
sonat^^rs  sehr  krllftig  zum  Mittönen  gebracht,  und  der  Ton  dringt  dÄiiP 
unmittelbar  und  deshalb  sekr  kräftig  Lns  Ohr. 

Verstopft  man  das  eine  Ohr  und  setzt  an  das  andere  den  Resonattjr, 
so  hiirt  man  die  meisten  in  der  Umgebung  angegebenen  Töne  sehr  gedUnip^ 
wird  dagegen  der  Ton  des  Resonators  angegeben,  so  schmettert  dersölb* 
mit  gewaltiger  HtILrke  in  das  Ohr  hinein. 
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e  abgt*8tijiiiiite  Reihe  solcher  Resonatoren,  wie  man  sie  jetzt  von 
iiR  IE  Paris  bezieben  kann,  die  harmünischo  Reibe  der  Tt'»ne  von  c^i  an 
,  ist  deshalb  ein  vorti-effliches  Mittel,  um  die  in  einer  Klangmasse 
11  Töne  zu  bestimmen.  Es  ist  dabei  zu  bemerken,  dals  das  Auf- 
^leIl  des  Tones  im  Resonator  ganx  ebenso  die  olgektive  Existenz  des  Tones 
Lfserbalb  des  Resonators  beweist,  als  die  mitschwingende  Membran.  Denn 
ir  Ton  tritt  in  dem  Resonator  nur  hervor,  wenn  derselbe  von  Schwingungen 
(troffen  wird^  welche  mit  denen,  w^elche  die  Luftmasse  des  Resonators  an* 
ihmen  kann,  isochron  sind;  wird  deshalb  der  Resonator  zimi  Tönen  ge- 
aeliU  so  beweist  das,  dafs  in  den  zusammengesetzten  Schwingungen,  welche 
axum  Tönen  bringen,  die  demHesonator  entsprechende  einfache  Schwingimg 
rfaanden  ist,  und  als  solche  aus  den  zusammengesetzten  abgeschieden 
■||a  kann. 

^P^n  Vorzug  der  Membranen,  die  Zusammensetzung  der  KlUnge  unab- 
hgig  vom  Ohr  zu  zeigen,  mit  der  Empfindlichkeit  der  Resonatoren,  ver- 
bot ein  von  R.  König  in  Pari^  konstruierter  Apparat.  Eine  Reihe  von 
jestiminten  Resonatoren,  8  oder  10  von  c  an  sind  auf  einem  Stative  über 
ander  befestigt.  /?,  E  (Fig.  262).  Das  Ende  der  Resonatoren,  welches 
ist  ins  Ohr  gesteckt  wird»  ist  durch  einen  Kautschuks chlauch  mit  einer 
^  tier  Kapseln  kk  in  Verbindung.    Mit  Ausnahme  der  Eintrittsstelle 

f-  hukschlauebes  sind  die  Kapseln  rings  geschlossen,  rmd  zwar  an 

ptäeitenw linden  und  hinten,  wo  der  Schlauch  eintritt,  fest,  vom,  der 
pÄrmg  des  Schlauches  gegentlber  durch  eine  sehr  feine  elastische  Membran, 
pd  nun  durch  einen  aufsen  angegebenen  Ton  die  Luftmasse  des  Re- 
ktors in  Brhwingung  versetzt,  so  pflanzt  sich  die  Bewegung  bis  in  die 
36cl  fort,  und  die  die  Kapsel  vom  abschliefsende  Membran  wird  gerade 
21  Schwingungen  versetzt,  wie  das  Trommelfell,  wenn  man  den  Resona- 
in  den  Gobdrgang  einschiebt.  Um  diese  Schwingungen  sichtbar  zu 
Bhen,  wendet  König  ein  äufserat  sinnreiches  Mittel  an;  vor  der  Membran 
•d  eine  zweite  Kapsel  angebracht,  so  dafs  die  Membran  selbst  die  Hinter- 
&d  der  vorderen  Kapsel  bildet.  Durch  ein  seitliches  Ansatzrohr  lüfst  man 
dia  vordere  Kapsel  Leuchtgas  eintreten,  welches  durch  die  (Fig.  262) 
en  den  Resonatoren  sichtbaren  Brenner,  die  aus  einer  kleinen  kreis- 
aiigen,  auf  der  obem  Seite  dünner  Cjlinder  angebrachten  öf&iung  be- 
ben, entweicht. 

Angezündet  gibt  dieser  Gasstrom  eine  kleine  spitze  leuchtende,  ruhig 
tonend©  Flamme.  Sobald  aber  der  mit  dieser  Flamme  in  Verbindung 
bende  Resonatror  durch  einen  Ton  in  Schwingungen  versetzt  wird^  ge- 
gt  auch  die  Flamme  in  isochrone  Vibrationen,  indem  sie  abwechselnd 
iser  und  kleiner  wird.  Denn  indem  die  Membran  durch  die  Schwingungen 
Lnft  im  Resonator  abwnchselnd  etwas  in  die  das  Gas  haltende  Kapsel 
eingedrückt,  abwechs»3lnd  aus  ihr  ziiillckgezogen  wird,  wird  der  Druck 
>  Gases  in  dor  Kapsel  abwechselnd  etwas  vergröfsort,  abwechselnd  etwas 
Weinert.  Dem  vergröfserten  Dnxck  ent^iricht  ein  verstärktes,  dem  ver- 
iderten  ein  geschwächtes  Ausströmen  des  Gases  und  ersterem  eine  Ver- 
ififimng,  lotzterem  eine  Verkleinerung  der  Flamme.  Diese  Vibrationen 
^  n  indes  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit,  dafs  sie  bei 

1^'  der  Flanmie  nicht  sichtbar  sind, 
sichtbar  zu  machen,   benutzt   Kunig  die  schon  mehrfach  er- 
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wilhnte  Kigeötümlichkeit  imseres  Aiages,  tlafs  Lichteindrücke  eine  gmm 
Zeit  dauern  uml  tli<^  ans  dem  Eeflexionsgesetze  sich  ergebende  Erscheimin^, 
daTs  das  Spiegelbild  einer  Flamme  je  nach  der  StelluBg  eLnes  iSpiegels  ^Ji 
x^eraehiedenen  Orten  erscheint.  Das  an  der  Seite  der  Flamme  sich  befindende 
Parallel epiped   ist   auf  seinen   vier    leiten  11  ächen   mit   Spiegeln   belegt^  so 

Fig,  »132. 


dafs,  wenn  es  in  der  Stelliing  ist,  welche  die  Figur  zeigt,  die  Spiegolbüder 
der  Flammen,  wie  es  in  der  Figur  angedeutet  ist,  sichtbar  sind.  Dwith 
zwei  mjttek  der  Kurbel  A'  gedrehte  konische  Zahnräder  C  mid  C^  \m 
l»piegelfide  Parallelepiped  in  Rotation  versetzt  werden.  Dreht 
piegel  langsam,  wl^Weiid  dv^  Fla.mme  ohne  Vibrationen  brennt 


it,  so    I 
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AH  die  Flamme  nach  iind  nach  an  verschiedenen  Stellen  neben  cin- 
tuf,  dreht  man  ihn  rasch  ^  so  sieht  man  alle  diese  Bilder  einer  Flamme 
idwÄÜig,  und  infolge  dessen  sieht  man  sie  als  ein  liorizontales  Licht- 
gerade wie  man  eine  raseh  im  Kreise  geschismngeno  glühende  Kohlo 
chtenden  Kreis  sieht. 

aders  jedoch,  wenn  die  Flamme  vibriert,  wenn  die  lenchtende  Bpitze 
110  nur  immer  einen  Moment  sichtbar  ist;  sie  gibt  dann  im  Spiegel 
aal  ein  Bild,  wenn  sie  aufzuckt,  diese  Bilder  fallen  aber,  da  der 
iegel  zwischen  dem  jedesmaligen  Aufzucken  gedreht  ist,  neben  einander, 
i  man  sieht  dann  im  Spiegel  eine  Reihe  von  Flammenbildem  neben  ein- 
wie  es  Fig,  2tj3  zeigt 


Ir  Abstand  der  einzelnen  Flammenbilder  hangt  ab  von  der  Schnei üg- 
"rnit  der  die  Vibrationen  erfolgen  und  der  Schnei ügkeit  der  Rotation 
Spiegels,  od«r  wenn  die  Schnelligkeit  der  Rotation  des  Spiegels  ge- 
•en  ist,  nnr  von  der  Schnelligkeit,  mit  der  sich  die  Vibrationen  folgen, 
pgeln  sich  z.  B.  in  einem  Spiegel  zwei  Flammen^  von  denen  die  eine 
»pelt  so  rasch  vibriert  als  die  andere,  so  sieht  man  auch  von  der  erstem 
^pelt  80  viel  Bilder  als  von  der  letztem.  So  xeigt  Fig.  263  die  Erschei* 
lg  in  dem  rotierenden  Spiegel,  w^enn  man  gleichzeitig  v  und  ^,  et*t<"men 
It»  die  untere  Flamme  gibt  die  halbe  AnzJihl  Bilder  als  die  darüber 
pnde,  da  die  Luft  im  untern  Resonator  nur  halb  so  viel  Schwingungen 
cht  als  im  darüberliegenden. 

Die  Anwendung  des  Apparates  ergibt  sich  darnach  von  selbst;  man 
l  den  zu  untersuchenden  Klang  auf  den  Grundton  f  an  und  setzt  den 
^gel  in  Rotation.  Alle  die  in  dem  Klange  enthaltenen  Obertöne  bringen 
J^^t  der  ihnen  entsprechenden  Resonatoren  in  Vibration,  welche  sich 
HKehorigen  Flanmien  mitteilt.  Man  sieht  dann  die  entsprechenden 
HEin  im  rotierenden  Spiegel  als  einzelne  Bilder,  ähnlich  wie  Fig.  263, 
LTaad  die  Flammen,  deren  Resonatoren  nicht  mittönen,  im  Spiegel  ab] 
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ibter  S  veratjhen  ist.  Jeder  einfache  Ton  versetzt  die  Flamme  in  Hfhwin- 
i|F©n,  wenn  er  mit  hmreichender  Stärke  in  den  Trichter  iind  durch  diesen 
el  eindringt;  betrachtet  man  die  Flamme  im  rotierenden  Spiegel^ 
iian  ein  Bild,  wie  Fig.  2«j3a  oder  b.  Dringen  dtOgegen  gleichzeitig 
irerif  Tone  in  das  Rohr,  so  wird  die  Flamme  von  jedem  Tone  in  Bchwin- 
ig  versetzt,  und  die  riammenbilder  werden  andere.  Treten  z.  B.  Grund- 
nnd  i>ktave  in  die  Kapsel,  so  zeigt  der  Spiegel  das  Bild  Fig,  265, 
e  besteht  ans  einer  hohen  Flamme^  die  schmaler  ist,  als  wenn  der 
n  allein  t«int^  und  einer  kleinen  Flamme,  welche  regelmäfsig  ab- 
cbseln.  Die  Entstelnmg  dieses  Bildes  ergibt  sieh  leicht  aus  der  Über- 
;img,  dafs  jede  Bewegung  der  Membran  gegen  die  vordere  Hälfte  der 
psel  die  Flamme  aufflackern  machen  mnis.  Wenn  man  gleichzeitig  Grund» 
und  Oktave  und  Duodecime  in  die  Kapsel  eindringen  liifst«  so  erhält 
das  Bild  Fig.  266.  Zwischen  die  Flammenbilder  Fig.  265  tritt  jedes- 
Ü  noch  eine  kleinere  Flamme.  Das  Flammenbild  Fig.  265  bildet  sich  z.  B., 
s  man  das  ober©  Ende  einer  offenen  Orgelpfeife  nahe  an  die  Öffnung 
Schalltrichters  S  hält  und  nicht  zu  stark  in  die  Peife  blllst;  wenn  man 
stärker  in  die  Pfeife  hinein  blnst,  wodurch  neben  dem  Gnindton 
ir  Oktave  die  Duodecime  deutlich  hörbar  wird,  so  erhält  man  das 
i  Pig.  266. 

Fig.  SOG. 


Hat  man  auf  diese  Weise  die  Flammenbildßr  der  Klilnge  einmal  studiert^ 
Brkennt  man  leicht,  wie  man  dieses  Mittel  zur  Analyse  eines  Klanges 
ItiEen  kann;  man  hat  das  durch  ihn  erzeugte  Flammenbild  mit  dem  durch 
^nd  zusammengesetzte  einfache  Töne  m  vergleichen,  um  zu  erkennen» 
che  T^ne  den  Klang  zusammensetzen. 

Schliefslich  kann  man  auch  die  auf  einem  Monochord  oder  in  einem 
•Tier  oder  überhaupt  auf  einem  Resonanzboden  ausgespannten  Saiten  be- 
Äeiij  um  die  in  einem  Klange  vorhandenen  Einzeltöne  zu  bestimmen,  da 
8aiteu  sehr  leicht  und  stark  mittunen.  Da  indes  die  Saiten  nicht  nur 
h  ihren  Gnindton,  sondern  auch  durch  jeden  ihrer  harmonischen  Ober- 
in Schwingimg  versetzt  werden^  so  lllfst  sich  mit  Hülfe  derselben 
\si  über  die  einzelnen  T«jne  entscheiden,  welche  in  der  ganzen 
-->■>  vorhanden  simL 
Mit  Hülfe  des  einen  oder  des  andei-n  Verlahrens  kann  man  nun  zu- 
it  leicht  den  Nachweis  fahren,  dafs  in  einer  zusammengesetzten  f?chwin- 
di«  einfachen  Schwingungen  als  solche  angenommen  werden  müssen^ 
He  einzelnen  Pai'tialtrme  eine  objektive  Existenz  haben,  indem  sie 
11  iien  bewirken,  also  ihre  Schwingungen  an  andere  Körper  abgeben. 
ia  der  Tbat  alle  Töne,  die  in  einem  Klange  vorhanden  sind.^  in  die^c 
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Weise  existieren,  kann  man  niit  Hälfe  von  gezupften  Saiten  zeigen.  Wie 
wir  im  §  145  bemerkten,  treten  in  gezupften  oder  geschlagenen  Stitcii 
sehr  verschiedene  Sehwingungen,  auf,  je  nach  der  Stelle ,  die  geznpft  oder 
geschlagen  wirtL  Alle  die  Sfbwingungszahlen  fehlen ,  welche  an  der  ge 
achlagenen  Stelle  einen  Knotenpunkt  haben,  alle  übrigen  tret-en  auf.  Wird 
eine  Saite  in  der  Mitte  geschlagen,  so  fehlen  die  Töne  2,  4,  8  tt.  s.  f  Di« 
Tone  3,  5^  7  etc.  und  ihre  Vielfachen  treten  auf,  das  heifst  die  znsamineii- 
gesetzten  Schwingungen  der  Saite  kann  man  als  ans  diesen  SchwingM^ 
zusammengesetzt  betrachten.  Dafs  in  der  That  diese  zusamnjengesetetea 
Schwingungen  bei  ihrer  Ausbreitimg  in  der  Luft  sich  wirklich  in  die  in 
ihnen  vorhandenen  einfachen  Schwingungen  zerlegen,  das  beweisen  di« 
Versuche  über  das  Mittimen,  denn  die  denselben  entsprechenden  Membnuwn 
oder  Eesonatoren  werden  in  Schwingung  versetzt. 

Wie  nun  zuerst  Brandt*)  und  dann  im  Verlaufe  seiner  lTntersuchmi| 
Helmholtz")  nachgewiesen  haben,  nimmt  das  einigermafsen  geübte  <Ur  b« 
dahin  gerichteter  Aufmerksamkeit  diese  einzelnen  Tone  in  einer  Klaag- 
naasse  auch  ohne  Hülfe  der  Resonatoren  wahr,  so  dafs  damit  das  Ohmsthfl 
Gesetz  vollständig  bewiesen  ist.  Ist  man  in  solchen  Versuchen  nicht  geübl, 
so  kann  man,  wie  Helmlioltz  angibt,  das  Ohr  zunilehst  mit  Hesouatoim 
unterstützen. 

Man  schlage  z.  B.  eine  Saite,  die  e  gibt,  aiifsorhalb  der  Mitle,  eiwi 
in  J  der  Saitenlänge,  so  liefert  dieselbe  aufser  dem  Grundton  c  amch  (^^ 
C2  etc.  Nimmt  man  den  Ton  c,  nicht  sofort  wahr,  so  halt^  man  einen  »jf 
c^  abgestimmten  Resonator  an  das  Obr,  und  man  hört  den  Ton  sehr  Uai 
Ist  so  das  Ohr  auf  diesen  Ton  aufmerksam  geworden,  so  li^rt  es  denselb«i 
auch  nach  Entfernung  des  Resonators,  allerdings  schwächer  aber  unzweifel- 
haft deutlich.  • 

Da  'das  Ohr  in  einer  zusammengesetzten  Schwingung  in  der  Thal 
die  einzelnen  T5ne  wahrnimmt,  so  wird  der  SchluJ^s  berechtigt-  sein,  M^ 
es  in  der  That  die  verschiedenen  und  verschieden  starken  Obertöne,  dieii«* 
Grimdton  begleiten,  sind,  welche  die  Klangfarbe  eines  Tones  ausmachen. 
Die  von  den  musikaüsehen  Instrumenten  gelieferten  Klange  sind  deshalb 
keine  einfachen  Time,  diese  können  keine  verschiedene  Klangftirbe  hdim 
sondern  Zusammenklllnge  verscbi edener  Tone.  Helmholtz  bezeichnete  dir 
selben  daher  auch  nicbt  als  Töne,  sondern  als  K hinge,  indem  er  das  Wort 
Ton  für  die  durch  einfache  Schwingungen  bewirkt©  Empfindung  wÄbli  K« 
Töne  unterscheiden  sieb  denunach  nur  durch  ihre  Höhe,  die  Klänge,  derwi 
Höhe  durch  die  des  Grundtones  bezoicbnet  wird,  durch  die  von  ihrer  Zo* 
sammensetzung  abhlingige  Klangfarbe. 

Dafs  dieser  Schiufa  über  das  Wesentliche  der  musikalischen  Klangfufb* 
berechtigt  ist,  hat  Helmholtz^}  schliefslich  dadurch  nachgewiesen,  dafs  w 
aus  einfachen  Tönen  die  Klinge  zusammensetzte,  nai-bdem  er  vorh<»r  ^ 
in  denselben  vorhandenen  Teiltöne  erkannt  hatte.  Wir  werden  auf  ^^ 
wichtigsten  Versuche,  die  künstliche  Zusammensetzung  der  Vokale,  in  einei» 
spiltem  Paragraphen  zu  sprechen  kommen,  hier  erwähnen  wir  nur  einea 


^  Brandt,  Poggend.  Atm.  Bd.  CXIL 

*5  HehnhoUs^  Toaemptindnngen.  Abachnitt  IV. 

■)  EelmhoUz,  TonemptiLdiiiigeTi,  ^,  109  ff. 
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Fig.  S«7. 


»bin  rielendeu  Versucb.  Blust  man  eine  Glasflasoh©  an,  welche  in  der 
l^eiee  wie  Fig,  267  emgerichtet  ist,  welche  also  mit  einem  Anblaserohr, 
an  beBien  aus  Guttapercha,  t!es?sen  am  Halse  der  Flasche  liegende  Mündiuig 
abgeplattet  ist,  verstehen  ist,  indem  man  das  R€hr  mit  einem  Blasebälge  in 
Parbindung  setzt,  so  erhält  man  einen  fast  einfachen  Ton,  der  in  seinem 
Hinge  einem  dumpton  U  sehr  ilhnlicb  ist. 

Stimmt  man  nnn  zwei  solcher  Flaschen  so  ab^  dals  die  eine  genau  die 
)ktave  der  andern  gibt,  so  liefern  sie  zusammen  angeblasen  einen  Klang, 
teen  Hi)he  der  des  Gnindtones  entspricht,  dessen  Farbe  aber  derjenigen 
IfS  Vokales  0  gleieh  ist  Läfst 
ium  nun  abwechselnd  bald  die 

bald  beide  Flaschen  t<'1nen, 
kann  man  in  dem  Zusammen- 
dange  zuntichst  die  einzelnen 
'Ötte  leicht  unterscheiden,  sehr 
M  aber  bei  *  dauerndem  Zu- 
menklange  verschmelzen  sie 
ich  zu  dem  Klanj^^e  0.    Wenn 

erst  den  h<>hem  Ton  an- 
jegeben  hat,  dann  den  tiofern 
binzukommen  Urst,  hört  mun 
Hifangs  den  hrdiem  Ton  noch 
seiner  ganzen  Stärke  weiter, 
iäaa<&bcrn  klingt  der  tiefe  in  seiner 
imtilrliehen  K langfarl)«  wie  ein  U.  ^ 

Allmäblig  aber,  wie  sich  die 
Ennnerüng  des  isoliert  geh  orten 
ToDüs  verliert,  wird  jener  immer 
bndeutlicber  und  clnbei  auch 
hwUcher,  wrUirend  der  tiefe  Ton  scheinbar  irl  uml  w'w-  0  lautet. 

Gerade    diese    Verschmelzuug    eines   Obertones    tuli    -  iiirnt   Grundtone 
ater  Ändenmg  der  Klangfarbe  beweist,  dals  der  Klang   wesentlich  durch 
Ke  Obertöne  bedingt,  ist. 

Wie  wir  im  §  KU  nachwiesen  ^  hängt  das  Gesetz  der  Öchwingungen 
to  einer  schwingenden  I*unktreihe  nidit  allein  ab  von  der  Periode  der  Teil- 
Bchwingungen,  sondern  auch  von  dor  Phase,  mit  welcher  die  Schwingungen 
tnsarnjnentreten ,  es  wäre  deshalb  auch  müglich,  dafs  die  Phase  der  kom- 
ponierenden Teiltöne  auf  die  Farbe  eines  Klanges  von  Eintlufs  ist.  Heim- 
elt?*) hat  gezeigt,  dafs  das  nicht  der  Fall  ist.  Er  benutzte  dazu  die  Zu- 
^aiiiuiensetzimg  von  Klängen  mit  Hülfe  von  Stimmgabeltonen.  Zwei  im 
Verhältnis  von  Gnmdton  und  Oktave  stehende  Stimmgabeln  geben  zusammen 
tem  Tönen  gebracht  und  durch  Resonanzn ihren  verstärkt  (siebe  §  1^7) 
•fajen  dem  O  sehr  ähnlichen  Klang.    Verstimmt  man  die  eine  Stimmgabel 

sehr  wenig,  so  kommen  die  einzelnen  Stofse  nach  und  nach  in  immer 
derer  Phase    zusammen,    wie   wir   bereits   §    145    sahen.      Die    Klang- 
rbe  ändert  sich  indes  damit  durchaus  nicht.     Dadurch  ist  dann  bewiesen, 
dafs  die  Klangfarbe  des  musikalischen  Teils  eines  Klanges  nur  abhängt  von 


*)  MelmhclU,  Tooempfindungen.  p.  190  ff. 
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der  Zahl  und  Sturke  der  Partialt^ne,  nicht  von  den  Phasenunterdcbiedpn 
derselben.  Wir  sagfen  aiisdiücklich  ^  des  musikalischen  Teiles  des  Klajige«^ 
denn  anfserdem  wird  antrh  die  Klangfarbe  mit  bestimmt  durch  die  bei  der 
Klangerxeugung  eintretenden  Geräusche,  anf  welche  wir  im  iiftchaten  ?in- 
graphen  noch  hinweisen  werden. 

§  161. 

Klänge  duroli  Schwingungen  fester  Körper.  Wir  sahen  im  zwelt&n 
Kapitel  des  vorigen  Abschnitts,  dats  die  festen  Körper  in  drei  versehiedena 
Schwingungsarten  versetzt  w^erden  können,  in  longitudinale,  in  transversüe 
und  in  drehende,  entsprechend  den  verschiedenen  Richtungen,  nach  deiwil 
sich  die  ElasticitiU  Jiufsert.  Alle  diese  Seh win gangen  bringen  Tüne  oder 
vielmehr,  da  sie  in  den  seltensten  Fällen  einlache  sind,  Klänge  henofi, 
indem  durch  sie  die  umgebende  Luft  in  Schwingungen  versetzt  und  dufdl 
diese  der  Ton  bis  zu  unserm  Ohre  fortgepflanzt  wird* 

Als  allgemeinen  Ausdruck  ftlr  die  Schwingungszahl  eines  longittidinil 
schwingenden  Stabes  hattennrir 

worin  L  die  Lange,  E  den  ElasticitÄtskoefficienien  in  den  EinheiteB  d« 
absoluten  Mafssystems,  5  die  Dichtigkeit  des  Stabes  und  Ä  eine  von  clerB^ 
festigiings weise  und  der  Art  des  Streichens  abhängige  Konstante  bedeutet, 

Die  Schwingungszah!  und  somit  der  Longitudinalton  eines  Stabe?-  btogt 
also  aufser  von  der  Materie  des  Stabes  bei  gleicher  Befestigungsweise  mi 
gleichem  Streichen  nur  von  der  L^ge  des  Stabes  abf  die  Dicke  oder  kt 
Querschnitt  des  Stabes  haben  auf  die  Hohe  des  Klanges  keinen  Einünfa 

Diesen  Satz  bestätigen  schon  die  Versuclie  Chladnis,  welcher  die  loQgi- 
tudinalen  Schwingungen  der  Stäbe  und  deren  Töne  imtersuchte .  bevor  di« 
Theorie  dieser  Bewegungen  entwickelt  war*). 

Unter  übrigens  gleichen  Umständen  mufs  nach  unserem  Ansdruck« 
die  Schwingungszahl  und  somit  die  Tonhöhe  von  longitudinal  schwingend« 
Stäben  sich  verhalten  wie  die  Quadratwurzel  aus  dem  Quolienteti  der 
Elasticität  und  der  Dichtigkeit;  auch  dieses  wird  schon  durch  die  Versodw 
Chladnis  bestätigt. 

Chladni  liefs  mehrere  zwei  Fufs  lange  an  beiden  Ende  freie  Stfib«  W 
schwingen  und  erhielt  als  Töne; 

Mit  einem  Stabe  15l5tigen  Silbers  ,  .  .  d^ 
t,        „  „  Ton        Kupfer  ,  .  .  r;^ 

„        „         „  von       Eisen ....  ci^y 

Die  Schwingungszahlen  dieser  Töne  verhalten  sich,  dii?ien»ue  des  Tl^fr- 
gestrichenen  e  als  Einheit  gesetzt,  wie 

oder  diejenige  des  viergestrichenen  d  als  Einheit  gesetzt,  wie 
')  Chladni,  Akuaü^.  \i.  \113— \ö9. 
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er  wenn  wir  die  temperierten  TöniB  wählen,  wie 
1  :  1,33484  :  1,88775. 
Nach  §  48  ist  der  Elasticitätskoefficient 

für  Silber  E  =  7004,3  •  10«  ^r  s  =  10,47 
„  Kupfer  J^=  10319,1  •  10»  „  s=  8,78 
„    Eisen    E  =  20398,9  •  10»     „      s=    7,74. 

Mit  diesen  Werten  wird  das  Verhältnis  der  Schwingungszahlen 

N^  :N^:N^  =  2587  :  3428  :  5133  =  1  :  1,326  :  1,985. 

Die  von  Chladni  beobachteten  Töne  entsprechen  also  der  Theorie;  die 
t)weichung  selbst  beim  höchsten  Tone  beträgt  nur  etwas  mehr  als  ein 
}mma;  Chladni  selbst  gibt  aber  an,  der  Ton  sei  nur  annähernd  eis  ge- 
isen.  Indes  ist  die  Übereinstimmung  so  grofs,  wie  sie  bei  so  hohen  Tönen 
ur  sein  kann,  wo  geringe  Höhenunterschiede  nur  sehr  schwer  wahr- 
mommen  werden  können. 

Für  die  Bestimmung  der  Schwingungszahl  longitudinal  schwingender 
Äbe  hatten  wir  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

l)  Der  Stab  ist  an  einem  Ende  ganz  fest.    Dann  wird 

/~E 


"='-^¥1 


Die  Sctwingungszahlen  des  Stabes  verhalten  sich  wie  1  :  3  :  5  u.  s.  w. 
Auch  dieses  bestätigen  dieTersuche  Chladnis,  der  als  Töne  eines  an 
dm  Ende  festen  longitudinal  schwingenden  Stabes,  den  Grundton,  den 
langsamsten  Schwingungen  als  c  angenommen,  gibt 

Das  negative  Zeichen  bei  b^  bedeutet,  dafs  der  Ton  etwas  tiefer  war 
621  es  ist  eben  der  in  der  Tonleiter  nicht  vorkommende  Ton  7  in  der 
lithöhern  Oktave  von  c. 

2)  Der  Stab  ist  an  beiden  Enden  frei. 

3)  Der  Stab  ist  an  beiden  Enden  fest. 

In  beiden  Fällen  ist  die  Schwingungszahl 


»-äVI 


Die  möglichen  Schwingungen  sind  1,  2,  3,  4  •  •  sie  verhalten  sich  wie 
Zahlen   der  natürlichen   Zahlenreihe.      Der  Grundton  bei   dieser  Bo- 
kigungsweise  ist  die  Oktave  des  Tones,  wenn  der  Stab  an  einem  Ende 
t  ist.    Dem  entsprechend  gibt  auch  Chladni  als  Töne  an 

Ci  C2  g^  c  3  ^8 » 

an  der  Grundton,  der  die  Oktave  des  Grundtones  im  vorigen  Fal 
;  Ol  bezeichnet  wird. 
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Wir  können  nach  unserer  Foi-mel  auch  den  Ton  berecbnen,  welchen 
Uhladni  an  seinen  Stäben  fand  und  so  eine  nene  Bestätigung  unserer  fiHherea 
Theorie  erhalten.  Indes  können  wir  hier  keine  absolut  genaue  (iberem- 
stimDiung  erwaiien^  da  wir  einmal  nicht  annehmen  dürfen,  dafs  Chladnis 
Längonbestimiüimg  absolut  genau  ist,  und  da  wir  wissen,  daXs  E  söwöbl 
wie  s  selbst  für  die  gleichen  Substanzen  je  nach  Ihrer  Behandlungsweu* 
verschiedene  Werte  haben  kl  innen. 

Chladni  bestimmt  die  absolute  Schwingungszahl  des  c^  «u  4086  Schwin- 
gungen, also  kleiner,  wie  es  nach  der  jetzigen  Stimmung  ist.  Der  Wert 
von  Ci>5  ergibt  sich  darnach  zu  42i)6  Schwingungen.  Berechnen  wir  aber 
die  Schwingungszahl  für  den  eisernen  Stab,  so  wird  dieselbe,  wenn  wir 
den  rheinischen  Fufs,  den  Chladni  als  Längeneinheit  zu  Grunde  legt,  gleich 
31,3*^°*  setzen, 

513  aoQ 

^=^[26;«-  =  ^^^^^ 

Der  von  Chladni  beobachtet©  Ton  ist  demnach  nur  um  1,04  gegen  dm 
von  uns  berechneten  Ton  zu  hoch,  eine  Übereinstimmung,  welche  m  An- 
betracht der  eben  erwähnten  Umstände  fast  vollkommen  zu  nennen  ist. 

Als  allgemeinen  Ausdruck  itlr  die  Schwingungszahl  transversal  seh win^efi- 
der  gespannter  Saiten  erhielten  wir,  mit  Beibehaltung  der  frühem  Zeichen 
(§  140), 


21        V     qs 


Es  folgt  daraus,  die  Schwingungszahl  und  somit  die  Tonhöhe  von 
Saiten  gleicher  Länge  ändert  sich  der  IJuadratwurzel  der  Spannung  pro- 
portional und  bei  gleicher  Spannung  umgekehrt  proportional  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Gewichte  der  Lilngeneinheit  der  Saite,  Die  Erfahrung  be- 
stätigt dieses  vollkommen,  und  in  der  praktischen  Akustik  werden  gtirsdt 
diese  Sätze  zur  Regelimg  der  Tonhöhe  bei  den  Saiteninstrumenten  angewajadi 

So  sind  bei  allen  Streichinstrumenten  die  Saiten,  welche  die  tief#Jl 
Töne  geben  sollen^  dicker  und  weniger  straff  gespannt,  iind  meist  siml  tu« 
tiefem  Saiten,  um  ihr  Gewicht  zu  vergröfsem,  mit  einem  feinen  Drihtt 
umwickelt.  Bei  allen  diesen  Instrumenten  wird  die  Stimmung  nur  dnrdl 
die  Spannung  der  Saiten  erhalten,  welche  an  dem  einen  Ende  befestigt  siol 
und  mit  ihrem  andern  Ende  in  einen  drehbaren  Wirbel  eingesteckt  ^md, 
durch  dessen  Drehung  man  die  Spannung  iindern  kaum  Gleiches  ist  l»fii 
den  Klavieren  der  Fall,  wo  aulserdöm  die  Saiten  noch  ein©  ver«chiedent 
Länge  haben.  Bei  den  Streichinstrumenten  werden  die  verschiedenen  Xr»»» 
ebenfalls  durch  Verkürzung  der  Saiten  hervorgebracht,  indem  der  Spiele 
die  Saite  an  den  betreuenden  Punkten  auf  das  Griffbrett  niederdrückt. 

Nach  unserer  Gleichung  für  die  Schwingungszahl  gespannter  SAito 
ist  die  Tonhöhe  bei  einer  und  derselben  Saite  der  Länge  des  schwingen^ 
Teiles  umgekehrt,  proportional  und  die  Saite  zerlegt  sich,  wenn  sie  nicht  üir»*^ 
ganaen  Länge  nach  schwingt,  in  n  schwingende  Teile.  Die  Versuche  von  Chls^ 
und  G.Weber  gehen  die  Torirelhe  einer  gespannten  Saite  genau  der  ThNn« 
gemäfs.  Setzen  wir  den  Gnmdton  der  Saite  gleich  1  und  bezeichüHO  wit 
ihn  mit  c_i,  so  ist  nach  Chladni  die  Reihe  der  Töne*): 

')  Chladni  a.  a.  0.  p,  6T, 


Klänge  der  S^teninstnimente. 
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'.  Weber*)  geht  bis  zu  einer  Teilung  der  Saite  in  ^,  somit  bis  zum 
trichenen  c. 
Weil  man  meist  die  Tonreilie  nacli  Saitealängen  des  Monocbords  be- 
Kmmt,  Endet  man  auch  hüufig  die  Töne  anstatt  durch  die  Schwingungs* 
ablen  durck  die  Länge  der  Saite  flir  den  entsprechenden  Ton  bestimmt; 
ist  klar,  dafs  dann  die  den  Ton  bezeichnenden  Zahlen  einfach  die  reci- 
ttoken  Werte  der  im  Frühem  angewandten  Zahlen  sind,  oder  dafs  nach 
ieser  Bexeichnungsweise  werden 

1  $   I  f  ^  I  A  i- 

Die  Klänge  der  Haiteniustruniente  können,  wie  sich  schon  aus  den 
Waiinmgen  des  §  145  ergibt,  äulserst  verschieden  sein  und  anl*  dieser 
Veraehiedenheit  beruht  auch  die  vielfache  Anwendung  der  Saitemnstromente 
der  Musik.  Die  musikalischen  Saiteninstrumente  können  wir  in  zwei 
Jnippen  teilen,  in  solche ,  deren  Töne  durch  Zupfen  oder  Bclilagen  der 
^ten  erregt  werden,  wie  Guitarre^  Zither  and  besonders  das  Klavier,  und 
■Mft,  deren  Töne  durch  Streichen  mit  dem  Bogen  erregt  werden,  die 
^Hchen  Streichinstrumente.  Für  die  wichtigsten  derselben  hat  Helm- 
Bölti')  die  Klänge  ziemlich  ausführlich  untersucht,  wir  begnügen  uns  hier 
iamit,  als  Ergänzung  zur  Besprechung  der  Saitensehwingungen  des  g  145 
ie  von  Helmholtz  für  das  Klavier  und  die  Violine  erhaltenen  Resultate 
itiateilen. 

Wir  erwähnten  in  §  145  bereits,  dafs  die  Stärke  und  Anzahl  der  in 
ZQSam mengesetzten  vorhandenen  Einzelschwingungen,  also  der  im  Saiten- 
vorhandenen Obertöne  wesentlich  abhänge  von  der  Art  und  Stelle 
es  Anschlags,  sowie  von  der  Dicke,  Steifigkeit  und  Elasticität  der  Saite, 

Was  zunitchst  die  Art  des  Anschlages  betrifft,  so  ergibt  sich  aus  Helm- 
loltz  Untersuchungen,  dals  die  Zahl  und  Stärke  der  hohem  Ohertöne  desto 
►«deutender  wird,  je  mehr  imd  schärfere  Diskontinuitäten  die  Art  der  Be- 
regung  zeigt.  Wird  die  Saito  gezupft,  entfenit  der  Finger  sie,  ehe  er  sie 
ORläfst,  in  ihrer  ganzen  Länge  aus  der  Gleichgewichtslage,  so  entsteht 
faie  Diskontinuität  nur  dadurch,  dafs  die  Saite  an  der  Stelle,  wo  sie  ge- 
Bpft  wird,  eiue  mehr  oder  weniger  scharfe  Ecke  bildet,  schärfer,  wenn  sie 
He  hei  der  Zither  mit  einem  Stift  als  wenn  sie  w^ie  bei  der  Guitarre  mit 
Cm  weichen  runden  Finger  gerissen  wird..  Deshalb  gibt  die  erste  Art  des 
eiijen«  auch  einen  schäi*fern  Klang  mit  einer  gröfsern  Menge  klimpernder 
►her  Obertöne  als  im  letztem;  die  Intensität  des  Grand tones  ist  aber 
ömer  gröfser  als  die  jedes  Obertones, 

Wird  die  Saite  mit  einem  scharfkantigen  harten  Hammer  geschlagen, 
sofort  wieder  abspringt,  so  wird  nm'  der  vom  Schlage  getroffene  Punkt 
rfort  in  Bewegung  gesetzt.     Unmittelbar  naeli  dem  Schlage  ist  der  übrige 


»)  BinäBeü,  Akuatik.  p.  110, 

*)  RdmhoUz^  Tonern pändnngen.  p.  128  ff.  und  p.  bM. 
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Teil  der  Saite  nocb  in  Rmbe,  er  gerät  erst  in  Bt^wegting,  indem  die  durcl 
den  Schlag  erregte  Welle  auf  der  Saite  hin  und  her  illaft.  Die  BeschrtokQn( 
der  ursprünglichen  Beweg img  auf  nur  einen  Punkt  gibt  der  Saite  «S 
schärfste  Diskontinuität,  und  deshalb  viele  und  hohe  Obertöne,  derea  Iil 
tensitfit  zum  Teil  die  des  Grundtones  übertrifft. 

Ist  der  schlagende  Hammer  weich  imd  elastisch,  so  hat  die 
Zeit,  auf  der  Saite  sieh  auszubreiten,  ehe  der  Hammer  wieder  zurückspring 
und  zugleich  wird  durch  den  Anschlag  eines  solchen  Hammers  der  geschlagen 
Teil  der  Saite  nicht  ruckweise  in  Bewegung  gesetzt,  sondern  seine  ft 
schwindigkeit  wuchst  allmählich  und  stetig  mit  dem  Drucke  des  Hamniefl 
Die  Diskontinuität  der  Bewegung  ist  deshalb  viel  kleiner  und  dem  entsprecbea 
ist  die  Stärke  der  Ohertöne  gegen  jene  des  Grundtones  viel  geringer. 

Mit  scharfem  Metall  gerissen  oder  geschlagen  ist  deshalb  der  Klau 
der  Saite  schärfer  und  leerer,  indem  die  mit  Leerheit  bezeichnete  Eigd 
tümÜchkeit  des  Klanges  eben  in  der  verhältnismärsigen  Stärke  der  Ol 
töne  gegen  den  Grmidton  begillndet  ist.  Ist  der  Grundtou  kräftig  g< 
die  Obertone  und  sind  besonders  die  hohem  unpaarigen  Töne  schwach, 
ist  der  Klang  voll  und  harmonisch. 

Bei  den  Klavieren  wird  deshalb,  um  dies  zu  erreichen,  der 
mit  einer  dicken  Lage  stark  geprefsten  und  dadurch  elastisch  gewo: 
Pilzes  bedeckt,  und  gleichzeitig  werden  die  für  die  tiefem  Trine  bestimmt^ 
Hämjuer  schwerer  gemacht  als  die  für  die  hohem  Oktaven,  damit  e^st^ 
länger  an  der  Saite  haften  als  letztere.    Denn  einmal  ist  das  längere 
des  Hammers  in  den  tiefern  Lagen  zur  relativen  Verstärkung  des  Gi 
tones  deshalb  notwendig,  weil  die  Schwingiingsdauer  desselben  grüfser  ist  a 
in  der  hohem ^  dann  aber  auch,  weil  bei  der  stärkern  Spannung  der  BüU 
in  den  höhern  Lagen  die  hohem  Ober  tone  sich  doch  nicht  so  stark  aushüd^äl 

Um  bei  den  Klavieren  die  Klänge  nicht  allein  voll,  sondern  auch  wuio 
zu  machen,  ist  die  Au  Schlags  stelle  der  Saiten  \  bis  J  von  dem  einen  Eni 
Damit  fallen  die  Tnue  7  und  9,  die  ersten,  welche  nicht  in  den  DreildJiH 
hineingeboren,  und  w^elche  mit  den  andern  kerne  konsonierendeu  Internl 
haben  ^  aus  der  Reihe  der  Übertöne  fort.  Es  treten  dann  nur  die  erst« 
sechs  Töne  auf,  dc^r  fünfte  und  sechste  indes  schon  sehr  achwach 

Folgende  kleine  Tabelle  gibt  die  Intensität  der  Partialtone,  von  Helö 
holtz  berechnet,  wenn  in  |  der  Saitenlänge  der  Ton  in  der  über  j^* 
Kolumne  angegebenen  Weise  erregt  wird. 

Tabelle  tl*»r  IntensttHt  der  Purtialtiiiie  bei  Saiten. 


Ordnung» - 
ssahl  des 

Partialtones 


i 

2 
3 
4 

5 
G 
7 


*       1 1       Anschlag  durch  eiuen  elaätiüjcheu  Ha^mmer, 
durch      dessen  Berührung  dauert,  in  Bruchteilen 
der  Schwiegungsdauer  dea  Grundtooes 

♦  I  A  I  1^4 


EeÜBcn 


100 
81,2 

56,1 

13,0 
0,0 


Äuscblag 

mit  eiaem 

ganx  httztffli 

Hammer 


100 
9t*,7 
8,9 
2,3 
1,2 
0,01 
0,0 


100 

18ü,4 

100,9 

17,3 

0,0 

0,5 

0.0 


100 

249 

242,9 

118»9 

2<J,t 

1,3 

0,0 


im 

324,; 
504,9 
504,'i 
324,7 
100,0 
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■    Für  das  Klavier  gelten  die  drei  mittlem  Kolumnen,  und  Heimholt» 
ST  die  der  mit  ^  tiberschriebenen  Hpalte  entsprechende  Kolumne  in 

i  des  c^  und  noch  huher  hinauf  gilt,  daTü  indes  in  den  viel  hohern 
\en  din  OberUJne  noch  schwächer  werden ,   In  der  eingestrichenen  Oktave 
a  gilt  die  Kolnmne  ^\,  in  dieser  ist  also  der  erste  Oberton  schon  inten- 
ir  als  der  Gmndton,  in  den  tiefem  Lagen  der  kleinen,  der  grofsen  und 
^>ktave  gilt  die  mit  ^\  ttberschriebene  Kolumne.    Die  IntensitÄts- 
Sir  L  i^   köimen   indes  je   nach   der  Güte  und   richtigen  Stellung   der 

er  betriichtUch  schwanken. 
Dafs  in  den  hohem  Lagen  die  Obertöne  so  sehr  weit  zurücktreten, 
i  hat  seinen  Grand  in  der  starkem  Spannung  und  der  Steifigkeit  der 
iViersaiten,  denn  bei  steifen  Saiten  von  einiger  Dicke  treten  dieselben 
•  sehr  ach  wach  mehr  hervor,  da  diese  Saiten  sich  nicht  leicht  in  so  viele 
terabteilungen  zerlegen,  wie  sie  zu  den  hohen  Obertonen  erforderlich  sind. 
Dafs  der  Klang  der  gestrichenen  Saiten  ein  ganz  anderer  sein  mufs 
jener  der  geschlagenen,  ergibt  sich  nai'h  den  ausführlichen  Besprechungen 
Schwingungsform  von  Violinsaiten  im  §  145  unmittelbar.  In  den  ge- 
ebenen  Saiten  ist  der  Grundton  stärker  als  jeder  der  Obertöne,  desballj 
der  Klang  der  Streichinstrumente  auch  ein  viel  vollerer  als  der  des 
viers.  Gleichzeitig  ist  aber  auch  die  Stärke  der  hohem  Obertöne,  bei 
meisten  Tönen  der  Violine  schon  von  dem  dritten  an,  beim  Violoncell 
Itlnften  an  relativ  gröfser  als  beim  KLavier,  und  deshalb  ist  der  vollere 
gleichzeitig  ein  schtlrferer.  An  welcher  Stelle  zwischen  Steg  und  Griff- ' 
ti,  man  streicht,  ist  auf  den  Klang  nicht  von  wesentlichem  Einflufs, 
m  man  dem  Grift'brett  nur  nicht  zu  nahe  kommt,  die  Stelle,  an  welcher 
1  gewöhnlich  streicht,  liegt  in  etwa  j\  der  Saitenlänge,  rückt  man  bis 
das  Griffbrett,  so  streicht  man  in  | ,  und  da  dann  der  fUnfte  und  sechste 
I  mehr  oder  weniger  fehlen,  ßo  wird  der  Klang  dumpfer. 

nf  den  Klang  der  Streichinstrumente  hat  die  Art  des  Streieliens  einen 
eben  Einfiufs;  jede  Str>ning  in  der  BogenfQhrung  hat  ein©  Diskonti- 
ät  in  den  Schwingungen  und  damit  ein  kratzendes  Geräusch  zur  Folge, 
b  bringt  bei  keinem  Instrument  die  Fülle  und  Reinheit  des  Klanges 
von  der  Geschicklichkeit  des  Spielers  ab,  als  gerade  bei  den  Streich- 
enten. Wesentlich  hängt  dieselbe  indes  auch  ab  von  der  Güte  des 
fctnunents,  dem  Bau  des  Resonanzkastens,  ein  Umstand^  auf  den  wir  später 
^h  zu  sfu'echen  kommen  werden. 

Für  die  transversalen  Schwingungen  elastiscbor  Stube  erhielten  wir 
Ausdruck 


Die  Schvringungszahlen  verhalten  sich  demnach  bei  cylindrischen  StUben 
bkt  wie  dei^  Radius  und  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Längen  der- 
ben.   In  demselben  Verhältnisse  müssen  daher  die  Tonhöben  stehen. 
Die  Versuche  von  Savart  über  die  absoluten  Schwingungszahlen  cyl 
ischer  Stäbe  haben  wir  bereits  angegeben.     Ein  Messingstab  von  0™,1 
Inge  und  2^°\i  Radius  volUHlbrte  1422  Schwingungen,  ergab  also  eil 
m,  welcher  etwas  höher  liegt  als  das  dreigestrichene  f\  ein  *  her 

pferstab  von  gleicher  Länge  und  1°^^7  Radius  ergab  eta«i 
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Die  übereinstimmiMig 


nunc'  iiW 


etwas   hi)hm   lag   als  das  tlreig6stri<^liene  c> 
Zahlen  mit  der  Theorie  haben  wir  erwähnt. 

Die  Töne,  welche  ein  schwingender  Stab  llberhatipt  geben  kann^  fan^ 
wir  verschieden,  je  nachdem  der  Stab  verschieden  befestigt  ist;  wir  unt^ 
schieden  damals  vier  Fälle,  uilmlich: 

1)  Ein  Ende  des  Stabes  ist  frei,  das  andere  ist  gaux  fest  Die  m^ 
liehen  Schwingungszahlen  werden,  ffir  die  langsamsten,  wenn  sie  der  Bd 
angehörten,  «  gleich  1  gesetzt: 

4 


N^ 


Die  Töne  nilissen  sich  demnach  bei  einem  und  demselben 
halten  wie 

1  :  9  :  25:49:81, 

wobei   aber,   wie  wir  damals  erwähnten,   die  ersten  drei  Töne  gegen 
iblgenden  äu  hoch  werden. 

Chladni ')  erhifilt  als  zweiten  Ton  einen  um  zAvei  Oktaven  und  e 
iibermSiisige  Qaint  h5heni  Ton  als  den  Grundton,  als  dritten  einen  um  e 
Oktave  mid  eine  verminderte  Quint  hohem  als  den  zweiten^  der  vierte  1 
war  dann  wieder  nahe  um  eine  Oktave,  der  fiinfte  wieder  um  eine  S«( 
höher.  Diese  Tüne  verhalten  sich  von  dem  Contra  C  als  Grundt«iii 
rechnet  wie 


c^2,  i/ivS   (k,   d^—j   h.n   U  +* 


deren  Seh wingungs Verhältnisse  sind 

t         '13        J_4  4 
-^         4  Ä 

1      Gl      18 


2SH 


36 


2J»J 
3 


ä 


57|     85i. 

Diese  Zahlen  sind  aber  fast  genau  gleich  der  im  §  142  p.  1^45  ftlr  i 
gleichen  Fall  aufgefundenen  Zahlenreihe,    Wir  können  dieselben  schreibe 

1,  OJOO  .  9,  0,702  '  25,  0,703  •  4U,  0,705  •  81,  0,705  -  121, 

der  dritten  an  gerechnet  verhalten  sich  also  die  Schwingungszahlfi 
genau  wie  die  Quadrate  der  ungeraden  Zableu, 

2)  Beide  Enden  des  8tahes  sind  frei  oder  ganz  fest.     Die  Zi 
Schwingungen  ist 


N^ 


12«  +  1)' 


M 

iSDrT 

erStf 


Die  Töne  werden  demnach  sich  verhalten  mlissen  bei  gleicher  St 
länge  wie  die  Quadrate  der  ungeraden  Zahlen  von  3  an,  wie 

9  :  25  :  49  -  • 

Besitzt  der  Stab  demnach  die  gleiche  Länge  und  sonstige  gleiclie  B 
flchaöenheit  wie  in  dem  vorigen  Falle,  so  mufs  der  tiefste  Ton  mit  4i 
zweiten  bei  der  vorigen  Befestigungs weise  zusammenfallen.  Das  ergfl« 
auch  die  Versuche  L'hladnis,  der  als  Tone  in  dieseiu  Falle  angibt 


*)  ühiaäni,  Akustik,  p.  94—103, 
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iy  wie  wir  soeben  nachwiesen,  Schwingungszahlen  besitzen,  welche  in 
m  geforderten  Verhältnisse  stehen. 

3)  Das  eine  Ende  des  Stabes  ist  aufgelegt,  das  andere  ganz  fest  oder  frei. 
In  beiden  Fällen  ist  die  Schwingungszahl 

(4n  +  l)' 
16 

Das  Verhältnis  zu  einander  ist  demnach 

25  :  81  :  169  •  •  • 

id  der  erste  Ton  mufs  um  zwei  Oktaven  tiefer  sein  als  der  dritte  Ton 
i  ersten  Falle,  wo  ein  Ende  fest,  das  andere  frei  ist,  wenn  der  Stab  die- 
Ibe  Länge  und  sonstige  gleiche  Beschaffenheit  hat,  da  wir  hier  im  Nenner 
Kih  die  Zahl  4  haben. 

Nach  der  Angabe  Chladnis  sind  die  Töne  des  Stabes 

ui  sieht,  wie  die  beiden  ersten  Töne  dem  dritten  und  fünften  Tone  des 
sten  Falles  entsprechen,  jedoch  um  zwei  Oktaven  tiefer  sind.  Eine  Be- 
slmung  der  folgenden  Schwingungszahlen  weist  auch  für  diese  das  ge- 
derte  Verhältnis  nach. 

4)  Der  vierte  Fall  ist  der  einfachste,  wenn  beide  Enden  nur  angestemmt 
d;  der  Stab  schwingt  entweder  seiner  ganzen  Länge  nach,  oder  teilt  sich 
n  Teile,  die  Schwingungszahl  ist  demnach 

Die  Schwingungszahlen  und  somit  die  Tonhöhen  müssen  sich  ver- 
ten  wie 

1,  4,  9,  16  •  •  . 

Zu  der  ersten  Schwingungsart,  wo  das  eine  Ende  fest,  das  andere  frei 
,  würden  sich  die  Schwingungszahlen  des  tiefsten  Tones,  der  «  =  1  ent- 
icht,  verhalten  wie  1  :  J,  wenn  im  ersten  Falle  der  tiefste  Ton  der 
^wingungsreihe  angehörte.  Wir  sahen  aber,  dafs  im  ersten  Falle  der 
tste  Ton  nicht  der  Schwingungszahl  ^  entspricht,  sondern  dem  Quadrate 
a  0,69686,  oder  nahezu  0,36;  die  Tonhöhe  des  tiefsten  Tones  bei  dieser 
Pestigungsweise  mufs  sich  daher  zu  der  des  ersten  Tones  im  ersten  Falle 
•halten  wie  1  :  0,36,  wie  ^.  Bezeichnen  wir  demnach  den  Grundton  im 
ten  Falle  mit  c_2,  so  mufs  der  Ton  jetzt  fis-^i  die  übermäfsige  Quart 
r  nächsthöheren  Oktave  werden, 

Chladni  bestimmte  ohne  Kenntnis  der  Theorie  die  gehörten  Töne  im 
Thältnis  zum  Grandtone  c_2  im  ersten  Falle  als 

fis^i  fiSi  gis^  fis^  d^  gis^ 
1       4      9     16   25  36, 

5  Töne  verhalten  sich  demnach  wie  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen 
d  sind  um  zwei  Oktaven  höher  als  die  entsprechenden  Töne  bei  der  ersten 
ifestigungsart,  denn  dort  hatten  wir  den  Seh wingungs Verhältnissen  9  und 
entsprechend  die  Töne  gis  und  d^. 

Die  Töne  elastischer  Stäbe  werden  selten  in  der  Musik  angewandt;  es 
>t  aofser  den  später  zu  betrachtenden  Zungenpfeifen  nur  einige  wenige, 

47* 
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m  der  Orcliestormnsik  jedoch  nicbt  gebriluchlicbe  Instrumente,  deren  Tööe 
durch  transversale  Schwingungen  elastischer  Btäbe  erzeugt  werden,    t^m 
pmktischen   Gehrauch  von  den  Schwingungen   an  einem  Ende  fester,  m 
andern   freier   ÖtÜ-be  macht  man  in  der  Eisenvioline,   welche  aus  eiseram 
Stiften  besteht,  die  in  einem  lialhkreistormigen  Steg  auf  einem  Resonaat^ 
boden  eingeschlagen  sind  und  mit  dem  Violinbogen  gestrichen  werdeiL   Aji 
bt?iden  Enden  freie  Stäbe  läfst  man  in  der  sogenannten  Strohfiedel  scliwin^n, 
Dieselbe  besteht  aus   Stäben   oder  schmalen  Streifen  von  Holz,  Glas  od#r. 
Stahl,   die   an  ihren  beiden  Schwingungakmiten,   welche  bei   dem  tiefsteifc 
Tone  auftreten,  auf  zusammengedrehtes  Stroh  oder  andere  weiche  ünteN. 
lagen   gelegt  und   mittels   zweier   Klöppel   angeschlagen   werden.     In  der: 
Mozarfcschen  Oper  „Die  ZauberdÖte'*  wird  gewöhnlich  ein  solches  Instmmenl 
als  Glockenspiel  des  Papageno  angewandt*). 

Die  Tline  schwingender  Platten  imd  Glocken  finden  in  der  Musik  ebeiv 
falls  nur  wenig  Anwendung;  die  Töne  schwingender  Platten  werden  neuen 
dings  hei  der  MilitUrmusik  gebraucht,  indem  eine  Anzahl  kleiner  SUhl- 
platten,  auf  einem  Gestell  in  ihrer  Mitte  befestigt,  mit  einem  elastiseMl 
Hammer  geschlagen  werden;  die  gespannter  Membranen  bei  den  Paukeij 
und  Tronmieln.  In  allen  diesen  FfiUen  wird  nur  der  Grundton  dieser  In- 
strumente benutzt,  der  hei  einfachen  Schlägen  entsteht.  || 

Die  Töne  der  Platten  hat  Cbladni^)  sehr  ausführlich  untersucht  aadj 
gefunden,  dafs  jedem  andern  Ton  eine  andere  Teilungsart  der  Platte  mü 
spricht,  nicht  aber  jeder  andern  Teilungsart  auch  ein  anderer  Ton,  od«« 
zwei  verschiedene  Töne  gehen  nie  dieselbe  Klangfigur,  einem  Tone  könneüj 
aber  mehrere  KlangJiguren  zukommen.     Wir  begnügen  uns  hier  einige  def? 
Chladnischen  Angaben  mitzuteilen.     Bei  einer  kreisförmigen  Scheibe  fj 
er  den  tiefsten  Ton,  wenn  die  Figur  aus  zwei  sich  kreuzenden  Durchmesi 
besteht.    Nannte  er  den  Ton  c_i,  so  ergab  die  aus  drei  sich  schneid 
I>urchmesseni   bestehende  Figur   den  um   eine  Oktave   und  eine  Sei 
höhern  Ton  d,  die  aus  vier  sich  schneidenden  Durchmessern  bestehende  f^j 
also  die  dritte  Oktave  des  ersten  Tones.     Bei  einem  Kreise  (Fig.  281  f] 
gab  die  Scheibe  ^h^  i ,  der  Ton  war  eine  überm äfsige  Quint  höher  als  d( 
Grundtnn  (Fig.  231  <5),  zwei  Kreise  gaben  ffis^  +  ,  einen  um  zwei  Oktai 
hohem  Ton.    Ein  Kreis  imd  ein  Durchmesser  (Fig,  231  f)  gab  b,  ein  Km 
und  das  Kreuz  (Fig.  231  f)  ,^i;  zwei  Kreise  und  ein  Durchmesser  oder  di( 
gleichbedeutende  Figur  231  ij  gab  e^  -^  imd  die  Figur  231  «9",  die  mit  ii"f*i 
Kreisen  und  zwei  Durchmessern  gleichwertig  ist,  gab  h^. 

Wir  haben  diese  Tüne  in  ihren  Schwingungszahlen  bereits  mit  d«f 
aus  der  Theorie  Kirchhoffs  sich  ergebenden  im  §  143  zusaunnengest*Ul>j 
auch  dort  gingen  wir  wie  hier  von  der  zwei  Durchmessern  entsprechend«» j 
Hchwingnngszahl  als  1  aus. 

Die  Folge  der  Töne  war  eine  andere  hei  quadratischen  Scheiben.  AuA 
für  diese  entwii^ft  Chladni  eme  vollständige  Tabelle  der  gehörten  T5ne, 
Das  auf  den  QuEdratseiten  senkrechte  Kreuz  gibt  den  tiefsten  Ton,  den  di^ 
transversal  schwingende  Scheibe  überhaupt  geben  kann.  Das  aus  den  Hl" 
gonalen  bestehende  Kreuz  gibt  die  Quint  des  Tones;  war  der  erstcnj  ^-i 


3  Chladni,  Akustik,  p.  98. 
•)  Chiadm  a.  a.  0.  p,  117  C 
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10  ^rd  dieser  Ton  d.  Fig.  232  jS^  zwei  Linien  parallel  einer  Seite,  eine 
linie  zu  diesen  senkredit  gibt  den  Ton  Ä,  nach  beiden  Richtungen  zwei 
linien,  Fig.  232  y  gibt  den  Ton  \  — .  Die  Fig.  232  i  gibt  den  Ton 
gis^  -f  und  Fig.  232  f  die  höhere  Oktave  des  vorigen  tjis^  +.  Fig.  232  tj 
cntspi-ach  dem  Tone  c^  und  Fig.  232  d'  der  tiefem  Oktave  des  letztem  Tones. 

Die  Unbrauchbarkeit  der  durch  Schwingungen  von  Stäben  und  Platten 
eneugten  Klänge  für  die  künstleriäche  Musik  leuchtet  nach  den  Bestimmungen 
der  Obertöne  derselben  unmittelbar  ein;  die  OberfcÖne  sind  fast  sämtlich 
unharmonisch  zum  Grundton,  sie  müssen  deshalb  die  Accorde,  in  welchen 
ie  Klänge  gebraucht  werden,  dissonierend  machen,  oder  man  muTs  die- 
selben so  anwenden,  dafs  die  Obertöne  nicht  auftreten.  Letzteres  geschieht 
bei  der  Pauke  durch  die  Verbindung  der  Membran  mit  einem  gröfsem  Laft- 
ffWim,  indem  dieselbe  über  einen  Kessel  ausgespannt  wird.  Damit  erhält 
daDB  der  Klang  das  Dumpfe  eines  einfachen  Tunes. 

Zur  Erzeugung  eines  einfachen  Tones  sind  deshalb  die  Schwingungen 
Ton  Stäben,  wie  die  der  Stimmgabel  sehr  geeignet;  Helmhol tz  hat  die 
Btimmgabeln ,  verbunden  mit  einem  Luftraum,  deshalb  vorzugsweise  zu 
üesem  Zwecke  verwandt,  besonders  weil  man  in  dieser  Weise  am  leich- 
testen auch  alle  Nebengeräusche  vermeiden  kann. 

8ohliefglich  sind  unter  den  Tönen  der  festen  Körper  noch  die  durch 
itehende  Schwingungen  hervorgebrachten  zu  erwähnen.  Wir  erhielten  als 
iäsdruck  für  die  Schwingungszahl  so  bewegter  Stäbe  im  §  144 

E 


N,= 


U 


Vt 


and  allgemein  für  alle  möglichen  Schwingungen 

Ni  die  langsamsten  Schwingungen  bedeutet  Wie  wir  femer  sahen, 
lind  auch  hier  wieder  die  verschiedenen  Befestignngs weisen  der  Stäbe  in 
Betiacbt  zu  ziehen.  Obige  Gleichung  für  iV,  gilt,  wenn  der  Stab  an  einem 
I&de  befestigt  ist.  In  gleichem  Falle  erhalten  wir  für  denselben  Stab  für 
i^  Longitudinalton 

^Kiit  für  das  Verhältnis  des  Longitudinaltones  und  des  Torsionstones 

Nt   ^  1 

Dieses   Verhältnis   gilt   gleichzeitig   für  alle   Töne   und   für  alle   Be- 
iweisen.     Der  Torsionston  mufs  also  jedenfalls  tiefer  sein  als  der 
►ägitudinalton,  mn  wie  viel,  das  hängt,  von  äsm  Werte  von  ^  ab. 

Die  Beobachtimgen  von  Chladni*)  führten  ihn  zu  dem  Schlüsse,  dafa 

ier  Ton  der  drehenden  Schwingungen  eines  Stabes,   ,,so  weit  ich  es  habe 

merken  können**,  um  eine  Quinte  tiefer  sei  als  der  Ton  bei  entsprechen- 

longitudinalen  Schwingungen.    Nach  Chladni  wären  also  die  drehenden 

wingnngen  genau  ^  der  longitudinalen.     Savart^)  fand,   dafs  der  Ton 


»)  aiadni,  Akustik,  p.  110. 

*)  In  Foi88on^  M<5moire  Bur  les  Mouvementa  dea  Corpa  ^lÄstiqae«.  Mömoirea 
TAcad.  de  Fraace.  Tome  VKl.  p.  466. 
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bei  den  drehenden  Scli^nngungen  nahezu  eine  Sexte  tiefer  war  als  bei  den 
loDgitndinalen,  oder  dafs 

N  =  0,6000  N\ 

Wertlieim^)  fand  den  Longitudinalton  um  etwas  mehr  als  eine  klöBÄj 
Sext  hiihor  wie  den  Torsionston,   N'^  1,635  N  im  Mittel.    Auf  diej 
deutung  dieses  Tonverhilltnisses  zur  Bestimmung  des  Wertes  vou  ft 
wir  schon  hingewiesen. 

Die  Torsionstöno  werden  in  der  Musik  uiemals  angewandt,  sie  bkü 
daher  nur  eiu  theoretisuhes  Interesse. 


Fig.  2«8. 


Vi«.  i^'X 


g  162. 

Töne  durch  SchwingUBgen  luftförmiger  Körper.  Eine  Art.  Tun- 
erzeugung  dmrt'h  Schwingungen  Inf t förmiger  oder  flüssiger  Körper  h*ljen  I 
wir  hei  BetrachLimg  der  Sirene  kennen  gelernt  Von  viel  höherer  Bedeutun^t 
sind  aber  die  Tune,  welche  durcli  stehende  Schwingungen  von  LiiftsäTileii 
erregt  werden.  Die  grolste  Zahl  der  Blat^instrumente  imd  die  meisteu 
Register  der  Orgel  erzeugen  ihre  Töne   auf  diese  Weise,     Als  Tjpas  d« 

Blasinstrumente  können  wir  die  Urgfl- 
pfeifen  betrachten  und  an  diesen  die 
Bildung  und  die  Heihe  der  Töne  unter- 
suchen. 

Die  Orgelpfeifen  zerfallen  in  xwei 
Klassen,  die  Labialpfeifen  und  die  Znngöo- 
lifeifen.  In  ersteren  wird  die  schwingende 
Bewegung   nur   durch    einen    Luftstroin 
bewirkt  ohne  ZuhElfenahme  eines  festen 
Körpers,    der    Ton    ist    daher   nur  rm 
der    schwingenden    Luftsäule    abhilogig;] 
letztere  sind  eine  Kombination  elastiscberi 
Streifen  und    schwingender    LuJtsauI^o,! 
ihr  Ton  wird  durch  beide  Scbwingimg«' 
arten  bedingt;  wir  werden  sie  demnächst 
besonders  betrachten. 

Die Labiaipfeifen (Fig. 268 und 269)  . 
bestehen  aus  einem  Fufse  o,  welcher  iofl 
die  Mündung  eines  Windkastctv 
wird  und  durch  welchen  der   L 
in    den    Kaum   b  unter  der  Bodcnpiatt« 
der  Bohre  eintritt.    Die  Bodenplatl«  Wst 
an  der  Seiten  wand   einen   Spalt,  diirel» 
weh^hen  der  Luftstrom  austritt,  um  i^*^^  * 
an  der  obern  Lippe  /,  welche  die  in  der  j 
Seitenwand  gelassene  Mundspalte  Im  nach  obeu  begrenzt,  zu  teilen.  Dattli 
den   teilweise   in   die   Röhre   dringenden   Luftstrora  wird   nun   die  hx  der  ! 
Röhre  zAinikcbst  über  der  Mundspalte  befindliche  Luft  nach  oben  getrieben  1 
und  verdichtet    Diese  Verdichtung  bewirkt  dann,  dafs  die  Luft  nicht  roelir 

*)  ll'cri/idm,  Annales  de  t!\i\m.  ^K,  ^^  ^V^%.  \ll.  S<&de.  T   L.  p.  2«2, 
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in  die  Bohre  eindringt,  sondern  nur  vorbeistreicht,  dadurch  dehnt  sich 
die  vorher  verdichtete  Luft  wieder  aus  und  kehrt  nach  unten  zurück, 
worauf  dann  neue  Luft;  in  die  Rohre  dringt  und  eine  neue  Verdichtung  ver- 
aalafet.  Die  Luft  erhält  also  zunächst  an  der  Mundspalte  eine  hin  und  her 
gehende  Bewegung.  Diese  pflanzt  sich  in  der  Luftsäule  der  Bohre  fort  und 
irird  an  der  obem  Grenze  refiektiei-t.  Durch  diese  in  entgegengesetzter 
Biehtung  in  der  Bohre  sich  fortpflanzenden  Bewegungen  wird  die  Luftsäule 
der  Bohre  in  stehende  Schwingungen  versetzt  und  gibt  einen  Ton,  der  ver- 
schieden ist  nach  der  Länge  der  Bohre  und  nach  der  Art  des  Verschlusses 
an  der  obem  Grenze^). 

Die  Schwingungen  der  Luft  in  der  Bohre  R  sind  longitudinale 
Schwingungen;  ist  die  Pfeife  gedeckt  (Fig.  269),  so  tritt  an  der  obem 
Grenze  eine  Beflexion  derselben  mit  Änderung  des  Vorzeichens  ein,  der 
ankommende  Wellenberg  wird  als  Wellenthal  reflektiert  und  das  dem  an- 
kommenden Berge  folgende  Wellenthal  als  Wellenberg.  Gerade  wie  bei  den 
loi^itudinal  schwingenden,  an  einem  Ende  festen,  am  andern  Ende  freien 
Stehen  wird  daher  die  ganze  Luftsäule  zugleich  hin  und  her  schwingen 
klhinen,  wenn  die  Impulse  an  der  Lippe  sich  so  folgen  oder  die  Schwingungs- 
.  daner  T  so  ist,  dafs  der  Wellenberg  bis  zur  Wand  sich  fortgepflanzt  hat, 
W&hrend  die  Luftschicht  bei  l  \  Schwingung  zurückgelegt  hat.  Es  entsteht 
äaim  nach  §  147  eine  stehende  Welle,  deren  Länge  gleich  ist  dem  Doppel- 
^ien  der  Böhrenlänge.  Da  die  stehende  Welle  halb  so  lang  ist  als  eine 
Sleiehzeitig  schwingende  fortschreitende  Welle,  so  ist  die  Länge  der  Pfeife 
SWch  einem  Viertel  der  gleichzeitig  schwingenden  fortschreitenden  Welle. 
^^Qieichnen  wir  daher  die  Länge  der  Bohre  mit  ^,  so  wird  die  Schwingungs- 
^aner  dieser  Welle 

r=4r  '^^^ 


oder  wenn  wir  nach  §  146  die  Werte  für  d  und  e  einführen, 


T^il-Y- 


8 

ÜVgk' 

"Worin  H  die  Höhe  des  Barometers  in  Centimetem,  <s  die  Dichtigkeit  des 
Quecksilbers,  s  die  dem  Drucke  lltsg  entsprechende  Dichtigkeit  der  Luft 
Xind  h  =  1,405  den  konstanten  Koefficienten  bedeutet,  mit  dem  wir  den 

Quotienten  -^  multiplicieren  mufsten,  um  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

^r  Wellenbewegung  zu  erhalten. 

Für  die  Schwingungszahl  erhalten  wir  demnach 


K-irV^F^^-- 


42 


Da  das  Labialende  der  Bohre  die  Stelle  ist,  wo  die  Bewegung  erzeugt 
wird,  so  kann,  da  an  dem  gedeckten  Ende  immer  ein  Seh wi"«»"" «»«knoten 
entstehen  muTs,   in  derselben  keine  stehende  Schwingung  h  n 

Lftnge  gleich  ist  der  Länge  der  Bohre,  indem  dum  '~~ 


1)  Über  die  Erregung  der  Sohwingoi^en  in 
Poggend.  Ann.  Bd.  CUI,  Stravha,  Wiad* 
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die  reflektierte  Bewegung  die  neu  erregte  yemichten  würde, 
durch  stärkeres  Blasen  in  dem  Fufse  der  Bohre  die  Impulse  bei  m  jttAu 
auf  einander  folgen,  so  wird  keine  stehende  Schwingung  entstehen  ktaa, 
wenn  sich  die  Bewegung  bis  zur  obem  Wand  fortgepflanzt  hat,  wilmri 
die  erste  Schicht  eine  halbe  Schwingung  zurückgelegt  hat,  wenn  swk  ah» 
zugleich  von  der  Wand  und  von  dem  Labium  Wellenthüler  oder  WeDfli- 
berge  in  der  Bohre  fortpflanzen,  da  dann  eine  stehende  Welle  sieh  büte 
würde  von  der  Länge  der  Bohre,  sji  dem  Labium  somit  ein  Schwingm^ 
knoten,  ein  Ort  immerwährender  Buhe  entstände. 

Folgen  sich  aber  die  Impulse  so  rasch  auf  einander,  dafs  die  schwingodi 
Bewegung  erst  dann  den  Boden  der  Bohre  erreicht  hat,  wenn  die  ante 
Schicht  f  ihrer  Schwingung  zurückgelegt  hat,  so  dafs  also  zugleich  von  dar 
festen  Wand  ein  Wellenberg,  von  dem  Labium  die  zweite  Hälfte  dn« 
Wellenthals  sich  fortpflanzt,  so  bilden  sich  stehende  Wellen,  deren  Linga 
i  von  der  Böhrenlänge  betragen,  in  der  Bohre  bildet  sich  ^  der  Länge  vom 
Labium  entfernt  ein  Schwingungsknoten  und  an  dem  Labinm  befindet  sA 
die  Mitte  einer  stehenden  Welle,  ein  Schwingungsmaximnm.  Die  Schwingaogs- 
dauer  dieser  Welle  wird 

und  die  Schwingungszahl 

Weiter  können  Schwingungen  in  der  Bohre  stehende  werden,  dem 
Wellenlänge  ^,  4^,  ^  von  der  Länge  der  Bohre  beträgt,  ans  denen  alM 
durch  die  Interferenz  der  eintretenden  und  der  reflektierten  Bewegoag 
stehende  Wellen  von  der  Länge 

entstehen  (§  138).    Die  Schwingungszahlen  dieber  Wellen  sind 

w  

oder  allgemein,  es  können  sich  in  der  Bohre  stehende  Wellen  bilden  mit 
der  Schwingungszahl 

jr-(2n-l).-l-. 

worin  n  jede  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  bedeuten  kann. 

Ist  somit  der  Grundton  der  Bohre  Ci,  so  sind  die  Töne,  welche  vir 
mit  dieser  Bohre  erhalten  können, 

13    5     7     9. 

Man  kann  sich  leicht  von  der  Bichtigkeit  dieser  Folgenmgen  ül)e^ 
zeugen.  Denn  bläst  man  eine  gedeckte  Pfeife  nur  schwach  an,  so  eiUtt 
man  den  tiefsten  Ton,  den  sie  geben  kann,  bläst  man  stärker,  so  eiUÜ 
man  die  Quint  der  nächsthohem  Oktave,  weiter  die  Ten  der  folgvAi 
Oktave  u.  s.  f.,  wie  es  die  Er'  ^icklung  der  Schwingnngsgeseiie  vnlangt 

Die  Grundtöne,  welche  ver  'i^den  lange  Pfeifen  geben  kOnnsii,  Un^ 
von  der  Länge  der  Pfeife  ab,  ima  i5w..r  sind  nach  den  obigm  ~ 
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wiß   imch   der   Erfalirung   die   Scbwingungszahlen   der  Länge  der 

;' umgekehrt  proportional.     Man  kann  daher  leicht  durch  Herstellen 

feifenreihe   von   verschiedener  L^ge  sich   die  ganze   Tonleiter  mit 

ren  Tönen  verschaffen. 

Indes  findet  man,  dafs  in  diesem  Falle  sich  die  Tone  nicht  genau  um- 

wie  die  Längen  der  Pfeifen  verbalten,  dafs  je  nach  der  Gestalt  und 

des  Mundlochs  und  des  Querschnittes  der  Pfeife  die  Töne  mehr  oder 

▼on  der  Theorie  abweichen.    Noch  deutlicher  tritt  das  hervor,  wenn 

Ton  theoretisch  berechnet,  den  die   Pfeife  bei  gegebener  LtLnge 

soll.    Kach  §  146  ist 


V 


Hag 


At  =  331  80*^  =  331,8"", 

lusgesetzt,  dafs  die  Luft  eine  Temperatur  von  0^  hat, 
Ist  daher  die  LUnge  der  Rohre  in  Metern  angegeben 
der  Rubre  eine  Schwingimgszahl  haben 

331,8 


f,  90  soll  der 


N  = 


Der  Versuch  gibt  aber  stets  einen  etwas  tiefern  Ton,  dessen  SchwingungassaU 

^_  331,8 
'^  —  A{l  +  x)  ' 
Ltscavius^)  hat  nachgewiesen,  dafs  unter  Übrigens  gleichen  Umständen 
Vertiefung  des  Tones  mit  der  Weite  der  Röhre  zunimmt,  und  Wert- 
^)  hat  gefunden,  dafö  die  GrÖfse  x  bei  gleichgearbeit^iem  Mundstücke 
Durchmesser  der  Pfeife  proportional,  bei  gleichem  Mundstück  und 
lebem  Durchmesser  aber  von  der  Lüngö  der  Pfeife  unabhilngig  sei.  Der 
£ufs  auf  die  Tonhöhe  ist  daher  um  so  gröfser,  je  kleiner  l  ist.  Ferner 
von  wesentlichem  Einflüsse  Form  und  GrÖfse  des  Mimdstttckes, 

Diese  Angaben  Über  die  Umstiinde,  welche  die  Grofse  x  beeinflussen, 
^en  uns  Aufschlufs  über  die  Ursache  der  Abweichung  der  beobachteten 
von  der  Theorie. 

Die  theoretische  Entwicklung  setzt  nämlich  voraus,  dafs  die  ganze  un- 
Schicht  zugleich  in  Vibrationen  gerate,  und  sich  die  Schwingungen 
in  einfach  von  Schicht  zu  Schicht  fortpüanzen,  femer  dals  die  Pfeife 
ihrem  untern  Ende  ganz  offen  sei.  Beides  ist  nicht  der  Fall,  da  der 
Itatrom  zunächst  nur  die  in  der  Nahe  der  Lippe  liegenden  Teile  der 
thsten  Schicht  nach  oben  hin  treibt,  und  dann  erst  die  entfernteren  in 
iwingiing  versetzt  werden,  und  da  andererseits  die  Mundspalte  die  Pfeife 
ten  nur  teilweise  öffnet.  Durch  letzteren  Umstand  treten  auch  am  Boden 
*  Pfeife  partielle  Reflexionen  ein,  welche  bewirken,  dafs  sich  nicht  gerade 
Boden  der  Pfeife  das  Schwingungsmaximum  bildet  und  dafs  deshalb 
r  erste  Knoten  nicht  genau  um  \  L^  wenn  wir  mit  L  die  Wellenlänge 
!  schwingenden  Bewegung  bezeiclmen,  von  der  Mundspalte  entfernt  ist, 
«lem  um  etwas  weniger,  oder  mit  anderen  Worten,  dafs  die  beim  Grund* 
ich  bildende  Welle  nicht  genau  gleich  dorn  Vierfachen  der  Pfeifen- 
Ist,  sondern  etwas  länger. 

/üoovii»,  Foggend.  Ann.  ßd.  LVIII  und  LX. 

Wertheim y  Ann,  de  ohitn.  et  de  phys.    IIb  B6ne.    Tome  XXIll.   Foggend. 
B<L  LXXVll. 
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Mit  dieser  Entwicklrmg  stimmen  die  Angaben  von  Wertheim  ülMr 
die  Gröfse  x  vollkommen  überein,  denn  die  einzige  Stönmg  liegt  soiudi  k 
der  Anwesenheit  des  Bodens;  es  mnüs  daher  bei  gleichen  sonstigea  Yff- 
hältnissen  x  von  der  Länge  der  Pfeife  unabhängig  sein,  feriMr  aber  mnlii 
um  so  gröfser  sein,  je  gröfser  der  Querschnitt  der  Pfeife  ist;  denn  da  d» 
Mundloch  immer  nur  an  der  einen  Seite  der  Pfeife  ist,  wird  auch  die  Ffeilb 
an  der  untern  Seite  um  so  weniger  offen,  je  gröfser  der  Querschnitt  der 
Pfeife  ist.  Je  vollkommener  aber  das  Mundloch  ist,  um  so  mehr  mnÜB  aoek 
die  Störung  zurücktreten. 

Man  kann  sich  auch  durch  direkte  Beobachtung  von  der  fiichti||^ 
dieser  Erklärung  überzeugen.  Bringt  man  eine  Pfeife  zum  Tönen,  wdebi 
anstatt  eines  festen  Deckels  einen  verschiebbaren  Stempel  hat,  und  eneogt 
man  z.  B.  den  vierten  Ton  mit  der  Schwingimgszahl 


N^ 


so  erhält  man  daraus 


4  (?  +  ^)  ' 
c 


40  +  ^)  =  Tj^ 


Bestimmt  man  nun  auf  irgend  eine  Weise  die  Schwingungszahl  3f  des 
gehörten  Tones,  so  kann  man  mit  Hülfe  des  berechneten  c  die  Grofee 

\{l  +  x)  =  \L 

oder  die  Wellenlänge  L  des  gehörten  Tones  erhalten.     Die  Lilnge  der 
stehenden  Wellen  ist  nun  gleich  ^  L  oder 

Dieser  Ton  ist  der  vierte  Ton  der  Röhre  von  der  Länge  l\  verklirKB 
wir  die  Röhre  um  ^f  0  +  a;)  dadurch,  dafs  wir  den  Stempel  tiefer  in  dk 
Röhre  einschieben,  so  erhalten  wir  eine  Röhre,  deren  dritter  Ton  gleiA 
dem  vorigen  vierten  sein  mufs ,  verkürzen  wir  nochmals  um  ^f  (i  +  ^)t  * 
mufs  jetzt  der  zweite ,  und  verkürzen  wir  nochmals  um  ij  (/  + 1)»  ^ 
Grundton  mit  dem  frühem  übereinstimmen.    Der  Versuch  zeiirt  dieses  n» 

i 
in  der  That ,  so  dafs  dadurch  feststeht,  die  einzelnen  Knoten  stehen  um  -r 

von  einander  ab;  der  erste  Knoten  aber  um  weniger  als  —  von  der  Mund- 

öflnung,  die  Wellenlänge  des  Grund tones  ist  also  gröfser  als  die  vierW* 
Länge  der  gedeckten  Pfeife^). 

Dulong^)  wandte  dieses  Verfahren  an,  um  die  Gröfse  x  experimentell 
zu  bestimmen;  er  nahm  eine  Pfeife  mit  Stempel  und  erzeugte  z.  B.  d« 
vierten  Ton;  dann  verschob  er  den  Stempel,  bis  der  dritte  Ton  gleidide» 
vorigen  vierten  Ton  war  und  erhielt  durch  Messung  der  Verschiebung  die 
Gröfse  l  +  X  oder  die  Länge  der  den  Ton  erzeugenden  stehenden  Wdl«- 
Er  benutzte  diese  Versuche,  wie  wir  später  sehen  werden,  um  die  Gröfse« 
durch  Beobachtung  zu  erhalten. 


>)  Hopkins  Transakt.   of   the  Cambridge  PhiloBopbical  SoeuAy.   ^oL  V 
Poggend.  Ann.  Bd.  XLIV. 

*)  Duhng ,  Annalea  d«  cYim«  «t  d«  ^hya.  f.  XLI.  Poggnd.  Auu  Bd.  X^ 
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Wertheim  ^)  wandte  ein  anderes  Verfahren  an,  um  die  Grofse  x  zu  be- 
stimmen. Er  nahm  cylindrische  Pfeifen,  die  aus  mehreren  Stücken  zu- 
sammengesetzt waren,  welche  mittels  Schrauben  an  einander  befestigt  werden 
bimten  (Fig   270).     Der  Deckel  k  war  mit  einem  gleichen  Schrauben- 


0 


gewinde  versehen,  um  jedes  Stück  der  Pfeife  gedeckt  machen  zu  können. 
Auf  diese  Weise  konnte  also  Wertheim  Pfeifen  herstellen,  welche  bei  ge- 
naa  gleicher  Weite  und  gleichem  Mundstück  sich  nur  durch  ihre  Länge 
Z„  /yj  .  .  unterschieden. 

Wurde  nun  die  Pfeife  bei  einer  Länge  L^  zum  Tönen  gebracht,  so 
hatte  der  erste  Ton  eine  Schwingungszahl  N^  und  jp  war 

V  = ^ 

'         4  (L,  +  X) 

Wurde  die  Pfeife  nun  durch  Ansatz  eines  Stückes  h  auf  die  Länge  L2 
gebracht  und  wieder  der  erste  Ton  erzeugt,  so  hatte  dieser  eine  andere 
Schwingungszahl  N2  und  es  war 

^2  4  (Z,  +  ^)  ' 

aus  diesen  beiden  Gröfsen  läfst  sich  x  ohne  Kenntnis  von  c  direkt  erhalten, 
denn  daraus  folgt 

4.N,(L,+x)  =  ^N,{L,  +  ,^ 

Wertheim  teilt  in  seiner  Abhandlimg  eine  Anzahl  von  solchen  Werten 
X  ftlr  verschiedene  Pfeifen  mit,  wir  lassen  einige  folgen,  um  die  Bedeutung 
derselben  zu  überblicken. 

Werte  von  x  für  verschiedene  Pfeifen  in  Luft 
von  der  Temperatur  11,5  Grad  C. 


Material  der  Pfeife 

DarchmOBscr 

LäDge 

Werte  von  x 

1 
1 

Blei 

Messing 

Glas 

Zink 

^Glas 

MlUimet«! 

20 
24 
20 
42 
40 
20 
10 
20 
50 
17 

MiUimeter 

62 
107 
120 
120 
298 
281 
288 
256 
668 
875 

Millimeter 

30,7 
34,8 
27,1 
68,1 
60,0 
28,5 
17,0 
32,0 
66,1 
40,0 

")  Werfheim  a.  a.  0. 
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Vorstehende  Tabelle  läfst  erkennen,  dafs  der  Wert  der  Beriehtig«| 
von  der  Weite  der  Bohre  abhängig  ist,  cUtOs  aber  auch  bei  Bohren  glMtai 
Weite  der  Wert  von  x  verschieden  sein  kann,  infolge  verschiedener  Wdi 
des  Mundstückes. 

In  einer  weitem  Untersuchung  hat  deshalb  Werüieim  ^)  die  Abhiigf* 
keit  von  x  von  diesen  Umständen  zu  bestimmen  versnoht  und  gelangt« 
folgender  Beziehung  fCLr  x.  Nennen  wir  die  Breite  der  Bohre  B^  die  Dkb 
derselben  D  und  den  Querschnitt  ^  •  D  •»  5,  femer  den  Qnerschmti  im 
Mundöffhung  5,  so  wird  x 

Hat  die  Bohre  anstatt  eines  rechteckigen  einen  kreisförmigen  Dnnh> 
schnitt,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Summe  J?  -|-  D  der  Ausdruck  2  ^S.  Dv 
Faktor  c  in  dem  Ausdrucke  bedeutet  eine  Eonstante,  welche  mit  doi 
Material  der  Bohre  ei^LS  veränderlich  ist,  ihr  Wert  ist  ftbr  Metall  oder  Gin 
0,210,  ftlr  Holz  0,240.  In  wie  weit  die  so  berechneten  Werte  von  x 
den  aus  den  Schwingungszahlen  der  beobachteten  Töne  abgeleiteten  flbe^ 
einstinunen,  zeigt  folgende  kleine  Tabelle;  zu  den  in  ihr  mitgeteilten  V»- 
suchen  wurden  cjlindrische  Pfeifen  benutzt. 

Werte  von  x  bei  versehiedenen  Pfeifen  mit  versehiedeiei 
MnndSibiuigen. 

c  —  0,210, 


Material 
der  Wand 


VW 


Tempera- 
tur 


Länge 
der  Pfeife 


berechnet 


Messing . 


Messing . 


Messing . 


35,45 


17,72 


8,86 


Glas, 


Blei 


I 


17,72 

17,72 
21,27 
17,72 
37,22 


60,0 


36,0 


13,7 


30,0 

36,0 

54,0 

63,0 

140,0 


9^0  C. 
9^,9 
21^0 

9^3 

11^5 

» 


298,0 
631,0 
965,0 

97,5 
190,0 
281,0 

88,0 
188,0 
288,0 
100,0 
256,1 
231,0 

62,0 
110,0 
120,0 
120,0 


79,6 


26,9 


11,1 


29,7 

26,9 
31,4 
20,8 
69,8 


96,9 
84,0 
96,9 
31,7 
97,9 
39«8 
17,7 

IM 
31,9 
37,7 

3M 
30,7 
39,9 
95,8 
684 


Die  Überemstimmimg  zwischen  Beobachtung  und  Bechnnng  iit  iDK' 
dings  nicht  vollkommen,  jedoch  so  annähernd,  dafs  man  diese  ans  da  ^v* 
BQchen  abgeleitete  Formel  zu  den  Bechnongen  benatzen  kun. 


')  Wertheim,  Annales  de  ohim.  et  de  phyt.  IIL  S6ri».  T.  ZZXL 
/oomaL  Bd.  IL 


stm 
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Dafä  die  bereclmeten  Werte  meist  kleiner  sind  als  die  beobachteten, 

»einen  Grnnd  asnm  Teil  darin,  dafs  Wertheim  die  Geschwindigkeit  des 

lalles  in  Bohren  jener  in  freier  Luft  gleich  setzt ^  was  nach  den  neueni^ 

iter  zu  bespreohendeD  Erfahi-ungeti  von  Knndt  nnd  Regnaolt  nicht  mehr 

tattet  ist. 

Den  Einflufs  der  Form  nnd  GrÖfae  der  Mundoflnung  benutzt  man  bei 
i  Ofgel|ifeiJ'en  dazu,  um  den  Ton  der  Pfeife  etwas  scu  stimmen,  wenn  die 
life  nahezu  den  richtigen  Ton  angibt.  Zu  dem  Ende  sind  neben  der 
imdnfiniing  an  den  Seiten  zwei  verschiebbare  Lappen  angesetzt,  welche 
itatten,  dieselbe  etwas  breiter  oder  schmäler  zu  machen,  und  so  die  Ton* 
ie  zu  verändern. 

Die  Trine  einer  offenen  Pfeife  sind  andere,  als  die  einer  gedeckten 
life  von  gleicher  Länge;  der  Gnindton  einer  uÜ'enen  Pfeife  ist  die  höhere 
|s?e  des  Grundtones  der  gleichen  gedeckten  Pfeife,  so  dafs  also  die 
iwiogungäjsahl  N  des  Tones  gleich  ist 

N  = 


Töne  offener  Pfeifeo. 
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c 


Aulser  dem  Grundtone  können  auch  alle  Töne  erzeugt  werden,  welche 
Beibe 

€ 


N=n  . 


2  2 


Sßprechen,  also  wenn  wir  den  Grund  ton  mit  r_i  bezeichnen,  die  Töne 

c— I  c  0  Ci  Ci  gi 
1    2  3  4  5    G 

ir  gehen  wir  von  dem  Onrndtone  der  gedeckten  Pfeife  gleicher  Länge  t*_a 
1  aus,  die  Töne 

2  4  6  8  10  12. 

Der  erste,  dritte ,  fUnffce,  überhaupt  (2  ?j  —  1 )  Ton  ist  also  die  nächst 
i0re  Oktave  der  ersten,  zweiten  etc.  (2*1  —  1)  Tones  der  gedeckten  Pfeife*, 
Ijerdem  gibt  dann  aber  auch  die  offene  Pfeife  die  dazwischen  liegenden 
tue  2  n. 

Die  offene  Pfeife  ist  dem  longltudinal  schwingenden,  an  beiden  Enden 
iden  Stabe  zu  vergleichen;  die  an  das  offene  Ende  gelangenden  Schwingungen 
irden  reflektiert,  weil  die  Luft  aufserhalb  der  Pfeife  freier  beweglich 
fd  deshalb  gewissermafsen  düaner  ist  als  im  Innern  der  Pfeife.  Die 
wegung  wird  demnach  obne  Ändonmg  des  Vorzeichens,  der  ankommende 
«llenberg  als  Wellenberg,  das  ankommende  Weltentbai  als  Wellentbal 
ektiert.  Die  erste  mögliche  Schwingungsart,  welche  in  der  Köhre  stehende 
illen  erzeugen  kann,  ist  daher  diejenige,  deren  Wellenlänge  gleich  ist 
Doppelten  der  Röhrenlänge.  Eine  Schwingung  z.  B.,  deren  Länge  wie 
den  gedeckten  Pfeife»  die  vierfache  Pfeifenlänge  hätte,  würde,  wie  man 
ht  nach  §  138  und  147  entwickelt,  an  der  Mundiiiffnung  einen  Schwingungs- 
lOien  zur  Folge  haben,  würde  also  ftla^o^ahanAft  WaIIa  i^  der  Pfeife  sich 
fht  erhalten  können. 

Biejenige  Bchwingungsbewiip  ^^^^^^^^^^^■^JfUB^te  Pfeifen- 
ige betrtigt,  erzeugt  dagegcr 
pieji  tmd  bildet  tAs  steh«; 
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LüJige    gleich    der    Länge    der    Pfeifen    ist.     Die    SchwinguxigsdattßT  oud 
Schwingungszahl  ist  demnach 

Eine  schwingende  Bewegong,  derca  Welle  so  lang  ist,  als  die  Lüo^ 
der  Pfeife  I  erzeugt  in  der  Pfeife  zwei  Schwingungsknoten ,  welche  von  d«i 
Enden  der  Pfeile  um  \  Pfeifeiilänge  entfernt  sind.  Zwischen  ihnen  heikdet 
sich  eine  stehende  Welle  von  der  Länge  ^  /,  und  von  jedem  ÖchwingtmgS' 
knoten  his  zum  Knde  eine  halbe  Welle  von  der  Länge  [  l;  an  beiden  Endm 
befinden  sich  also  Schwingungsmaxima.  Es  wird  überflüssig  sein,  die  weit«ni 
Teilungen  der  Pfeife,  welche  den  TC5nen  p,,  Cj  •  •  entsprechen,  abr^  '  - 
da  dieselben  nach  den  Entwicklungen  des  §  138  und  147  unn 
hervortreten. 

Für  die  offenen  Pfeifen  gilt  das  früher  über  den  Einflufs  des  Mnod* 
lochs  Gesagte  gerade  wie  für  die  gedeckte  Pfeife  ^  auch  bei  diesen  ist  de<m- 
narh  die  LJlnge  der  Welle  länger  als  das  Doppelte  der  Bdhre  oder 

N  = 


2{l  +  x)  ' 

nnd  zwar  muls  diese  Gröfee  x  hier  ganz  dieselbe  sein,  wie  bei  der  ge- 
deckten Pfeile,  Vergleicht  man  nun  die  so  berichtigte  SchwingungszahUV 
mit  derjenigen  N*  der  gedeckten  Pfeife,  so  mülste 

oder  der  Ton  der  gedeckten  Pfeife  soll  genau  die  tiefere  Oktave  des  Tones 
der  oifenen  Pfeife  sein.  Indes  bort  man  bald  bei  einem  Versiiehe,  dafs  d&i 
nicht  der  Fall  ist^  dafs  der  Ton  der  offenen  Pfeife  immer  etwas  tiefer  ist 
als  die  hühere  Oktave.  So  fand  Wertheim  bei  einigen  Versoclien,  dafs  bei 
einer  Pfeife  von  24"™  Durchmesser  der  gehörte  Ton  bei  der  offenen  Pfeifd 
sich  zu  dem  Tone  2iS^  verhielt  wie  23  sa  24,  und  in  einem  andern  Falle 
bei  einem  Durehmesser  von  50*""  wie  43,9  :  46,1,  dem  Ton  abo  TerhÄltnis- 
mäfsig  noch  tiefer. 

Es  mufs  daher  bei  der  offenen  Pfeife  noch  ein  anderer  Umstand  störeni 
einwirken,  der  die  gehörten  Töne  von  der  Theorie  abweichend  macht  Wert- 
heim sieht  denselben  darin,  dafs  die  Reflexion  der  schwingenden  Bewegung 
Bieht  ganz  genau  in  dem  obem  Querschnitt  der  Röhre  stattfindet,  sondem 
dafs  sich  die  schwingende  Bewegung  noch  ein  klein  wenig  über  diesen 
Qaersehnitt  hinaus  erstreckt,  die  schwingende  und  U*»nende  Luftsäule  tlw 
etwas  länger  wird,  als  die  Theorie  annimmt  Dafs  diese  kleine  YerUngening 
stattfindet,  davon  kann  man  sich  durch  den  Tersuch  überzeugen,  denn  blÜ 
man  ganz  nahe  über  die  O&ung  der  R^hre  eine  feine  schwach  ge$pasnl< 
und  mit  Sand  bestreute  Membran,  so  sieht  man  an  dem  Hüpfen  de5  San^ 
die  Ausdehnung  der  Bewegung  über  der  Pfeife.  Um  den  Ton  der  offen«'^ 
Pfeife  genau  im  Yerh&ltnis  zur  Lftnge  der  Pfeife  zu  besümmen,  mufs  man 
daher  ftlr  die  Sebwingmigszahl  desselb^  setzen 

K  = 


SiiMimie  der  beiden  Benchtigungen  x  -|-  |f  m 
mm  gerade  ao,  wie  bei  den  gedeckten  Pfei^Biw 


Berichtigung  an  offenen  Pfeifen. 
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lind  Xj   und  L^   die  Länge   zweier  verschiedener  Pfeifen  von  genau 
3m  Durchmesser,  N^  und  N^  die  Schwingungszahlen  ihrer  örundtöne, 
man  gerade  wie  vorhin 


araus  nach  Elimination  von  c 


JV,  L^  —  N,  X, 


usdruck,  der  dem  vorigen  für  x  ganz  analog  ist. 
?'ür  den  Wert  a;  +  y  gelang  es  Wertheim  ebenfalls*)  eine  von  dem 
^hnitt  der  Bohre  und  der  Gröfse  der  Mundöffnung  abhängige  Beziehung 
inden.  Bedeuten  wieder  B  die  Breite ,  D  die  Dicke  der  Röhre ,  ist  8 
aerschnitt  derselben  und  s  der  Querschnitt  der  Mundö&ung,  so  gibt 
die  Korrektion  der  Pfeifenlänge  den  Ausdruck 

^  +  j,  =  e,(B  +  i))  (2 -l/f +  ]/!), 

q   eine   von  dem  Material  d^r  Bohre  unabhängige  Eonstante  ist, 
5h  q  =  0,187. 

n  folgender  Tabelle  ist  eine  Anzahl  von  Versuchen  Wertheims  zu- 
3ngestellt,  welche  zeigen,  dafs  die  für  offene  Pfeifen  an  der  Länge 
ben  anzubringende  Korrektion  in  der  That  mit  grofser  Annäherung 
obige  Gleichung  wiedergegeben  ist.  Die  benutzten  Pfeifen  sind  auch 
zylindrische,  so  dafs  an  Stelle  von  JB  +  D  in  jener  Gleichung  ein- 
en ist  y~s. 

Tabelle  der  Korrektionen  an  offenen  Pfeifen. 


aterial 

Vs- 

Tempera- 

Länge 

Eorsektion        II 

:  Röhre 

tur 

der  Pfeife 

benchnet 

b«obMbtet 

r        332,5 

-   •■•  

65,1 

jsing.  .  . 

35,45 

120,0 

8'',0CJ 

666,0 
L      1000,5 
r        332,5 

65,4 

67,4 
68,6 
88,9 

jsing.  .  . 

35,45 

60,0 

26»,6 

666,0 
i      1000,5 
f          97,5 

84,2 

84,8 
87,8 
28,0 

ssing.  .  . 

17,72 

36,0 

9»,9 

190,0 
i       281,0 
1          88,0 

30,6 

28,0 
28,1 
18,0 

ssing.  .  . 

8,86 

13,7 

21,00 

188,0 
l        288,0 

13,2 

22,1 
19,0 

iS 

17,72 

30,0 

17",0 

100,0 
245,0 

32,7 

39,1 
35,9 

li 

21,27 

54,0 

110,5 

110,0 

36,6 

37,1 

')  Werthem,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  III.  S^rie.  Tome  IX!^.  ^xXsvä^G^ 
iL  Bd.  lt. 


Wie  man  siebt,  stimmen  bei  offenen  Pfeifen  die  n&cb  j 
berechneten  Korrektionen  mit  den  beobachteten  znm  Teil 
bei  gedeckten  Pfeifen,  ao  dafs  man  bei  jenen  durch  die 
grofser  Annäherung  richtige  Hesuliate  erhult*}. 

Da  nach  diesen  Erfahrnngen  die  schwingende  Bewegoag^ 
geometrischen  Endfläcbf*  der  Pfeife  endigt^  so  wird  eine  teilwem 
der  Endfläche  die  Tonhöhe  der  Pfeife  ebenfalb  Tei^ndein,  umi 
sich  aus  den  Bemerkungen  über  die  Korrektion  an  gedecktoa 
mnfs   ein   derartiger   partieller   Verschlufs   die  Töne   der  Pfoife 
Dafs  eine  solche  Vertiefung  stattfindet,  hat  die  Erfahrnng  dW 
langst  gelehrt y  sie  versehen  die  o^enen  Orgelpfeifen  oben  f^ir5liiTTit 
Bchragstehenden  Blechen,  welche  man  anf-  nnd  abbiegen  kann;  hitgl 
sie  herab,  so  wird  der  Ton  vertieft,  1 

Wi?rthf?ira*)  ist  es  gelungen,  auch  für  diesen  Fall  eine  enipiiwW  Bi 
iatioD  herzustellen,  welche  die  an  der  Länge  der  Pfeife  anzubnngeBl 
Korrektion  z\i  berechnen  gestattet,  so  dal's  die  Tonhöhe  sich  dareb  dl 
Gleichung 

c 

berechnen  Uifst. 

Haben  Ji,   D  und  S  dieselbe   Bedeutung  wie  früher,  und  i^t  \  i 
Qu©rs43lmitt  der  MuEd(>ffnung,   s^  derjenige  der  obern  Ulliiung  der  PünM 
80  ißt  nach  Wertheim 


worin  c^  wie  bei  ganz  olTenen  Pfeifen  den  Wert  von  0,187  hat 

Nachstehende  Tabelle  enthalt  eine  Anzahl  Versuche,  welche  WerUwi 
an  einer  quadratischen  Orgelpfeife  von  Holz  zur  Prüfung  obiger  Belfttlc 
angeBtellt  hat.  Die  Länge  der  Pfeife  betrug  240"'^,  die  Seite  des  qnad» 
tischen  Querschnittes   ISO*"™;  dieselbe  Breite  hatte  die  untere,  die  Muni 

fiftnung,  deren  Höhe  b^^^fi  betrug.    Das  Verhältnis  ^  ist  darnach  0,0451 

die  Temperatur  war  hei  allen  Versuchen  15^  Die  TabeDe  stellt  die  ?« 
Wertheiiii  betibachteten  und  die  mit  den  naivh  obigen  Qleichungen  b( 
ttimtnten  Werten  von  x  und  ff  berechneten  Scbwingung&zahlen 


^)  Eine  sebr  einfache  empirische  Hegel  ^  welche  Mr  offene  Orgelpfeifen  ij 
tter  That  mit  grofaer  Aünliherung  die  Schwiuguugazabl  zn  bestimmen  gestetUI 
lit  von  thmi  franKÖaiächen  Orgelbauer  Cavalier  Oolle  aufgefunden.     Beteiduil 
mau  tÜM  thßoretiHche  LllDge  der  Orgeipfeife  die  Länge  der  stehenden  Welle  dl 
Vü«  ihr  gL4iei"orteu  Tones,  so  dafs  die  SchwiBgungazahl 


iV^  = 


n 


^ene  dea  tiefaton  ToneB  iflt^  so  ist  1^  gleich  der  Summe  der  wirklichen  L&nge  6i 
^e  und  der  doppelten  Tiefe  derselben. 
'}   Wertheim  a.  a.  0. 


TeiTweiie  gedeekt-e  f feifen . 


153 


6, 

Ä. 

Schwingnogiizahl 

120 

120 

1^(30  0 

G44,0     ;       679,0 

100 

Öt) 

ofim  7 

622,5            640,0 

100 

72 

0,500  0 

607,6 

60C,G 

100 

60 

0,410  7 

597,2 

592,6 

80 

60 

0,333  3 

586,7 

579,2 

60 

60 

O,2ö0  0 

571,4 

550,5 

CO 

40 

0,160  7 

54y,l 

522,5 

40 

30 

0,083  ;i 

507,5 

481,2 

30 

20 

0,041  7 

460,9 

449,2 

20 

15 

0,020  8 

408,9 

423,1 

12 

10 

0,008  3 

335,4 

343,6 

0 

0 

0,000  0 

307,7 

320,0 

Die  Spalten  b^  tmd  h^  enthalten  die  Seitenflächen  der  obem  Öffnung 
der  Pfeife,  Wie  die  Tabelle  zeigt,  stimmen  anch  hier  die  berechneten  Zahlen 
mit  den   beobachteten  ziemlirh  gut  überein,   indes  doch  nur  soweit,   dafs 

•  wir  die  von  Wertheim  gegebene  Relation  nur  als  eine  angenilhert  richtige 
betrachten  dürfen. 

Die  letzten  Erfahrungen  zeigen,  dafs  die  einfache  von  uns  vorgetragene 

*  Tlieorie  der  Luft  Schwingungen  in  Pfeifen  nur  ftir  sehr  enge  Mbren  Gültig- 
keit hat,  dafs  sobald  der  Querschnitt  der  Röhren  einigeroiafsen  grofs  ist, 
im  anzub ringenden  Kurrektionsglieder  sehr  beträc!itlieh  sind.  Es  tritt  das 
nc»cli  itiebr  hervor,  wenn  die  Lllnge  der  Pfeifen  gegen  die  Dimensionen  des 
Querschnitts  nicht  mehr  sebr  grofs  ist,  wenn  die  Länge  der  Pfeife  nicht 
gröfser  oder  gar  kleiner  ist  als  die  Breite  der  R?>hre  oder  bei  cylindrischen 
Bobren j  als  der  Durcbmesser.  Würde  man  bei  solchen  Rühren  den  T<in 
einfach  aus  der  Länge  bereckneu^  so  würde  man  ihn  oü  mehr  als  eine 
Olttave  höher  linden,  als  der  Yersucli  ihn  ergibt.  Für  derartige  Röhren 
läfst  sich  indes  wiederum  mit  sehr  grofser  Anntibenmg  die  Tonhöhe  naidj 
tei  Wertheiraseben  Gleichungen  berecbnen,  wie  sich  aus  einer  grofsen  An- 
äM  von  Versuchen,  welche  Wertheim  mit  Höhren  der  verschiedensten  Form 
aagestellt  und  in  der  schon  uiehrfach  citiei-ten  Abhandlung  mitgeteilt  hat^ 
^ßutlich  ergibt.  Wii-  begnügen  uns  hier  damit,  um  zu  zeigen,  wie  weit  die 
Versuche  mit  den  Formehi  Wertheims  übereinstimmen,  eine  Versuchsreihe 
an  Holzpfeifen  mitzuteilen.  Die  Pfeifen  waren  Röhren  von  rechteckigem 
Querschnitt,  deren  Länge  350"^  und  deren  eine  Seite  des  Querschnitts 
Ä=  200™™  betrug.    Parallel  dieser  Seite  konnten  in  den  Kasten  Schieber  ein- 

'  ^?tzt  werden^  welche  so  den  Querschnitt  der  Röhre  zu  ündera  gestatteten,  in- 
[  dem  man  die  Breite  B  desselben  verkleinerte.  Die  Röhre  war  unten  geschlossen, 
toben  offen,  tmd  der  obere  offene  Querschnitt  konnte  durch  einen  parallel 
j^er  Kante  H  beweglichen  Schieber,  der  die  ganze  Breite  der  Rlihre  eiianabm, 
llnehr  oder  weniger  verkleinert  werden.  Die  Pfeife  wurde  dann  durch  ein 
llnit  einem  platten  Mundstück  von  Messing  versehenes  Blaserohr,  ähnlich  wie 
267,  und  in  der  dort  dargestellten  Weise  angeblasen. 

frLtM»»,  Ptijiili    J    4   Aus.  »A 
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In  nachfolgender  Tabelle  gibt  die  mit  h  überschriebene  Spalt«  d 
Sfiite  H  parallele  Ausdehnung  der  Öffnung,  deren  Breite  h  immer 
jc;ner  der  Röhre  war.  Die  zur  Berechnung  der  Tone  benutzte  Konst 
ist  =  0,240,  da  die  Pfeife  von  Holz  war. 


Töne  knbiseher  Pfeifen. 


Breite  B 

=  200""» 

Breite  1^ 

=  100"""  1 

Breitet 

=  6 

i    '' 

8 

Schwingangssahl 

Schwingnngsxahl     | 

Schwingung« 

200 

s 

1,000 

berechnet 

382,5 

beobachtet 

btreohnet 

beobachtet  | 

404,4 

berMbnet 

416,2 

beob 

382,1 

404,3 

41 

180 

0,900 

374,3 

379,8 

397,2 

398,7 

409,9 

40 

'    IGO 

0,800 

365,0 

364,7 

389,5 

384,4 

403,0 

40 

'■     140 

0,700 

355,2 

353,1 

381,0 

381,0 

395,4 

38 

1    120 

,  0,600 

344,3 

33G,8 

371,6 

368,9 

386,9 

36 

100 

I  0,500 

332,0 

314,5 

361,6 

358,5 

377,2 

35 

80 

1  0,400 

317,7 

304,0 

348,0 

348,8    , 

365,5 

33 

GO 

0,300 

299,9 

299,4 

334,5 

336,3    ' 

350,5 

31 

40 

0,200 

276,2 

264,5 

309,8 

281,3    ' 

329,8 

28 

20 

i  0,100 

237,2 

224,6 

272,2 

261,2 

293,8 

2G 

1      10 

■  0,050 

199,8 

203,2 

234,4 

220,7 

256,6 

24 

Für  sehr  kleine  Mundöffnungen  weichen  die  beobachteten  imd  be 
noten  Zahlen  nicht  unbeträchtlich  von  einander  ab,  fttr  gröfsere  l 
Öffnungen  stimmen  die  Resultate  ziemlich  gut. 

Als  ein  allgemeines  Resultat  ergibt  sich  aus  diesen  Versncben. 
die  Töne  kubische/  Pfeifen  mit  abnehmendem  Volumen  der  Böbre  I 
werden,  und  weiter  lilfst  sich  aus  den  Versuchen  und  der  Formel  Wert! 
der  Satz  ableiten,  dafs  bei  ähnlichen  Formen  der  Pfeife  und  der  31 
öftiiung  die  Töne  der  Pfeife  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  Längei 
homologen  Seiten. 

Es  genüge  an  diesen  kurzen  Andeutungen  über  das  Verhalten  knbi! 
Pfeifen^),  da  dieselben  ausreichend  sind,  in  den  wenigen  Fällen,  in  <i 
wir  diese  Pfeifen  benutzen,  uns  die  erforderliche  Kenntnis  derselbe 
liefern.  Das  ergibt  sich  aus  diesen  Erfahrungen  zur  Genüge,  dafs  die 
fache  Theorie  der  Pfeifentöne  zur  Bestinunung  derselben  nicht  ans« 
und  zwar  deshalb  nicht^  weil  die  in  Pfeifen  schwingenden  LuftsSuleni 
so  isolierte  für  sich  schwingende  Körper  sind,  wie  longitudinal  scbwing' 
Stäbe,  weil  vielmehr  die  schwingende  Bewegung  auch  der  aufserhitt 
IM'eifen  vorhandenen  Luft  sich  mitteilt  und  dadurch  die  Schwingungen 
Luftsäulen  in  den  Pfeifen  selbst  modificiert  wird. 

Helmholtz*)  hat  deshalb  die  Theorie  der  Luftschwingungen  infr'^ 
oiner  neuen  Behandlung  untei-zogen,  bei  welcher  auf  den  eben  ber 
gehobenen  Umstand,  dafs  die  Luftsäule  in  Röhren  nicht  ein  ganz  selbstii 

*)  Man  sehe  auch  Sondhauss,  Poggend.  Ann.  Bd.  LXXIX  nnd  LS 
MassoHf  Annales  de  chim.  et  de  phys.  III.  S^rie.  Tome  XL.  Zammifier,  Po0 
Annalen.  Bd.  XCVII. 

^  Heltnhöltz,  Gi^W^^  Journal.  Bd.  LVII.  p.  1. 
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ingend^r  Körper  ist,  Rücksicht  genomnien  ist  Er  bebandelt  gleich- 
g  die  Schwingungen  im  Innern  der  Röhre  und  in  der  umgebenden  Laft, 
es  ist  ihm  dadurch  gelivagexi^  mehrere  der  vorhin  besprochenen  Er- 
DtngeQ  teils  theoretisch  zu  begründeu,  teils  nllher  zu  bestimmen.  Es  ist 
indes  durch  die  hier  uns  gesteckten  Grenzen  versagt,  auf  diese  Unter- 
imgen  Helmboltz's  nüher  einzugehen. 

Dais  Tonbildende  in  den  Pfeifen  ist  die  schwingende  Luftsäule,  die 
ide  der  Pfeifen  dürfen  deshalb  auf  die  Tonhöhe  von  keinem  wesentlichen 
h(s  sein.  Ho  lange  die  Wände  aus  ganz  festem  Material  bestehen,  ist 
^ncb  nicht  der  Fall,  die  Tonhöhe  ist  wesantlich  dieselbe  in  metallischen, 
fme^B  od^r  hölzernen  Pfeifen, 

Sind  jedoch  die  Wäinde  der  Pfeifen  nicht  aus  festem  Material,  so  llndei-n 
ie  lluhe  des  Tones  ab,  und  zwar  wird  der  Ton  hei  weichen  Wänden 
Savart^)  hat  gezeigt,  dafs  PfeitVn  mit  Pergamentwilnden  tiefer  touen 
solche   mit  starren  Wänden,   mid  tlali^  der  Ton  um  so  tiefer  wird,  je 

iinin  die  Wände  durch  Benetzen  erschlafft.  Dasselbe  zeigte  Liscovius"), 
lar  gleichzeitig  nachwies,  daCs  man  durch  verstärkte  Spannung  des 
iunenis  den  Ton  erhöhe.  Wird  eine  Pergameutwand  dc^rart  gedrückt, 
rif»  niclit  mitschwingen  kann,  wenn  die  Luftsäule  schwingt,  so  gibt 
pfeife  denselben  Ton  als  eine  solche  mit  starren  Wänden. 
Gerade  dieser  letzte  Versuch  beweist,  dafs  der  Einflufs  einer  nicht  gan7. 
Wand  darin  begründet  ist,  dafs  die  Wand  gleichzeitig  mit  der  Luft- 

aehwingt,  und  dafs  die  öchwingungszahl  der  Luftsäule  dadurch,  dafs 
Ißbwingonde  Wand  auf  sie  einwirkt,  eine  andere  wird.     Die   Einzeln- 

der  Erscheinung  lassen  sich  indes  noch  nicht  nähf^r  Überseb**n, 
Wenn  feste  Wände  aul*  die  Tonhöhe  keinen  Einflufs  haben,   so   sind 


och  von  wesentlicher  Bedeutung  für  den  Klang  der  Pfeifen*).  Be 
cylindrische^n  oder  rechteckigen  oÜenen  Pfeifen  bildet  sich  neben  dem 
iton  auch  die  Reihe  der  harmonischen  Töne  in  ähnlicher  Weise  wi*^ 
gestrichenen  Saiten  aus,  deshalb  haben  sie  einen  vollen  luid  schär- 
dem  der  gestrichenen  Saiten  ähnlichen  Klang,  bei  weiteren  offenen 
den  Principal  stimmen  der  Orgel,  besonders  den  hulzernen,  tritt  nur 
rve  noch  deutlich  zum  Grundton,  die  höhere  fast  gar  nichts  deshall» 
Ton  dieser  Pfeife  viel  dumpfer.  Die  gedeckten  Pfeifen  geben  die 
3,  5  ,  ..,  indes  sind  die  Obeiiiine  nur  bei  engen  Pfeifen  deutlidi, 
tritt  fast  nur  der  Grundton  auf,  woher  der  dumpfe  Klang  der 
Register  rtlhrt. 
Klang  in  Holzpfeifen  ist  immer  dumpfer  und  weicher  als  in  Metall- 
,  hauptsächlich,  weil  die  rascheren  Schwingungen  der  ObertMne  sich 
Holz  mitteilen  und  deshalb  i-asch  verschwinden. 

§  163. 

iTone  durch  Schwlnguiig  von  FlüssigkeitsaäuIeQ.    Wir  haben  er- 
^lal'b  man  durch  einon  Flüüsigkcitijjitrniji,  der  tliLich  die  durch  loch  ert-e 
einer  in  eine  Flüssigkeit  getaucht^^n  Sirene  getrieben  wird,   einen 

irt.  Annale»  de  chiui.  et  dephys.  T.  XXX. 
J^^.iMviwt,  Poggend.  Ann,  Bd,  Lvll. 
I  >  ItrifHhötfi ,  Tonemptindungen,  p,  IßO* 
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Töne  der  Pfeifen  durch  WiL^KC  i 


i 


Ton  erzeugen  kann.    Cagmard  Latour  und  S|niM  .   ,,,  it»»ch  n*" 
Weise   Wert  he  im  ist  es  gelungen,   in   Flüssigkeiten   stob 
»iadnrch  Töne  hervorzubringen. 

Cagniard  Latour^)   brachte  Flüssigkeitssttulen ,   welcb*^  in  ^}h' 
eingeschlossen  waren,  dadurch  zum  Tönen,  dafs  er  die  Gl 
dinai  rieb.    Die  Hohe  deä  erzeugten  Tones  bewies,  dafs  nici..    *.. 
nalen  Bobwingungen  des  Glases  ei  waren,  welche  gehört  wurden, 
die  der  Flllssigkeitsaäule.    Er  wies  durch  den  Versuch  tun' 
die  hilhere  Oktave  ist,  wenn  die  Rühre  an  beiden  Seiton  >.. 
keitssänle  also  an  beiden  Enden  frei  ist,  von  dem  Tone,  ti  .1     n; 
keitssäule  gibt,  welche  in  einer  an  einem  Ende  geschlossenen  i:  .kiL  ^ 
deren  eines  Ende  also  an  einer  festen  Wand  anliegt.     Di»  Töne  1 
beiden  Enden  freien  Flttssigkeitssüule  konnten  nicht  Sa^       '     rl 
ilnn,  dafs  man  eine  an  beiden  Enden  offene  Hrdire  eintn  ' 

und  longitudinal  rieb,  sondern  wurden  dadurch  erzeugt,  dai»  n 
heberf«)rmig,  gleichschenkelig  bog  und  dann  longitudinal  rieb, 
eine  Ende  des  Hebers  zugescbmolzen  und  derselbe  bis  Jtur  c' 
mit  Wasser  gefllllt,  als  der  offene,  so  war  der  Ton  eine  üktnv 
bei  dem  offenen  Heber, 

Fig,  27  L 


Lfri^HI 


\m  H  >  Cagniard  Lattmr  eine  Pfeife  unter  Wa&a» 

zu  bringet!.    Wif  ^  gLdang  aber  in  viel  vollkommenerer  ^^'         ^^ 
in  einer  mit  Flüssigkeit  gefüllten  R5hre  durch  emtm  1 
Grund  ton  und  die  harmonischen  Töne  erzeugf-e*). 

Der  Apparat,  w^elohen  Wertheim  zu  seinen  Versuchen  niitWi^' 
wandle,  ist  Fig.  271  abgebildet. 


'     ')  Cagniard  Ijotour,  knvi^fta  ^^^  i^\\m.  *s.t  de  }}hy&.  LVT, 

')   TfcrtHdm,  ki\m\«s^  4e  <iV\m.  A  ^^.  ^^^^   \\\,  ^4gm-  tont 
i'oggend.  Ann.  Bd.  L^WVA. 
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Wettheime  Vereuche. 


Die  oflene  Orgelpfeite  bb  liegt  horizontal  auf  den  ßttttzon  a  in  dem 
nföen  geftlUten  Wasserbehälter  A.     Der   Fufs   der  Pfeife  ist  in  e  ange- 
Ichraubt  an  eine  in  der  Wand  befestigte  Mutter,  welche  der  Fuinpe  gegen- 
ersitzt.   Eine  Ventilpumpe  B,  welche  durch  den  davor  befindlichen  Hebel 
ieben  wird,  saugt  die  Flüssigkeit  dmcli  das  weite  Rohr  h  aus  dem  Be- 
und  pitmpt  sie  in  das  davortjtehende  Reservoir  ( '. 
)as  Innere  des  Reservoirs  C  steht  durch  den  Hahu  m  und  das  Rohr  v 
Disen  Gefillsen  voll  komprimierter  Luft  in   Verbindung,     Durch  den 
dieser   Luft  hei  geöflnetem   H&fan    m   wird  das  im  Behälter  C  an- 
aelte  Wasser  durch  den  Hahn  t  und  das  Rohr  ss*  in  die  unter  Wasser 
ndliche  Pfeife  getrieben,     iüttels  des  Hahnes  t  ist  man  imstande,  den 
Is  des  Wassers  beliebig  zu  regulieren. 

\Axä'  dem  Behälter  C  betindet  sich  noch  ein  zweiter  Hahn  n,  der  ge- 

et  die  komprimiert©  Luft  des  BehUlters  in  die  Atmosphäre  entweiehen 

If^t,  und  auf  den  man  bei  r  eine  Sirene  aufstellen  kann^  um   die  absolute 

bwingungszahl  des  in  der  Wasserpfeife  gehörten  Tones,  also  die  Tonhöhe, 

bestimmen.    ÄuTserdem  dient  dieser  Hahn  daxu,  Versuche  mit  gewöhn- 

hen  Orgelpfeifen  in  Luft  anzustellen. 

Um  den  Druck  zu  messen,  unter  welchem  das  Wasser  in  die  Pfeifen 
ntritt,  komiDuuiciert  die  Röhre  ss'  durch  den  Hahn  u'  und  die  Rohren- 
j-  rnit  dem   Manometer  E  und  aofserdem  die   Luft  im  Oefilfse  C 
den  Hahn  u  und  die  Röhre  uw  mit  dem  Manometer  D, 
Ist  nun  der  Apparat  eingerichtet,  so  beginnt  man  die  Verauche  damit, 
bei  geschlossenen  Hähnen  m^  ;?,  /,  mittels  der  Pumpe  B  Wasser 
Behälter  A  in  den  Behälter  C  pumpt     Ist  die  Wassermasse  dort 
Chend,  so  setzt  man  den  Behiilter  ü  durch  ÜÖiien  des  Hahnes  m  mit 
dt  komprimierter  Luft  gefüllten  Behüitern  in  Verbindung.    Der  Druck 
Luft  ist  es  dann,   der  bei  geöffnetem  Hahne  t   das  Wasser  in  die 
«Ipfeife  treibt  und  ferneres  Pumpen  während  des  Versuches  dient  nur 
a,  das  Wasser  in  C  auf  konstantem  Niveau  zu  erhalten. 
Damit  die  Versuche  geliügen,  mufs  auf  die  Konstruktion  der  Orgel- 
^mh  besondere  Aufmerksamkeit  verwandt  werden, 

Wertheini  wandte  dazu  die  aus  mehreren  Stücken  zusammengesetzte 
(Fig.  2713)  an.    Das  erste  Btück  besteht  aus  der  Bchraabo  r,  ^lassend 


0 


die  Mutter  bei  e  im  Behälter  A  (Fig.  271)  geschnitten,  in  deren  Innern 
feines  Driihtnetz  angebratiht  ist,  um  zu  verhindern ,  dafs  allenfalls  feste 
Wiisser  schwebende  Körpeiieilchen  in  die  Pfeife  eintreten  können,  femer 
dem  Mundstücke  d  und  der  Röhre  b^  an  deren  Ende  sich  der  Kchrauben- 
/*  befindet,  um  daran  die  folgenden  Röhrenstticke  h  oder  den  Deckel  k 

Hnzusch rauben.    Die  beiden  Labien  des  Mundlochs  bestehen  aus  den  Platten 

d  und  (\  weiche  mit  den  Klammern  f  befestigt  werden. 

Man  kann  die  Platten,  welclie  die  Labien  bilden,  nicht  sogleich  durch 

Löten   unverJinderlich   fest  mit  der  Pfeife  verbinden,  da  die  Stellung  der 

Labien  von  wesentlichem  Kintlul's  auf  die  Leichtigkeit  ist,  mit  der  die  Pfeify 
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anspricht,  und  man  deshalb  durch  den  Versuch  erst  die  Lage  ermi 
mufs,  bei  der  die  Pfeife  in  den  Flüssigkeiten  tönt.  Für  Flüssigkeitfln 
im  allgemeinen  der  Aufschnitt  weniger  breit  und  lang  sein  als  fUr  '. 
das  Licht,  die  Mündung  des  Fufses  in  der  Pfeife  gröfser  und  der  8 
etwas  mehr  gegen  das  Innere  der  Pfeife  gerichtet  sein. 

Mit  diesem  Apparate  ist  es  Wertheim  gelungen,  Orgelpfeifen  i 
Wasser  mittels  eines  Wasserstromes  zum  Tönen  zu  bringen ,  und  er  i 
wie  es  nach  §  147  zu  erwarten  ist,  dafs  die  Töne  derselben  Reihe  fc 
wie  bei  Pfeifen,  welche  mit  Luft  angeblasen  werden.  Bei  offenen  Pfe 
nur  diese  gaben  ein  gutes  Resultat,  waren  die  Töne 

c_i  c  g  Ci  ßj^  g^  .  .  . 
1    2  3  4   5  6 
Die  Schwingungszahlen  allgemein 

wenn  l  die  Länge  der  Pfeife  bedeutet.    Oder  vielmehr  genauer 

N= ^ 

das  heifst,    es   mufsten  dieselben  Berichtigungen  angebracht  werden, 
bei  den  in  Luft  angeblasenen  Pfeifen. 
Für  c  erhielten  wir  §  146 


yf. 


oder,  wenn  wir  E  durch  die  von  Grassi  bestimmten  Kompressionskoefiu 
ten  (i  ausdrücken,  denen  der  Druck  einer  Atmosphäre  zu  Grunde  liegt, 

Für  Wasser  ergab  sich  so  §  146 

0-=  141800«'°  =  1418"». 

Die  Schwingungszahl  N  des  Grundtones  einer  offenen  Pfeife  von 
Länge  l  sollte  demnach  sein 

Die  Versuche  von  Wertheim  gaben  indes  einen  viel  kleinem  ^ 
die  Töne  waren  tiefer,  als  sie  hiemach  sein  sollten  und  zwar  so,  (Ws 
beobachtete  Schwingungszahl  N'  war 


^■-Yl-N. 


Wir  werden  auf  diese  Abweichung  im  nächsten  Kapitel  zurückkoo 
hier  genüge  die  Bemerkung,  dafs  nach  der  Ansicht  von  Wertheii 
Gröfse  c,  welche  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitoA 
Wellen  in  dem  Wasser  bedeutet,  hier  einen  andern  Wmrt  hat  als  de 
uns  berechneten,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eine  andere 


ZungeDpfmf4«a 
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keitssJiuUm,  wie  in  Orgel p reifen,  al«   in  ein^r  iinbegrenÄten  Fiüasig- 
7.war,  (lals  dio  Geschwindigkeit  c    in  FlÜ&sigkeifcs^riulen  glebb  ist 


=  1/ 


Pig.  »73. 


§  164. 

Ton  deo  Zungenpfeifen.  Die  gewöhnlichen  Zimgenpteifen  unter- 
(eiden  sich  von  den  LiLbial pfeifen  dadurch,  dafs  die  »Schwingungen  nicht 
rch  einen  sich  teilenden  Luttstrom,  sondern  ähixlich  wie  bei  der  8irene 
j^einen  intermittierenden  Luftstrom  erregt  werden.  Die  Zungenpteito 
^H73  und  274)  besteht  aus  dem 
IBück  oder  Rohrwerk  ahcd^  welches 
^m  Furse  der  Pfeife  F  sieh  betindet 
I  welches,  wie  Fig.  273  ^^eigt,  in  die 
lid\mg    der    meist  kegelft^rnug  nach 

sdch  erweiternden  Röhre  7?  hinein- 
ist. 
Eobrwerk  besteht  au$  einem 

flinder  von  starkem  Messingblech, 
l"  an  seiner  Basis  bei    a  geschlossen, 

t jedoch  nlien  ist  (Fig.  274),  Die 
tttiliche  des  Messinghalbcy linders 
idtiTcb  eine  ebene  Metallplatte  bedeckt, 
Icha  jedoch  nur  ungefähr  auf  \  der 
nge  der  Bohre  fest  und  von  da  ab 
bftwegUcb  ist  und  als  schwingende 
|sge  in  die  Höhlung  des  Cylinders 
bin  und  heraus  treten  kann  wie 
L  S74,  oder  die  Öffiuing  des  Cy linders 
n  Hin*  und  Herschwingen  öfinen  und 
n  kann  wie  Fig.  273.  Die 
1  der  erstem  Art  luit  durch- 

R ander  Zunge,  welche  einen  weniger 
i  Ton  geben  als  die  Rohrwerke  der 
Iten  Art  mit  aufschlagender  Zunge^ 
f«eii  ÄO  gearbeiV*t  sein,  dafs  dio  Zunge 

K"'  itreteu  in  den  Messingcj linder  da«   Rohr  voUkonunen  verBchliefst, 
Ränder  der  yiereekigen  OHnung  /.u  berühren,     ho  ruhenden  Za- 
t  die  Zunge  so  gebogen^  dal»  sie  etwas  von  den  Rllndern  der  Öffnung 
eht,   so   dafs   die    Luft   des   Fufses   F  mit   derjenigen   im   Innern  des 
rohres  und  des  Schall bei;h«rs  der  lU'dire  7?  kommuniziert.  Der  Ful's  F 
B^  anfser  an  der  Durclitritt^sstello  dus  Rohres  r,  welches  den  J^ufl- 
aus  djem  WLndkaaten  eintreten  l^fst,  geschlossen.     Die  Rohre  li  ist 
\i  st<9ts  offen,    damii  die  durch  das    Rohrwerk  eintretende   Luft  ent« 
phen  kann. 

JMbi  die  Zungeupfelfe  /unt  Tönen  im  bringen,  seUt  man  das  Uohr  r 
^H  Kanal  einer  VMndlHde  und  Ufsl  Lufl  einblasen.  Die  in  den  Fafs 
^Kfe  eintretende  Luft  dringt  dann  iunlioh$i  durch  die  von  der  Zunge 
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gelassene  Spalte  in.  die  Pfeife  ein;  allein  da  nicht  schnell  genug  alle  Loü 
durch  diese  Spalte  dringen  kann,  verdichtet  sich  dieselbe  im  Fa£s  «i 
treibt  die  Zunge  in  die  Köhre  hinein,  so  dafs'anf  einen  Angenbliek  £» 
Eöbre  ganz  geschlossen  ist  und  keine  Luft  aus  dem  FuTse  mehr  in  die  Bohre 
dringen  kann.  Durch  das  erste  Eindringen  der  Luft  in  die  Bohre  geilt 
die  Luft  in  derselben  in  Schyringung,  und  die  Zunge  dringt  dami  so  mit 
in  die  Bohre  ein,  bis  ihre  eigene  Elasticität  und  der  von  der  schwing» 
den  Bewegung  der  Luft  in  der  Röhre  sie  treffende  Lnpnls  sie  znrflcktieiU, 
so  dafs  sie  die  Ö&ung  von  neuem  frei  läfst.  Darauf  wird  dann  neneiäogs 
die  Zunge  an  oder  in  die  Höhre  und  wieder  zurückgetrieben  und  das  Spiel 
wiederholt  sich  so  lange  als  der  Luftstrom  anhält. 

Durch  diese  Vorrichtungen  entstehen  also  Schwingungen  der  Luftb 
der  Röhre,  Schwingungen  der  Zunge  und  ebenso  ein  intermittierender  Loft- 
strom  gerade  wie  bei  der  Sirene,  indem  bei  jeder  Öffnung  des  Rohres  ein 
Luftstrom  in  die  Pfeife  dringt,  bei  jedem  Schlüsse  desselben  der  Stron» 
imterbrochen  wird. 

Nach  den  Versuchen  von  Wilhelm  Weber  ^)  sind  es  nun  weder  die 
Schwingungen  der  Platte,  welche  den  lauten  und  starken  Ton  der  Zungen 
pfeife  geben,  noch  die  Schwingungen  der  Luftsäule,  sondern  die  StfiCsedes 
intermittierenden  Luftstromes  wie  bei  der  Sirene,  der  bei  jeder  öfl&mngder 
Zunge  in  das  Rohr  eintritt,  bei  jedem  Verschliefsen  des  Rohres  durch  dii 
Zunge  unterbrochen  wird.  Die  Zahl  der  Luftstöfse  und  somit  die  Toiihßl« 
aber  hängt  in  der  Pfeife  nur  von  den  Schwingungen  der  Zunge  ab,  wie» 
der  Sirene  von  der  Geschwindigkeit  der  Scheibe,  indem  die  Schiringung« 
der  Zunge  es  sind,  welche  das  Rohr  abwechselnd  öffnen  und  schliefsen. 

•  Die  Schwingungen  der  Platte  werden  aber  aufser  durch  die  Elasticitil 
derselben  wesentlich  mit  bestimmt  durch  die  stehenden  Schwingungen  der 
Luftsäule  in  der  Pfeife  22,  durch  den  abwechselnd  zu-  und  abnehmendes 
Druck  der  dort  schwingenden  Luft. 

Dafs  diese  Anschauung  von  der  Tonbildung  in  der  Zungenpfeife  dk 
richtige  ist,  begründet  Weber  durch  folgende  Versuche.  Würde  der  Tos 
in  der  Zungenpfeife  nicht  von  den  StÖfsen  der  Luft,  sondern  von  d« 
Schwingungen  der  Luftsäule  in  der  Pfeife  oder  den  vereinten  Schwingung« 
der  Luft  und  der  Zunge  erzeugt,  so  müfste  der  Ton  aufhören,  wenn  ms 
die  Röhre  R  foi-tnähme;  man  weifs  aber,  dafs  das  nicht  der  Fall  ist  BUs* 
man  das  Rohrwerk  allein  an,  wie  es  z.  B.  in  der  Mundharmonika  immer 
geschieht,  so  ist  der  Ton  der  Höhe  nach  fast  ganz  derselbe,  seinem  Klange 
nach  völlig  derselbe,  als  weim  eine  kurze  Luftsäule  mit  schwingt 

Dafs  der  Ton  nicht  von  den  Schwingungen  der  Platte  herrührt,  ergsb 
sich  daraus,  dafs  weim  die  Platte  mit  dem  Violinbogen  gestrichen  wurde, 
also  ohne  die  Luftstöfse  in  Schwingungen  versetzt  wurde,  ein  nur  gsM 
schwacher  und  in  uimiittelbarer  Nähe  hörbarer  Ton  entstand,  der  keinen- 
falls  mit  dem  vollen  und  starken  Tone  der  Zungenpfeife  vergleichbar  wsr. 
Selbst  als  er  die  Zunge  vor  einer  Röhre  in  Schwingung  versetzte,  in  der 
die  stehenden  Schwingungen  der  Luft  denselben  Ton  gaben  wie  die  Zunge, 
fand  Weber  den  Ton  nur  matt  und  viel  schwächer. 

Also  nur  durch  den  intermittierenden  Luftstrom,  durch  die  von  diesen 
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der  Hirenp  rrzongten  und  durch  die  umgebende  LuJ't  fortgepthinzien 
^e  entsteht  jener  laute  und  volle  Ton,   welcher  bei  dem  Anblasen  der 
ttpfeif*^  gehört  wird. 

)a  indeü  ein  Stofs  nur  heim  Öflftien  des  Rohres  entsteht,  so  sind  die 
Sfee  mit  den  Schwingungen  der  Zunge  gleichzeitig  und  man  kimn  aus  der 
ihn  des  gehülsten  Tones  auf  die  8chwingungszahl  der  Zunge  schliefsen 
id  diese  mit  den  Schwingungen  vergleichen,  welche  die  tUr  sich  schwingende 
ütie  vollführen  würde.  Eine  solche  Vergleichung  beweist  dann  den  zwei- 
El  iSat«  von  Weber,  dals  die  Schwingungen  der  Zimge  bedingt  werden 
arch  die  eigene  Elasticität  der  Zunge  und  durch  die  in  der  Rr/hre  auf- 
»tenden  stehenden  Schwingungen  der  Luftsäule,  Die  TonhiJhe  und  somit 
3  ßchwingungszahl  der  Platte  wird  niimlich  eine  andere,  wenn  verschieden 
fige  Kühren  mit  der  Zunge  zur  Pfeife  verbunden  sind. 

Um  die  Änderungen  der  Tonhöhe  zu  erkennen,  ist  es  notwendig  zu 
achten,  dals  die  Pfeife  auf  dojnpelte  Weise  zum  Tilnen  gebracht  werden 
«j|j  durch  Blasen  von  unten,  so  dafs  also  in  dem  Fuls  F  der  Pfeife  die 
^■iehter  ist  als  im  Innern  der  Pfeife  und  durch  Saugen  von  unten  oder 
HKi  von  oben,  so  dafs  die  Luft  aufserhalb  der  Rohre  im  Fufse  7^' der 
j^'e  dünner  ist  als  innerhalb, 

^Ber  Vergleich  der  Tüne  der  Zungeniifeife  mit  dem  Tone  der  isoliert 
^Bgenden  Zunge  ergibt  nun  folgendes. 

^B)  Ist  die  Pfeife  so  lang,  dals  die  in  ihr  erregten  stehenden  Schwingungen 
MB  den  Tun  der  isoliert  schwingenden  Zimge  geben,  so  wird  durch  den 
nsalz  der  Pfeife  an  das  Rohrwerk  der  Ton  seiner  Hohe  nach  iii<^"ht  wesent- 
sh  ander**  als  der  Ton  der  isoliert  schwingenden  Zunge.    Es  ist  das  sowohl 
T  Fall,  wenn  der  tlnuidton  der  Röhre,  als  wenn  einer  ihrer  harmonischen 
btrWJne  mit  dem  Tone  der  Zunge  tibereinstimmt.    Ist  also  l  die  Länge  der 
1^3  deren  Grund  ton  mit  dem  Tone  der  Zunge  gleiche  Höhe  hat,  so  hat 
^Kf   zweite    Ton   der   Röhre    2/,   der   dritte  derjenigen    von  der  Lunge 
*tl.  8.  f.      Alle  diese  Röhren,    deren  LlLnge    l   oder  irgend  ein  Vielfaches 
n  l  ist,  lindem  mit  dem  Rohr  werke  zur  Ziingenpfeife  verbunden  die  Hohe 
B  Tones,  den  die  Zunge  für  sich  geben  wUrde,  nicht  ab,  die  Schwingungen! 
r  Zunge  erfolgen  also  unter  vereinigter  Wirkung  der  Elasticität  der  Zunge  j 
d  der  wechselnden  Drucke  der  Luft  gerade  so,  als  bewegte  sie  sich  nur] 
ölge  ihrer  eigenen  Elasticität.    Das  ist  sowohl  der  Fall,  w^enn  die  Pfeife) 

»Blasen,  als  wenn  sie  diirch  Saugen  zum  Tönen  gebracht  wird, 
^t  die  Röhre  nber  irgend  eine  andere  Länge  als  i,  2?,  3^  ...  so  wird 
mhöhe  der  Zunge  ge&ndert,  sie  wird  tiefer,  die  Schwingungszahl 
(iner,  die  Schwingungsdauer  gröfaer,  wenn  die  Pfeife  durch  Blasen  zum 
tten  gebra<^ht  wird,  sie  wird  höher,  die  Schwingungszahl  gröfser,  die 
br  kleiner,  wenn  die  Rolu-e  durch  Saugen  zum  Ansprechen  gebracht  wird, 
etzt  man  eine  kurze  Rubre  an  die  Zunge,  so  wird  beim  Anblasen  von 
Ider  Ton  nur  unmerklich  tiefer,  wenn  man  die  Eöhre  bis  zu  \l  ver- 
bei  weiterm  Verlilngem  wird  er  merklich  tiefer,  bis  die  Lftnge  der 
Jf  ist,  bei  noeh  weiterm  Verlängern  sinkt  der  Ton  immer  rascher 
f?ist  ebenso  rasch  als  die  Lilnge  der  Köhre  zunimmt,  und  zwischen 
l  sinkt  die  ToEht'^hpi  der  Verlängerung  proportional.  Ist  die  L^ge 
Shre  nahe  /,  so  ist  der  Ton  fast  eine  CJktave  tiefer  als  der  Ton  der 
schwingenden  Zunge. 
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So  fand  Weber  bei  einer  ZuTige,  welche  denselben  Ton  g»b  als  eim» 
Pfeife  von  195,3  Pariser  Linien  oder  44.1  Centimeter,  nämlich  das  (»u»- 
gestricbene  g^  folgende  'l\>nreihe,  als  die  Zimge  mit  Röhren  von  den  daaebtu 
angegebenen  Ltingen  zur  Pfeile  verbunden  angeblasen  wurde: 


Lüiige  der  Röhre 

Ton 

Lliuge  der  Röhre 

Ton 

1"     (i"'<ll 

ifi 

9"  4'"  >  i  / 

d, 

2"    1"'     „ 

!/i 

10"  9-     „ 

Ci 

r  5'"  „ 

!fi 

I2":r>  Jf 

itig 

i"  n"'  >  1 ; 

fis, 

13"  H'"     „ 

ffis 

fi"ii"'    „ 

/i 

14"  7'"     „ 

9 

7-10'"     „ 

<•. 

Iß"  2'"  =  / 

!h 

27"          >^i 

i9"4"'>/<i.r 

ff, 

28"  10"'  >  \  l 
30"    9'">|i 

21"  4'"  >  \l 

/L^i 

24"        >  \ l 

k 

32"          >\l 

Bei  weiterer  Verlilugening  sprang  der  Ton  /um  eingestrichenen  g  m- 
^Näk)  so  dafs  bei  der  Länge  /  der  Ton  der  Pfeife  wieder  das  eingestricheie 
gi  war. 

Wurde  das  Eobr  über  /  hinaus  ^erlUngeH,  so  war  zwischen  /  und  2( 
der  Gang  des  Tones  derselbe ,  nur  nuchie  die  Vertiefimg  viel  weniger  w«ii 
Die  gröfste  Vertiefung  nahe  bei  2/  botnig  eine  Quarte*  Die  von  Wwber 
betjba<:hif'ften  Teno  waren  folgendr: 

Länge  der  Köhro      Ton  Lälngo  der  Köbre      Tom 

Bei  einer  Ltlnge  von  etwas  über  2 1  wurde  zuweilen  noch  ds^  «rUalteiii 
sonst  sprang  der  Ton  bei  2/  wieder  zu  tj^  zurüek.  Wurde  die  R5hr<!  vouSi 
auf  Vit  verlängert,  so  sank  der  Ton  wieder  anfangs  langsamer,  dann  rascbef 
biö  zur  tiefem  Terz^  in  den  Webergehen  Versuchen  bis  zum  eingestricbenefl  «,* 

Man  erkennt  darin  ein  bestimmtes  Gesetz^  nach  welchem  di<?  TonKohe 
durch  den  Ansatz  der  Hi'ihren  sich  ändert.     Jedesmal,  nachdem  die  K^'li^- 
nm  l  verlllngert  ist^  springt  der  Tim  zurück,  vor  dem  ersten  Sprung'     > 
er  um  eine  Oktave,  vor  dem  zweiten  um  eine  Quart »  vor  dem  dritten  '' 
eine  Terz  vertieft,   so  dafs  also  das  Bchwingungsverhiiltnis  vor  und  nt^ 
dem  Sprunge  sich  verhielt 

beim  ersten  Sprunge  wie  1  :  2 
„      zweiten     „  „    H  ;  4  | 

„      dritten      „  „    5  :  (>, 

vor  den  Iblgenden  Sprüngen  würde  er  demnach  so  vertieft  seij!»  dai»  «lif 
Töne  vor  und  nach  dem  Sprunge  sich  verhielten  wie  7:8,  dann  wie  0 ;  1^' 
und  s«i  weiter.  Für  einige  weitere  Sprünge  bestätigen  di«  Versuche  von 
Woher  das  (Jesetz. 

WtVber   folgert  aus  diesen  Erscheinungen,    dal's   wirklieh  die  Luft  tu 

den   Zungenpfeifen  in  stehende  Sch^vingungon  gerüt.     Denn  Eunächst  tritt 

es  hervor,  dafs  jedesmal  dann,  wenn  die  Röhre  die  Länge  l  oder  ein  Vii^l- 

iaches  von  l  besitzt^  die  Schwingmigen  der  Röhre  also  mit  denen  der  ZiiBK'* 

Immenfallen,   der  Ton  wieder  seine   ursprüngliche  Höhe  erhält.     Ab 

*bes  iM.  auch   bei   den   übrigen  Tonen  der  Fall,    auch  dort  bilden  sich  iß 

•  Bohre  schwingende  A^bteiluntjen  imd  jedesmal,  wenn  die  Itdhre  um  t\h^ 
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-  ~ip  Abteilung  gröl'ser  geworden  ist,  wird  der  Ton  der  Zungen- 
p*  wieder  derselbe,   nnd  zwar  ist  die  Länge  dieser  si'bwingenden 

Abuitiuigen  gleich  der  LlUige  der  in  sinh enden  Schwingungen  beiindlichen 
Luftaünle,  welche  dieselbe  iSebwingiings^ahl  hiiben  würde. 

Betxen  wir  nllnilich  in  Pai'iser  Fnfsen  die  Grölse  c  des  §  162,  welche 
«nt  durch 

N=    "" 

21 

di«^  ä^^'bwingangszahl  der  Lnl'tsilule  einer  offenen  Pfeife  von  der  Länge  l  gibt, 

c=  1052, 

•o  erhalten  wir  als  Lunge  der  Bohre,  welche  den  Ton  g^  gibt,  den  Weber 
*1  388  Schwingungen  in  der  Sekunde  bestüurate, 

l  =  -^^^  =  1,356  FuJs  ^  19H,3  Linien. 

Für  die  tiefem  Töne  bestiimute  Weber  mm  ebenfalb  die  Schwingungs- 
lilen  and  zugehörigen  Jiobrenllingen  und  verglich  dann  die  Lungen  der 
^tmgen pfeifen,  bei  denen  diese  Töne  jedesmal  auftraten.  8o  fand  er  z.  B,, 
dafs  f^in  Ton  auftrat  von  3*>5  Hcbwingimgen  bei  der  Lunge  der  Ri>hre 
'^'7,3  Linien,  dann  bei  293,0  imd  bOi^U  Linien,  al^o  jedesmal,  wenn  di« 
^^^ge  der  Rohre  um  205,7  und  um  416,7  Linien  zugenommen  hatte.  Be- 
-»"echnen  wir  tum  aber  die  Lunge  /  der  diesen  Ton  gebenden  oflenen  Röhre, 
wird 

l  ^  ~^^  ^  1,411  Fufs  =  207,5  Linien. 
730  ^ 

Die  beobachteten  Llingenz  im  ahmen  weichen  von  diesem  berechneten  l 
Und  21  nur  um  1,9  imd  1,5  Limen  ab,  erstere  ist  um  so  viel  zu  klein, 
let/iere  zu  grofs. 

Man  sieht  also,  wie  die  Luftsilule  der  Röhre  in  gleiehzoitif©  Schwingungen 
l^oit  denen  der  Zunge  versetzt  wird,  indem  jedesmal,  wenn  die  LiLnge  der 
KiShre  um  die  Länge  einer  mit  dem  Tone  gleichen  atekenden  Welle  ver* 
L^röisert  wird,  derselbe  Ton  wiederkehrt. 

Der  Vorgang  der  Bewegungen  in  den  Zungenpfeifen  wird  durch  diese 

j Erfahrungen  so  festgestellt,  wie  wir  ihn  vorhin  aussprachen.   Der  Ton  rührt 

[is^T   von   dem   intermittierenden  Luftstrome,   der   durch    das  abwechselnde 

öflTnen  und  Sehliefsen  der  Zunge  hervorgebracht  wird.     Die  Schwingungen 

der  Zunge  werden  aber  bedingt  durch  die  Klasticität  der  Zimge  imd  die  mit 

Lden  Schwingungen  der  Zunge  isochronen  und  synchronen  Schwingungen  der 

Luftsäule  in  den  Pfeifen,     Diese  ändern  die  Schwingimgsdauer  der  Zunge 

jt.b    und  bewirken,   dafs  dieselbe  entweder  langsamer   schwingt,   womi  die 

Pfeife  angeblasen  wird,  oder  rascher  als  die  Zunge  allein,  wenn  sie  durijh^ 

^(Saugen  ^um  Trinen  gebracht  wird. 

Um  diese  Wechselwirkung  der  schwingenden  Luftsäule  und  c 
[d^n  Platt©  zu  verstehen,  denken  wir  uns  mit  W.  Weber*)  eine  I 
wo  die  Zunge  in  einer  zur  Lungsaxe  der  liöhre  senkrechten  PUl 
ti  ad  (Fig.  275)  eine  an  beiden  Seiten  offene   '  lt>r»« 
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in  stehende  Schwingungen  versetzt  ist,  so  dafs  bei  a^  ß^  y  Sehwingaogs* 
knoten  und  bei  a,  2/,  c,  d  Schwingungsmaxima  eich  befinden;  bei  m  sain 
derselben  eine  Zunge,  welche,  wie  in  den  Zungenpfeifen ,  genaa  dieselben 
Bewegungen  besitzt,  wie  eine  an  dieser  Stelle  befindliche  Luftschicht,  wenn 
wir  eine  einfache  oflTene  Röhre  hätten.  Eine  solche  Platte  wird  die  Schwingung«! 
der  Luft  durchaus  nicht  stören,  wenn  sie  unserer  Annahme  gemäfe  wegen 
ihrer  eigenen  Elasticität  und  wegen  des ,  sie  gerade  so  wie  eine  dort  be- 
findliche Luftschicht  treffenden,  Druckes  der  mitschwingenden  Lofb  genin 
dieselbe  Bewegung  besitzt,  als  eine   dort  befindliche  Luftschicht    Wenn 


Fig.  276. 
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aber  eine  solche  Platte  sich  in  m  befindet,  so  kann  die  Luft  sowohl  in  dem 
Röhrenstticke  md  gerade  so  schwingen  aJs  vorher,  wenn  das  Röhrenstück 
ma  ganz  fortgenommen  ist  und  die  Platte  m  die  Rolle  einer  Zunge  in  der 
Zungenpfeife  spielt,  als  auch  in  der  Röhre  tna,  wenn  das  Stack  md  ganz 
fortgenommen  wird.  Diese  beiden  Zungenpfeifen  werden  dann  genau  den- 
selben Ton  geben,  da  die  Schwingungen  in  beiden  gleich  sind,  obwohl  sie 
verschiedene  Längen  haben;  die  Pfeife  ma  aber  nur,  wenn  sie  von  innen, 
die  Pfeife  md,  wenn  sie  von  aufsen  angeblasen  wird. 

In  den  Schwingungsknoten  der  stehenden  Schwingungen  ist  die  Luft 
immerfort  in  Ruhe,  in  den  Längen  aß  ,  .  hat  die  Luft  eine  hin  und  her 
gehende  Bewegimg,  so  dafs  sie  z.  B.  zugleich  von  a  und  y  sich  nach  ß  und 
in  der  folgenden  Zeit  von  ß  nach  a  und  y  hin  bewegt.  Dabei  haben  dann 
die  Teilchen  a,  ft,  c,  d  die  schnellste  Bewegung  und  die  gr^fsten  Exkur- 
sionen, in  a,  jS  und  y  dagegen  treten  abwechselnd  Verdichtungen  und  Ver- 
diinnungen der  Luft  ein. 

Wenn  wir*  statt  der  ganzen  Röhre  ad  nur  das  mit  der  Zunge  m 
verschlossene  Stück  md  nehmen,  so  mufs,  wenn  die  Bewegung  genau  so 
bleiben  soll  wie  vorher,  durch  Anbringen  der  Zunge  also  keine  Änderung 
stattfinden  soll,  die  Zunge  m  nach  aufsen  schwingen,  wenn  die  LufUeilehen 
zwischen  m  und  y  nach  aufsen  schwingen,  wenn  also  bei  nicht  vorhandener 
Zunge  bei  ß  eine  Verdichtung  einträte;  dagegen  nach  innen,  das  heiIJst  sie 
mufs  die  Röhre  verschliefsen,  wenn  die  Luft  zwischen  m  und  y  nach  innen 
schwingt,  also  bei  y  eine  Verdichtung  eintreten  würde. 

Wenn  wir  dagegen  das  mit  der  Zunge  m  verschlossene  Röhrenstück  m« 
nehmen,  so  bewegt  sich  dort  die  Zunge  nach  aufsen,  das  heifst  sie  5finet 
die  Röhre,  wenn  bei  ß  und  auf  der  Strecke  ßc  eine  Verdünnung  eintritt, 
indem  auch  dann  die  Schwingungen  der  Platte  mit  denen  der  durch  8ie  er- 
setzten Luftschicht  gleich  sein  müssen.  Im  ersten  Falle  öfi&iet  sich  daher 
die  Zunge,  weim  vor  ihr  bei  ß  und  in  ihrer  ganzen  Umgebung,  da  auch  die 
Strecke  cß  dann  verdichtet  wird,  eine  Verdichtung  eintritt;  im  zweiten 
Falle  aber,  wenn  die  Luftschwingrmgen  verdünnend  sind,  wenn  bei  m  eine 
Verdünnung  der  Luft  eintritt. 

Wenn  wir  eine  Zixm^^ni^ÜQvfQ  anblasen,  das  heifst  die  Luft  in  dem 
i^ehälter  des  Fufeea  F  ^eiäLic^WcL.,  ^o  Iq\^  wÄ\^\s^^^Ttfig88B.^^Ä&  die  Peife 
sich  verhalten  moCa  me  ^e  ^Vt^  wd,,  ^»Sä  ^^^fitsÄ  ^^i^tj^as^^^k 
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B  Schwingungeu  der  Luft  in  der  Nähe  der  Platte  verdichtende  Bind; 
die  Schwingungen  in  der  Pfeife  mä  ganz  dieselben  sein  sollen 
offenen  Pfeife  aä,  so  mafft  die  die  Zunge  umgebende  Luft  sich 
mde  fio  verhalten,  wie  die  an  ihrer  Stelle  befindliche  Lnft  in  der  offenen 
bite, 

'  Blasen  wir  aber  die  Pfeife  von  innen  an  oder  bringen  wir  'sie  durch 
agen  zum  Tönen,  das  heilst  machen  wir  die  Luft  im  Bohillter  des  Fufses 
ttner  als  an  Innern  der  Pfeife,  so  muls  die  Oßnung  der  Pfeife  mit  einer 
rdünnenden  Schwingung  der  Luftsiiule  zusammenfallen,  die  Luft  nmfs, 
B  bei  dem  mit  der  Zunge  verbundenen  lirihrenstUcke  ma^  in  der  Umgehung 
r  Zunge  dünner  werden^  sie  nmf:*  sich  von  dem  Schwingmigsknoten  ß 
r1,bewegen,  wenn  die  Zunge  die  Röhre  öffnet.  Denn  auch  hier  wieder 
II Is  die  Luft  in  der  Umgebung  der  Zunge  sich  gerade  so  verhalten,  wie 
unserer  Pfeife  ady  wenn  die  Zunge  m  die  Pfeife  ma  abscliliefsen  und 
wegung  doch  die  frühere  bleiben  solL 

s  folgt  also  daraus,  dafs,  wenn  eino  Zungenpfeife  durch  Blasen  zum 
iprechen  gebracht  wird^  im  Innern  der  Pfeife  der  Zunge  ein  Schwingungs-I 
ninm  zunächst  liegt,  wenn  aber  durch  Saugen,  ein  BchwingungsknotejM 
Zxtnge  zunächst  liegt.  I 

iese  Falgenmg  hat  Weber   durch   folgende   beiden  Erfahrungsslitxe 

l)  Bei  einer  angeblasenen  Pfeife  besteht  die  Luftsiiule  der  Pfeife  aus 
Wiebigen  Anzahl  stehender  Wellen  plus  einem  Reste,  der  gröfser  als 
11,  aber  kleiner  als  eine  halbe  stehende  Welle  ist. 

i)  Bei  einer  durch  Saugen  zum  Tönen  gebrachten  Ziingenitfeife  besteht 
bbwingende  Luftsiiule    aus    einer  beliebigen  Anzahl  ganzer  stehender 
fetlen  plus  einem  Beste ,  der  gröfser  als  eine  halbe,  aber  kleiner  als  eine 
st-ehendo  Welle  ist 

)a  nun  immer  an  dem  obem  offenen  Ende  der  Pfeife  bei  a  oder  d  ein 

Bwingungsmaximum  sich  befindet,  s«»  folgt  aiis  diesen  beiden  Sätzen  die 

ige  Folgenmg^  bei  einer  angeblasenen  Pfeife  befindet  sich  zunächst  bei 

Zunge  ein  Schwingungsmaximum,   bei   einer  durch  Baugen  zum  Tönen 

ßhten  ein  Schwingangsknoten. 

Sinen  Zahlenbeleg   für  den  ersten  Erfahrung ssatz  haben  wir  bereit.8 
itge  teilt 

^ie  Zungenjdeife  gab  beim  Anblasen  einen  Ton  von  3(i5  Schwingungen  1 
einer  Pfeifenlünge  1 

l  =    87,3  Linien  =  0  •  207,5  +  87,3  1 

l  ^  293         ,,       --  1  .  207,5  +  8ö,5  I 

?  =  504         „       =-  2  ^  207,5  +  «'^-  ] 

Tedesmal  bleibt  ein  Best,  der  kleiner  ist  als  103,75  der  Länge  einer  ' 
Html  Hti'henden  Welle. 

^H&.us  dieser  Art,  wie  die  Bchwingimgen  der  Luft  mit  ilenen  der  Plaiw 
PBBmentretfen^  f«dgt  nun  auch,  dafs  die  Hehwingungen  der  Zuii||i^^^H 
ibladen  langsamer^  fler  Ton  also  tiefer,  beim  Ansaugen  aber  raaol 
[■^r  Pfeife  also  höher  werden  mufs. 

^■ieini  Anblasen    ist   nämlich,   wenn  die  Zunge  gegen  da 
^^fivhwinfft^,   die  Kndttbteilung  der  sc^iwvu^GTid^ii  \ 
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verdünnt;  sie  beschleunigt  daher  die  Zange  nach  dem  Innern  der  Pfeife, 
während  die  eigene  Elasticität  der  Zunge  derselben ,  da  sie  nach  ftnen  a 
von  ihrer  Gleichgewichtslage  sich  entfernt  hat,  eine  Beschleonigong  nich 
aufsen  erteilt.  Die  Verdünnung  der  Luft  in  der  Röhre  hält  folglich  msm 
Teile  der  Elasticität  der  Zunge  das  Gleichgewicht.  Wfthrend  die  Zuage 
nach  auTsen  schwingt,  ist  die  Endabteilung  der  Luft  verdiehtet,  sie  be- 
schleunigt daher  die  Zunge  nach  aufsen,  während  die  Elasticitftt  der  Znng» 
die  Platte  wieder  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  beschleunigt;  alio 
auch  hier  wieder  wirkt  der  Luftdruck  der  Elasticit&t  der  Platte  entgegeiL 

Da  also  der  EinfluTs  der  schwingenden  Luftsäule  dei:  ElastieitiU  der 
Platte  entgegenwirkt,  so  schwingt  die  Platte  langsamer,  gerade  so,  ik 
wenn  ihre  Elasticität  vennindert  wäre.  Der  Ton  der  Zungenpfeife  ist  daher 
stets  tiefer  als  der  der  isoliert  schwingenden  Zunge  und  kann  höchstens, 
wenn  die  Zunge  sich  gerade  an  der  Stelle  des  Schwingungsmaximums  be- 
findet, wo  die  Luft  eine  hin  und  her  gehende  Bewegung  ohne  Verdicbtang 
oder  Verdünnung  besitzt,  die  Tonhöhe  der  isoliert  schwingenden  Platte  er- 
halten. 

Wird  die  Pfeife  durch  Saugen  zum  Ansprechen  gebracht,  so  ist  die 
Endabteilung  der  schwingenden  Luftsäule,  wenn  die  Zunge  nach  innen  sieb 
von  ihrer  Gleichgewichtslage  entfernt  hat,  verdichtet,  und  zwar  am  meisten, 
wenn  die  Zunge  gerade  ihre  äufserste  Stellung  nach  innen  erreicht  bsi 
Zugleich  treiben  sie  also  der  Druck  der  verdichteten  Luft  und  ihre  eigene 
Elasticität  nach  aufsen  hin;  die  Wirkung  der  Luft  kommt  also  mit  der 
einer  Vermehrung  der  Elasticität  der  Zunge  überein.  Dasselbe  ist  bei  der 
Abweichung  der  Zunge  von  ihrer  Gleichgewichtslage  nach  aufsen  der  Fall 
Die  Luft  ist  dann  in  der  Endabteilung  verdünni,  und  zwar  am  meisten, 
wenn  die  Platte  ihre  äufserste  Lage  nach  aufsen  erreicht  hat  Auch  dort 
treibt  dann  sowohl  der  Druck  der  Luft  als  die  Elasticität  der  Zunge  dieselbe 
zurück;  der  Druck  der  Luft  wirkt  also  wieder  wie  eine  Vermehrung  der 
Elasticität  der  Zunge. 

Die  Schwingungen  der  Zunge  müssen  also  in  diesem  Falle  rascber, 
der  Ton  höher  sein  als  der  der  isoliert  schwingenden  Zunge.  Die  Greme 
ist  wieder  die  Tonhöhe  der  Zunge,  wenn  sie  gerade  an  der  Stelle  eines 
Schwingungsmaximums  sich  befindet. 

Je  näher  die  Zunge  einem  Schwingungsknoten  rückt,  um  so  grofser 
ist  der  Einflufs  der  Luffc,  da  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  an  der 
Platte,  immer  gröfser  werden.  Wenn  man  nun  die  Länge  der  Röhre  ver- 
gröfsert,  so  rückt  dadurch  in  beiden  Fällen  die  Platte  dem  Schwingung?- 
knoten  näher,  der  Ton  mufs  sich  beim  Anblasen  von  unten  daher  vertiefest 
bis  die  Pfeife  sich  soweit  verlängert  hat,  dafs  sie  wieder  ein  Vielfaches  der 
Wellenlänge  des  ursprünglichen  Tones  ist;  dann  teilt  sie  sich  wieder  i> 
schwingende  dem  Tone  der  Zunge  entsprechende  Abteilungen  und  an  der 
Zunge  bildet  sich  wieder  ein  Schwingungsmaximum. 

Wir  müssen  uns  begnügen,  soweit  die  Änderung  der  Tonhöhe  nach- 
gewiesen zu  haben;  die  Gröfse  derselben,  wie  sie  sich  aus  Webers  Ver- 
suchen ergibt,  läfst  sich  ohne  die  vollständige  Theorie  von  Weber,  die  nB-' 
liier  zu  weit  fuhren  würde,  nicht  ableiten. 

Während  bei  den  \>\^\xöt  \i^^\iXQ^«tÄrö.  'L^ox^^.iäTv  durch  den  Einflufs  der 
in  der  Röhre  scWingendöu  lia^^^^o^^  ^^Y'\^^\i  \^x  Hx^\^x!Llic£&as^\is&vs^ 
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Fig.  37«. 


r  ^rtiniger  in tidifi eiert  wiril^  hängt  bt^i  ein^r  andern  Gattimg  von  Zvingen 
Too   leiliglich  von  den  Schwingungen  der  mit  HüUe  der  Zungen  be- 
bten Luftsäule  ab,  bei  den  sogenannten  weichen  Zungen.     Weiche  Zungen 
i  die   ans  el&stisehen   Rohrplatten  geschnitzten   Zungen   der   Holzblas- 

Tp^  Klarinette,  ()boe  luid  Fagott,  sowie  die  zur  Tonerzengung  der 

Lätruraente   benutzten    uit^nsehlichen  Lippen.    Die   Klarinette  hat 

ir<*ite  Zunge,    welche  im  Mundstücke  derselben  Ubnlich  befestigt  ist 

Zungen  in  den  Rohrwerken  der  Zungenpfeifen;  Oboe  und  Fagott 

en  xwdI  Zungen,  welche  am  Knde  des  Mundsitücke»  einander  gegenüber 

itellt  und  nur  durch  einen  ^rhraalen  Spalt  von  einander  getrennt  sind. 

lüt  man  hinein,  so  wird  der  Spalt  durch  den  Druck  der  im  Munde  zu- 

i  reisten   Luft   abwechselnd    geschlossen,   abwechselnd    durdi  die 

|;  1    der  Zungen  geöflhet^  und  dieser  interniittierende  Lultötrom  er- 

$gt»  die  Öchwingungen  in  den  mit  den  Zungen  verbundenen  Rt>hren«  die 

r  dann  als  Ton  wahrnehmen- 

Bei  den  Blechblasinstrumenten  wird  die  schwingende  Bewegung  der 
ift  an  dem  Mundstücke  durch  rasch  folgendes  abweehselndeK  Schliefsen 
d  Ötfuen  der  Lippen  erzeugt.  Das  Mundstück  hat  dort  eine  trichter- 
mige  Gestalt  (Fig.  ^6),  Die  Lippen  des  Blllsers  liegen  in  der  ohem 
hlmig  und  sind  im  Ruhezustände  gescblossen.  Durch 
I  Brack  der  in  der  Mim(Lh5ble  angesammelten  Luft 
rden  sie  geöffnet,  und  der  Luftstrom  dringt  in 
I  Instrument  Ist  eine  geringe  Menge  Luft  aus  dem 
f^ÜB  entwichen,  so  schliefsen  sich  die  Lippen  wieder, 
die  Spannung  der  Luft  kleiner  geworden  ist.  Da  dann  die  Luft  keinen 
iweg  bat,  öflinet  ihr  Druck  die  Lippen  wieder,  und  so  erneuert  sicli 
Spiel  der  Lippen  immerfort     Der  intermittierende  Luftstrom  erzeugt 

t Rohre  stehende  Schwingung en ,  und  diese  sind  es,  die  wir  als  Ton 
tuen. 
mit  nun  aber  diese  stehenden  Schwingungen  existieren  können,  müssen 
Sti-Use  bei  den  Holz-  und  Bleebblasinstrumenten  in  derselben  Periode 
^Igen,  es  müssen  also  die  Zungen  mit  denselben  isochron  schwingen.     Die 
iWingungen  der  w'eicben  Zungen  hlingen  mm  nach  der  von  Heimholt/.') 
Ivickelten   Theorie   derselben  nicht   wesentlich   von   der  Elasticität   der 
Igen  ab,  sondern  von  der  in  der  Röhre  schwingenden  Luft,  sie  schwingen 
der  Luftsäule  isnchron,  weim  der  dm*eh  die  in  der  Tiefo  des  Rohres 
fcandenen  Luftwellen  bewirkte  Wechsel  des  Luftdruckes  hinreichend  ist, 
die    Zungen   in   eine   schwingende  Bewegung   zu   versetzen.     In  einer 
Engenden   Luftsttule   ist  aber   der   Druckwechsel   am   gröfsten   in   den 
»wingungsknoten,  wie  an  dem  gescblosöenen  Ende  einer  gedeckten  Pfeife; 
halb  gibt  eine  solche  mit  einer  weichen  Zunge  versehene  R4ihre  diejenigen 
ae,  welche  die  Röhre  geben  wtlrde,  wenn  sie  an  der  Stelle  der  Zung|g 
ehlosseii  mid  unten  angeblasen  würde»  ^^^^JU 

Beändet  sich  deshalb  die  Zunge,  wie  bei  der  Klarinette,  I^^^^^^H 
S^  eines  eylindrischen  engen  Rohres,  so  sind  die  Trme  der  ffl9^^^^^| 
die  Qiiint  seiner  Oktave,  di«  Ter/  der  folgenden  Uktav»*  ii.  ^^M 


iklntJiülL^  i*uggeoil,  Ami.   tJU.  UXlS  , 
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bei  einer  gedeckten  Pfeife  derselben  LSnge.  Man  kann  alle  die  Töne  er- 
zeugen, indem  man  das  Bohr  in  verschiedener  Stftrke  anbl&st. 

Ist  das  Bohr  kegelförmig,  so  ist  die  Beihe  der  Töne  eine  andere.  Fttr 
an  beiden  Seiten  offene  konische  Bohren,  oder  für  solche,  welche  YoUstlndige 
Kegel  und  an  der  Spitze  geschlossen  sind,  ergibt  sich  sowohl  ans  den  Ver- 
suchen Zamminers^)  als  aus  der  Theorie  von  Helmholtz'),  daXs  die  in  Sna 
möglichen  Töne  genau  übereinstimmen  mit  denen  einer  ihnen  an  Liage 
genau  gleichen  offenen  cylindrischen  Bohre.  Ist  dagegen  das  Bohr  m  ab- 
gestumpfter Kegel,  und  die  schmalere  Fläche  verschlossen,  so  stimmt  die 
Reihe  der  Töne  weder  mit  der  einer  offenen  noch  mit  der  einer  gedeektefi 
Pfeife  überein,  sie  nähert  sich  derjenigen  einer  offenen  Pfeife  indes  om  so 
mehr,  je  kleiner  das  Stück  ist,  welches  an  einem  vollständigen  Kegel  feUL 
Die  Tonreihe  läfst  sich  dann  nur  durch  eine  transcendente  Gleichung  be 
rechnen.  Ganz  ebenso  verhält  es  sich  mit  den  kegelförmigen  Bohren,  die 
mit  Zungen  versehen  sind,  also  mit  Oboe  und  den  Blechbla^nstnuneni» 
Setzt  man  die  Länge  des  Bohres  l  und  die  an  derselben  anzubringend» 
Korrektion  fUr  das  untere  offene  Ende  a,  so  erhält  man  die  Schwingnngs- 
zahlen  n  aus  der  Gleichung 

X 2nn{l  +  a)  _         2nnr 

tang , ^—  , 

worin  r  der  Abstand  der  Zunge  von  der  ideellen  Spitze  des  Kegels  nnd  ( 
die  Geschwindigkeit  des  Schalles  bedeutet').  Um  die  entstehenden  TS» 
zu  übersehen,  geben  wir  im  Folgenden  die  Beihenfolge,  welche  Helmjoh 
fttr  eine  konische  Bohre  von  Zink  beobachtet  und  berechnet  hat,  der« 
Länge  122,7  oder  mit  der.  Korrektion  124,77*^"  war,  deren  untere  ÖSm 
5,5,  deren  obere  0,7°™  war,  für  welche  also  r,  der  Abstand  des  oben 
Endes  von  der  ideellen  Spitze  des  Kegels  18®",2  war. 

Die  Tabelle  gibt  die  Wellenlängen,   also  die  Werte  —  und  daneb« 

die  Länge  der  offenen  oder  gedeckten  Pfeife,  in  welchen  der  betreffend 
Ton  als  Grund-  oder  Oberton  bestehen  kann. 


Wellenlänge 


283,61 
139,83 
91,81 
67,94 
53,76 
44,40 
37,79 
32,87 
29,22 


Länge  der  entsprechenda 
Peife 
offen         ,      gedeckt 


141,80 
139,84 
137,71 
135,88 
134,39 
133,21 
132,26 
131,50 
131,47 


70,90 
104,8« 
114,76 
118,89 
120,95 
122,11 


123,28 
124,17 


')  Zamminer,  Pogg^üCL.  kuii.  Bd.  XCVII. 

*)  HdmhoUz ,  Poggend.  k\fli.  '^^  ^"^XS  .'l^^^m^'^Tit^^^jqginL  9.  680. 

»)  Heimholt« ,  Pogg€«i^.  Kwa.  ^5Ä.  ^^\^ .  ^.  "^^^^ 
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io  in  den  beiden  letzten  Spalten  gemachten  Angaben  sind  so  zn  ver- 
dafs  die  in  einer  Harizontalreibe  angegebene  Pfeifenlänge  den  in 
Ip  Reibe  angegebenen  Ton  als  den  sovielten  Oberton  bat,  als  dieser 
Pobtjrton  in  der  Zungenpfeife  ist.  Eine  offene  Pfeife  %.  B.,  deren 
in4*"',;VJ  ist,  gibt  als  flinften  Ton  dasselbe  dl^^  welches  als  itlnfter 
der  Ztingenpfeite  entsteht,  und  ebenso  würde  es  der  fÜnJte  Ton 
Ifedeckten  Pfeife  von  120*^,95  Länge  sein,  also  neunmal  soviel 
jungen  haben,  wie  der  Gmndton  einer  solchen  Pfeife. 
ie  man  siebt,  würden  bei  dieser  Röhre  die  ersten  Töne,  wenn  man 
lie  als  diejenige  einer  offenen  Pfeife  betrachten  wollte,  gegen  die 
^el  zn  tief  sein^  erst  die  letzten  würde  man  als  einer  offenen  Pfeife 
H  betrachten  k?>nnen,  deren  Länge  dann  aber  gröfser  ist  als  die 
Hßhen  Bohre  und  kleiner  als  die  Länge  des  ganzen  Kegels.  Anderer- 
Hi  man  die  letzten  Töne  als  jene  einer  gedeckten  Pfeife  auffassen, 
LÜnge  gleich  jener  der  konischen  B^hre  ist. 

*  kleiner  übrigens  der  Wert  vonr  istj  das  heifst,  je  ntiber  die  Zunge 
r  Spitze  des*  Kegels  befindet,  um  so  näher  rückt  die  Reihe  der  Töne 
einer  offenen  Pfeife,  welche  sie  auch  nach  der  Gleichung  für  r  =  0 
denn  die  Werto,  für  welche 

tang -^^ — -  =  0, 


i^a  +  a)  =  l,2,3 


Beihe  der  natürlichen  Zahlen.  Ist  r  klein,  so  kann  man  die  Ton- 
Js  jene  einer  offenen  Pfeife  betrachten,  deren  erste  Töne  gegen  die 
len  etwas  zn  tief  sind. 

P  §  165. 

16  Bissinstrument©.  Die  sämtlichen  Blasmatruniente  lassen  sieb 
iwendungen  der  Labialpfeifen  und  Zungenpfeifen  betrachten.  Die 
feifen  aind  geradezu  sob'be  Apparate,  das  Fiageolet  und  die  Flöten 
ibialpfeifen,  die  Harmonika  und  das  Aeolodicon  Zungen  ohne  Pfeifen, 
tarinetten,  Bassethömer,  Oboen,  Fagotte  sind  Zungftnp feiten  mit 
Q  Zungen^  Klarinetten  und  Bassetboi-n  mit  cylindriscbem,  Oboe  und 
mit  kegtdf?>rnng0m  Ansatzrubr,  bei  denen  die  Zunge  der  S[ütze  des 
sehr  nahe  liegt;  die  Erzeugung  des  Tones  ist  daber  bei  allen  diesen 
nenten  nach  dem  Vorigen  klar. 

b  haben  nur  einiges  hinzuzusetzen,  um  diu  Mittel  zu  erklären^  durch 
Htan  auf  diesen  lustnimenten  anstatt  des  Gnmdtoneg  und  d^|^|fl^^' 

fc.. ... .............  „.,.. ...  .....  .„...         a«— 

r 


\fm»  eine  ausgedehnte  Reihe  von  Tönen  er/eugtv  «^ 

man  in  die  Wand  einer  Pfeife  (Fig.  277)  an  irgend  via 


einbohrt,   so  kann  an  dieser  Btelle  die  Luft  aucb  n«ü 
Sg«n  als  nacb  der  Lllngi-^naxe  der  Röhre  b^i  einer  ank' 

i entweichen,  es  tritt  dernuftob  auch  dort,  eiiip 
I  einev  oßfenen  Pfsife^;  es  runfs  bei  «U\i^ 
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t^ldli  oln  HcIJwin^fiingBmftxiinuiii  bilden.  Blasen  wir  eine  offene  Pfeife  so  ao,! 
iliii'M  Mift  ihiitn  zwmimi  Ttm  gilit^  also  mit  zwei  Knoten,  jeder  ^  vom  £]|^1 
«Inf  RTthn^n  imd  «*inein  Bchwingungsmaximuin  in  der  Mitte,  bo  wird  es  dem- 
Hiicli  küiritf  And*tninx  in  driu  Tone  der  Pfeife  raacben,  wann  wir  in  der 
fWittt«  tliir  Wand  nin*'  Ollniir»^'  b^^rtstellen^  da  sieb  dort  scbon  ein  Schwingung*- 
miixlinnni  bnHiHJ<«i.  Durch  die  Öffnung  in  der  Wand  wird  di« 
VUnio  f(fiwi»iiCMnmrs(>n  halbiert  und  der  Ton  wird  der  Gnindtnn 
dirmor  halb  bo  langen  Pfeife.  Öffnen  wir  dagegen  die  Pfeife  beiß 
odwr  an  der  Stnllo  des  imtera  Schwingung sknotens  bei  e  Fig,  277, 
m  nnit»  jetzt  lui  diesen  Stellen  *An  Scbwingungsniaiiüiaai  ent- 
Mt^^bon  und  ib*r  Ton  springt  in  die  höhere  Oktave  Über,  di^ 
liUl'tHilub»  zerlegt  siub  in  sech»  schwingende  Abteilungen,  deren 
Knoiim  (,  I,  {,  l  der  Liinge  der  Bohre  von  dem  Boden  der 
PteiCe  eutftimt  sind, 

EbonHo  ivürdo  eine  Änderung  des  Tones  entstehen  niüssiü, 
wimn  wir  an  irgend  einer  andern  Stelle  der  Wand  aufser  bei  I* 
i^int*  t HVnuiig  unbringt^u.  da  stets  an  dieser  SteMe  ein  Sebwingimgs- 
iimximuni  eintreten  uiuf^  die  L&nge  der  schwingenden  Abteilungen 
üUo  gelindert  wird.  Je  nach  der  Stelle  der  öfl&iung  wird  diu!' 
dt»r  Ton  ein  andei^r. 

Uiaii  dMselb««  ist  der  Fall^  wenn  wir  durch  verändertes  Ab 
Ulufien  elneA  dw  »ndeni  Töne  der  Pfeife  hervorbringen;  aneli  dann 
wiixl  ein«»  nngvkbimehte  Öflhnng  im  allgemeinen  den  Ton  ändem 
und  dun'li  ein»  Oftüung  an  einer  bestimmten  Stelle  können  wir 
vin«tii  b^^Ümmtem  Ton  k^trorrofen.  Diesen  Kunstgriff  wendüi 
umn  bt^i  den  u^isteii  Blssinstrxunenten  an,  um  eine  bestisniBt« 
Tvuirtuh«  iia  MlMHttAf  ^wohl  hei  den  Fl5ten  als  den  Zimgeo 
iiiäiniak«ktiti»ii,  v)ea  Kltvüi^tlMi  #to^ 

lUWu  wir  smii  Betsfäd  »!■#  FlQle^  deoreo  Bohr  als  Gnmdton  den  Ton  (^J 
lu^iU  und  T^r«i»heib  wir  dii^W  im  fmmmbm  AbgUaden  mit  seclisOlfoii 
\sm  ihrem  K^mI»  anr  MaMdMhn^  Ur^  so  wird  die  B&le  beim  VersehlisMl 
mlWr  der  UctMt  im  tm  d^  ftlMA;  Ofcem  wir  sie  mm  wmA  und  naeh,  i«l 
wt9im  wir  A^diottek  die  Arik»  der  TSm  #,,  f|,  fi,  %,  \«  c^  eiiatt«a| 
tötete«. 

VwlM.  iL  dt^Tte  «1  m  «tkftllett,  hed^rf  ^ültt  eutnul  ennröfiiuuf  1 
4pr  w«iler  vw  «m  ItadliA  ««AiMitt  L9«her,  Umhmt  die  dm  Mm^ 
^i^fceegeoiiMwioia  lad  wir  Mfci^  Wird» 

riiirrb  TtrfHlrtttti  ilrttt^na  nrtalina  wir  JiMlnigiMnlhiiMiiii f  ifjum 

dtai  «««itett  IW  <iiv  llftM  i^.  wd  Wi  fAiBMiiir  tSte«  erküM  wir 
AyiA  iibe  V%^«iiii  d»r  vor^nw  TQto  e^  i^  «.  i.  w  W«*b  dun  aecii 
wi»^e«ii  OamwilpBk  9dMr  Khffift  wrtüi^a  im  ^^i^m  iwftitiiiifcT  ra  dit 
<ii»afcto  oilit  ^mftm9älümi^.m^^  m  mm^m,  m  mj  wir  iiMUtf^ 
«li»  «ewn  tfcüfWBWidy  di»  VOM  «k  Ai  laiigmli  Tihit  r  dnfrl  ^ 

IM  dm 
'^»»^  HUteyiM  tkw ' 


Li 
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nahe  liegt,  so  ißt  die  Tonreihe  dieser  Instnimente  sehr  nahe  derjemgen 
offenen  Pfeife  gleich.  Um  die  versi'hiedenen  hohen  Tone  bervorzu- 
g«ii,  hat  der  Bläser  hier  nur  das  Mittel,  die  Stärke  des  Lnftstromes 
damit  die  Schnelligkeit,  mit  denen  die  Öffnungen  des  Mundes  sich 
en,  zu  JindenL  Je  stärker  der  Luftdruck  ist,  um  so  rascher  folgen  sich 
einzelnen  BtÖfse,  ein  um  so  höherer  Ton  tritt  aus  dem  Instrumente 
or.  Die  Kunst  des  Bläsers  ist  es,  die  betreffenden  Drucke  fllr  die  ein- 
T5ne  ini  Geftthl  zu  haben  und  hervorzubrins^en. 


Um  eine  grolse  Anzahl  von  Tönen  auf  diesen  Instrumenten  zu  haben, 
tht  man  sie  sehr  lang  imd  gibt  ihnen  nur  eine  kleine  Weite,  da  die  Er- 
rmig  gelehrt  hat,  dafs  die  engen  Ruhren  leichter  ansprechen.  Das  Hom 
nach  Zamminer  eine  LtUige  von  27  Fufs,  sein  Grundton  ist  daher  f*_j, 

die  Reihe  der  Töne  ist 


Die  BlechblafiinBinimente. 
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1  CS— 2 

2  es_x 

es 

9 
h 


9  fi 

17  r^ 

10  sr, 

18  A 

11   OÄ,  + 

19  /t.,  + 

12  b, 

20<?, 

13/.,+ 

21  !fis^  + 

lic,+ 

22  as^  + 

15  d^ 

23  0,+ 

16  es. 

24  6. 

8  es^ 


Die  ersten  beiden  Töne  werden  nicht  gebraucht,  in  den  hühera  Lagen 
*  man,  liegen  die  Töne  ziemlich  nahe  beisammen,  sie  sind  indes  zum 

höher  als  die  hingeschriebenen.  Um  diese  Töne  brauclibar  zu  machen, 
Üei  man  dieselbe  Art  des  Stiraraens  an,  wie  bei  den  offenen  Pfeilen, 

macht  die  Instrumente  zu  teil  weis  gedeckten,  indem  der  8i»ieier  rlie 
dlte  l^aust  in  die  trichtertormige  Erweiterung  hringi.  Bei  den  Posaunen 
kn  die  Auszüge  des  Rohres  nach,  die  gleichzeitig  den  Zweck  haben,  die 
rtunente  in  versckiedenen  Tonarten  brauchen  zu  können*  Bei  den 
aem  erreicht  man  letzteres  durch  Einschieben  von  Röhrenstüeken  in 
Windungen. 

In  neuerer  Zeit  hat  man  auch  an  den  Blechinstrumenten  Klappen  zur 
Lnderung  der  Tonhöhe  angebracht,  der  Klang  solcher  Instrumente  hat 
H  eine  viel  geringere  Fülle* 

Die  Klänge  der  Zungeninstmmente  sind  viel  schärfer  als  jene  der 
ilpfeifen  und  Streichinstrumente,  da  in  ihnen  wegen  der  scharfen  Dis- 
iSnuität  bei  der  Tonei*z6ugung,  der  einzehien  durch  den  Bcblnfs  der 
gen  unterbrochenen  Htöfse,  viel  mehr  und  höhere  Obertöne  vorhanden 
.  Die  schärfsten  Klünge  haben  die  Blechblasinstnimente,  da  in  diesen 
schnellem  Schwingungen  der  hohen  Töne  nicht  so  rasch  vermehtet 
äen.  Darin  beruht  im  wesentlichen  die  Klangverschiedeaheit  zwischen 
Blechinstrumenten  und  den  theoretisch  ähnlich  gebauten  Holzblas- 
^*uuienten  wie  Oboe  und  Fagott.  Der  Unterschied  letzterer  gegen  die 
riöette  beruht  in  der  Verschiedenheit  der  ObeitÖno,  die  Klarinette 
titir   die   ungeradzahligen,   Oboe   und   Fagott  biv.be\v  avLi'.li   4\^   ^«i 
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Die  menflchUehe  SÜmma. 


Die  mensohliehe  Stimme,     Das  roenBchliche  SüixunoigMi] 

den  Untörsue hangen  von  Johannes  Müller*)  als  eine  Zungf^n; 

da  der  Vorgang^  ndttels  dessen  wir  die  Tüno  ery;«Tigen, 

nm  ikre  Höhe  zu  Undern^  wesentlich  mit  denen  der  ZungimiiiaM 

stimmen. 

Bas  Stlmmorgan  des  Menschen  befindet  sich   im  Kehlkopf  k 
obem  Ende  des  die  Lungen  mit  der  Mund-  und  Naaenliohle   ?'  ■  " 
Verbindung  setzenden  Luftweges^  der  Luftröhre  L  (Fig,  278  in: 

Flg.  ÄT8. 


rt«  fit 


r^i 


Der  Kehlkopf  ist  aus  einer  Anzahl  fester  Kiior] 
denen  die  Stimmbänder  ausgespannt  sind.     Die  ffisto   i; 
ist  der  Ringknoqiel ,   trartilagü   criooides,   ein   fester  Hing,   lior  riif - 
Ende  der  Ltiftnihre  umschliefst,  a  Fig.  278  im  Durchschnitt,  nircl  " 
von  der  Seite  gesehen,  und  welcher  hinten  höher  ist  als  Toni- 
ruht  als  gröfsere^  aber  nach  hinten  offene  Ümbillhm^'    ' 
ßcliUdknorpel ,   eartilago  thyreoides,   h  Pig,  27B  und    I         _  i 
ans  zwei  Platten,  die  mV  Sfex^sn.  ^^d^tt^iL  RtLndem  in  ^mer  lueii ' 


Die  metiftcbliche  Summe. 
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0  hervorspriiigenden  Kante  lest  verwachsen  zusammenstofsen,  wie 
278  bei  h  ini  Durobschniti,  279  bei  h  von  der  Seite  und  Fig.  280 
oben  gesehen  zeigt. 

i>er  Sckiidknorpel  igt  um  eine  Axe  drebbar,  d  Fig.  271»  und  280,  die 
einem  Fortsatze  befindet,  w*>lcher  von  der  imtem  Eeke  deis  hintern 
des  der  Scbildknorpelplatte  an  jeder  Seito  ausgeht,  und  welcher 
eits  im  Ringknpi'pel  befestigt  ist,  Die  Richtung  der  Aie^  um  welche 
der  Bebildknarpel  drehen  kann,  ist  Fig.  280  durch  die  Linie  C€  an- 
.tet;  die  Bewegung,  welche  er  also  annehmen  kann,  ist  nach  vorn  und 
richtet  und  nach  hinten  und  hinauf.  Der  Kante  des  Bchildknorpels, 
.er  die  beiden  Platten  zusammenstofsen,  gegenüber,  stehen  auf  dem 
hten  hintern  Rande  des  Kingknorpels  dicht  neben  einander,  die  beiden 
ibeckenknorpel,  cartilagines  arjtaenoides,  c  Fig.  279  von  der  Seite 
280  von  oben  gesehen.  Ihre  liasis  steht  mit  dem  llingknorpel  durch 
3elenk  in  Verbindung,  das  ihnen  gestattet,  sich  erstens  vor-  und  rüek- 
is  zw  bewegen,  also  sit-h  dem  Schildknorpöl  zu  nähern  und  von  ihm  zu 
imen^  zweitens  nach  rechts  oder  links  zu  bewegen,  also  einander  zu 
\m  oder  von  einander  zu  entfernen. 

Von  der  Basis  jedes  der  Gielsbeckenknorpel  springt  eine  Ecke  nach 

vor,  der  pruuessus  vocalis.     Zwischen  diesen  beiden  Ecken  und  der 

^ringenden  Kante,  in  welcher  die  beiden  Platten  des  Schildkuorpels  zu- 

nenstofsen,  sind  die  Stimmbänder  l  (Fig,  278,  280,  281}  ausgespannt. 


Piff.  SSO. 


Fig.  nt. 


Iben  speiTen  die  Luftröhre  bis  auf  eine  schmale  Ritze,  die  Stimmritze, 
e  in  der  Ansicht  von  oben  (Fig.  280)  dunkel  gehalten  ist*  ab.  Nur 
eine  kleine  Öffnung  befindet  sich  als  Yerlilngerung  der  Stimmritze 
ihen  den  Riindern  der  Giersbei-kenknorpöl,  die  sogenannte  Atbemritze. 
gflw^jhnlich  sind  wahrscheinlich  diu  Stimrribilnder  ganz  zusammengelegt, 
üie  rttujimritze  geschlossen,  so  dai's  der  Luftweg  nur  durch  die  Atbem- 

I   isL 

immbSnder  sind  die  Zimgen  des  mit  der  Zungenpfeit©  zu  ver- 
iienden  Stimmapparates,  über  ihnen  befindet  sich  nun  als  Ansatzröhre 
'ortsetzung  des  Luftweges.  Zunilchst  über  den  Stimmbändern  befindet 
lina  nach  oben  von  zwei  parallel  mit  den  Stimmbändern  verlaufenden 
inihaatlalten,  den  falschen  Stimmbllndom  m  (Fig.  281)  verschlossene 
ong^  der  ventriculus  Morgagni  //  (Fig.  278  und  ¥\g/l^\Y  ^^^  ^'S^^säJ^^'^ 
vbUnder  verbinden  die  Giefsbeckeiiknorpel  mit  i^m  "^eVA^v^^V^V^  ^^"^ 


.^is^^ 
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Die  menftchliche  Sttmine. 


Ittfl 


epiglottia;  und  Über  ihnen  endet  sich  der  Luftweg  in  den  BcMimd,  der  i& 
der  Mtindhöhle  und  Xa&enhöhle  ausliufl. 

Das  Stimmorgan  Tervollständigen  die  Muskeln^  welche  durch  Bewegung 
des  Schildknorpels  und  der  Oiefsbeckenknorpel  die  Stimmbänder  schliefwn 
oder  Öffiien,  spannen  oder  erschlaffen.  Die  Btimmbilnder  werden  ges|wmit 
durch  den  rausculns  cricothyreoideus  /'  (Fig.  279),  welcher  den  Schild* 
knorpel  nach  vom,  und  den  cricoarjtaenoideus  posterior  g  (Fig.  271*  and 
Fig.  280),  der  den  Oiefsbeckenknorpel  nach  hinten  herunter  zieht.  Di« 
Stimmbänder  werden  er&chlalft  dui-ch  den  musculus  thjTeoarytaanoidfiiis  i 
(Fig.  280),  welcher  den  ächildknorpel  und  Gielsbeckenknorpel  gegen  ein- 
ander und  den  musculus  cricoarytaenoideus  anterior  h  (Fig.  280),  welcW 
den  Giefsbeckenknorpel  nach  Tom  zieht 

Die  Stimmritze  wird  geschlossen  durch  die  mnsculi  aiTtacmoidei  k 
(Fig.  280),  welche  an  beiden  Giefsbackenknorpeln  inserieren  und  dieä«Ib«a 
gegen  einander  ziehen^  sie  wird  geöffiiet  durch  die  lieiden  musculi  crico&r;* 
taenoidei  g  und  h  (Fig.  280),  welche,  indem  sie  zuBammen wirken^  dii 
Giefsbeckenknorpel  seitwärts  herabziehen. 

Durch  Versuche  an  aufgeschnittenen  Kehlk5pfen  sowohl,  als  an  leboadci 
Menschea,  welche  eine  Luftröhre nflstel  beflafseEU  und  durch  Beobachttmgea 
mit  dem  Kehlkopfspiegel  ist  es  nun  erwies«n,  dafs  zur  Tonbildung  di» 
Athemritze  YoUständig  geschlossen  und  ebenso  die  Ränder  der  Stimmbibid^r 
fast  vollständig  an  einander  gelegt  werden.  Zugleich  müssen  die  Stimm 
bünder  durch  die  betreifenden  Muskeln  in  einem  gewissen  Grade  gesfianntsei 

Der  aus  den  Lungen  dringende  kräftige  Lultstrom  u&et  die  Stimm- 
ritze, deren  Bänder  dann  gerade  so  wie  die  Zunge  der  Zungenpfeife 
Schwingnugan  geraten.  Diese  Schwingungen  sieht  Johannes  MtÜler  als 
das  Tongebende  an^  nicht  die  durch  das  abwechselnde  Schliefsen  odtsf 
mehr  oder  weniger  Öfl&ien  derselben  entstehenden  Luftstöföe.  Die  örtnde, 
welche  ihn  bestimmen,  von  der  Weberschen  Ansicht  der  Tonbildung  bö 
den  Znngenpfeifen  abzugehen  M,  sind  indes  nach  Seebecks  Kritik  derselben*) 
nicht  beweisend. 

Was  indes  als  das  eigentlich  Tonbildende  anzusehen  sei,  ist  im  Efekt 
ziemlich  einerlei,  da  so  wie  so  die  Tonhöhe  nach  beiden  Ansichten  von  der 
Bchwingungszahl  der  Bänder  abhängt,  indem  jeder  ganzen  Sehwingtmg  der- 
selben auch  ein  Stofs  der  austretenden  Luft  entspricht. 

Bei  der  menschlichen  Stimme  haben  wir  einen  doppeltj?n  Apptftt 
zu  unterscheiden,  den  tongebenden,  der  die  Höhe  der  Töne  bestimmt,  und 
den  Sprechapparat,  der  sie  seu  artikulierten  Lauten  macht 

Die  höheren  Teile  der  Luftwege,  der  ventriculus  Morgagni  und  der 
Schlund  dienen  in  Bezug  auf  die  Töne  der  menschlichen  Stimme  nnrwiff 
ein  Schallbecher  bei  der  Zungenpfeife,  sie  dienen,  indem  die  in  ihnen  emV- 
haltene  Luftsäule  und  die  umgebenden  Weichteile  mit^hwingen^  nor  lor 
Verstärkung  des  Tones.  Müller  zeigte  das  an  ausgeschnittenen  Kehlköpfea 
Beim  Anblasen  von  unt«n  gaben  die  unteren  Stimmbänder  bei  enger  Summ- 
ritze  einen  vollen  und  reinen  Ton,  der  den  Tönen  der  menschliehen  Sdnunf 
nahe  kam,  und  die  sich  von  den  Tönen,  welche  man  bei  Anweieohieit  des  j 


')  J.  Müller  a.  a.  0.  p.  175. 

^  A,  iSecbecfc,  in  tN)^e«  B«^«clAtv^]im.   Bd.  VI. 


Die  menachliobe  Stimme. 
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fnlriciiluH  Morgagni^  der  oberen  ßtunmbänder  und  dvr  epiglottis  erhielt, 
iir  durch  geringere  8Ulrk©  unterseheideu. 

Die  Tonhöh©  hlUigt  nur  von  der  Spannung  der  Stirn mbtlnder  ab  und 

f»n  ihfor  Lunge,   nicht  aber  davon,    ob  die   Stimniritsse  etwas   mehr  öder 

*'  i'it  ibt,  jedoch  spricht  der  Ti*n  leichter  an  bei  enger  Stimmrit/e. 

-chlicbe  Stimme  hat  Überhaupt  einen  Umfang  von  nicht  ganz 

r  Oktaven,  die  sich  aber  niemals  in  einem  Individuum  vereinigt  finden, 

icht  vom  sogenannten  grofsen  Ey  also  dem  Tone  /'_i  bis   zum  drei- 

;benen  C     Man  \mterscheidet  Männer-  und  Frauenstinimon ,  und  bei 

's  und  Tenor,  bei  letztem  Alt  und  Sopran. 

Umfang  der  Stimm*  n  ist  in  der  Regel 


BaXs 

■  «^.  -  ft 

Tenor 

c      —  //,  oder  r^ 

Alt 

f      -ft 

Sopran  .  . 

.  .  .  Ct       —  c. 

ie  Stimmapparate  unterscheiden  sich  bei  diesen  Stimmen  durch  die 
der  Stimmbänder,  Bei  den  Männern  springt-  die  Kante  des  St'hild- 
üirpeU  viel  weiter  vor  als  bei  den  Frauen,  und  von  den  Männern  he- 
aen  die  Bassisten  die  gröfsten  Kehlköpfe.  Einige  wenige  Messungen  von 
ihiüiiies  Müller  haben  als  mittlere  Lilnge  der  männlichen  Stimmhiindt'r 
S  und  der  weibücheu  Stirambiinder  etwas  über  12  Millimeter,  also  ein 
erhültnls  von  3  :  2  ergeben. 

An  einem  und  demselben  Individuum  werden  die  verschiedenen  TOne  { 
Utli  verschiedene  Spannung  der  Stimmbänder  hervorgebracht.  An  aus- 
fcschnitt*enen  Kehlköpfen  hat  Maller  durch  Steigerung  der  Spannimg  von 
i?ji  K  bis  zu  5ti0  Gramm  den  Ton  um  mehr  als  zwei  Oktaven  erhöht, 
Ittilicb  bei  einem  niÄnnlichen  Kehlkopf  von  ah  bis  dk^.  Die  verstärkte 
»aonung,  die  wir  bei  den  hohen  Tönen  durch  die  rasche  Ennüdung  der 
inune  fUlüen,  i«t  indes  nicht  das  Einzige,  welches  die  Höhe  des  Tones  be- 
lamt  Versuche  von  Mtiller  und  die  bekannte  Erfahrung,  dafs  wir  dii> 
chsten  Töne  nur  im  Forte,  die  tiefsten  nur  im  Piano  singen  kÖnnf*n, 
reisen»  dafs  die  Tonh<3he  auch  durch  die  Stilrke  des  Luftstromos  ver- 
^B|  wird. 

^Beobachtungen  von  Garcia  mit  dem  Kehlkopfspiegel  haben  iemer  ge- 
St^  dafs  bei  verschieden  hohen  T5nen  auch  die  Länge  der  gchwingenden 
le  sich  lindert.  Bei  einem  Tenoristen  fand  er,  dafs  bei  d,  c,  /'die  Band- 
i  Knurpelränder  der  glottis  ibrer  ganzen  Lüngo  nach  schwingen,  beii 
dj  beginnen  die  hintern  Enden  der  processuh  vocale»  sich  an  einander 
legen  und  bei  f^  und  ^j  haben  sich  die  proc.  voc.  ihrer  gimzen  Länge 
lli  an  einander  gelegt,  es  schwingen  nur  noch  die  ßilnder  allein'). 

^lan  sieht,   alle   dl         ''  'ihrungssätze  Über  dii«  ver»chic!dene  Tonhriho 
^men   mit  den  Bchv,  ^^esetzen   elastischer   Streifen    llbernin,    ver- 

ticte  Spannung  und  Vf?rkar/,iing  di^r  nchwingenderi  ^l'eile  vergröfsern  ihre 
.wiogungszahl   und   somit   die    Tonh^^ihe,    die   Tonbildung   dos   mensch- 


')  Ludiüig^  Lehrbueh  der  Pbymologie  den   Men^ 
Hers  ilandbnch  sind  det«en    lamtliche  Vertochfj 
twiga   Lehrbuch   auch  die  neuem  Über  die  men^c 
leUl 


Hd.   l.    p,   bVl,     In 

"  Erfabrungen,  in 

-itituine  xunaminen- 
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liehen   Stimraorgans    stimmt    demnach    mit   derjenigen   dfif   Zungenpfeifen 
über  ein. 

Wegen  der  weiteren  Ertahi-ungen  über  die  menschliche  Stimme,  Iw- 
sonders  über  die  verschiedeneii  Hagister,  die  Brust-  mid  Fistelstimme  mfissen 
wir  auf  die  Lehrbücher  der  Fbysir>logie  verweisen,  da  sie  in  physikalisch* 
akustischer  Bexiebiing  nichts  Neues  darbieten. 


§  167. 

Die  mensoliliche  Sprache«  Wenn  die  Endiguugen  des  Liülweges, 
der  Schlund  imd  die  Mundhöhle,  auf  die  Tonhöhe  keinen  Einflnls  haben, 
so  sind  sie  das  allein  Bedingende  bei  der  Artikulation,  bei  der  Modifikation 
der  Time  zu  Lauten;  es  ist  die  Aufgabe  der  Physik,  das  Wesen  dt^r 
Laute  akustisch  zu  definieren,  und  die  der  Physiologie  zu  zeigen,  wie  diircb 
gelinderte  Stellung  der  Sprachwerk  zeuge  diese  Klangverschiedenheiten  zu- 
stande kommen* 

Bals  die  verschiedenen  Vokaltöne  nichts  sind  als  K langverschieden' 
heiten,  und  dafs  sie  somit  den  verschiedenen  den  Gi*andton  begleiteaden 
Obertönen  zuzuschreiben  sind^  hat  zuerst  Wheatstone*)  behauptet»  der  volle 
Nachweis  ist  indes  erst  HeLmholtz^)  gelungen,  indem  er  einnwd  mit  Hülfe 
der  Kesonatoren  die  die  verschiedenen  Vokalklünge  zusammensetzendeii 
Farfcialtöne  bestimmte,  und  ganz  besondei*s,  indeiu  es  ihm  gelungen  ist,  mit 
Hülfe  einfacher  Töne  die  Vokalklünge  zusammenzusetzen. 

Das  Mittel,  nm  die  einfachen  Töne  zu  erzeugen,  lieferten  ihm  Stimm- 
gabeln, welche  in  der  Weise  ivie  Fig.  282  es  zeigt,  vor  Resonan^röhrfu 
aufgestellt  waren.  Die  Stimmgabel  a  (Fig.  282)  ist  mit  ihrem  Stiel  ia  das 
Fulsbrett  dd  eingeschraubt,  welches  auf  nntergeklebten  Stücken  vonGumnu- 
scidänchen  ruht,  damit  die  Schwingungen  der  Gabel  nicht  direkt  auf  den 
Tisch  übertragen  werden.  Die  oberen  Enden  der  Stimmgabelzinken  belindeB 
sich  zwischen  den  Schenkeln  des  Elektromagnetes  bb^  gerade  den  Polfllcheü 
desselben  gegenüber  gestellt.  Die  Schwingungen  der  Gabel  werden  durch 
intermittierende  elektrische  Ströme  erregt,  welche  den  Elektromagnet  wibräid 
jeder  Schwingung  der  Gabel  und  zwar  in  dem  Momente,  in  welchem  die 
Zinken  der  Gabel  sieh  von  einander  zu  entfernen  beginnen,  magnetia^ 
machen.  Um  den  elektrischen  Strom  genau  in  dieser  Weise  zu  unterbrecbeD, 
wandte  Helmholtz  als  Stromimterbreeher  ebenfalls  eine  Stimmgabel  aa,  ifl 
der  Weise  wie  Fig,  283  angeordnet.  Der  von  der  galvanischen  Batterie 
gelieferte  Strom  tritt  in  die  MessingsÄule  t ,  welche  oben  ein  znr  BMU  mi* 
Quecksilber,  zui^  Hälfte  mit  Alkohol  gefülltes  Näpfchen  ri  enthrdt.  1b  ^^ 
Quecksilber  dieses  Näpfchens  taucht  ein  Platijidraht  c,  der  an  der  obfini 
Zinke  der  Stimmgabel  befestigt  ist,  so  eben  hinein,  so  dÄfs  der  Strom  äüs 
dem  Quecksilber  in  die  Stimmgabel  tritt  und  durch  diese  bis  xor  Klemmt? 
c  geleitet  wird.  Von  der  Klemme  e  tritt  der  Strom  dann  in  die  den  Elektro- 
magnet umgebenden  Driihte  und  von  diesen  au»  weiter  in  die  Drahtleitimg, 
welche  die  Ülektromagnete  der  tönenden  Stimmgabeln  entbälL    Dadnr^ 


eatstone  in  eeiaer  Kritik  aber  Versuche   ¥on  Willis,  der  ment  flüiJ 
fen  die  Vokale  künstlich  zu  bilden  versuchte  (Poggend.  Ann.  Bd.  iXlVV| 
d  Weatro inster  Review  1837  October. 
hnholiit  Tonem^andnugen.  ^.  163  C  und  p.  ISiff. 


>raht  c  atis  dem  Quecksilber  empor  und  unter brifbl.  an  dit^ser  Stelle 
itomkreis    und   damit    den   Strom-     Sofort  ab^it   x^ivlWxiiTv  ^\3ä^  ^öä 
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durch  ihre  Dimensionen  hedingten  Geschwindigkeit  gegen  ihre  Gleich^ 
läge  hin  und  darüber  hinaus.  Der  Draht  c  taucht  infolge  dessen  i 
das  Quecksilber,  der  Strom  wird  neuerdings  geschlossen  und  d 
wiederholt  sich  in  der  angegebenen  Weise. 

Ist  die  Unterbrechungsgabel  mit  der  Gabel  (Fig.  282)  genau 
so  wird  die  Gabel  a  jedesmal,  wenn  die  Zinken  durch  die  Gleich^ 
läge  nach  auTsen  sich  bewegen,  eine  kurze  Zeit  vom  Magnete  ai 
sie  erhält  also  bei  jeder  Schwingung  einen  neuen  Antrieb,  und 
wegung  dauert  ungeschwächt  fort,  so  lange  der  ünterbrechungsa} 
Thätigkeit  bleibt.  Dasselbe  ist  aber  auch  der  Fall,  wenn  die 
(Fig.  282)  genau  2,  3  •  nmal  öfter  schwingt  als  die  ünterbrechui 
nur  dafs  diese  Gabeln  dann  erst  nach  je  2,  3  ...  n  Schwingung 
neuen  Anstofs  erhalten. 

Um  diesen  genauen  Isochronismus  der  Gabeln  herzustellen,  is 
Gabel  a  (Fig.  283)  ein  kleiner  Schieber  h  angebracht,  durch  dessen 
man  die  Schwingungsdauer  der  Gabel  etwas  verändem  kann;  ? 
Schieber  dem  Ende  der  Gabel  näher  gebracht,  so  wird  dadurch  di 
heitsmoment  der  schwingenden  Masse  etwas  vergröfsert,  und  die  Schwi 
werden  langsamer. 

Die  auf  diese  Weise  erregten  Schwingungen  der  Gabel  a  (Fi 
geben  keinen  hörbaren  Ton,  wie  ja  überhaupt  eine  in  freier  Luft  schiK 
Gabel  nur  gehört  werden  kann,  wenn  jnan  sie  unmittelbar  vor  ( 
hält.  Um  den  Ton  hörbar  zu  machen,  ist  vor  der  Gkibel  eine  B( 
röhre  angebracht,  eine  gedeckte  Pfeife,  welche  in  der  Mitte  des  de 
zugewandten  Bodens  eine  kreisförmige  in  der  Höhe  der  Zinkenen 
findliche,  mit  dem  Deckel  l  verschliefsbare  Öffnung  hat.  Befindet  i 
Röhre  mit  geöfl&ietem  Deckel  nahe  vor  der  Gabel,  so  wird  sie,  w 
Grundton  mit  dem  der  Gabel  übereinstimmt,  wie  eine  Pfeife  zum 
gebracht,  und  der  Ton  der  Gabel  tritt  ohne  Oberton  deutlich  hervc 
die  Bohre  passend  zu  stimmen,  sind  die  Dimensionen  derselben  r 
Öfftiung  nach  den  Sätzen  des  §  162  passend  zu  wählen.  Um  den  1 
Gabel  stärker  und  schwächer  machen  zu  können,  ist  die  Bohre  an 
Schlitten  k  befestigt,  so  dafs  man  die  Röhre  der  Grabel  näher  oder  en 
stellen  kann.  Andererseits  kann  man  den  Ton  auch  dadurch  sch^ 
dafs  man  durch  teilweise  Bedeckung  der  öfl&iung  die  Röhre  etw 
stimmt,  wodurch  der  Ton  der  Röhre  beträchtlich  geschwächt  wird. 

Zu  seinen  ersten  Versuchen  wandte  Helmholtz  acht  Gabehi  ( 
schriebenen  Art  an,  die  tiefste  gab  den  Ton  Z>__i,  die  übrigen  ga 
sieben  ersten  Obertöne,  h,  /i,  h^,  d^,  f^,  as^  und  h^,  später  liefs 
diesen  noch  d^^  ^,  as^  und  h^  hinzutreten  und  benutzte  dann  als  Gi 
den  der  zweiten  Gabel,  h. 

Ist  der  Apparat  in  Gang  gebracht  mit  geschlossenen  Resonanz 
so  hört  man  zunächst  nur  ein  leises  Sunmien.  ö&et  man  dann  die 
mit  dem  Ton  6- 1 ,  so  hört  man  ein  dumpfes  ü",  viel  dumpfer  als 
der  menschlichen  Sprache.  Der  Klang  wird  dem  gesungenen  JJ  äö 
wenn  man  schwach  den  zweiten  und  dritten  Ton  h  und  f^  mittöneD 

Der  Vokal  0  wi\,^\Äti^^  >N«rav  >ö«v  ^'^'^^  %^^Äass!^^m  6-1  ta 
Oberton  b  sehr  staik  xmäi  ^<i^rw^Osi«t  \>v  U"^^  ^^sas^iä^j^w««^''«^ 


Die  Bildung  der  Vokale, 


Ein  nach  0  gezogenes  Ä^  das  schwedische  A  entstand,  als  die  T<Sne 
Jj,  a*j  und  &2,  also  die  Töne  5  —  8  möglichst  stark  genommen  wnrden, 
ieferen  dagegen  geschwächt  waren. 

Ä^  Ä  and  E  gelang  es  Hehnholtz  mit  den  zwölf  Gabeln  vom  b  an 
nstellen.  Bann  gibt  h  allein  CT,  dasselbe  st^rk  von  ij,  ^ichwücher  von 
•gleitet  (>.  ^4  erhilli  man,  wenn  man  zn  b  üimäclist  6,  und  f.,  ^nitlsig 
[.  dagegen  b^  und  d,  als  eharakt^eristische  Töne  kriiitig  t^inen  liUst. 
A  in  Ä  überzuführen,  mnl's  man  by  imd  /g,  die  Nachbarn  des  tiefem 
i.kten8 tischen  Tones  tl^  etwas  verstfirken,  K  dämpfen^  dagegen  d^  und 
öglichst  stark  hervortreten  lassen.  Fi'lr  H  nuifs  man  die  beiden  tiefsten 
^er  Reihe  b  und  b^  raäfsig  stark  halten  ab  Nachbani  des  tiefern  Ver- 
Hgstones  /*!,  und  die  böehsten  f^^  a,s^,  b^  möglichst  heraustreten  lassen. 

f  und  Ü  herzAistellen,  gelang  nicht,  da  die  diese  Yokale  charakterisie- 
en  sehr  hohen  Obertöne  sich  nitbt  mit  Gabeln  herstellen  lieraen. 

Dafs  die  z\\r  künstlichen  Darstellung  benutzten  Bestandteile  der  Vokale 
Hülfe  der  Resonatoren  in  den  gesungenen  oder  gesprochenen  Vokalen 
lachtet  jw'iirden,  ja  dafs  man  gerade  durch  derartige  Beobachtungen  die 
andteile  Icennen  lernte,  braucht  wohl  nicht  besonders  hervorgehoben 
werden.  Es  mag  nur  in  Bezug,  auf  die  Analyse  der  Vokale  bemerkt 
iöa,  dafs  die  in  §  ItJO  bescliriebenen  Flammenapparate  von  König  für 
idbe  vorzngflweise  geeignet  sind.  Eine  interessante  Anwendung  hat 
ig  von  dem  Fig.  262  angegebenen  Apparate  gemacht.  Da  die  versch le- 
rn Vokale  durch  Kombination  der  verschiedenen  Partialtöne  eharakteri- 
'  sind ,  so  liefert  natürlich  jeder  Vokal  ein  eigentümliches  Flanimenbild, 
ilies  bei  der  gei-ingsten  Änderung  des  Vokalklanges  sich  ebeni'alls  ändert, 
ig  hat  nun  durch  solche  Flammenbilder  nicht  nui*  die  einzelnen  Vokale, 
lern  auch  die  verscliiedyien  Nuancen  derselben  gezeichnet,  wenn  man 
Vokalo  in  verschiedener  Tonlage  singt,  so  dafs  man  mit  Hülfe  der 
er  genauer  als  auf  irgend  einem  andern  Weg^  jede  Vokal nüanee  be- 
ulen kann*).  Fig.  284  und  Fig.  285  zeigen  die  Bilder  für  dio  Vokale 
Qd  0,  wie  ich  sie  erhielt,  jeden  auf  t:  gesungen  und  mit  möglichster 
falt  im  reinen  Vokalklang  gehalten;  besonders  bei  0  gibt  die  geringste 
icierung  ein  anderes  Bild. 

Ehe  wir  zur  Besprechung  der  Bildung  der  Vokale  in  der  menschlichen 
che  übergehen,  wird  es  gut  sein,  darauf  hinzuweisen,  dafs  gerade  mit 
e  dieses  Stirn mgabelapparatea  von  Helmholtz  der  bereits  §  160  erwähnte 
iweis  geliefert  wurde,  dafs  die  Phase  der  komponierenden  Teiltöne  auf 
ffiang  ohne  Einfluls  ist.  Wir  erwähnten  soeben,  dafs  man  die  SehwJlchung 
^  Stimmgabel  tone  s  durch  weitere  Entfemtmg  der  Resonanzröhre  oder 
fcfteilweises  Schliefsen  des  Deckels  erhalten  kann;  letzteres  Mittel  be- 
^^e  kleine  Verstimmung  des  Tones  und  bewirkt  dadurch ,   dafs  die 


^iKmig,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXLVl.  Tafel  III  des  Bandes  gibt  die 
B^bilder  der  5  Vokale  U^  0,  A,  E,  I,  für  jeden  Ton  der  beiden,  der 
Stimme  ent«prechenden  Oktaven  c— ^  bi«  c^.  För  E  und  /  sind  die  Bilder, 
djEL«  König  auch  hervorhebt,  wenig  charakteristisch.     Die  Bilder  sind  indey 

IBviduelle^  bei   einer  andern   %Stimine  fallen  sie  andcra  ans,  da  nicht  bei 
hdividuen  die  verschiedenen  ObertÖne  in   derselben  Weis©  versÜLikt  w^x- 
hlaiholt^,  TonempEDdungeu  UL  Ausgabe  p.  \^Z).  So  eiÄÄ^xft^^^u  ^y^  «J^^eix 
'ebneten  Bilder  wenig  der  EönigBchen  Zeicbnnng, 
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Schwingungen  etwas  rascher  oder  langsamer  werden,  samii  th&  dia 
einer  versiimmten  Gabel  mit  den  andern  nach  und  nach  in  immer  i 
Periode  zusiunmentrefiFen.     Wurde  nun   ein  V-V  '■  !  v    *'    ' 

daüarch  da  ['s  der  Ton  einer  Gabel  durt^b  Vers^ 
gescbwÜL'bt  wih*dc,  m  erhielt  iimn  genau  denselben  l^buig,  wirtitj 
durch  Hcbliersimg  des  Deckels  geschwächt  wurdu;  da  aber  im  letiUml 
die  Phase  der  komponierenden  Töne  eine  relativ  immer  andere  wuide. 
Folgt  aus  diesem  Versuche»  dafs  die  Phase  auf  die  Klangfarbe  von 
Einflüsse  ist 


f^fi,0%(kjhjh, 


Die  Möglichkeit  einer  so  reichhaltigen  Klangbüdung  dorcli  die  me 
liehe  Stimme  ist   durch   die   Form  unseres  Sprachorganes 
haben  vorhin  unser  Sprachorgan  als  eine  Zungonpfeife  mit  v 
bezeichnet.    Von  den  gewöhnlichen  Zungenpfeifen  dieser  Art  uk 
es  sich  aber  w^esentüch  dadurch,  dafs  die  Pfeife,  das  Schallrohr 
unveränderliche  Gestalt  hat,  sondern  dnrch  imsem  Willen  will. 
Jindert   werden  kaim.     Das  Schallrohr  der  menschlichen  SÜjnme  suw  • 
höheren  Teile  der  Luftwege  über  dem  Kehlkopf  und  gaas  beaoüdfff^ 
Rachenhöhle  und  Mundhöhle.     Durch  die  Beweglichkeit  der  w^'i 
in  den  Umgebungen  dieser  Hohlen,   den  weichen  Gaumen,   die  /. 
die  Lippen  können  wir  diesen  Höhlen  die  verschiedensten  GüstitlU^o 
imd  es  ist  nach   den  Benierknngen  Über  die  Tunbildung  bei  dtr    - 
Zungen  klar,  dal's  es  wesentlich  von  der  Form  der  Kurilen-  und 
abhängig  ist,  welche  von  den  harmonischen  <JbertÖncn  eint^s  von 
gebildeten  Gnmdtones  verstärkt  werden,  w*olche  nicht.     D<^nn   v 
Bchhifs   des   S  1*^^   erwähnten  ^    sind   in  jedem   durch   Zun 
Klange  die  ObertÖnc  in  grol'ser  Zahl  vorhanden,  alle,  die  deöu«i.ii 
bestimmten  Stellung  der  Mundhfjhle  infolge  der  Resonanz  vor 
tinden  sieh  in  dem  Klange^   welcher   dieser  Stellujig  d' 
spricht    Es  sind  das  vorzugsweise  die  Tone,  welche  dit 
bafitimmten  Form  alä  mii^he  Pfeife   angeblasen  gisbon  wQrdü. 
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In«  jus  sind,  bestimmte  Heimholt?.^)  im  allgemeinen  dadurch,  dfifs  er  vor 
%  Mundi^ifnimg  Btimmgabeln  hielt,  tmd  den  Ton  aufsncbte,  der  bei  einer 
istiramten  Vokalstellung  des  Mundes  die  stiirkste  Resonanz  gab, 

Dat's  in  der  That  die  der  Mundhöhle  gegebene  Form  für  die  Bildnng 
M"  Vokale  von  wesentlichem  EinÜafs  ist,  bat  man  schon  früher  erkannt*), 
Idetti  iichon  der  ältere  Du  Bois  Reyniond  die  Vokale  in  drei  Reihen  i)rdnt4e, 
\  nach  der  8t«llnng  des  Mundes.     Die  drei  Reihen  sind 


Der  Tokal  Ä  ist  der  gemeinsame  Ausgangspunkt  für  alle  drei  Keihen, 
seiner  Bildung  nimmt  die  Mundhöhle  eine  ziemlich  gleichftirmig  trichter* 
^\g  prweik*rte  Gestalt  an.  Bei  0  und  U  wird  die  Mundhöhle  vom  mit 
to  Lijipen  verengert,  so  dafs  sie  bei  U  am  engsten  ist,  wUhrend  sie  in 
BT  Mitte  durch  Herabziehen  der  Zunge  erweitert  wird.  Sie  nimmt  also 
B  Gestalt  einer  Flasche  ohne  Hals  an,  deren  ÖHhung  vom  der  Mund  ist 
ir  Ton  einer  solchen  Flasche  ist  um  so  tiefer,  je  enger  die  Uftuung  ist, 
i^  dem  entsprechend  fand  Helmholtz»  dafs  bei  der  i7- Stellung  des  Mundes 
n  '  itm  der  Mundhöhle  /'  ist^),   und  zwar  ziemlich  gleichmikfsig  bei 

U  ]i  und  weiblichen  Mundhöhlen,  bei  welch  letzteren  das,  was  der 

oblong  an  Gerüumigkeit  abgeht,  durch  engem  Versehlols  ersetzt  wird, 
fr  Kigf^nton  •  der  Mundhöhle  bei  0  ist  //, .  Geht  man  vom  0  allmiiblich 
reb  Oa  und  Ao  zum  Ä^  so  wird  der  Mmid  offener^  und  der  Ton  der 
lti»](i  im  eine  Oktave  bis  6^*). 

l.  ,    iig  vom  Ä  durch  Äe  in  E  und  /  wird  die  Gestalt  der 

lndhßlile  eine  ganz  andere.  Die  Lippen  werden  dabei  zurückgezogen  und 
l^et,  die  Zunge  gehoben,  so  dafs  zwischen  Zunge  und  hartem  Gaumen 
K  ein  enger  Kanal  bleibt^  während  der  Raum  unmittelbar  über  dem  Kehl- 
^  durch  Herabdrlicken  der  Zungenwurzel  erweitert  wird.  Die  Mundhöhle 
onuut  also  die  Gestalt  einer  Flasche  mit  engem  Halse,  den  Bauch  der 
iche  bildet  der  Schlund,  den  Hals  der  enge  Kanal  zwischen  Zunge  und 
Kimen,  der  Hals  ist  am  engsten  bei  /,  seine  Lünge  von  dem  hintern  Rande 
Flasche  bis  zum  hintern  Rande  des  Gaumes  fand  Helmholtz  gleich 
Centinieter. 

DemrtigH  Flaschen  haben  zwei  Gmndiune,  den  des  Bauches  filr  sich 
[d  den  des  Halses,  den  man,  besonders  wenn  er  gegen  den  Bauch  sehr 
Je  ist,  als  einn  beiderseits  oifene  iUihre  ansehen  kann,    D«^di  entsprechend 


*)  HelmJtoltZf  TooempfinduDgen  p*  166  ff. 

*)  Iht  lifjii  Ecifvwmt^  Norddeutfiche  Zeitschrift  von  De  la  Motte  Fouqin*» 
[7.    IfdmliolU  a.  a.  0.  p.  167* 

*)  hontkrfi  gibt  die  höbere  Oktave  /", ,  welche  auch  Auerlatck^  Wiedemann 

Bd.  Hl  durch  Perknaaion  der  Mnndhöhle  findet.  Wie  mir  vor  einigen 
ireu  Weinhold  £eigte,  kann  man  die  Mundhöhle  durch  einen  krilftigen  Lufl- 
[>fD,  dun  man  au  dem  in  der  t/^- Stellung  befindlichen  Mnnde  wie  am  Mond- 
h  einer  Flöt^a  vorüber  führt,  tönend  anblasen,  man  erhält  dann  bei  richtiger 
Uting  fltetn  einen  nahe  dem  /*,  liegenden  Ton. 

^)  Auiffhaük  a»  A.  0,  gibt  f^. 
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hat  die  Mundhöhle  bei  ^e,  E  und  /  zwei  Eigentöne,  bei  Äe  die  Tlhied| 
und  ^3  bis  as^^  bei  E  die  Töne  fj^)  und  63  und  bei  J  als  tieÜBten  Ton  ein 
/\ ,  wie  bei  U  und  als  Ton  des  Halses  d^. 

Die  Vokale  Ö  und  Ü'  unterscheiden  sich  von  E  und  J  dadurdi,  da& 
bei  ihnen  auch  die  Lippen  röhrenähnlich  geformt  werden,  so  dalfl  diese  tm 
Fortsetzung  des  engen  Eanales  bei  E  und  I  bilden.  Für  diese  Vokale  Sndeit 
sich  deshalb  nur  der  Ton  des  Halses,  er  wird  tiefer  als  bei  Ewnil^m 
wird  cis^  und  g^  bis  a 53  wie  bei  Äe,  Die  tiefem  Eigentöne  bleiben  f^ToAf). 

Wie  eben  erwähnt  wurde,  sind  es  nun  gerade  die  Obertöne  des  Klänget, 
welche  mit  den  Eigentönen  des  Mundes  zusammenfallen  oder  doch  amen 
nahe  genug  sind,  welche  vorzugsweise  verstärkt  werden,  während  die  anden 
gedämpft  werden,  und  eine  Vergleichung  der  zuletzt  gemachten  Angiba 
mit  den  bei  der  künstlichen  Bildung  der  Vokale  angegebenen  charakteristiscbai 
Tönen  der  einzelnen  Vokale  wird  die  Übereinstimmung  beider  und  dunü 
erkennen  lassen,  dafs  das  Vi/^esen  der  Vokalbildung  in  dem  durch  die  Form 
der  Mundhöhle  bewirkten  Auftreten  der  verschiedenen  Obertöne  bedingt  ist 
Es  wird  eben  jedesmal,  auf  welchen  Qrundton  wir  einen  Vokal  auch  bUdoi, 
immer  derjenige  Oberton  des  Qrundtones,  am  meisten  verstärkt,  der  den 
Eigentone  der  Mundhöhle  am  nächsten  kommt.  Die  Vokalklänge  unter 
scheiden  sich  von  den  Klängen  der  übrigen  musikalischen  Instrumente  gende 
dadurch,  dafs  die  Stärke  ihrer  Obertöne  nicht  von  der  Ordnungszahl  der 
selben,  sondern  von  deren  absoluter  Tonhöhe  abhängt.  Wird  z.  B.  der  Vohl 
A\  dessen  charakteristischer  Ton  &2  ^^^^  ^^^  ^^  Note  es-^i  gesnngen,  so 
ist  der  verstärkte  Ton  der  12.  Ton  des  Klanges,  wird  derselbe  Vokal  aof 
\  gesungen,  so  ist  der  verstärkte  Ton  der  zweite  des  Klanges.  Daher  rOkrt 
es  denn  auch,  dafs  der  reine  Vokalklang,  besonders  ftlr  die  Vokale,  dera 
charakteristischer  Ton  tiefer  liegt,  am  besten  bei  gewissen  Tonhöhen  herani- 
kommt,  bei  denen  nämlich,  bei  welchen  ein  Oberton  genau  mit  dem  ein* 
rakteristischen  Ton  zusammenfallt^). 

Zur  Bildung  der  menschlichen  Sprache  gehört  aufser  jener  der  Voble 
auch  die  der  Konsonanten;  diese  sind  keine  Selbstlauter,  es  sind  nur  Toi- 
hemmungen  oder  Verzögerungen,  welche  durch  das  Anfangen  oder  Ab- 
schliefsen  eines  Vokallautes  oder  höchstens  als  Oeräusche  wahrnehmbar  nni 

Nach  Brücke^)  teilt  man  die  Konsonanten  je  nach  dem  Orte  des  Ver- 
schlusses im  Munde  in  drei  Oruppen,  an  deren  Spitze  die  drei  mutaej), /)^ 
stehen. 

Die  erste  Gruppe  bilden  jp,  h,  /",  v,  w,  w,  den  Verschlufs  bilden  «*• 


*)  Nach  Auerbach  g^  bis  Oj. 

•)  Nach  Auerbach  o^  und  /*,. 

')  Wie  es  möglich  ist,  dafa  die  Eicentöne  der  Mundhöhle  aach  dock 
solche  Töne  verstärkt  werden  können,  zu  deren  harmonischer  Reihe  der  Eig» 
ton  nicht  gehört,  werden  wir  im  §  173  zeigen,  wodurch  der  haupt^hlidb^ 
Einwand  von  Qaantens  gegen  die  Helmholtzsche  Vokaltheorie  (Poggend.  Ann.CLiy' 
widerlegt  wird.  Genaueres  über  die  Zasammensetzunff  der  Vokale,  die  Inteni' 
tätsverhältnisae  der  Partialtöne  und  die  Abhängigkeit  derselben  von  der  Toshöbe, 
auf  welcher  die  Vokale  angegeben  werden ,  sehe  man  in  der  interessantsD  Ab* 
handlnng  von  F.  Auerbach,  Poggend.  Ann.  Ergbd.  VIII  und  neue  Folce  BiH^ 
Bd.  IV,  an  welch  letzterer  Stelle  Auerbach  auch  die  von  der  Hekuoltveh« 
abweichende  Vokaltheorie  Grafsmanns,  Poggend.  Ann.  neue  Folge  (Wied6ai.A0j 
Bd.  I  bespricht. 

*)  Ludtoiy,  Leibibucb  der  Physiologie.    S.  689. 
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ler  die  beiden  Lippen  oder  eine  der  Zabnreihen  mit  den  Lippen.  P  ent* 
dnrcb  ein  plötzliches  Ötfhen  der  vorher  fest  versclilossenen  Lippen, 
hrend  ein  Lnftstrom  aus  dem  Kehlkopf  gegen  die  Mundöffnung  dringt, 
entsteht  gerade  so,  nnr  sind  die  Lippen  etwa^s  weniger  gespannt  iind  das 
en  geschieht  etwas  weniger  energisch.  F  wird  gebildet,  indem  wir 
üe  untere  Lippe  an  die  oberen  Schneidezahne  legen  und  einen  Lnftstrom 
umdurch senden,  desgleichen  i\  ein  mildes  /'/und  w\  bei  dem  zugleich  eine 
Uemmnng  des  Luftstromes,  ein  tUchterer  Verschlul's  stattfindet,  welcher 
IT  dem  h  nähert. 

Das  m  entsteht  schlierslicli,  indem  man  die  Lippen  wie  zu  6  stellt  und 

Luft  mit  tönender  Stimme  zur  Naäo  hinausströmen  läfst. 

Die  zweite  Gruppe  mnfalst  tj  d,  die  verschiedenen  s,  l  und  n.    Ftlr 

bildet  die  Zunge  den  Verüchliirs,  indem  sie  sich  entweder  an  die  ohem 

hneidezähne   oder  an  den  vordem  Teil  des  hai-ten  Gaumens  anlegt     T 

d  gebildet  durch  Anstemmen  der  Zunge  an  die  Sehneideztkhne  und  plötit- 

e  Fortnabme  derselben,  d  vei*hlllt  sich  zum  ^,  wie  h  zum  p. 

Das  harte  s^  ss,  ss  bildet  sich,  wenn  bei  der  dem  /  zugehörigen  Znngen- 

liung  eine  kleine  Spalte  geöffnet  und  durch  diese  Luffc  ausgestolsen  wird, 

nrch  schwächeres  Anstemmen  entsteht  das  weiche  s.    Das  l  entsteht,  wenn 

man  den  Verschlufs  der  Zunge  vom  wie  bei  tl  läfst,  dagegen  hinten  neben 

in  Backzlihnen   beiderseitig  eine  kleine   Öffnung  läfst,   durch  welche  die 

ffift  hindurchstreicht.    Wird  femer  die  Zunge  wie  bei  t  gestellt  und  läfst 

die  Luft  durch  die  Nase  entweichen,  si»  entsteht  n. 

In  die  dritte  Gruppe  gehören  die  Gaumenlaute  Jt,  ^,   cä,  j  und  das 

*amen*n  (vor  g  in  ng).    K  entsteht  wie  i  und  %^^  nur  dafs  der  Versi-blufs 

der  von   dem   hintern  Teile   der  Zunge  und  dem  Gaumen  gebildet  wird. 

entsteht  ans  k  wie  h  und  d  aus  p  und  ^,  eh  wie  b  und  /,  nur  dafs  auch 

ier  zwischen  dem   tiefem  Teile   der  Zunge   und   dem  Gaumen  die   enge 

Jffiitmg  bleibt,  zwischen  der  der  Luttstrom  hindurchgeht, 

/  bildet  sich,  indem  die  Zunge  mehr  nach  der  Mitte  hin  sanft  gegen 
en  Gaumen  angelegt  und  Luft  durchgehaucht  wird,  und  schliefslich  das 
bimen-w,   indem   die  Zunge   wie  beim  ck  nur  fester  gegen  den  Gaumen 
legt  wird  und  die  Luft  bei  tönender  Stimmritze  durch  die  Nase  entweicht. 
Der  noch  übrig  bleibende  Konsonant  r  kann  labial^  lingual  und  guttural 
;  er  entsteht,  indem  wir  einen  der  Jeichtschwingenden  Mundteile  mittels 
Luftstromes  in  schwingende  Bewegung  versetzen,  deren  einzelne  Stöfse 
;sam   aul'  einander  folgen,   dafs  wir  die  einzelnen  Stöfse  gesondert 
ihmen;  diese   Schwingungen  können   die   Lippen,   die  Zungenspitze, 
sie  wie  zum  i  gestellt  ist,  und  das  Zäpfchen  vollführen. 


Zweites  Kapitel, 
Von  dfp  AuBlireitung  nnd  Wahriielimnng  den  Seliallfs, 

§  16a 

Lnsbreitung  des  Sohalles  in  der  Luft.     Wir  sahen  in  §  152,  dafs 
i  zur  Wahrnehmung  des  Schalles  erffirderlich  sei,  dafs  die  Schwingungen 
feiten  Kutpers  oder  die  andern  tonerzeugenden  Schwingungen  auf  ein 
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elastisches  Medium  übertragen  und  zu  unserem  Ohre  fortgepflaiwt  werden. 
Da  in  einem  jeden  solchen  Mittel  die  Seh  all  Schwingungen  longitudiiilft 
werden,  wie  alle  unsere  Entwieklongen  Über  den  Schall  «eigen,  oder  di 
die  long-itndinalen  Schwingungen  der  tdastischen  Medien  sind,  welche  irir' 
durch  die  gegen  unser  Gehörorgan  ausgeübten  Stöfse  als  Schall  wahr- 
nehmen ^  so  müssen  die  Gesetze  der  Ausbreitung  des  Schalles  mit  den  G^  i 
setzen  der  Yerbreitung  longitudinaler  Wellen  übereinstimmen,  welche  wir 
im  vorigen  Abschnitte  entwickelt  haben. 

Zunächst  folgt  aus  dem  Prübem,.  dals  der  Schall  sich  von  einem  er- 
regenden Mittelpunkte  aus  in  Icugel  form  igen  Wellen  nach  allen  Ricbtiingen 
ausbreiten  mufs. 

Mit  dem  Abstände  von  der  Quelle  des  Schalles  mnfs  dann  die  hiten- 
sität  desselben  abnehmen;  und  zwar  nach  einem  bestimmten  Gesetsie.  Die 
schwingende  Bewegung,  welcbe  von  einem  Mittelpunkte  ausgeht,  teilt  ach 
immer  gröfsem  und  gröfsena  Kugelwellen  mit,  und  nach  der  Zeit  /  sin^ 
alle  Ltifttei  leben  auf  einer  Kugel  schale  in  Bewegung,  deren  Radius  r 
gleich  d  ist.  Das  Maximum  der  Gescb windigkeit,  welches  diese  Teiichflö 
beim  Yerlassen  ihrer  Gleichgewichtslage  besitzen,  sei  gleich  v.  Die  Mafee 
der  zugleich  bewegten  Teilchen  ist  proportional  der  Gröfse  der  Fläcbflt 
auf  der  alle  Teilcben  zugleich  bewegt  werden  oder  proportional  der  Obpr* 
fiüi'he  der  Kugel  4ftr*. 

Nach  der  Zeit  f  werden  ebenso  alle  Teilchen  auf  einer  Kugeil 
vom  Radius  r  =  cf  eine  Geschwindigkeit  v  erhalten  und  die  Masse 
zugleich  bewegten  Teilchen  ist  4«r'^. 

Nach  einem  Satze  der  analytischen  Mechanik  ist  die  lebendige  Kraft] 
eines  bewegten  Systems  konstant^  wenn  die  Bewegimg  nur  Folge  ist  voa 
innem  zwiscben  den  einzelnen  Punkten  des  Systems  thätigen  Kräfte»., 
Die  schwingende  Bewegung  ist  mm  eine  solche^  bei  welcher  die  Bewegonf 
der  einzelnen  Punkte  nur  Folge  der  Elasticitütskräfte  ist,  demnach  ist  hier 
jener  Satz  anwendbar,  oder  es  mufs  die  Gleichung  bestehen 

oder 


f^^V^  = 


V  :  V 


r  :r. 


Die  Geschwindigkeit,  welche  den  emzelnen  schwingenden  TeilcbeuiÄj 
verschiedenen  Äbstiinden  vom  Mittelpunkte  der  Scbwingung  erteilt  irirffl 
ist  dem  Abstände  der  Teilchen  vom  Mittelpunkte  der  Schwingang  umgekehrt 
proportional    Nennen  wir  demnack  die  Geschwindigkeit  im  Abstände  1,  <*i 

V 

so  ist  sie  im  Abstände  r  vom  Mittelpunkte 

Wir  bähen  bereits  bemerkt,  dais  wir  die  Intensität  des  Schill«! J 
der  Starke  des  Stofaes  gleichsetzen,  welchen  unser  Gehörorgan  vau  d« 
schwingenden  Luftteilchen  erhiLlt.  Die  Stürke  des  Stofses  ist  aber 
lebendigen  Kraft  der  stofscnden  Teile  projjortional,  da  dieselbe  doieh  dil| 
Uröfse  des  Weges  gemessen  wird,  durch  welchen  der  widerstehende  KrSr] 
wirken  mufs,  um  die  Geschwindigkeit  des  stofsenden  zu  vemicbten,  t** 
nun  die  Geschwindigkeit  der  scbwingenden  Teile  abnimmt  in  demselbwo 
Yerbllltnis,  wie  sie  weiter  ^om  erregenden  Mittelpunkte  entfeirnt  sind,  ond 
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wir  den  Behau  bei  der  konstanten  Gröfse  unseres  Gehörorgana  immer 
eil  den  Stofs  einer  gleiehen  Menge  Luftteilehen  verne!itijen,  so  folgt,  dafs 
Intensität  des  Sehalles  nbmnimt,  wie  die  (Joadrate  der  Entlernimg  von 
Quelle  des  Sehalles  wachsim» 

Dafs  der  Schall  schwächer  wird,  wenn  wir  uns  von  der  Quelle  des- 
riben  entfernen,  ist  eine  bekannte  Thatsache,  auch  dafs  er  raseher  schwächer 
rird,  als  die  Entfernungen  wachsen,  ist  bekaimt. 

Genaue  Messungen  über  die  Abnahm**  der  Schallstärke  mit  der  Ent- 

ftniimg^  wie  überhaupt  über  die  8türke  des  Schalles  gibt  es  nieht,  da  es 

r  den  Schall  keinen  exakten  Messa|iparat  gibt  und  die  vorhandenen  Sono- 

Bter  nur  dazu   dienen  können,  ein  Mehr  oder  Minder  der  Schallstärke  zu 

igen,  nicht  aber   genaue  Messungen  anzustellen.     Es  liegt  das  im  Wesen 

m  Beb  alles,  der  eigentlich  nur  in  einer  Kmphiidung  besteht,  da  er  nur  eine 

besondere  Wahrnehmung  einer  bestimmten  Bewegimgsart  ist,  imd  nur  in- 

lofem  Schall  ist,  als  wir  diese  Bewegungsart  mit  unsereiD  Ohre  wahrnehmen; 

tir  können  denselben  daher  nur  nach  seinem  Eindrucke  auf  das  Ohr  be- 

prt^en.    Auch  beim  Licht  ist  das  zwar  der  Fall,  dafs  wir  es  nur  durch 

Eindrücke  auf  das  Ange  beurteilen  können,  dort  können  wir  aber  mehrere 

iicbtwirkungen  gleichzeitig  beurteilen^  \i'ir  können  sie  kompensieren,  indem 

tir   Flächen   zugleich   von   entgegengesetzten   Seiten   beleuchten   und   auf 

Huiche   andere  Weise   vergleichen.     Schalle  gleicher  Qualitfit  können  wir 

ker  nur,  wenn  sie  nach  einander  wirken,  mit  einander  vergleichen,  und 

ladurch  ist  jede  Messung  ausgesch lassen. 

Da  der  Sehall  eine  Wellenbewegung  ist,  so  mufs  die  Geseh windigkeit 
»iaer  Verbreitung  mit  derjenigen  der  Wellenbewegung  übereinkommen. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung  ist  in  einem 
ttd  demselben  Mittel  konstant,  sie  hängt  nur  ab  von  der  Dichtigkeit  und 
liasticität  des  Mittels  nach  der  Gleichung 


-'V^' 


Iso  nicht  von  der  OscÜlatinnsdauer  der  schwingenden  Bewegimg  oder  ihrer 
Wellenlänge,  bei  transversalen  Wellen  vorausgesetzt,  dafs  die  LSnge  der 
'eilen  gegen  den  Abstand  der  Moleküle  sehr  grofs  isi  Für  die  Töne  der 
isik,  deren  Wellenlänge  kaum  unter  vier  Centimeter  herabgeht,  wird  man 
toerea  annelimen  dürfen,  alle  Töne  müssen  sich  daher  in  einem  nnd  dem- 
ilben  Mittel  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  fortpflanzen.  Es  ist  das 
icli  eine  bekannte  Erfahnmg,  auf  der  allein  die  Möglichkeit  einer  harrao- 
Behen  Musik  herab t.  Selbst  in  der  gröfsten  Entfernung  wird  die  Harmonie 
ämelben  nicht  ge?tört,  ein  Beweis,  dafs  die  höchsten  wie  die  tiefsten  Töne 
Inch  mit  gleicher  Gesebwindigkoit  fortpflamien. 

Ganz  Vollkommen  gleicb  scheint  indes  nach  den  neuern  Versuchen  von 
nault   diß    Fo rt p fl an zungsgeseh windigkeit   der   tiefen   und   hohen   Töne 
iclit  zu  sein.    Bei  den  gleich  jiäher  zu  besprechenden  Versuchen  über  die 
Wpfianzung  des  Schalles  Liefs  Regnaol t  an  dem  einen  Ende  des  auf  dem 
loolevard  St.  Michel  zu  Paris  hetiudlichen  Wn^serleitungsrobres,  welches 
Durchmesser    von    1"",1   und   eine  Länge  von   14 17™, 95  hatte,   eine 
pfeife  tönen,  deren  Gmndton  i\  war,  und  welche  ein  kegelförmiges 
tsfrrohr   besafs.     In   dem   andern  Ende   des  Rohres   waren  acht  Holvtv- 
1  woiJ»»g*i  yiij^iJf'  /-  *■  Atta.  U^ 
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holtzsebe  Kasonatoren,  tlie  c\  und  seiuen  harmoniscben  ObertÖaen  ent- 
sprachen,  angebracht,  welche  durch  KautschukröhreE  mit  einem  grufsemj 
Kasten  von  Holz  verbmiden  waren ,  an  dessen  Öffnung  man  das  Ohr  an-  * 
legen  konnte.  Die  den  Resonatoren  entsprechenden  Töne  worden  deat- 
lieh  und  klar  gehört.  Man  hörte  bei  diesen  Versuchen  konstant  zuerst 
den  Gnindton  c^,  auf  diesen  folgte  erst  die  Oktave,  die  Quint  derselben 
und  dann  erst  die  höhern  PartialtÖne,  so  dafs  stets  die  tief  ein  vor  den 
hohem  Tönen  gehört  wurden.  Die  tiefern  Töne  haben  demnach  eine  etwas 
gröfsere  Fortpftanzungsgeechwindigkeit  als  die  hohem,  und  ein  Klang  ver- 
findert  deshalb  in  grofser  Entfernung  einigermafsen  seine  Farbe.  Der 
Unterschied  in  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  war  indes  so  klein,  d&fs 
er  sich  nicht  weiter  messen  liefs. 

Ftir   die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  in 
der  Luft  wurde  unser  Ausdrack 


somit,  wenn  wir  g  und  H  in  Metern  angeben, 


n  /  9,808  -  0,7 
V  0,001 


76  '  13,69 
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1,405  (1  +  ai)  =  331'",8  .  K  1  +  "^^ 


Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft  mufs  diiher 
bei  0^  gleich  331%8  sein,  oder  allgemein,  da  a,  wie  wir  in  der  Wanne^ 
lehi'e  nachweisen  werden,  gleich  0,003  665  ist, 

€  =  33 1°»,8  ]/T  +~07W3  665  L 

Die  Versuche,  welche  man  angestellt  hat,  um  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  direkt  zu  messen  ^  geben  ein  mit  der  Theorie  vollkommen  überein- 
stimmendes Resultat.  Die  ersten  genauem  Versuche  waren  die  berüluntai 
Versuche  der  Mitglieder  der  Pariser  Akademie,  Cassini,  Maraldi  und  U 
('aille  im  Jahre  1738  *).  Als  Stationen  waren  das  Observatorium  zu  Paris, 
der  Montmartre,  Fontenaj-aux -Roses  und  Monthlery  gewählt.  Die  Beobach- 
tungen wurden  des  Nachts  angestellt  und  begannen  auf  ein  vom  Ohsena' 
torium  gegebenes  Signal 

Man  löste  von  10  zu  10  Minuten  auf  einer  der  Stationen  eine  Kanow 
und  beobachtete  auf  allen  andern  die  Zeit,  welche  verflols  zwischen  ^ 
Wahrnehmung  des  Lichtblitzes  beim  Abfeuern  der  Kanone  und  der  Änkimil 
des  Schalles.  Da  der  Abstand  der  einzelnen  Stationen  vorher  genaa  g^ 
messen  war,  so  erhielt  man  die  Foiipflanzungsgesehwindigkeit  des  SchaKefi 
durch  Division  des  Abstaudes  durch  die  beobachtete  Zeit. 

Diese  Beobachtimgen  wurden  längere  Zeit  unter  sehr  verschiedene 
atmosphlirischen  Verhältnissen  fortgesetzt,  und  man  fand  der  Theorie  gemife: 

1,  Die  Foi-tpflanzungsgeschwindigkeit  ist  unabhängig  von  dem  Dnick« 
der  Luft. 

2,  Sie  wachst  mit  der  Temperatur  der  Luft. 

3,  Sie  ist  dieselbe  in  .)eder  Entfernung  von  dtn-  Schallquelle,  das  hei/nt, 
^r  Schall  pflanzt  sieb  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  fort. 

r*)  M^moirea  de  Vkcad,  de  Y^™  Vl^%  ^xkd  1X39. 
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Jtfit  dem  Winde  pflanzt  sich  der  Schall  rascher  fort  als  gegen  den 
und  zwar  ist  sie  im  ersten  Falle  die  Summe,  im  zweiten  Falle  die 
reiu  der  Geschwindigkeiten  des  Schalles  lind  des  Windes» 

5.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  ist  in  mhi^^er  trockner 

bei  0^  1038  pariser  Fufs  oder  337  Met^r,  oder  nach  der  Berechnung 
Versuche  von  Le  Eoux^)  gleich  332°*. 

Da  durch  den  Einflufs  des  Windes  die  Geschwindigkeit  des  Schalles 
dert  wird,  so  ist  zur  Erzielung  genauerer  Resultate  erforderlich,  dafs 

an  beiden  Enden  einer  Standlinie  den  Schall  errege  und  beobachte;  in 

inen  Eichtnng  wird  dann  der  Schall  so  viel  baschleumgt,  als  er  in 
andern  verzögert  wird,  und  das  Mittel  aus  beiden  Resultaten  ergibt 
om  Einflufs  des  Windes  befreite  Zahl  für  die  Fortpflanzungsgeschwiudig- 
des  Schalles  in  ruhiger  Luft. 

Mit  dieser  Vorsicht  wurde  im  Jahre  1822  bei  Paris  zwischen  Month- 
nnd  Villejuif  die  FoHpfianzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  aufs  neue 
mmt^.  Es  wiirden  an  beiden  Orten  von  10  zu  10  Minuten  Kanonen 
it,  die  so  gestellt  w^aren,  dafs  von  jedem  *  *rte  die  Erplosion  der  andern 
)Ee  gesehen  wurde.  Man  war  übereingekommen,  dafs  die  Kanonen- 
196  zu  Monthlery  5  Minuten  früher  anfangen  sollten,  als  zu  Villejoif. 

Jeobachter  waren  zu  Monthlery  Humboldt,  Gay-Lussac  und  Bouvard, 
iUejuif  Arago,  Mathieu  und  Prony.    Die  Kanonenschüsse  von  Monthlery 

en  zu  Villejuif  alle  gilt  gehört,  zu  Monthlery  wnrden  von  den  12,  die 
it  wurden,  nur  7  wahrgenommen.  Dieser  unaufgeklärte  Umstand  ge- 
ete  die  Korrektur  wegen  Bewegung  der  Luft  niclit  so  vollständig,  als 
wünschte;  indes  ergaben  die  beiderseitigen  Beobachtungen  nahezu 
Binstimmende  Resultat«.     Die  Beobachtungen  zu  Villejuif  nahmen  im 

1  54,84  Sekunden  nach  dem  Lichthlitze  den  Buhall  wahr,  diejenigen  zu 
Süery  nach  54,43  Sekunden.    Das  Mittel  aus  beiden  Zahlen  ist  54,63. 

Die  Distanz  beider  Stationen  bestimmte  Arago  zu  lö&22,27  Meter,  die 
hwindigkeit  des  Schalles  ist  darnach 

18622  27 

Temperatur  der  Luft  bei  diesen  Beobachtungen  war  16*^  C,  die 
[idigkeit  bei  0**  wird  daher 

y  t  +  0,003  666  *  16 

z  nachher  vmrde  mit  noch  gröfserer  Vorsicht  von  den  holländischen 
Moll,  van  Beek  und  Kuytenbrouwer')  die  Geschwindigkeit  des 
bei  Amsterdam  nochmals  bestimmt  und  diese  erhielten  als  Resultat 
lie  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  ruhiger  und  trockner  Luft  bei  0*^  C. 

c^  =;=  332,26  Meter 

*)  Xe  Boujs,  Ann.  de  chiin.  et  de  phys.  IV.  Sörie  T.  Xll. 
n  Annales  de  chim-  et  de  phyß.  XX»  210.  Poggend.  Aon.  Bd,  V.  p,  477, 
7  Poggend,  Ann.  Bd,  V.  p  351.  '169.    In  einem  Anbange  zu  dieeer  Abband- 
fiind  auch  die  sonstigen  auf  gröfaere  Genauigkeit  Anspruch  machenden  Ver- 
xnaammen  gea  teil  t . 


i^^H 


--     ""^ 


788  Versuche  von  Regnaolt  §168. 

oder  nach  einer  neuen  Berechnung  von  Schröder  van  der  Kolk') 

Oo  =  332,77. 
Nach  der  Theorie  mufs  die  GeschvnndigkeK  des  Schalles  in  der  Lnft, 
da  sie  nur  von  dem  Quotienten  der  einander  proportionalen  Gröfse  -  ab- 
hängt, unabhängig  sein  von  der  Dichtigkeit  der  Luft,  also  dieselbe  sob, 
wenn  sich  der  Schall  aufwärts  in  dünner  Luft  oder  abwärts  in  dichtere 
Luft  fortpflanzt.  Dies  ist  durch  die  Versuche  von  Bravais  und  Martins  be 
einem  bedeutenden  Höhenunterschiede  am  Faulhom  bestätigt  worden'). 
Die  eine  Station  war  am  Faulhom,  die  andere  am  Brienzer  See,  ihre  schiefe 
^Entfernung  betrug  9560  Meter,  der  Höhenunterschied  2079  Meter,  so  dab 
die  Neigung  der  vom  Schall  durchlaufenen  Linie  12^  2 G'  betrug.  Es  wurde 
mit  Anwendung  wechselseitiger  Schüsse  auf  dem  Berge  von  A.  Bravais  und 
Martins,  am  See  von  C.  Bravais  beobachtet,  die  beiden  erstem  horten  1^. 
der  letztere  14  Schüsse  im  ganzen  an  drei  Tagen.  Die  direkt  beobachtet« 
Geschwindigkeit  des  Schalles  war  aufwärts  337",92,  und  abwärts  SSS^lO, 
also  im  Mittel  338"',01.     Auf  0®  imd  trockne  Luft  reduciert,  ¥rird  daraus 

ro  =  332,37, 
eine  Zahl,  die  fast  vollkommen  mit  der  von  Moll  und  van  Beek  erhaltenen 
übereinstimmt. 

Gegen,  die  mitgeteilte  Beobachtungsmethode  hat  Regnault')  den  Ein- 
wurf erhoben,  dafs  dieselbe  keine  absolut  genauen  Resultate  liefern  könne, 
da  es  bei  derselben  dem  Beobachter  unmöglich  sei ,  den  Moment  der  Schall- 
erzeugung und  den  der  Wahniehmung  mit  absoluter  Genauigkeil  zu  be- 
stimmen. Der  Beobachter  werde  stets  durch  den  aufflackernden  Lichtblitz, 
wie  durch  den  ankommenden  Schlag  überrascht,  und  ebenso  sei  es*  keines- 
wegs sicher,  dafs  bei  dem  Markieren  des  Sekundenzählers  zwischen  der 
Wahrnehmung  und  der  dadurch  hervorgebrachten  Willensäufserung  eine 
durchaus  unmefsbare  Zeit  liege.  Deshalb  sei  dieses  Verfahren  nur  statt- 
haft bei  sehr  grofsen  Ständlinien  und  deshalb  sehr  intensiven  Schallen. 
Bei  sehr  intensiven  Schallen  sind  aber,  wie  schon  Schröder  van  der  Kolk^ 
hervorgehoben  hatte,  die  Voraussetzungen  der  Theorie,  welche  als  Mafsder 
Elasticität  den  augenblicklichen  Luftdruck  setzt,  nicht  mehr  gestattet,  da 
dann  in  den  Verdichtungswellen  eine  merkliche  Verdichtung  stattfindet,  b« 
welcher  die  Gase  dem  Mariotteschen  Gesetze  nicht  mehr  folgen.  Bä 
grofsen  Standlinien  und  im  freien  Baume  ist  allerdings  nach  den  Be- 
merkungen von  Schröder  dieser  Einflufs  unmerkbar,  indes  bleibt  inuner 
die  erste  Unsicherheit  bestehen.  Die  nahe  Übereinstimmung  der  gefundenen 
Werte  unter  einander  und  mit  der  Theorie  beweist  deren  Richtigkeit  anch 
nicht,  da  der  Wert  von  Ä'  sich  nicht  direkt  mit  Sicherheit  bestimmen  W^ 
vielmehr,  wie  wir  im  dritten  Teile  sehen  werden,  am  besten  aus  der  Schall- 
geschwindigkeit abgeleitet  wird.  Wir  haben  oben  für  k  den  ans  Versnch« 
von  Masson,  Hirn  und  Weifsbach  abgeleiteten  Wert  für  k  eingesetzt,  welche 
imter  sich  zwischen  1,419  und  1,3846  schwanken. 

')  Schröder  van  der  Kolk,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXIV. 

'}  Bravais  und  Martins,  Annales  de  chim.  et  de  phys.   III.  S^e.  T.  HU' 

Poggend.  Ann.  Bd.  LXVI.  p.  851.  

')  EeanaüU,  MiSmoires  de  TAcad.  de  France.    T.  XXXViL 
*)  Schröder  van  der  Kolk,  ^o^«^^-  Kätl,  Bd.  CXXIV. 
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Rf!gnault  bat  deshalb  neuerdings  eine  ausgedehnte  üntersurhiing  über 

tHe  Fortplianzung  des  tSchalles  durchgeführt  und  dabei  die  Wasserleitungs- 

rCibren  benutzt,  welche  in  den  Jabren  1862  und   1863  in  Paris  neu  gelegt 

Wurden;  gleichzeitig  suchte  er  auch  die  rortpflanzung  des  Schalles  in  freier 

'  Xii^  durch  Kanonendchüsse  zu  be&tinuoen. 

Der  wesentliche  Untersübied  der  Regnaultscben  Methode  von  den  frtibern 
ist  der^  dafs  er  den  Momejjt  der  Erzeugung  des  Schalles  und  den  der  An- 
Icnnfr.  am  Orte  der  Beobachtung  nicht  durch  den  Beobachter  selbst  bo- 
ötimmßxi,  sondern  ihn  an  einem  selbstthlitigen  Uegistrierapparate  sich  auf- 
*6icliaen  liefs.  Er  benutzte  dazu  die  elektrische  Telegraphie,  in  einer  Weiae, 
yrlvi  sie  das  Schema  Fig,  ^86  deutlich  macht.  Der  Schall  wurde  erzeugt 
hm  d»m  R*Jbren  durch  den  Scbufs  einer  Pistole,  in  freier  Luft  durch  den 
aißer  Kanone,  Von  dem  Orte  J,  wo  sich  die  Pistole  befand  (Fig.  286), 
War  eint'  Telegraphenkitung  zur  Station  JS,  wo  beubachtet  wurde,  geführt. 


on  der  Leitung  ging  bei  13  ein  Draht  zu  dem  Elektromagnet  21  und  %*on 
diesem  zu  dem  einen  Pol  der  Batterie  P.  Der  andere  Pol  der  Batterie 
ifür  durch  die  Platte  iv^  mit  der  Erde  in  leitender  Verbinduiig.  Wurde 
noch  ein  anderer  Punkt  der  Leitung  mit  der  Erde  in  leitende  Verbindung 
gebracht,  so  wurde  der  Strom  geschlossen,  der  Magnet  magnetisch,  und 
der  Anker  a  angezogen;  wui-de  die  Leitung  wieder  unterbrochen,  so  wurde 
der  Anker  wieder  von  dem  Magnete  entfernt.  War  der  Anker  angezogen, 
io  ßchripb  dtM'  Stift  ^  auf  einem  geschwärzten  Cjlinder,  der  ebenso  wie  bei 
dtn  Phonautograidion  mit  gleichmäfsiger  Geschwindigkeit  gedreht  wurde. 

Eine  solche  Verbindung  der  Leitung  TT  mit  der  Erde  wurde  bei 
dem  Beginne  der  Versuche  bei  Ä  hergestellt,  indem  in  der  Lllcke  ff  der 
Leitung,  die  T  mit  E^  verband,  unmittelbar  vor  der  Mündung  der  Feuer- 
waffe  ein  feiner  Metalldraht  ausgespannt  wurde.  Diese  Verbindung  wurde 
daim  in  dem  Moment  unterbrochen,  in  welchem  das  Geschütz  abgefeuert 
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wurde,  indem  ein  fester  auf  die  Ladung  gesetzter  Filzpfropf  den  Draht/'/' 
zerrifs.    Die  Unterbrechung  des  Stromes  entfernte  den  Stift  s  von  der  g»- 
schwiLrzten  Walze,  so  dafs  das  Aufhören  des  von  8  geschriebenen  Striches  den 
Moment  der  Schallerzeugung  angab.    In  dem  Augenblicke  nun,  in  welchoii 
der  Schall  in  B  ankam,  wurde  der  Strom  wieder  geschlossen,  so  dafe  dorch 
einen  neuen  von  dem  Stift  .s^  auf  der  Walze  gezogenen  Strich  dieser  Moment 
markiert  wurde.     Zu  dem  Ende  war  hei  B  in  passender  Weise  eine  sehr 
feine  Membran  m  ausgespannt,  welche  durch  die  ankommende  Schallwelle 
in  Schwingungen  versetzt  wurde.     Die  Membran  trug  in  ihrer  Mitte  ein 
kleines  Platinplättchen,  welches  durch  einen  feinen  äufserst  biegsamen  Draht 
mit  der  in  die  Erde  versenkton  Platte  E^  in  Verbindung  stand.    Unmittelbar 
vor  der  Platte  befand  sich  ein  Stift  jp,  welcher  mit  der  Leitung  T  durch 
plB  m  metallischer  Verbindung  war.     Die  bei  tn  ankommende  Welle  gab 
der  Membran  einen  Stofs  imd  bewirkte  dadurch,  dafs  der  Stift  p  mit  dem 
Platinplättchen  in  Kontakt  kam  und  damit,  dafs  der  Strom  geschlossen  und 
der  Stift  s  -Nvieder  gegen  die  geschwärzte  Walze  gedrückt  und   ein  Strich 
gezogen  wurde.     Der  Abstand  der  beiden  Striche  gab  dann   die  zwischen 
Abgabe  und  Ankunft  des  Schalles  verstrichene  Zeit,  wenn   man  die  Zeit 
bestimmte,  welche  die  Walze  zu  der  beobachteten  Drehung  gebraucht  hatte. 
Zu  dem  Ende  wurden  auf  der  Walze  durch  ein  schwingendes  Pendel  die 
einzelnen  Sekunden  markiert,  imd  gleichzeitig  von  einer  sch¥dngenden  Stimm- 
gabel eine  Wellenlinie  gezogen.     Diese  drei  Linien,  die  des  Pendels,  der 
Stimmgabel  und  die  von  dem  Stifte  s  gezogenen,  waren  munittelbar  unter 
einander.    Man  hatte  deshalb  nur  die  Wellen  vom  ersten  Aufhören  des  von 
s  gezogenen  Strichs  bis  zum  ersten  folgenden  Sekundenzeichen,  und  von 
dem  letzten  Sekundenzeichen  vor  dem  zweiten  von  s  gezogenen  Strich  bis 
zu  diesem  Strich  selbst  zu  zählen,  um  in  selbst  tausendstel  Sekunden  die 
Zeit  zu  erhalten,  welche  der  Schall  gebraucht,  um  von  A  bis  B  sich  fort- 
zupflanzen. Eine  genaue  Messung  des  Abstandes  AB  gab  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles. 

In  Bezug  auf  die  Einzelnheiten  der  Ausführung  und  der  Versuche  selbst 
müssen  wir  auf  die  Abhandlung  Regnaults  verweisen,  wir  begnügen  uns 
hier,  die  erhaltenen  Resultate  mitzuteilen. 

Zunächst  schlofs  Eegnault  aus  den  Versuchen  in  den  Wasserleitungs- 
röhren,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Thav 
mit  der  Intensität  des  Schalles  abnehme.  Bei  diesen  Versuchen  wurde  die 
Pistole  bei  A  in  das  eine  Ende  der  Wasserleitungsröhre  hineingesteckt, 
welches  im  übrigen  ganz  verschlossen  war  und  das  andere  Ende  bei  B 
ebenfalls  ganz  geschlossen.  Die  Schallwelle  kam  dann  zunächst  direkt  Ton 
A  nach  B^  wurde  bei  B  reflektiert  und  kehrte  dann  nach  einer  zweiten 
Reflexion  bei  A  wieder  nach  B  zurück,  nachdem  sie  das  Rohr  dreimal  durch- 
laufen hatte  u.  s.  f.  Dabei  zeigte  sich,  dafs  trotzdem  sich  der  Schall  in 
cjlindrischen  Röhren  ausbreitete,  seine  Intensität  sehr  rasch  abnahm,  nnd 
zwar  um  so  rascher,  je  enger  die  Röhre  war,  in  welcher  der  Schall  ach 
ausbreitete.  So  wurde  der  von  einer  mit  1  Gramm  Pulver  geladenen  Pistole 
erzeugte  SchaU  nicht  mehr  gehöi-t,  als  er  in  einer  Röhre  vom 
Durchmesser  0",108  durchlaufen  hatte  1160"*. 
„  0^300         „  „       3810»     . 

„  IVOO         „  „      964(P, 
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Durch  die  Bewegung  der  Membran  m  konnte  man  indes  die  Bückkehi* 
di^r  Welle  viel  länger  beobaebten,  man  erkannte  sie  in  den  drei  oben  ge- 
DMnuten  Rohren  und  nnter  den  angegebenen  UmätlLnden  noch,  nachdem  sie 
r«p,  AObiy^,  ll'iäO'"  und  19851"  durcblaufen  hatte. 

fuirsprechend  der  Abnahme  der  Intensität  zeigte  sich  auch  eine  Ab- 
j].i  ij  I'    Ikt  Geschwindigkeit  des  Schalles,  wie  folgend©  Zahlen  zeigen: 


e  von  0*",108  DurchmeMer 

Eöbre  voq  0"\3oO  Durchmeafier 

archfmnf.  Weg            Gvtchm. 

dorchUuf.  Wef 

t»r»cbw« 

566^74          330,99 

SBio^a 

332,18 

1700^22          328,21 

7620^6 

330,43 

2833^70          327,62 

IH30»0 

329,64 

4055^90          326,6(5 

15240"^,9 

328,96 

Köhre  von  i^'^lü 

Darchmesfier 

durchlAQf.  Weg 

Oeachw. 

749^1 

334,16 

1417™ 9 

332,50 

5f.71*",8 

331,24 

• 

IKMS"',^ 

330,68 

lOSöl*",:! 

330,52 

Die   Zahlen   zeigen   somit   eine  beträchtliche  Abnahme   der   SchaUge- 
bwindigkeü  mit  der  Intensität,  gleichzeitig  ergeben  sie  aber  auch,  dafs  die 
Fortpflanze  ^iwindigkeit  des  Schalles  in  Bohren  verschiedener  Weite 

eine  sehr  n  •  *  rie  ist.     Sehr  deutlich  tiitt  dieser  Unterschied  bei  der 

Vergleichung  der  drei  in  jeder  Reihe  letzten  Werte  hervor,  welche  die 
mittlere  Geschwindigkeit  des  Schalles  geben  von  dem  Momente  seiner  Er- 
jteognng  bis  zum  Momente,  in  welchem  der  Schall  nicht  mehr  wahrnehm- 
bar  ist 

Aus  diesen  Erfahrungen  ergibt  sich,  dafs  die  Wände  der  ßöhren,  in 
welchen  die  den  Schall  fortpflanzende  Luft  eingeschlossen  ist,  auf  die  Elasti- 
cttHt  der  Luft  veünindernd  einwirken  mllsseUj  ohne  die  Dichtigkeit  zu  ver- 
mindern, oder  dafs  die  Dichtigkeit  vermehrt  wird,  ohne  dafs  gleichzeitig 
die  Elasticitiit  vergröfsert  wird.    Dafs  zwischen  der  schwingenden  Luft  und 
^en  WlUiden  eine  Wechselwirkung  besteht,   das  ergibt  sich  schon  aus  der 
then  Abnahme  der  Schallintensität  beim  Fortpflanzen  des  Schalles  durch 
Bahren*    Denn  da  hier  die  fortschreitende  Welle  immer  wieder  dieselbe 
Luftmasse  in  Bewegung  versetzt,   so  kann  die  Abnahme  der  Schallstürke 
nur  von  einer  Abgabe  der  Bewegung  an  die  Rühren  wände  henilhi*en,  eine 
^Abgabe,   die  auch  dadurch  konstatiert  wurde,  dafs  man  neben  der  Rubre 
ihrer  ganzen  Länge  den  Schall  zu  huren  imstande  war. 
Um  den  Einflufs  der  Röhrenwände  ganz  zu  eliminieren,   mUfste  man 
Bohren  von  unendlich  grofsem   Durchmesser  anwenden.     Regnault  glaubt 
jiiideaflen,  dafs  bei  der  Rubre,  deren  Durchmesser  gleich  1.1'"  ist,  der  Ein- 
Ifflufs  der  Wände  schun  ganz  unmerklich  gewesen  sei,  dafs  man  deshalb  die 
aus  der  letzten  Versuchsreihe  sich  ergebende  Zahl  33Ü'",6  als  die  mittlere 
Geschwindigkeit  des  dui^h  einen  Pistolensohufs  erzeugten  Schalles  von  dem 
Entstebungsraomente   bis   zu   dem^  in  welchem  er  verschwindet,   ansehen 
könne. 

Die  unserer  Gleichung  entsprechende  Geschwindigkeit  würde  das  noeh 
nicht  genau  sein,  da  unsere  Gleichung  voraussetzt,  dafs  die  Dich 
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änderung  der  Luft  unendlicli  klein  ist,  somit  strenge  genommener  den  Sclall 
eine  unendlich  kleine  Intensität  voraussetzt.  Man  erh&lt  dieselbe  bei  dies« 
Versuchen  aus  den  Zwischenräumen,  welche  bei  den  letzten  unmittelbar  T(Hr 
dem  Verschwinden  des  Schalles  gemachten  Beobachtungen  zwischen  einer 
und  der  folgenden  Rückkehr  des  Schalles  verstreichen.  Begnault  eili&lt 
hierfür  die  nur  wenig  kleinere  Zahl 

Co  =  330,30. 

In  freier  Luft  erhielt  Regnault  fiir  die  Geschwindigkeit  eines  dnrch 
Kanonenschüsse  erzeugten  Schalles  in  der  That  fast  genau  die  in  der  wei- 
testen Röhre  gefundene  Zahl,  nämlich  als  mittlere  Geschwindigkeit 

Cq  =  330,70  Meter, 

eine  Zahl,  welche  nur  um  0,4  von  der  in  der  Röhre  gefundenen  sich  unter- 
scheidet. 

Gegen  die  Deutung,  welche  Regnault  seinen  Versuchen  in  Bezog  auf 
die  Abhängiglieit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  der  Intensität  des 
Schalles  gegeben,  hat  später  Rink^)  sehr  berechtigte  Einwände  erhobov 
imd  gezeigt,  dafs  Regnaults  Versuche  eine  solche  Abhängigkeit  kemeswegs 
erkennen  lassen,  wenn  man  aus  den  Berechnungen  der  Versuche  das  erste 
imd  zweite  Durchlaufen  der  Röhren  ausschliefse.     Für  diese  und  besonders 
für  das  erste  kann  man  die  Gesetze  der  Schallausbreitung  gar  nicht  an- 
wenden.   Durch  den  Pistolenschufs  wird  nämlich  die  Luft  selbst  in  der  Axe 
der  Röhren  mit  grofser  Geschwindigkeit  fortgeschleudert,  so  dafs  also  zu- 
nächst sich  nicht  nur  die  Schwingungen  in  der  Röhre  fortpflanzen,  sondeni 
auch  der  Träger  derselben,  die  Luft.     Die  Beobachtung  des  ersten  Durch- 
laufens der  Röhre  mufs  also  gerade  so  eine  zu  grofse  Geschwindigkeit  des 
Schalles  geben,   wie  Versuche  in  freier  Luft,   bei  welchen  man  die  Fort- 
pflanzung des  Schalles  mit  der  Richtimg  des  Windes  beobachtet.    Möglieb 
ist  es ,  dafs  auch  bei  der  ersten  Rückkehr  des  Schalles  die  Luft  noch  eine 
von   der  schwingenden  Bewegung  unabhängige  fortschreitende  Bewegung 
hat,  und  deshalb   schlofs  Rink  aus  seiner  Berechnung  der  Regnaultsdien 
Versuche  auch  diese  Beobachtung  aus. 

Ein  weiterer  Beweis  gegen  die  Abhängigkeit  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit des  Schalles  von  der  Intensität  desselben  ergibt  sich  daraos, 
dafs  bei  stärkeren  Pulverladungen  der  Pistole  die  Geschwindigkeiten  sieb 
keineswegs  gröfser  ergeben,  während  doch  die  mit  stärkeren  Pulverladmigen 
abgegebenen  Schüsse  einen  Schall  von  erheblich  gröfserer  Intensität  geben. 

In  folgender  Tabelle  sind  zum  Beweise  der  Richtigkeit  der  Einwürfe 
von  Rink  die  berechneten  Werte  der  Geschwindigkeit  für  einige  Beobaeh- 
tungsreihen  zusammengestellt,  die  in  dem  1,10"  weiten  Rohre  erhalten  sind. 
Die  erste  Kolunme  enthält  die  Nummer  der  Versuchsreihe,  wie  Regnault 
sie  bezeichnet  hat,  die  zweite  die  Pulverladung  in  Grammen,  die  folgenden 
die  Schallgeschwindigkeiten,  wenn  der  Schall  die  Röhre  die  über  jeder 
Kolumne  gegebene  Anzahl  mal  durchlaufen  hatte,  berechnet  aus  den  be- 
obachteten Zeiten  mit  Ausnahme  des  ersten  Hin-  und  Herganges  des  Schalles: 
die  Kolumne  3  L  gibt  also  die  Geschwindigkeit  berechnet  aas  dem  dritten; 
4  L  aus  dem  dritten  und  vierten  Dijrchlaufen  der  Röhre  etc. 

»)  Bink,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXLIX. 
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Nr. 

Ladimg 

3L 

4L 

5L 

6L 

7L 

8L 

1 

0,5 

330,02  '  330,29 

330,15 

330,21 

330,11 

330,13 

2 

1 

330,36  ,  330,59 

330,57 

330,61 

330,44 

330,42 

3 

1,6 

330,29  1  330,57 

330,54 

330,60 

330,47 

330,53 

4 

2 

330,60  330,51 

330,84 

330,39 

330,44 

330,30 

5 

1 

330,04   330,26 

330,26 

330,23 

330,15 

330,22 

6 

1 

330,36 

330,37 

330,50 

330,67 

330,55 

330,50 

Wie  man  sieht  sprechen  diese  Zahlen  auf  das  evidenteste  gegen  die 
bhängigteit  der  Schallgeschwindigkeit  von  der  Intensität,  so-  dafs  also 
?lbst  für  diese,  jedenfalls  anfangs  noch  sehr  kräftigen  Schalle,  die  Be- 
lerkung  Schröder  van  der  Kolks  noch  keine  Gültigkeit  hätte. 

Als  Mittel  der  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  1,1  Meter  weiten 
Öhre  berechnet  Rink  in  dieser  Weise 

c  =  330,5, 

eiche  der  von  Regnault  in  freier  Luft  erhaltenen  bis  auf  0,2  gleich  ist. 

Einen  fast  gleichen  Wert  fand  Le  Roux*)  für  die  Fortpflanzungs- 
schwindigkeit  des  Schalles  in  einer  7°"*  weiten  Röhre  nach  einer  der 
»gnaultschen  ähnlichen  Methode,  nämlich  330,66™. 

Regnault  hat  gleichzeitig  bei  seinen  Versuchen  die  Frage  einer  erneuten 
Cifung  unterzogen,  ob  denn  in  der  That  die  Schallgeschwindigkeit  bei 
en  Dmcken  dieselbe  sei,  ein  Satz,  der  strenge  nur  so  weit  gültig  sein 
nn,  als  die  Gase  dem  Mariotteschen  Gesetze  folgen.  Es  gelang  ihm  nicht, 
len  meisbaren  Unterschied  in  der  Schallgeschwindigkeit  zu  erhalten,  trotz- 
m  er  den  Di-uck  der  in  einer  Röhre  eingeschlossenen  Luft  von  247"™ 
,  1267"™,  also  bis  zum  Fünffachen  des  Anfangsdruckes  steigerte, 

Schliefslich  hat  Regnault  auch  in  den  Röhren  die  Geschwindigkeit  des 
heiles  in  einigen  anderen  Gasen  als  in  der  Luft  gemessen,  nämlich  in 
asserstoff,  Kohlensäure,  Stickoxydul  und  Ammoniak.  Nach  der  Theorie 
die  Geschwindigkeit  des  Schalles 


..yi"^k(l+ati 


welcher  Gleichung  s  die  Dichtigkeit  des  Gases  bei  der  Temperatur  0^ 
ieutet.  Für  das  Verhältnis  der  Foiliplianzungsgeschwindigkeit  in  zwei 
fschiedenen  Gasen  ergibt  sich  daraus 


c  :  c, 


■V\'V-h 


Br,  wenn  wir  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft  Cj  =  1  und 
\  Dichte  der  Lul't  s^  =  1  setzen, 


=  Klt' 


Der  Wert  von  c  hängt  also  nur  ab  von  dem  Verhältnis  der  Werte  k 
3  Gases  und  der  Luft,  sowie  von  der  Dichte  des  betreffenden  Gases.  Die 


^)  Le  Boux,  Ann.  de  chim.  et  de  phys.   IV.  Serie.   T.  XII. 
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von  Begnault  erhaltenen  Werte  von  c  für  c^  :=  1  und  die  daraus  mit  der 
bekannten  Dichte  der  Gase  ftlr  die  einzelnen  Gase  nach  der  Gleiehmig 

'-(vr(i)'. 

sich  ergebenden  Werte  von  k  sind  in  folgender  Tabelle  znsammengesteUt 


c 

V- 

k 

Cl 

V     8 

Luft 

1 

1 

1,395 

Wasserstoff   . 

3,801 

3,799 

1,396 

Kohlensäure  . 

0,8009 

0,8087 

1,368 

Stickoxydul 

0,8007 

0,8100 

1,361 

Ammoniak  .  . 

1,2279 

1,3025 

1,239 

Die  für  diese  Gase  gefundenen  Werte  der  Schallgeschwindigkeit  und 
damit  die  Werte  von  k  können  nur  angenäherte  sein,  da  es  sehr  schwierig 
ist,  so  ausgedehnte  Röhrenleitungen  mit  vollständig  reinen  Gasen  zu  ftlkn. 
Wir  werden  im  nächsten  Paragraphen  genauere  Werte  mit  Hülftf  der  in- 
direkten Methode  der  Messung  der  Schallgeschwindigkeit  erhalten. 

Aus  den  Regnaultschen  Messungen  ergibt  sich  somit  die  Schallge- 
schwindigkeit nicht  unerheblich  kleiner  als  aus  den  früheren  YersndNB, 
nämlich  zu  330,7  anstatt  zu  332,7  nach  den  Messungen  der  holländischen 
Physiker  oder  332,4  nach  denen  von  Bravais  imd  Martin,  während  ae  der 
von  den  französischen  Akademikern  gefundenen  Zahl  331,2  näher  komml 
Nehmen  wir  die  von  diesen  Beobachtern  gefundenen  Werte  sämtlich  als 
gleich  wahrscheinlich  an,  wozu  wir  berechtigt  sind,  da  man  dem  von 
Regnault  hervorgehobenen  psychologischen  Momente  bei  der  Beobachtung 
der  zwischen  Wahrnehmung  des  Lichtes  und  des  Schalles  verfliefsenden  Zeit 
wohl  nicht  den  Einflufs  zuschreiben  kann,  dafs  diese  Zeit  immer  zu  klein 
genommen  wird,  so  ergibt  sich  als  Mittel  aus  diesen  vier  jedenfalls  besten 
direkten  Messungen  der  Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft  der  Wert 

c  =  331,76. 

Betreffs  dieser  Zahl  ist  jedoch  zu  bemerken,  dafs  alle  Beobachtungen 
nicht  bei  der  Temperatur  0^  gemacht  worden  sind,  sondern  bei  höheren 
Temperaturen,  und  dafs  dann  die  Reduktion  auf  0^  dadurch  bewerk- 
stelligt ist,  dafs  man  den  bei  einer  Temperatur  T  beobachteten  Wert  mit 
yi  +  0,003  665  ^  dividiert,  also  vorausgesetzt  hat,  dafs  der  Wert  des 
Koefficienten  k  von  der  Temperatur  unabhängig  ist.  Wir  werden  sehwi, 
dafs  das  auch  für  Luft  nicht  ganz  der  Fall  ist,  dafs  k  mit  steigender  Tem- 
peratur etwas  abnimmt,  und  dafs  somit  der  oben  angegebene  Wert  von  c 
etwas  zu  klein  ist.  Die  Änderung  von  k  ist  eine  solche,  dafs  der  Koefficient 
von  t  anstatt  0,003  665  gleich  0,003  646  zu  setzen  ist,  wodurch  z.  B.  der 
aus  den  pariser  Beobachtungen  abgeleitete  Wert  anstatt  331,2  gleich 
331,43  wird. 

Die  Bedeutung  der  Veränderlichkeit  dieses  Koefficienten  k  wird  in  der 
Wärmelehre  hervortreten,  wo  wir  auch  die  Gleichung  für  die  Foripflansongs- 
gesch windigkeit  des  Schalles  ergänzen  werden,  indem  wir  zeigen,  wie  dieser 
Koefficient  infolge  der  Erwärmung  durch  Kompression  in  die  Gleichtmg 
eintritt. 
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§  169. 

Indirekte  Messtixig  der  Schallgeschwindigkeit.  Wir  haben  im 
vorigen  Kapitel  nachgewiesen,  dafs  jede  Säule  irgend  eines  Körpers,  wenn 
sie  in  longitudinale  Schwingungen  versetzt  wird,  eine  Reihe  von  Tönen  gibt. 
Ptlr  Luftsäulen  in  Pfeifen  eingeschlossen  erhielten  wir  als  Ausdruck  für  die 
Schwingungszahl  dieser  Töne 


*Xir  gedeckte  Pfeifen,  und 


4(?  +  a;V 


2{l  +  x  +  y) 


ftr  offene  Pfeifen;  worin  l  die  Länge  der  Pfeifen,  x  die  Korrektion  wegen 
^er  Mxmdöfihung  und  y  die  Korrektion  bei  den  offenen  Pfeifen  wegen  des 
fiervorragens  der  schwingenden  Luftsäule  aus  der  obem  Öffnung  der  Pfeife 
bedeutet. 

Nach  den  Entwicklungen  des  vorigen  Abschnittes  ist  die  Grölse  c  in 
diesem  Ausdruck  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung 
cder  des  Schalles  in  dieser  Luftsäule,  indem  N  der  reciproke  Wert  der 
Schwingungsdauer  der  stehenden  Welle  von  der  Länge  2  (Z  +  ^0'  ^®^P* 
(/  -f"  ^  +  y)  ist.  Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  erhielten  wir  aber 
früher  den  Quotienten  aus  der  doppelten  Länge  der  stehenden  Welle  und 
der  Schwingungsdauer  der  Bewegung,  oder 

2L 
c=  -~  =  2LN. 

Die  Schwingungszahlen  von  Tönen  können  wir  mittels  des  Mono- 
chordes oder  der  Sirene  auf  das  genaueste  erhalten.  Da  wir  nun  die 
Länge  l  der  Röhre  direkt  messen  und  die  Gröfsen  x  und  y  entweder  nach 
der  Dulongschen  Methode  beobachten  oder  nach  der  Wertheimschen  be- 
rechnen können,  so  können  wir  aus  den  beobachteten  Tönen  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Schalles  sofort  erhalten.  Bei  Anwendung 
gedeckter  Pfeifen  erhalten  wir,  wenn  N^  die  entweder  direkt  erhaltene  oder 
ans  einem  der  harmonischen  Töne  bestimmte  Schwingungszahl  des  Grund- 
tones ist,  für  welchen  w  =  1 , 

c  =  4c(l  +  x)  iVi 
und  für  offene  Pfeifen 

c  =  2{l  +  x  +  y)N,. 

Dulongs  Versuche^)  flihrten  für  Luft  auf  die  Zahl  833"  für  0"  als  Mittel 
aus  einer  sehr  grofsen  Zahl  von  Versuchen;  indes  glaubte  Dulong  doch,  dafs 
sich  die  absolute  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  freier  Luft  durch  die  Töne 
der  Pfeifen  nicht  mit  Sicherheit  bestimmen  lasse,  und  die  Zahlen,  welche 
er  mitteilt,  zeigen  auch  besonders  mit  dem  richtigen  Werte  von  cc  in  der 
Korrektion  für  die  Temperatur  berechnet  Abweichungen  bis  zum  Werte  von 
10  Meter. 


^)  Dulong  y  Untersnchangen  über  die'  specifische  Wärme  der   elastischen 
FlüBUgkeitra.  Ann.  de  chim.  et  de  pbys.   Tome  XLI.    Foggend.  Ann.  Bd.  XVI 
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Wertheim  ^)  indes  hat  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  inLufi  mitt» 
der  Pfeifentöne  fast  genau  mit  der  Theorie  in  Übereinstimmung  gefimd« 
Seine  Versuche  sind  bei  sehr  verschiedenen  Temperaturen  angestellt,  ( 
verschiedenen  von  ihm  erhaltenen  Werte  sind  die  folgenden: 

Geschwindigkeit  des        Geschwindigkeit  bei  0* 
Temperatur 
t 


0^5 

2,0 

4,5 

8,0 

8,5 

9,0 

12,0 

12,3 

16,0 

26,6 


challes  bei  der 
Temperatur  t 

.  -        ''     - 

yi  +0,003  6651 

I.  Reihe. 

* 

331,98 

331,70 

332,74 

331,53 

332,75 

330,04 

335,43 

330,62 

338,05 

332,91 

338,01 

332,64 

339,46 

332,23 

343,01 

335,53 

338,68 

329,17 

347,82 

332,01 

II.  Reihe. 

338,85 

332,87 

337,20 

327,35 

III.  Reihe. 

, 

341,15 

329,12 

IV.  Reihe. 

334,65 

329,09 

336,50 

329,61  . 

342,3 

332,11 

Mittel  aller  Versuche  331,38. 

9,9 
16,0 


21,0 

9,3 
11,5 
17,0 


Die  von  Wertheim  erhaltene  Zahl  ist  somit  um  0°*,7  oder  0.002 
von  Regnault  gefundenen  Wertes  gröfser  als  der  letztere,  trotzdem  die 
Wertheim  angewandten  Pfeifen  im  Maximum  einen  Durchmesser  von  4 
hatten,  also  nur  etwa  0,33  der  von  Regnault  benutzten  engsten  R^ 
Es  scheint  indes  auch  bei  Wertheim  der  Einflufs  der  Pfeifenweit«  üb 
kennbar.  Die  Versuche  sind  mit  vier  verschiedenen  Pfeifen  angestellt,  d 
Durchmesser  waren  10,  20,  20,  40™™,  drei  waren  von  Messing,  die  vi 
deren  Durchmesser  20™™  betrug,  von  Glas.  Nimmt  man  anstatt  aus  j 
Versuchen  nur  aus  den  zu  jeder  Pfeife  gehörigen  Zahlen  das  Mittel,  S( 
halt  man 

Messingpfeifo  von  40™™  Durchmesser  .  .  .  332,10  aus  Reihe  I 

„    20™™  „  ...  330,11     „        „     II 

Glaspfeife  „    20™™  „  ...  330,23     „        „    IV 

Messingpfeife     „    10™™  „  ...  329,12     „        „    III. 

Wie  man  sieht  nimmt  die  aus  der  Schwingungszahl  und  den  Pfe 
längen  berechnete  Geschwindigkeit  erheblich  ab  mit  dem  Durchmesse] 
Pfeifen,*  während  die  beiden  Pfeifen  gleichen  Durchmessers  auch  die; 
Zahl  ergeben. 


^)  Wertheim,  Über  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  Flüssigkeiten. 
de  cfaim.  et  de  phya.  111.  Sexie.  T.  Xnu.    Poggend.  Ann.  Bd.  LXXVIL 
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Mliode  der  Ge&chwmdigkeitsmessuiig  durch  PfeUeQt<$ne  beruht 
[entlieh  anf  Messung  der  Wellenlängen,  welche,  wie  wir  schon  mehrfach 
'         swegs  volUcotiimen  sicher  ist;  eine  Beobachtimg  hat  nmi 
»  ^\  in  den  Stand  gesetzt,  die  LUng«  der  Wellen  in   den 

ftseii  diiekt  und  so  eine  sehr  bequeme  Methode  snir  Vergleichung 

|r  ScUaligescii    - ^^xxeiten  zu  geben. 

Wenn  man  eine  an  beiden  Seiten  oftene  Rölire  in  longiindinale  Bcbwin- 
ligen  versetxt^  so  gerät  die  m  der  Bohre  vorhandene  Luft  nicht  mit  in 
tiwingungen;  bringt  man  deshalb  in  eine  solche  R^Ühre  Ljcopodittm  oder 
bseisäore,  so  bewegt  sich  dies  zu  den  in  den  Röhrenwänden  sich  bilden- 
ti  Savartschen  Knotenlinien  (§  145).  Anders  dagegen  ^  wenn  man  die 
liren  an  den  Enden  verschliefst,  sei  es,  daXs  man  sie  zustöpselt  oder  zu- 
imiJzt  Da  die  freien  Enden  eines  den  tiefsten  Longitudinalton  gebenden 
►hres  stets  ein  Sehwiugungsmaiimum  haben,  so  stofsen  die  EndÜüchen 
i  Rohres  ganz  periodisch  auf  die  eingeschlosssene  Luft,  und  versetzen  die- 
l)e  in  Schwingungen  j  welche  mit  denen  der  Röhre  isochron  sind.  Da 
tx  diese  Schwingungen  von  beiden  Enden  der  Röhre  gegen  einander  sich 
rtpüanzen,  so  müssen  sich  stehende  Wellen  bilden,  an  deren  Knoten- 
lokten  das  Lycopodium  oder  die  Kieselsäure  sich  ansammelt  Die  Länge 
^ser  stehenden  Wellen  hängt  lediglich  von  der  Höhe  des  erzeugenden 
nes  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  in  dem  die  Bohre 
'Eilenden  Gase  ab,  oder  wenn  wir  nach  und  nach  dieselbe  Röhre  mit 
Nchiedenen  Gasen  fdllen,  so  ist  die  Länge  der  Wellen  der  Fortpflanzungs- 
Bchwindigkeit  in  den  verschiedenen  Gasen  direkt  propoi-tional. 

Eine  ganz  eben  solche  Bildung  von  siehenden  Wellen  in  der  in  einer 
8ire  eingeschlossenen  Luftsäule  tritt  ein,  wenn  man  die  Röhre  an  einem 
|de  schliefst  und  durch  das  andere  offene  Ende,  wie  Fig.  287  zeigt,  in 

Kg.  SS?* 


Salbe  den  tönenden  Stab  einführt.  Klemmt  man  die  Röhre  bei  2>  om 
I  bringt  den  Stab,  der  bis  zu  seiner  Mitte  in  die  Röhre  eingeführt  ist, 
rch  Streichen  in  der  Richtung  von  D  nach  A  zum  Schwingen,  so  sind  es 

Stöfse  des  freien  Endes  B  gegen  die  eingeschlossene  Lul*t,  welche  die 
ft  in  Schwingimg  versetzen;  die  Schwingungen  werden  bei  C  reflektiert, 

daJs  auch  hier  stehende  Wellen  sich  ausbildou,  in  deren  Knoten  der 
Lub  sich  ansammelt.  Bei  dieser  Art  der  Erzeugung  der  Luftschwingimgen 
rden  die  Knotenlinien  durch  nichts  alteriert,  was  bei  der  ersten  Art  der 
regung,  bei  der  die  Röhre  selbst  schwingt,  immerhin  durch  die  Havart- 
len  Linien  noch  möglich  ist.  Man  kann  deshalb  bei  dieser  Art  der  Er- 
[ung  die  Länge  der  stehenden  Wellfti  kicht  messen  und  so  die  Geschwindig- 
i  des  Schalles  in  Röhren  verschiedenen  Durchmessers  und  bei  verschiedenen  j 
^en  mit  einander  vergleichen,  oder  auch,  wenn  man  die  Schwingungszakl  j 
I  Stabtones  bestimmt,  ihrem  ftbsoluttm  Werte  nach  erhalten. 


Kundt,  Poggend.  Ana.  öd.  CSXVIL  ntid  ßd.  CXXXV. 
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Auf  die  EiözelEheiten  des  Verfahrens  einzugehen,  würde  uns  hier  wi 
weit  ftihren,  wiv  verweisen  deswegen  auf  die  Arbeiten  von  Kundt*). 

Kundts  Versuche  bestätigen  nun  zunächst  das  vorhin  aus  denen  im 
Wertlieim  gezogene  Resultat^  dafs  die  Geschwindigkeit  auch  hoher  Töne 
von  dem  Durchmesser  der  Röhre  abhängig  ist,  und  liefern  gleichzeitig  die 
Erklärung,  weshalb  Regnault  in  Rohren  von  0,1  U8  Durchmesser  nocb  eine 
so  bedeutend©  Verzögerung  des  Schalles  fand^  während  wir  ans  den  Zalilen 
Wertheims  schon  für  Pfeifen  von  0,04  M,  Durchmesser  die  volle  Geschwindig^ 
keit  erhielten.  Kundt  fand  nämlich,  wie  folgende  kleine  Tabelle  zeigt,  daJs 
die  Verzögerung  der  Geschwindigkeit  mit  der  Wellenlänge  des  Tones  m- 
nimmt;  die  Geschwindigkeit  in  einer  Röhre  von  13"^"^  Durchjnesser  ist  stets 
gleich  1  gesetzt. 


DurchmesBer 
der  Bohren 


65,0 
26,0 
13,0 

6,5 
3,5 


GeBchwindigkeit  des  Schallea  för  Töne  mit 

WelleDläogen  von 

IßQmtti  90^»»^«  60*"*" 


1,01010 

1,00908 
1,00000 
0,98031 
0,92628 


1,00885 
1,00842 
1,00000 
0,99170 
0,96666 


1,00584 
1,00781 
1,00000 
0,99176 


Für  den  tiefsten  Ton ,  der  nahezu  dem  ais^  entspricht,  nimmt  also  Ü* 
Geschwindigkeit  des  Schalles  bis  zu  dem  Rohr  durchmesset  0,055  so  merk- 
lich zu,  dafs  die  Grenze  der  Zunahme  wohl  noch  nicht  erreicht  ist,  während 
für  den  eine  Oktave  höhern  Ton  die  Grenze  der  Böhrenweite,  bis  tm 
welcher  die  Geschwindigkeit  wächst,  schon  bei  2«]™™  liegt  Der  Pistolen- 
scbufs  Regnaults  gab  nach  Yersucben  von  König  einen  Ton,  dessen  WeBen* 
länge  etwa  3,6™*),  dessen  Höhe  somit  fast  </  war;  da  somit  die  Länge  der 
Welk  20mal  gröfser  ist,  kann  es  nicht  auffallend  erscheinen^  dafs  der 
Einflufs  der  Höhren  wände  erst  bei  so  viel  grörserem  Durchmesser  unmerk- 
bar wurde. 

Gleicbzeitig  fand  Kundt,  dafs  die  Beschaffenheit  der  inneni  Bohren- 
wand  auf  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  von  EinBufs  war,  bei  rauhen 
Wänden  ist  die  Geschwindigkeit  kleiner;  einen  Einfiufs  der  Intensität  ver- 
mochte Kmidt  dagegen  nicht  zu  erkennen. 

Dafs  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  engen  Röhren  sich  bet^cht* 
lieh  vermindert,  liegt  einmal  an  der  Reibung  der  schwingenden  GastÄfl« 
an  den  Röhren w ändtin ,  durch  welche  die  Beweglichkeit  der  schwingwidsn 
Teile  vermindert  wird,  dann  aber  wesentlich  in  der  Verminderung  d*s 
Koefficienten  /r,  der,  wie  erwilhnt  wurde,  in  die  Gleichung  für  die  Fort- 
pflanzung von  Wellen  in  Gasen  eingeht,  weil  an  den  verdichteten  Stellen 
eine  Erwärmung,  an  den  Stellen  der  Verdünnung  eine  Abkühlnng  eintritt 
Diese  Erwärmung  und  Abkühlung  wird  in  Röhren  kleiner,  weil  an  den 
verdichtf^ten   Stellen  Wlinne  an  die  Röhren  wand  abgegeben,   an  den  ver- 

\iiafßhrlich  sind  dieselben  dargelegt  in  Poggend,  Ann,  Bd,  CXX5V. 
iegmulL    Memouea  de  VAisayd,  T.  XXJLVC.  p.  437. 
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llBlien  Wärmti   toh   der  B^brenwand   aTifgenommen   wird.     Man  erkennt 

■kb  leicht  f  da&  die  Abnahme  der  Gesehwindigkeii  in  engem  Eohren 

■Rfelr  Tönß  gr^fserer  Sckwingungsdaner  die  grofsere  sein  nioTs.    Denn  je 

fer  die  Röhre  ist,  um  so  gröfser  ist  im  Verhältnis  zur  schwingenden  Lnfl- 

ik  die    Wand  fläche,   welche    ihren  EinÜuls   ausübt,   da   die  Menge    der 

iwingenden   Luft   mit  dem   Quadrate   des  Böhrendurchmessers,   die    be- 

irenda  WandtlHche   dagegen   mit  der  ersten  Potenz  desselben  abnimmt, 

langsamer  femer  die  Schwingungen  sind,  um  so  gröfser  ist  der  Wärme- 

Btansch  mit  den  Eöhrenwänden,  da  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen 

tun  30  länger  dauern. 

Helmholtz^)  und  Kirchhotf*)  haben  diese  Frage  einer  genaoem  theo- 
Sschen  Behandlung  unterzogen,  ersterer  unter  Berücksichtigong  der  Bei- 
Hg  allein,  letzterer  imter  Mitberücksichtigung  des  Wärmeaustausches; 
ide  gelangen  zu  Gleichungen  flir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
haUes   in  Röhren,   welche   sich   nur   durch   die  Bedeutung  einer  in  der  ^ 

aichong  auftretenden  Konstanten  unterscheiden,    Ist  C  die  Fortpflanzungs-  j 

ichwindigkeit  des  Schalles  im  Jreien  Kaum,  so  ist  die  Fortpflanzungs- 
ichwindigkeit  c  in  einer  Bohre  vom  Radius  r  für  einen  Ton,  dessen 
twingtingszahl  n  ist, 


rin  die  Konstante  y  bei  Helmholtz  die  Beibungskonstante  der  Luft  ist^ 
irend  sie  nach  Kircbhoff  von  der  Reibung  und  dem  Wärmeaustausch  der 
ft  und  der  Röhrenwand  abhängt.  Es  soll  also  nach  dieser  Gleichung  die 
nähme  der  Oeschwindigkeit  in  Röhren,  die  Differenz  C  —  c  dem  Durch* 
sser  der  Röhre  und  der  Quadratwurzel  aus  der  Schwingungs^ahl  nm- 
Lehrt  proportional  sein. 

Da  weder  die  Versuche  von  Regnault  noch  von  Kundt  ausreichend 
ren,  um  die  theoretische  Beziehung  experimentell  zu  pillfen,  haben 
tneebfili^)  und  Adolph  Seebeck*)  neu©  Versuche  über  diese  Frage  an- 
iellt,  indem  sie,  wie  Kundt,  aber  nach  einer  andern  Methode,  die  Wellen- 
ge  von  Tönen  verschiedener  Ht^he  in  Röhren  von  verschiedenem  Durch- 
iiser  mafsen.  Beide  Eiperimentatoren  versetzten  in  einem  einerseits  ge- 
il ossenen  Rohre  die  Luft  durch  hineingesandte  Töne  in  stehende  Schwingungen 
8  bestimmten  direkt  mit  dem  Ohre  den  Abstand  der  Schwingungsmaxima 
%  dem  geschlossenen  Ende  des  Kohres.  Die  von  Beebeck  gewählte  An- 
nung  zeigt  Fig.  288»  In  dem  Rohre  AB^  an  welchem  bei  C  ein  kleines 
br  senkrecht  zur  Langsame  von  AB  angeschmolzen  ist,  kann  ein  dicht 
iliefsender  Stempel  hin  und  her  buwogt  werden.  An  dem  Rohr  ist  eine 
ala  angebracht,  deren  Nullpunkt  bei  C  Hogt.  Von  dem  kleinen  Rohr  CD 
at  uiu  Kautschukschlauch  aus,  dessen  Ende  in  das  eine  t)hr  gesteckt  wird, 
brend  das  andere  Ohr  durch  einen  Biegellackpfropfen  geschlossen  wird« 


*)  HehnholU,  VerhandlongCQ  dtt  lUltorhtitoriich-raedlcitiiAcheü  Vereini  zu 
aelberg  Bd.  III    p.  10. 

')  Kirchhof},  Vo^iJi^'wl  Ann    Bd.  CXXXIV, 
^)  Schne^btli,  Folgend.  Atifi,  Bd.  CXXXVI. 
•)  Aä.  Sceb€ck,  l'ogg<»nd,  Aan,  lid.  (?XXXIX. 
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Erzeugt  man  nun  in  dem  Rohre  stehende  Wellen,  so  nimmt  das  Ohr  kaum 
einen  Ton  wahr,  wenn  bei  c  ein  Schwingungsmazimum  ist,  da  dann  die 
Luft  dort  nur  eine  hin-  und  hergehende  Bewegung  besitzt,  ohne  da&  Ver- 
dichtungen und  Verdünnungen  eintreten.  Es  können  deshalb  in  dem  abge- 
zweigten Rohre  keine  longitudinalen  Schwingungen  entstehen  und  zom  (Hir 
fortgepflanzt  werden.  Sendet  man  deshalb  durch  eine  tönende  Stimmgabel^ 
welche  sich  munittelbar  vor  dem  Ende  Ä  befindet,  Schwingungen  in  das 
Rohr  AB  und  verschiebt  dann  den  Stempel  8  so  lange,  bis  das  Ohr,  in 
welchem  das  Kautschukrohr  mündet,  keinen  Ton  mehr  wahrnimmt,  so  be- 
findet sich  bei  c  ein  Schwingungsmaximum,  und  da  an  dem  Stempel  s  sieh 
immer  ein  Schwingungsknoten  befindet,  so  ist  der  Abstand  der  StempelflSche 
von  c  eine  viertel  Wellenlänge  des  Tones  im  Innern  des  Rohres.  Das  Vier- 
fache des  Abstandes  multipliciert  mit  der  Schwingungszahl  des  Tones  gibt 
somit  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  im  Rohre. 

Fig.    288. 

-^ ig  ^ 


Wie  Seebeck  anführt,  ist  die  auf  diese  Weise  zu  erreichende  Oenanig- 
keit  sehr  beträchtlich,  bei  Wellenlängen  von  200""°  bis  300"°*  weichen  die 
einzelnen  Messungen  nur  um  1 — 3™°*  von  einander  ab,  die  Abweichmigen 
vom  Mittel  erreichten  im  allgemeinen  kaum  1"™. 

Aus  den  Versuchen  von  Seebeck  sowohl  wie  von  SchneebeK  ergibt 
sich,  dafs  in  der  That  bei  engen  Röhren  die  Verzögerung  der  Schallge- 
schwindigkeit, so  lange  die  Röhren  hinreichend  enge  sind,  so  dafs  man  die 
ganze  Luftsäule  als  gleichförmig  schwingend  annehmen  darf,  dem  Durcb- 
messer  der  Röhre  umgekehrt  proportional  ist.  So  erhielt  z.  B.  Seebeck  miter 
Annahme  der  Geschwindigkeit  des  Schalles  im  freien  Raum  C  =  332J7 
folgende  Werte  der  Verzögerung  C  —  c 
Ton  c^,-    n  =  512 

Ton  g^;    n  =  384 

C-c 

beob.        berechn 

13,91        13,91 

5,09  5,25 

2,91  2,70 

Die  als  berechnet  angegebenen  Werte  sind  jedesmal  aus  dem  für  die 
engste  Röhre  gefundenen  für  die  weitem  Röhren  unter  Voraussetzung  der 
Richtigkeit  des  Gesetzes  abgeleitet,  und  man  sieht,  wie  Beobachtung  und 
Rechnung  auch  genügend  übereinstimmen. 

Kombiniert  man  die  an  verschiedenen  Röhren  unter  Anwendung  dem- 
selben Tones  gemachten  Beobachtungen,  so  läfst  sich  aus  denselben  die 
Geschwindigkeit  des  Schalles  im  freien  Räume  ableiten,  nach  der  Gleicbung 

Tv  —  ♦•%         ' 


DurchmesBcr 

C-c 

der  Röhre 

beob..    berechn. 

mm 

m                  m 

3,4 

9,79       9,79 

9,0 

4,33       3,70 

17,5 

1,85        1,90 

Ton  e^;  w  =  S20 

beob.  berechn. 

15,61  15,51 

4,75  5,06 

3,53  3,01 
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r^  die  Gesehwuidigkeit  der»  Schalles  in  der  Röhre  vom  Radius  Tj  und 
le  in  der  Röhre  vom  Radius  r^  bedeutet.  Indem  Schneebeli  alle  seine 
■||ie  zix  je  zwei  in  der  Art  kombinierte,  welche  in  verächiedenen  Ri»hren, 
|Blirchiiiesser /.wischen  14'^'"*  imd  DO*""*  waren,  aasgeführt  waren,  fand 
iMittel 

C  =  332,06'«, 

l^crt,  der  nnr  um  0,3"  von  dem  am  Schiasse  des  vorigen  Paragraphen 
jenen  Mittel  abweicht;  die  extremsten  Abweichungen  von  diesem  Mittel 
XL  2°*,  also  nur  0,6  G  Procent  des  berechneten  Werteö. 
Während  so  die  Versuche  übereinstimmend  die  Verzögerung  der  SchaU- 
iwindigkeit  in  ihrer  Abhängigkeit  von  dem  Durchmesser  der  Röhren 
lelmholtz-Klrchhoffschen  Theorie  geniUfs  finden,  kommen  beide  Expori- 
atoren  in  Bezug  auf  di«  Abhängigkeit  von  der  Schwi^ngungszabl  zu 
m  Resultaten,  Nach  der  Theorie  soll  die  Verzögerung  in  Rühren 
[len  Durchmessers  der  Quadratwurzel  aus  der  Schwingungszahl  um- 
irt  proportional  sein,  nach  den  Versuchen  nimmt  aber  die  Verzögerang 
ler  ab^  wie  die  Quadratwurzel  aus  der  Schwingungszahl  weichst  ^  und 
eck  schliefst  aus  seinen  Versuchen,  dafs  die  Abnahme  der  Geßchwindig- 
I  der  Quadratwurzel  aus  der  dritten  Potenz  der  Schwingungszahl  pro- 
lonal  ist.  In  der  Thai  multipltciert  man  die  in  obiger  Tabelle  mit- 
pten  Werte  mit  m%  so  findet  man  die  in  jeder  Horizontalreihe  sich 
benden  Produkte  annähernd  konstant;  indes  scheint,  wenn  man  sich  an 
Irekten Beobachtungen  hält,  die  Verzögerung  ebenso  gut  denSchwingungä- 
m  selbst  umgekehrt  proportional  gesetzt  werden  zu  können,  so  dafs  sich 
pen  Versuchen  Seebecks  kein  bestimmtes  Gesetz  über  die  Abhängigkeit 
tTerzdgerung  von  der  Schwingungszahl  ableiten  lä/st. 
I Später  hat  Kaiser*)*  die  Methode  der  Staubfiguren  zu  einer  erneuten 
bng  der  Helmholtz-KirchhoÖschen  Theorie  benutzt;  er  wandle  drei  Töne 
deren  Schwingungszahlen  2357  —  389.J  —  5232  Schwingungen  waren, 
brachte  die  Staubfiguren  in  5  Rühren,  deren  Durchmesser 

»25,8°*°^  33,3'"°'  44™°*  51,7"™  82°" 
n,  hervor.  Er  schlofs  aus  seinen  Versuchen,  dafs  sowohl  die  Ab- 
agkeit  der  Verzögerung  von  dem  Durchmesser  der  Röhre,  als  von  der 
^ingungszahl  der  Theorie  entsprechen,  dais  man  indes  für  die  Konstante 
t  theoretischen  Gleichung  nicht  den  aus  der  Theorie  sich  ergebenden 
i  0,005  88,  sondern  einen  etwa  viermal  gröfsem  Wert  0,023  5  einsetzen 
\d.  In  der  That  geben  die  auf  diese  Weise  aus  den  Beobachtungen  be- 
[leten  Werte  fü.r  die  Schallgeschwindigkeiten  eine  recht  gute  Überein- 
^ung^  indes  tritt  eine  deutliche  Abnahme  der  Werte  mit  der  Böhren- 
Die  Werte  werden  nälmlich  für  die  Röhren 


1 
332,(;7 
332,87 
332,69 
332,74 


11 
332,80 
332,82 


m 

332,34 
332,80 


332,84    332,67 


iaiser^  Wiedem.  Ann.  Bd.  H 

■s,  Pbjiik  I.    4.  Aufl. 
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AuTserdem  ergibt  sich  ans  diesen  Yersnchen  ftir  die  weiteste  B5hie  in 
dieser  Weise  berechnet  eine  auffallend  grofse  Korrektion,  nämlich  noch 
fast  ein  Meter,  während  die  Versuche  Eundts  ftbr  eine  erheblich  giSÜMie 
Wellenlänge  schon  bei  26°^  Durchmesser  der  Bohre  die  Yolle  Schall- 
geschwindigkeit ergab.  Berechnet  man  in  der  oben  angegebenen  Weise  mit 
Elimination  des  Korrektionsgliedes  die  Geschwindigkeit  aus  den  Yersnchoi 
mit  gleichen  Tönen  in  den  verschiedenen  Bohren,  so  erhält  man  erheblich 
verschiedene  Werte ,  je  nachdem  man  den  tiefsten  der  drei  Töne  oder  dei 
mittlem  anwendet.  Für  den  tiefsten  Ton  liegen  die  Werte  zwischen  333,4 
und  330,91,  das  Mittel  wird  331,76,  fftr  den  mittlem  Ton  liegen  die  Werte 
zwischen  332,75  und  334,17,  das  Mittel  ist  332,33;  gerade  die  Bedi- 
nungen,  in  denen  die  weiteste  Bohre  eingeht,  liefern  .bei  der  letztoB 
Berechnung  die  kleinsten  Werte.  Trotz  der  Sorgfalt,  mit  welcher  Kaiser 
seine  Versuche  anstellte,  scheinen  dieselben  deshalb  doch  nicht  geeignet, 
die  Frage  abzuschliefsen,  und  ebenso  wenig  wird  man  den  von  Kaiser  ans 
seinen  Versuchen  abgeleiteten  Wert  der  Schallgeschwindigkeit  332,5,  dem 
am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gezogenen  Mittelwert  vorziehen. 

Wenn  nach  alledem  die  indirekte  Methode  der  Messung  der  Schallge- 
schwindigkeit fUr  Luft  noch  keine  zuverlässigem  Werte  ergeben  hat,  als  die 
direkte,  so  ist  die  Methode  doch  vorzüglich  geeignet,  d^e  G«sch?nndigkeit 
des  Schalles  in  verschiedenen  Gasen  und  in  verschiedenen  Temperaturen 
zu  vergleichen. 

Dulong^)  benutzte  zu  dem  Zwecke  die  Töne  von  Orgelpfeifen;  er  lejte 
die  Pfeifen  horizontal  in  einen  grofsen,  von  innen  und  aufsen  mit  Blei  be- 
schlagenen Kolzkasten,  der  ganz  vollständig  mit  dem  wohl  ausgetrockneten 
zu  untersuchenden  Gase  geftQlt  war.  Ein  Gasometer,  mit  demselben  Gase 
angefüllt,  stand  mit  dem  Fufse  der  Pfeife  in  Verbindung,  und  trieb  das  Gas 
unter  konstantem  Drucbe  in  die  Pfeife  hinein.  Sobald  der  Strom  anfing, 
wurde  in  einer  Wand  des  Kastens  ein  Loch  geöffnet,  um  das  eindringende 
Gas  wieder  abströmen  zu  lassen. 

War  nun  bei  einer  und  derselben  Pfeife  N"  die  Schwingungszahl  des 
Tones  in  einem  Gase,  N'  diejenige  in  einem  andern  Gase,  so  ist  bei  An- 
wendung einer  gedeckten  Pfeife 

c  =  4.{l  +  x)N 

also 

c  N  I 

Das  Verhältnis  der  beiden  Schallgeschwindigkeiten  erhalten  wir  alsö 
selbst  ohne  Kenntnis  der  anzubringenden  Korrektion  ar,  und  somit,  wenn 
wir  die  Geschwindigkeit  c  in  der  Luft  als  anderweitig  bestimmt  annehmen, 
auch  die  Geschwindigkeit  c  des  Schalles  in  den  andern  Gasen. 

Ich  habe  zur  Vergleichung  der  Schallgeschwindigkeit  in  den  verschiedenen 
Gasen  und  bei  verschiedenen  Temperaturen  die  Methode  der  Staubfigoren 
angewandt^).    Das  benutzte  Bohr  hatte  einen  Durchmesser  von  nicht  ganz 

')  Dulong^  Ann.  de  chim.  et  de  phye.  T.  X  p.  41.  Fönend   Ann.  Bd.  XTI. 
*)'WviUner,  Über  die  Abhängigkeit  der  specifischen  Wärme  der  Gate  etc. 
Wiedem.  Ann.  Bd.  IV.  j 
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►™*,  der  Ton,  es  war  der  Longitudinalton  einer  Glasröhre  von  1™  Länge^ 
^tte  ÜöBB  Schwingungen.    Der  tönende  Stab  trog  auf  seiner  Mitte  einen 
:'-  '  nkstopfen,  mit  dem  er  luftdicht  in  das  eine  Ende  des  Wellenrohres 
wurde.     An  dem  Ende  des  tunenden  Stabes  war  eine  leichte  Platte 
n  Ebonit  aufgesetzt,  deren  Durehmesser  sehr  nahe  dem  des  Wellenrohres 
ch    war,   und   welche  die  Schwingungen  an  das  im  Wellenrohr  einge- 
06sene  Gas  tthertrug.    Das  andere  Ende  des  Weüeni-ohres  war  ebenfalls 
ftdieht  geschlossen,   in  einer  Stopfbüchse  liefs  sich  indes  ein  Stab  ver- 
eben, der  im  Innewi  des  Wellenrohres  ebenfalls  eine  Ebonitscheibe  tmg, 
ren  Durchmesser  dem  des  Welienrohres  gleich  war,  um  so  zu  bewirken, 
,fs  sich  zwischen  dem  Ende  des  tönenden  Stabes  und  dieser  Scheibe  immer 
1©   ganze   Zahl   stehender  Wellen   befanden.     An   den  beiden  Enden  des 
ellenrohres  waren  mit  Glashähnen  verschliefsbare  Röhren  angesetzt,  durch 
liehe  man  das  Rohr,  nachdem  es  mit  der  Quecksilberpumpe  luftleer  ge- 
ipt  war,  mit  beliebigen  ganz  trocknen  Gasen  tollen  konnte. 
Bei  den   Versuchen  wurde   der  mittlere  Teil    des   Wellenrobres  auf 
>5trecke  von  1,1*°  in  schraebendes  Eis  oder  in  die  Dämpfe  des  sieden- 
^assers  gelegt. 

J)as  KorrBktionsglied  zur  Reduktion  der  in  den  Röhren  beobachteten 

;eschwindigkeit  aul'  den  freien  Raum  ist  zwar  nach  der  Theorie  ynn 

oltz  und  Kircbhoff  nicht  unabhängig  von  der  Natur  des  Gases.    Indes 

i  den  von  mir  gewählten  Dimensionen  der  Röhre  und  der  Schwingungs- 

1  des  Tones  ist  die  Korrektion  nur  so  unbedeutend,  dafs  sie  überhaupt 

machlässigt  werden  kann.    Es  ergab  sich  das  auch  aus  der  Messung  der 

hwindigkeit  in  der  Luft  bei  der  Temperatur  O'^,  für  welche  ich 

aus  6  Versuchsreihen  erhielt 

f:o=  331,898. 

Der  Ausdruck   filr  die  Schallgeschwindigkeit  bei  irgend  einer  Tem- 
ratur  t  ist 


y-tl^kd+af). 


Ist  h  ebenfalls  von  der  Temperatur  abhilngig,  so  dafs  wir  es 
sen  können,  so  können  wir  schreiben 
|er  mit  liinraichünder  Annltherimg 


tonn  y  ^  a  -j-  ß  gesetzt  ist. 

Nachfolgende  Tabelle  enthlUt    in  Kolumne  l   die  Ni 
die  Dichtigkeit  derselbeti,  in  IIT,  IV^  V  die  Geseh 
81  0^  nach  Duloug,  Kegnault  uikI  m<^innn  V*'    '     '     i  i  ' 
^aieh    1,  in  VI  die   von   mir  b*/gtimnjttin  ^ 
Bter  bei  0^,  in  VU  die  von  mir  bestimmtcrn  W 


^^^Sü 
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Name  der  Gase 

Dichtig- 

Geschwindigkeit des  Schalles 
nach 

«. 

y 

keit 

Dnlong 

Begnanlt 

Wüllner 

Wflllner 

Luft 

1 

1 

1 

1 

331,898 

0,003646 

Sauerstoff 

1,1056 

0,9524 

— 

— 

— 

— 

Wasserstoff 

0,06926 

3,8123 

3,801 

— 

— 

— 

Kohlenoxyd 

0,9678      1,0132 

— 

1,0158 

337,129 

0,003588 

Kohlensäure 

1,5290      0,7856 

0,8009 

0,7812, 

259,383 

0,003401 

Stickoxydul 

1,527 

0,7865 

0,8007 

0,7823 

259,636 

0,003307 

Ammoniak     .0,6967 

— 

1,2279 

1,2534 

415,990 

0,003436 

Äthylen 

0,9784 

— 

— 

0,9518 

315,90 

0,003060 

Die  Werte  von  y  sind  sämtlich  kleiner  als  die  Werte  a,  welche  die  Ab- 
nahme der  Dichtigkeiten  darstellen,  es  folgt  somit,  dafs  ^  einen  negatiTen 
Wert  hat,  oder  dafs  die  Werte  des  Koefiicienten  A?  mit  steigender  Tempe- 
ratur kleiner  werden.  Die  sich  hiemach  ergebenden  Werte  von  A-,  und  die 
Bedeutung  deren  Veränderlichkeit  werden  wir  bei  Gelegenheit  der  Behand- 
lung der  specifischen  Wärme  der  Gase  besprechen. 

§  170. 

Geschwindigkeit  des  Schalles  in  festen  Eörpem.  Die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Schalles  in  festen  Körpern  mufs  nach  dem 
Früheren  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen 
übereinstimmen.  Für  Stäbe  erhielten  wir  dieselbe  im  vorigen  Kapitel  durch 
die  Gleichung 


c=  1/  — 


worin  H  den  Elasticitätskoefficienten  und  s  das  specifische   Gewicht  des 
Stabes  bedeutet. 

Direkte  Messungen  dieser  Geschwindigkeit  sind  nur  für  Gufseisen  tcft 
Biot^)  vorhanden,  welcher  sie  an  einer  Verbindung  von  376  Röhren,  ^ 
zusammen  eine  Länge  von  951,25  Meter  hatten,  ausführte.    In  eine  der 
Mündungen  dieses  Röhrenkanals  ward  ein  Eisenring,   der  mit  derselbe! 
gleichen  Durchmesser  hatte ,  angefügt  und  in  seiner  Mitte  durch  Stäbe  toa  ^ 
Eisen   eine  Glocke   und  ein  von  einer  Stahlfeder  gehaltener  Hammer  be 
festigt,  vermöge  deren  man  den  letztem  nach  Belieben  an  die  Glocke  an- 
schlagen lassen  konnte.    Dann  pflanzte  sich  der  Schall  der  Glocke  zur  BCbie 
durch  die  Stäbe  und  Ringe  von  Eisen  fort,  und  stellte  man  sich  an  das 
andere  Ende   der  Röhrenleitung,   so   mufste  man   einen  doppelten  Schall 
hören,  einen,  der  durch  das  Metall  der  Röhre  in  der  Zeit  x  hindurchge- 
gangen war,   den  andern,  der  durch  die  Luft  hindurch  sich  fortgepflanzt 
hatte.    Man  nahm  in  der  That  sehr  deutlich  zwei  bestinmite  Schläge  wahr, 
zwischen  denen  eine  Zeit  von  2,5  Sekunden  lag.    Hieraus  berechnet  man 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c   des  Schalles  im  Eisen  aus  derjenigen 
in  der  Luft  wie  folgt.    Die  Zeit,  welche  der  Schall  brauchte,  nm  in  der 

Luft  sich  fortzupflanzen,  war ^ — ,  die  Zeit  x^  die  er  im  Bisen  brauchte, 

')  Bioif  Experimentalphysik,  übers,  von  Fechner.  Leipng  1828.  Bd«  II.  p.ll 
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y- — ,  die  Differenz  beider 


Dd  daraus 


c 


=  2,5, 


951,25  .  c 


=  10,5  c  =  3476,5'*\ 


9öl,St6  — 2,6 

dfiJ's    also  der  Schall  im  Eisen  in  einer  Sekunde  nahe  an  3500  Meter 
Kiirücklegt,  wenn  wir  die  Geschwindigkeit  in  der  Luft  in  mnder  Zahl  gleich 
1^81^'  setzen. 

Man  kann  übrigens  die  Schallgeschwindigkeit  in  festen  Körpern  sehr 

[leicht  duiH^h  indirekte  Beobachttingen  gerade  so  erbalten,  wie  bei  der  Luft 

und   den   Gasen,    durch   Beobacbttmg  der   Longitudinaltone   eines   Stabes, 

TVenn  man  einen  an  beiden  Enden  freien  Stab  in  longitudinale  Schwingungen 

Tersetzt,  so  ist  die  Schwingnngszahl  des  entstehenden  Gmndtones: 

21    V    B  21' 

wi  daraus 

[worin  l  die  Länge  des  Stabes  bedeutet. 

Mit  Httlfe  dieser  Methode  ist  von  Wertheim*)  die  Fortpflanzungs- 
eseh windigkeit  des  Schalles  flir  eine  grofBe  Reihe  von  Metallen  bestimmt 
^^^J'den.  Ein  Vergleich  der  experimentell  erhaltenen  Werte  mit  den  theo- 
^tisch  berechneten  bestätigt  die  Richtigkeit  der  Theorie  aiil'  das  voll- 
ligste. 


IT-' 


Käme  des  Metalles 


Geschwindigkeit 
in  Ltift^  1 


E  =  is 


CS^ 


V 


E 


lei  ausgesogen* 
IZinn        „ 

iGold        ,, 
I  Silber       ,, 

ok  destilliert,  gegossen 

gewohnl.  ausgez, 
npfer  ausgezogen 
latindrabt  mittl  Dicke 
[Eisen  (Berry)  ausgez. 
Jsßtahl  ausgezogen 
Btahldraht  ©n^rL  ausgez. 


4,257 

7,480 

6,424 

8,057 

9,683 

11,007 

11,107 

8,407 

15,108 

15,108 

1 4.9(1 1 


1769.10« 
7977.10» 


11,16 

18,51 


7218.10^  i  10,36 


8568.10« 
12213J0« 
16720,10^ 
20470.10" 
191R0.10** 
18450.10** 


7,008 
8,93 
21,27 
7,74 
7,71 
7,71 


^^tjbr    be<|iiem   zur  Vergleichung   der  Schallgeschvv  •    ' 
lKi5rpern  mit  derjenigen  in  der  Luft  ist  die  Methode  von 
vorigen  Paragraphen  besprachen*)-   Wendet  man  in  der  ¥^ 


^yWtrthtimj  Äunales   de  chim,   et  de   phjrs.    11  i 
n.    EfganKung^band  U. 

*)  Kunät,  Pogg€nd.  Ann.   Bd.  CXXVIL 


3,787 

6,247 
7,940 

10,524 

11,128 

8,437 

15,472 

15,003 
14,716 


fesitiJi 


^äk 


806  Versuche  von  Kundt.  §  170. 

Anordnung  irgend  einen  tönenden  Stab  an,  so  entspricht  die  LSnge  des 
Stabes  der  Länge  einer  stehenden  Welle,  während  uns  die  LSnge  der  in 
dem  mit  Staub  versehenen  Rohr  vorhandenen  Welle  die  L&nge  der  stehen- 
den Welle  von  genau  derselben  Schwingungsdaner  in  der  Luft  gibt  Ist 
nun  c  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  im  Stabe,  {  die  Länge  des  Stabes, 
N  seine  Schwingungszahl,  so  ist 

Ist  c'i  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft,  \  die  Länge  der 
in  dem  Glasrohr  gemessenen  Wellen,  so  ist 

somit 

Das  Verhältnis  der  Schallgeschwindigkeiten  ist  gleich  dem  der  8tab- 
länge  und  der  in  dem  Glasrohre  gemessenen  Wellen. 

Drei  Versuche,  bei  denen  ein  Messingstab  von  941™™,5  Länge  an- 
gewendet wurde,  gaben  fllr  die  Länge  der  Wellen  in  dem  Rohre  /^  =  43,30; 
43,29;  43,30.    Daraus  folgt  c  =  10,87;  10,87;  10,86. 

Für  drei  Stahlstäbe  aus  demselben  Stahl  erhielt  Eundt 

c  =  15,345;  15,334;   15,343. 

Für  einen  Glasstab  erhielt  Eundt  c  =  15,24,  und  für  einen  Knpfer- 
draht  c  =  11,960,  ich  erhielt  für  Glas  c  =  15,29. 

Die  Zahlen  stimmen  mit  denen  von- Wertheim  und  den  für  dieselben 
Substanzen  theoretisch  berechneten  so  vortrefflich,  dafs  die  Genauigkeit  der 
Methode  dadurch  unzweifelhaft  bewiesen  wird. 

In  etwas  anderer  Weise  haben  Stefan^)  und  Warburg*)  die  Geschwin- 
digkeit des  Schalles  in  festen  Eörpem  itntersucht,  auf  welche  sie  ancb 
imstande  waren  die  Geschwindigkeit  in  solchen  Eörpem  zu  bestimmen,  welche 
nicht  durch  Anstreichen  zum  Tönen  gebracht  werden  können,  wie  Kant- 
schuk,  Wach?  und  dergleichen. 

Das  Princip  der  Methode  von  Stefan  ist  folgendes.  Man  formt  den 
Körper,  der  selbst  nicht  zum  Tönen  gebracht  werden  kann,  wie  Wachs,  in 
Form  eines  kurzen  Stabes  und  verbindet  ihn  fest  mit  einem  Stabe  von  Glas 
oder  Holz,  welcher  durch  Reiben  in  tönende  Schvringungen  versetzt  werden 
kann,  so  dafs.  der  Wachsstab  eine  Verlängerung  des  Holzstabes  bildet  Du 
System  dieser  beiden  so  verbundenen  Stäbe  liefert,  wenn  man  den  Glasstab 
reibt,  einen  gut  charakterisierten  Longitudinalton,  dessen  Tonhöhe  sich  be- 
stimmen läfst.  Aus  der  Tonhöhe  des  isoliert  schwingenden  Glasstabes  und 
der  Änderung  der  Tonhöhe,  wenn  an  den  Glasstab  der  Wachsstab  angesetzt 
ist,  sowie  aus  der  bekannten  Länge  und  dem  Gewichte  des  Wachsstabes 
läfst  sich  dann  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  dem  Wachsstabe  be- 
rechnen. Die  Berechnung  dieser  Versuche  ist  zu  kompliciert,  als  dafs  wir 
hier  darauf  eingehen  könnten. 

So  erhielt  Stefan  bei  Wachs  für  die  Temperatur  17^  die  Geschwindig- 


*)  Stefan,  Wiener  Berichte  Bd.  LVH.  p.  697. 
*)  Warhurgy  Poggend.  A.\mi,  Bd.  CXXXVI. 
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880*'  und  fand^  dafs  mit  steigender  Temperatur  für  jeden  Grad 
indigkeit  iud  40"^  abnahm. 
I>ie  Methode  von  Warburg  beruht  darauf,  dafs  man  einen  Stab  dea 
^bh  nntprsncbenden  Materials  dorch  einen  andern^  für  welchen  die  Fortpfian- 
^iongsgeschwindigkeit  bekannt  ist,  ia  isochrone  transrersale  Schwingungen 
versetzt,  dafs  man  auf  beiden  Stäben  dann  die  Knotenpunkte  anfaucht 
Tind  die  Lunge  der  schwingenden  Abteilungen  beider  Stäbe  vergleicht, 
Ulan  legt  zu  dem  Ende  einen  Stab,  etwa  einen  Spiegel  glas  s  treifen ,  auf,  so 
€3ai'st  er  in  zwei  Knoienlinien  unterstützt  ist.  In  einem  Schwingungsmaximiim, 
#*twa  dem  mittelsten,  klebt  man  mit  Siegellack  einen  leichten  hölzernen 
Steg,  und  klebt  mit  etwas  Kleb  wachs  auf  diesen  den  zu  untersuchenden 
Stekh^  so  dafs  derselbe  dem  Spiegelglasstreifen  parallel  ist.  Versetzt  man 
flen  Spiegelglasstreifen  in  transversale  Schwingungen,  so  teilen  sich  diese 
dem  zi^  imtersuchenden  Stabe  mit,  und  man  kann  auf  beiden  Sttlben 
durch  aufgestreuten  Sand  die  Knotenlinien  sichtbar  machen.  Mifst  man 
auf  beiden  Stäben  die  Lilnge  der  ersten,  zweiten,  «ten  schwingenden 
Abteilimgen,  dieselben  von  den  freien  Enden  aus  gerechnet,  so  gibt  die 
Theorie  ftlr  das  Verhältnis  der  Schallgeschwindigkeiten  in  beiden  Stäben 


c 


h  ' 


worin  c  die  Schallgeschwindigkeit  in  dem  zu  untersuchenden  Körper,  /„  die 
I^Lnge  der,  Yom  freien  Ende  ab,  nien  schwingenden  Abteilung  auf  dem- 
selben und  h  die  Dicke  des  Stabes  bedeutet,  während  c',  /'„,  U  dieselbe  Be- 
deutung ftlr  den  schwingenden  Glasstreifen  haben.  Um  die  Methode  zu 
prüfen,  verglich  Warhurg  zunächst  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in 
Messing  und  Glas.    Er  erhielt  in  zwei  Versuchen 


^0,676  und  0,640, 


im  Mittel  also  0,660,  während  er  nach  der  Methode  von  Kundt  den  Wert 
0,668  für  dasselbe  Verhältnis  fand,  zwei  Werte,  die  nur  um  etwas  mehr 
iiJjs  1  ^/f^  von  einander  abweichen.  Für  die  Schallgeschwindigkeit  im  Glase 
lieferte  ihm  die  Kundtsche  Methode  den  Wert  15,65,  ttlr  jene  im  Messing 
10,46,  die  Geschwindigkeit  in  Luft  gleich  1  gesetzt. 

I>ie   von   Warbui'g    nach   dieser  Methode   erhaltenen  Resultate   teigb 
folgende  Tabelle. 


Material 


Glas 
Stearin 
Paraffin 
Wachs 

Talg 


c  jene  im 
Glase  gleich  1 


Specif.  Gew. 


Elasfi-itn 


klv-iefficient  bez. 


0,265 
0,251 

U,166 


2,390 
0,974 

0,908 
0,971 

0,917 


Die  Zahlen  gelten  für  15"— 17*^a 


808  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  festen  Körpern.  §  170. 

Setzt  man  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  Luft  voa  16^  C.  glsidi 
340™,  in  Glas  bezogen  aaf  Lnft  gleich  eins  gleich  15,65,  so  ergibt  ad 
für  Wachs  883™,  eine  Zahl^  welche  mit  der  Stefanschen  gat  übereinstimmt 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles,  wie  wir  sie  soeben 
bestimmten,  gilt  nur  för  stabförmige » feste  Körper,  für  nach  allen  Sich- 
tungen des  Raumes  ausgedehnte  mufs  sie  nach  Wertheim  grötser  sein^). 

Der  Grund  dieser  Erscheinung  liegt  in  dem  §  49  beia:aditetea  Zu- 
sammenhange zwischen  dem  Elasticitätskoefficienten  E  und  der  beim  Zugs 
eintretenden  Volumänderung.  Wir  erhielten  damals  f^  das  Gewiditf, 
welches  einen  Stab  vom  Querschnitte  und  der  L&nge  1 ,  der  an  dem  eisen 
Ende  aufgehängt  ist,  am  andern  das  Gewicht  trägt,  um  die  Länge  i  ans- 
dehnt, 

p  =  Ed, 

Andererseits  erwähnten  wir,  dafs  nach  der  Theorie  von  Catlcbyfilr 
dasselbe  Gewicht,  die  Beziehung  besteht 

p^kd+'Kv (a), 

worin  v  die  Veränderung  der  Volumeinheit  des  Stabes  bei  jenem  Zöge  be- 
deutet. Die  Änderung  der  Volumeinheit  bei  der  Verlängerung  d  M 
Wertheim  gleich  ^S]  daraus  ergab  sich  gemäfs  der  Gleichimg 

Je  . 

^°   2K+k      '^ 
dafs  Je  «=  K  und  schliefslich 

P  =  iJcS, 

Für  den  Elasticitätskoefficienten,  jenes  Gewicht,  welches  die  Ver- 
längerung d  gleich  1  macht,  erhält  man  dann 

Diese  Gröfse  E  wandten  wir  bisher  als  Mafs  der  Elasticität  an.  Nebmen  I 
wir  aber  jetzt  einen  Stab  an,  der  nicht  nur  an  seinem  Ende  fest  ist,  sondern 
auf  dessen  Oberfläche  nach  allen  Seiten  Kräfte  wirken,  welche  eine  Änderung 
des  Querschnittes  hindern,  so  wird  jetzt  die  Verlängerung  d  durch  ein  an- 
deres Gewicht  p'  bewirkt  werden,  füir  welches,  da  auch  jetzt  noch  die  Ver- 
längerung der  Gröfse  des  Gewichtes  proportional  sein  mnfs, 

p=E'd 

und  auch  jetzt  mufs  für  p'  die  Beziehung  bestehen 
P=k(d  +  v)...(ß), 

da  die  Gleichung  (a)  für  jeden  Zug  oder  Druck  besteht,  welchen  man  anf 
einen  Körper  wirken  läfst,  und  da  weiter  Je  und  K  zwei  nur  von  der  Sub- 
stanz der  Körper  abhängige  Konstanten  sind,  somit  die  ftlr  einen  bestimm- 
ten Fall  zwischen  ihnen  bestehende  Gleichheit  bestehen  mufs,  wie  auch  die 
Kräfte  auf  den  Körper  wirken  mögen.  Wenn  nun  aber  der  Stab  sich  nmJ 
verlängert,  nimmt,  da  jetzt  eine  Änderung  des  Querschnittes  nicht  eintrete 
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•aein  Volmnen  am  d  zu,  oder  es  wird 
v^  ^;  2/=  2kd 
A  daraus  f^  den  KoefÜcienten  £' 

Dieser  Koefticient  ist  aber  als  das  Mafs  der  elastischen  Kraft  in  diesem 
Ü\e  xn  betrachten,  da  uns  das  Produkt  E*S  die  Kraft  gibt,  welche  wir  xn 
tm  Ausdehnung  d  aufwenden  müssen,  also  auch  die  Kraft,  mit  welcher 
b  um  <y  von  einander  entfernten  Schichten  sich  wieder  einander  anziehen. 

Äuä  dem  Obigen  folgte 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  also  die  Kraft,  mit  welcher  sich  die 
I  einander  entfeniten  Schichten  anziehen,  die  elastische  Kraft  des  Kör- 
8,  das  Anderthalbfache  von  derjenigen,  welche  bei  Verlängerung  um  die 
liehe  Grofse  eines  nur  an  seinen  Enden  festen  Stabes  auftritt. 

Wenn  wir  in  einer  ausgedehnten  Masse  des  festen  Körpers  einen 
linder  dieser  Masse  verlängern  oder  verkürzen  wollten,  so  würde  in  dem 
Ik,  da  die  Wand  dieses  Cjlinders  lings  von  der  gleichen  Masse  des  um- 
wenden Körpers  festgehalten  und  angezogen  wird,  das  Mafs  der  Elasti- 
i  durch  die  Grölse  E'  gegeben  sein. 

Bas  ist  der  Fall,  wenn  sich  in  einer  ausgedehnten  Masse  eines  festen 
prpers  der  Öcball  ausbreitet.  In  der  Richtung  jedes  Hadius  einer  um 
*  Quelle  des  Schalles  gelegten  Kugel  pflanzen  sich  longitudinale  Wellen 
It,,  in  jedem  Radius  treten  also  Verdichtungen  und  Verdünnungen  ein. 
aber  hier  jeder  dieser  Radien  von  der  gleichen  Masse  umgeben  ist, 
unen  bei  diesen  Ausdehnungen  und  Zusammendrücknngen  der  Ltinge  nach 
ine  Kontraktionen  oder  Dilatationen  des  Querschnittes  stattfinden;  da» 
is  der  Elasticitüt  ist  also  E'  und  nicht  E. 

Da  wir  für  die  FortpÜanzimgsge  seh  windigkeit  des  Schalles  haben 

-VI' 

wird  dieselbe  in  einer  ausgedehnten  Masse  eines  festen  Körpers 

jpnennen  wir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  einem  Stabe  dieses 
■Tpers  c 

li 


'■Vi- 


Für  diejenigen  Köi*per  also,   für  welche  die  Wertheip''»"*^'»  jVnnahnir 
tig  ist,  verhält  sich  die   Fortpflanzungsg» 
^r  Kugel  oder  in  einer  nnbegrenztim  Mas»^.     .. 


V 


2   ^^  1 


Ist   die  Volumveranderung  nicht  ^ 
m   Stab  des  Körpers  außgettbt«!  Z 
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meinem  Annahme,  dafs  die  Qnerkontraktion  ftlr  die  yerscbiedenen  Körper 
verschieden  ist,  so  ist  tiach  §  50 

Ist  der  Koefßcient  der  Querkontraktion  gleich  fi,  so  erhielten  wir  weiter 
_       K 

Ist  der  Stab  verhindert  sich  in  der  Qaere  zusammen  zu  ziehen,  so 
ist  immer  d  =  t',  somit  wird 


oder 

und  daraus 


r=Jc-^^^- 


1  — 2^  ' 


Daraus  folgt  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  ausgedelmta 


'K  (l  +  ^)(i-2^)  •  V^'  K   (1- 


1-fi 


l+fi)(l-2,i) 

Wenn  also  ^  von  Null  verschieden  ist,  also  bei  der  LängsausdehnuBg 
überhaupt  eine  Querkontraktion  eintritt,  ist  c  >  c. 

Diese  Ausführungen  lassen  sich  nicht  leicht  durch  Versuche  prüfen. 
da  man  nicht  leicht  die  Portpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  dnrdi 
ausgedehnte  Massen  beobachten  kann;  sonst  wäre  das  eine  sichere  Method« 
zur  Bestimmung  von  f*. 

§  171. 

Geschwindigkeit  des  Schalles  in  flüssigen  Körpern.  Die  Fort 
Pflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  Flüssigkeiten  mufs  nach  d« 
Frühem  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Longitudinalwellen  i« 
den  Flüssigkeiten  übereinstimmen.  Bedeutet  H  den  Druck  der  AtmospbW 
in  Centimeter  Quecksilberdruck,  <s  das  specifische  Gewicht  des  Quecbilb«* 
cS'  die  Dichtigkeit  und  ^  die  Kompressibilität  der  betreffenden  Flüssigkflt 
für  eine  Atmosphäre,  so  erhielten  wir  ftlr  c  in  §  146 


V        US 


r     fi« 

Für  Wasser,  für  welches  (a  =  0,000  049  9 ,  5  =  1  bei  4®  C.  ist,  wirf 
dieser  Ausdruck 

c  =  1418  Meter. 
Dieses  Resultat  ist  durch  direkte  Versuche  von  CoUadon  und  StiB» 
im  Jahre  1827  auf  dem  Genfersee  bestätigt  worden *).    Zwei  Schiffe  ^ 

0  Cottadan  und  Sturm,  Yo%\|^Tid.  lüan»  Bd.  XII. 
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aer  bestiiumtenf  gemesseneD  Entfetniing  festgelegt.  Das  erstere 
in  das  Wasser  getaucbte  Glocke,  welche  mittels  eines  an  einem 
^ten  Hammers  angeschlagen  werden  konnte.  An  dem  andern 
lehels  befand  sieh  eine  brennende  Lunte,  welche  in  demselben 
mbUeke,  in  welchem  der  Hammer  die  Glocke  schlug,  eine  Quantität 
er  entzündete.  Van  dem  andern  Scliiöe  reichte  ein  Hörrohr  in  das 
jor,  an  dessen  aus  dem  Wasser  hervorragenden  Ende  der  Beobachter 
Ohr  anlegte,  um  den  im  Wasser  fortgepflanzten  Schall  wahrzunehmen, 
der  gemessenen  Bistanz  der  Schiffe  und  der  beobachteten  Zeit,  welche 
jhen  der  Wahrnehmung  der  Flamme  und  des  SeUalles  verflossen  war, 
yicU  bei  einer  Temperatur  von  8^,1  Celsius 

B  c=  1435  Meter, 

Setzen  wir  bei  8^  C.  nach  den  Beobachtungen  von  Grassi  fi  ^  0,000  049 
nach  Kopp  s  =  0,099  776,  so  wird 

c  =  1437  Meter, 

ifs  das  experimentelle  Resultat  mit  dem  theoretischen  fast  identisch  ist. 
Andere  direkte  Beobachtungen  über  die  <jesch windigkeit  des  Schalles 
lüsßigkeiten  sind  nicht  vorbanden.  Dagegen  hat  Wertheim  \)  auch  hier 
Töne  der  offenen  Pfeifen  benutzt,  um  die  Geschwindigkeit  des  Schalles 
Ittflsigkeiten  zu  bestimmen.  Das  Verfahren^  welches  er  anwandte,  um 
Ti\ne  hervorzubiingen,  sowie  die  notwendigen  Berichtigungen  zu  er- 
m,  haben  wir  an  den  betreffenden  Stellen  beschrieben.  Berechnete 
theim  indes  aus  seinen  Versuchen  nach  der  für  offene  Pfeifen  gültigen 
shimg  ans  den  beobiicliteten  Sohwingungszahlen  N  die  Schallgesehwin- 

»gab  sich  eine  weit  kleinere  Geschwindigkeit  als  die  Versuche  von 
idon  und  Sturm  und  die  Theorie  ergeben,  nämlich  bei  lb^C\  als  Büttel 
sehr  vielen  Versuchen 

c  =  117^,4  Met«r. 

Um  dieses  Resultat  mit  der  Tluiorie  in  Einklang  zu  bringen,  nimmt 
Iheim  an,  dafs  sich  in  Flüssigkeiten  nicht,  wie  man  gewr>hnlich  an- 
nt^  der  DruL'k  momentan  nach  allen  Kichtungen  gleichmllfsig  llbertriLgt, 

also  nicht  liir  einen  momentanen  Druck  auf  die  ein©  Endfläche  eines 
tnor  vollkommen  ausdehnsamen  Wand  eingeschlossenen  Flüssigkeits- 
ders  die  Querdilatation  gleich  sei  der  diii'ch  den  Druck  hervorgebrach- 
^erkür^ung,  das  heifst,  dafs  das  Volum  ungeündert  dasselbe  sei,  son- 

dafs  auch  dort  eine  Volumänderung  eintrete  und  zwar  gerade  so,  wie 
ien  festen  Körpern.  Ist  diese  Annahme  gestattet,  so  mufa  die  Ver* 
wag  des  SchaUes  in  einer  Flllssigkeitssäule  sich  zu  derjenigen  : 
grenzten  Flüssigkeit  verhalten  wie  diejenige  in  eiofeeg, 
hwindigkeit  in  einer  unbegrenzten  Masse.  Werthnin 
jreschwindigkeit  des  Schalles  in  einer  Flu-  ij 

adon  tind  Sturm  sowie  die  Theorie  ga 

'ertheinit  Annale  de  chim»  et  de  jibytu 
LXXVll. 
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einer  nnbegrenzten  Flüssigkeit.     Die  Wertheimsche  Zahl  mit 

pliciert,  mufs  dann  mit  den  früheren  Zahlen  übereinstimmen. 
In  der  That  ist 


"VI 


m. 


mM- 


1173,4  .  ]/|-  =  1437,1  Meter, 


so  dafs  die  Koincidenz  der  auf  diese  Weise  von  Wertheim  bereclmeteB 
Zahl  dafür  spricht,  dafs  das  von  ihm  für  feste  Körper  theoretisch  abgeleitete 
Gesetz  auch  für  Flüssigkeiten  gültig  ist.  dafs  demnach  die  Oleicbbeit  des 
Druckes  in  allen  Bichtungen  nicht  bei  den  Schallschwingongen  stattfindet, 
vielmehr  eine  flüssige  Säule ,  welche  longitudinal  vibriert,  denselben  Tod 
gibt  wie  ein  starrer  Körper,  dessen  Materie  dieselbe  kubische  Kompressibili- 
tät besitzt  wie  die  Flüssigkeit. 

Daraus  folgt,  dafs  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  starrer  Körper  aucli 
für  Flüssigkeiten  gelten,  während  eines  sehr  kurzen  Zeitabschnittes  nacli 
Anlegung  äufserer  Kräfte. 

Ist  dieses  Verhältnis  zwischen  den  beiden  Geschwindigkeiten  eimnil 
festgestellt,  so  können  wir  für  alle  übrige  Flüssigkeiten  aus  der  Scbill' 
geschwindigkeit  in  einer  Säule  die  Geschwindigkeiten  in  einer  unbegrewten 
Masse  und  die  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  berechnen.  Diese  letiten 
ist  für  eine  grofse  Menge  von  Flüssigkeiten  bereits  direkt  bestimmt;  der 
Vergleich  der  nach  beiden  Methoden  erhaltenen  Werte  der  KompressibiKttt 
würde  also  ein  neues  Mittel  sein,  die  Wertheimschen  Yoranssetzungen und 
die  theoretische  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  zu  bestätigen. 

Wertheim  hat  für  eine  Beihe  von  Flüssigkeiten  die  Schallgeschwindig- 
keiten bestimmt  und  daraus  die  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  be- 
rechnet. Seine  Besultate,  mit  denen  von  Grassi  (§  62)  zusammengestellt, 
gibt  folgende  Tabelle: 


Schaugeschwindigkeit 

KompiMsibaittt 

Flüssigkeit 

Tempe- 

Dichte 

in  der 

nach 

ratur 

Säule 

unbegrenzten 
Flüssigkeit 

Wertheim         Onm 

Meter 

Meter 

Seiuewaflser 

15^0 

0,9996 

1173,4 

1437,1 

0,0000491 

— 

do. 

30,0 

0,9963 

1250,9 

1628.5 

0,0000433 

— 

do. 

40,0 

0,9931 

1324,8 

1622,6 

0,0000388 

— 

do. 

60,0 

0,9901 

1408,2 

1724,7 

0,0000346 

— 

Meerwasser 

20,0 

1,0264 

1187,0 

1463,8 

0,0000467 

0,0000445 

Lösung  V.  Eochsalz 

36,90  % 

18,0 

1,1920 

1275,0 

1561,6 

0,0000349  0,000 ö«l| 

Lösung  V.  schwefeis. 

Natron  13,36  % 

20,0 

1,1089 

1246,2 

1525,1 

0,0000393 

— 

»        20,27  % 

18,8 

1,1602 

1292,9 

1583,5 

0,0000348 

— 

Lösung  V.  kohlens. 

Natron  20,7  % 

22,2 

1,1 

1301,8 

1594,4 

0,0000337  0,0000303 

!  Lösnng  V.  Salpeters. 

1        ._»/v«A| 

■    Natron  37,5  % 

20,9 

1,2066 

1363,5 

1669,9 

0,00008016,0000»« 

1  Lösung  von  Chlor- 

calcium  76,5  % 

22,5 

1,4322 

1616,3 

1979,6 

0,0000181 

0,0000«)! 

Alkohol  36«  B. 

20,0 

0,8862 

1049,9 

1285,9 

0,0000788 

— 

Alkohol  abeol. 

23,0 

0,7960 

947,0 

1159,8 

0,0000947  0,00009S1| 

Terpentinöl - 

24,0 

0,8622 

989,8 

1218,8 

0,0000800i       -    1 

'  Schwefeläther 

\     ^.^ 

\  Q.lf^'ia 

^    946,8 

1269,0 

0,0001009 

|o,ooonr 
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Trot2  der  sich  hiernach  ergebenden  sehr  guten  Übereinstimmung 
tthen  der  von  Wertheim  und  Grassi  gegebenen  Kompression skoefficienten 
schon  Helmholtz  *)  darauf  hingewiesen,  dafs  die  von  Wertheim  gegebene 
(tung  seiner  Versncbe  nicht  richtig  sein  kann.  Der  Unterschied  der 
lllgeschwindigkeit  in  einem  Stabe  und  einer  ausgedehnten  Masse  eines 
m  Köi-pers  rührt  daher,  daCs  der  Stab  sich  in  seinen  Querdimensionen 

fladem  kann,  in  der  ausgedehnten  Masse  dagegen  nicht.    Eine  solche 

'^    '     '   ,  ung  der  Querdimension  findet  in  einer  Flüssigkeitspfeife  nicht 

li  idings  ist  gegen  die  Schwingungen  der  Flüssigkeit  eine  Pfeifen- 

id  von  Messing  nicht  absolut  fest,  es  muls  deshalb  eine  Verlangsamung 

Schwingungen  in  ähnlicher  Weise  eintreten,  wie  bei  einer  Orgelpfeife 

weichen  Wänden.  Die  Verlangsamung  mufs  deshalb  von  dem  Burch- 
ser  der  Röhre,  der  Dicke  ihrer  Wandung  und  dem  Elasticitätskoefficienten 
Materials  der  Wandung  abhängen;  je  gröfser  die  beiden  iotztern  sind, 
so  geringer  mufs  die  Verzögerung  sein. 

In   der  That   haben  Kundt  und  Lehmann^)  sowie  Dvorak*)  gezeigt, 

die  Einwürfe  Helmholtz's  richtig  sind.  Kundt  gelang  es  nämlich^  in 
laigkeiten  ganz  eben  solche  und  nach  derselben  Methode  Staubfiguren 
rorzurufen  wie  in  Gasen,  wenn  er  daltir  sorgte,  dafs  die  Flüssigkeiten 
»Int  luftfrei  waren.  Als  Pulver  benutsile  er  sehr  fein  gepulvertes  Eisen, 
sogenannte  ferrum  limatum.  Dio  Messung  der  Länge  der  Wellen  ergab 
I  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  im  Wasser  gerade  wie  in  Luft.  Die 
iltate,  die  Kundt  und  Lehmann  erhielten,  entsprachen  ganz  den  Be- 
kungen  von  Helraholtx,  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  nahm  zu,  wenn 
Durchmesser  der  Flüssigkeitssliule  abnahm  und  die  Wandstärke  der  bei 

Versuchen  benutzten  Glasröhren  zunahm,  wie  folgende  kleine  Ti^belle 
^,  die  untar  6  die  Wandstilrke,  unter  D  den  lichten  Dmehmesser  der 
ETe,  unter  V  die  aus  den  gemessenen  Wellenlängen  sich  ergebende  Ge- 
l-indigkeit  des  Schalles  und  unter  /  die  Temperatur  enthält,  für  welche 
beobachtete  Wert  der  Geschwindigkeit  gilti 


I 

Es  nähert  sich  somit  die  Geschwindigkeit  erhebHeh  der  theoretist^eD^ 
Ähnliche  Resultate  erhielt  Dvorak  ebenfalls  durch  Beobachtung  von 
tbfiguren,  die  er  indes  in  anderer  Weise  erzeugte  wie  Kundt.  Eine 
fcontalö,  etwa  zwei  Meter  lange  Röhre ^  die  an  ibrem  einen  Ende  ge- 
Dssen  war,  v^Tirde  an  beiden  Enden  vertikal  umgebogen^  das  ußene  Ende 
I  1  Decimeter^  das  geschloüsenH  Ende  nur  kurz.  Die  Rühre  wurde  dann 
Wasser  gefüllt  tmd  an  das  gescblosseuu  Ende  eine  grofsu  Luftblase  ge* 


ä 

I) 

r 

t 

£}  i\mtn 

f)o  'rmxn 

1040,4*» 

1S,H 

3,0 

34,0 

1227,7 

17,0 

3,0 

23,5 

1262,2 

18,0 

3,6 

21,0 

1357,6 

18,5 

5,0 

16,5 

1360,2 

18,5 

5,0 

14,0 

1383/i 

22,2 

^)  HelmholU,   Foitüchritte  der  Phyaik  im  Jahre  184«, 
berliner  physikaliscbeu  GeselUchaft  p    IM. 
*)  Kundt  und  Lehmann.     Pogjt^end.  Anti.  Bd*  CLHI. 
"*;  Dvorak,  Poggeod.  Ann.  Bd.  CLIV. 


Ueransgegeben  toq 


jsmmä 


814 


Eedexion  dea  ScliaUeB, 


im 


bracht^  so  dals  die  Wassersüule  dort  durch  Luft  begrenzt  war.  ü&s  auf- 
Bteigeode  oflene  Endo  tstifclaielt  nur  wenig  Wasser.  Dieses  Ende  wurde  daim 
als  Orgelpfeife  angeblasen,  indem  man  kräftig  Über  die  Röhre  wegblia 
Die  Bch-wingimgen  dieser  Luftsüule  teilten  sich  dem  Wasser  mit^  und  m 
demselben  lielsen  si^h  die  Knotenlinien,  hergestellt  durch  von  Salpeter  be- 
freites Schiefspulver,  sehr  gut  messen.  Der  Vorteil  dieses  Verfahrens, 
gegenüber  dem  Kundtschen  ist  der,  dafs  das  Wasser  nicht  luftfrei  zu  seia 
braucht.     Folgende  Tabelle  enthält  einige  Beobachtungen 


6 

D 

V 

0,H2"™ 

17,9"'*" 

99i< 

0,t>3 

11,7 

1046 

0,52 

8,46 

1164 

2 

15 

1213 

2 

11 

1281 

Wie  man  sieht,  stimmen  diese  Zahlen  sehi'  gut  mit  denen  von  Ktmdt 
und  Lehmann  überein, 

§  172. 

Beflesion  des  Schalles,     'Wenn  eine  schwingende  Bewegung  sich  ia 
einer  unbegrenzten  PunktreihG  oder  einem  Punktsystem  fortpflanzt,  so  kehrt 
sie  nicht  zurück,  indem  jeder  Punkt  au  den  folgenden  seine  ganze  Bewegung 
übertrügt  5   wenn   aber   die  Bewegung   an   einer  Grenze  ankommt ^  wa  die 
Elasticität  oder  die  Dichtigkeit  des  Punktsystems  sich   andeil,  so  tritt  m 
dieser  Stelle  eine  Teilung  der  Bewegung  ein,  ein  Teil  geht  in  das  zi«?eila 
Mittel  Über^  ein  Teil  kehi-t  als  reflektierte  Bewegung  in  dem  ei-sten  MitI 
zurück.    Die  Gesetze  dieser  Reflexion  haben  wir  §  134  kennen  gelernt 
gesehen  j   dafs   eine   kugelförmige  Welle   von    einer  ebenen  Grenidiiche 
zurückgeworfen  wird,  ah  käme  sie  von  einem  Punkte,  der  ebensoweit  hini 
der  Fluche  liegt,  als  der  Mittelpunkt  der  Bewegung  vor  der  Flüche  lie| 
Jeder  Radius  der  zurückgeworfenen  Kugel  bildet  daher  mit  der  GrenzBÄcl 
denselben  Winkel  als  der  die  Fbiche  an  derselben  Stelle  treffende  Rndii 
der  einfallenden  Kugel,  oder  der  Winkel,  welchen  der  einfallende  Welli 
strahl   mit  der  Normale  der  reflektierenden  Fläche,   mit  dem   EinfaUslt^te 
bildet,   ist  gleich  dem  Winkel,   welchen  der  reEektisrte  Wellenstralil  \viii 
derselben  Richtung  bildet. 

Da  der  Schall  eine  WellenbeweguBg  eines  elastischen  Mittels  iit, 
so  mul's  das  Eeflexionsgesetz  des  Scballos  ganz  mit  dem  der  Wellen  id^a* 
tisch  sein.  Ein  an  einer  festen  Wand  in  der  Luft  ankommender  Schall 
wird  so  zurückgeworfen,  dafs  der  zurückgeworfene  Schallstrahl  mit  dem 
EinJallslote  denselben  Winkel  bildet  als  der  ankommende  Schallstrahl 

Trifl't  demnach  ein  Schallstrahl  senkrecht  gegen  eine  feste  Wand,  f« 
wird  er  genau  in  derselben  Richtung  zurückgeworfen.  Es  ist  bekannt,  dafs 
man  im  Echo  den  zurückgewoifenen  Schall  wahrnehmen  kann»  Steht  man 
in  einiger  Entfernung  vor  einer  festen  Wand  und  i-ufi  man  gegen  dieselbe, 
so  bort  man  nach  einiger  Zeit  denselben  Ton  von  der  Wand  zurückkehrea 
Damit  man  aber  den  zurückgeworfenen  Ton  unterschieden  von  dem  direkt 
Tum  wahrnimmt  j  \^i  em^  gewisse   Zeit  notwendig»    Die  Erfabmng  xcigl 
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lioier  Sekunde  10  Tuue  aach  einander  wahrnehmen  kann, 
\iT  deutlich  unterscheiden  kann,  daTs  aber,  wenn  mehr  Töne 
[treffen,  der  Eindraek  ein  yerw{>rr6nur  wird. 
h  dah<-*r  zwischen  dera  direkten  und  reflektierten  Schalle  0,1  8e- 
^Uf  wenn  wir  das  Echo  deutlich  von  dem  primJir  erzeugten  Tone 
sollen.  Der  Schall  diu^chläutl  nun  in  1  Sekunde  331  Meter 
in  O^l  Sekunde  also  33,1  Meter;  befinden  wir  uns  also  17  Meter 
festen  Wand,  so  wird  der  Ton,  um  zur  Wand  und  wieder  zu  uns 
^langen,  0,1  Sekunde  brauchen,  wir  hören  also  das  Echo ;  rücken 
»r,  so  füllt  es  zum  Teil  mit  dem  direkten  Tone  zusammen,  wir 
j^er  nur  ein  Verhallen  des  direkten  Tones,  entfernen  wir  uns  von 
so  verfliefst  ein©  gröfsere  Zeit,  in  einer  Entfernung  von  34  Meter 
ien  und  so  fort.  In  der  Entfernung  von  34  Meter  können  wir 
len  ersten  Ton  nach  einen  zweiten  folgen  lassen,  der  0,1  Sekimde 
erst  0.1  Sekimde  sptlter  wird  der  erste  zurückgeworfene  Ton, 
äeutlich  unterscheidbar,  zu  uns  gelangen.  In  der  Entfernung  von 
ron  der  festen  Wand  wird  also  das  Echo  ein  sogenanntes  zwei- 
noch  grufserer  Entfernung  ein  drei-  und  mehrsilbiges, 
mehrfaches  Echo,  das  heifst  die  mehrmalige  Wiederkehr  desselben 
-itt  dann  auf,  wenn  eine  Anzahl  reflektierender  Flächen  vorhanden 
!he  alle  von  den  in  einem  bestimmten  Punkte  erzeugten  Schall- 
enkrecht  getrofien  werden.  Wie  die  Flächen  dazu  gegen  einander 
saen,  und  dafs  im  allgemeinen  nur  ein  bestimmter  Ort  das  mehr- 
bo  hört,  ist  ohne  weiteres  klar, 
llher  von  der  Reflexion  der  Wellen  an  krummen  Flüchen  gesagt 
auch  von  der  des  Schalles,  das  Reflexionsgesetz  bleibt  dasselbe. 
Erklärt  sich  die  bekannte  Erscheinung,  dafs  in  einem  elliptischen 
Jer  an  einem  Brennjinnkte  erregte  Sehall  in  dem  andern  Brenn- 
Ht  fast  ungeänderter  Stärke  vernommen  wii'd^ 
w  Folge  der  jEteflexion  des  Schalles  ist  das  Verhallen  der  Töne  in 
ng8  begrenzten  gi-ofsen  Eaume  und  die  daraus  hervorgehende  Un- 
teit  einer  geordneten  Reihe  von  Tönen,  z.  B,  einer  Bede.  Das  ge- 
e  Wort  wird  von  den  entfernten  Wänden  so  zui-ückgeworfen,  dafs 
ktiertö  Schall  ziun  Teil  noch  mit  dena  direkten,  zum  Teil,  wenn 
hr  langsam  gesprochen  wird,  mit  dem  des  "folgenden  Wortes  zu- 
eilt, und  besonders  das  letztere  undeutlich  macht.  Alles  was  den 
i;en  Schall  stört,  wird  daher  die  Deutlichkeit  des  Hörens  in  solchen 
vermehren-  Ist  der  Raum  mit  Menschen  gefüllt,  so  hört  man  deut- 
la  dann  die  reflektierten  Wellen  selbst  wieder  vielfach  reflektiert 
und  90  ihre  RegelmSlsigkeit  gestört  wird.  Je  kleiner  femer  der 
eitsnnterschied  zwischen  der  Luft  und  den  Wunden  de&  Raumes  ist, 
?hwllcher  sind  die  reflektierten  Wellen.  Eine  Bekleidmig  der  Wände 
ihen,  wenig  dichten  Stoffen  schw^'ht  daher  <üe  reflektierten  Wellen 

khrt  die  Deutlichkeit  des  Hörens  Indes  wird  dadiiieh  auch  die 
Schalles  durch  den  Mangel  der  sofort  zu  betrachtenden  Resonanz 
jM,  deshalb  ist  das  Mittel  in  Räumen,  in  welchen  der  Schall  zu- 
*Uftig  und  deutlich  sein  soll,  wie  in  Konzertsülen,  Theatem,  nicht 
ißn. 

ödert  man,  dafs  die  von  den  verschiedenen  Wänden  rellektiei-ten 
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Schallwellen  nach  der  gleichen  Bichtnng  zmUckgeworfen  werden,  so  kdmien 
sich  dieselben  nicht  verstärken,  sie  werden  daher  in  dem  Falle  möglidist 
wenig  stören.  Das  erreicht  man,  indem  man  dem  Bamne  einen  rechtedogn 
Grundris  erteilt  und  nur  gerade  Wände  gibt.  Von  geraden  Wänden  werden 
die  von  einem  Punkte  ausgehenden  Schallwellen  alle  divergierend  znrfiek* 
geworfen.  Es  ist  indes  ein  noch  ungelöstes  Problem,  welches  die  Form 
eines  Raumes  ist,  in  welchem  ehie  Reihe  erzeugter  Töne  am  besten  usd 
deutlichsten  klingt 

Eine  vielfach  gebrauchte  Anwendung  der  Reflexionsgesetze  ist  dis 
Sprachrohr.  Dasselbe  hat  den  Zweck,  Rufe  in  Entfernungen  noch  deutlick 
hörbar  zu  machen,  in  denen  sie  bei  ungehinderter  Verbreitung  des  Schalles 
zu  schwach  werden.  Die  einfachste  Form  eines  solchen  Apparates  ist  ein 
konisches  Rohr  von  Pappe  oder  Metall,  die  Materie  ist  ohne  Einflofs.  Man 
legt  die  Lippen  in  ein  Mundstück  (Fig.  289),  welches  sich  an  der  Spitie 

des  Kegels  befindet,  und 

^^-  *8®-  man  spricht  in  das  Bohr 

,.-^  hinein,     indem    man  ö 

,^''''  nach  der  Seite  hinrichtet, 

^.''''  ^^_^_-^— —     nach    welcher   hin  min 

IT Cpr— ;|^— — X---" —   ,^Bii  ^ '  den   Schall    werfen  will 

^[^2!Ü$^^r^p^r^^^-^'  Sei  z.  B.  der  Ton  in  dan 

i^^^;;^^^^^-^^  Mittelpunkte  C  des  Mund- 

M^r — ,.:>^, ^"^^    '^^11,     1^^^^^  Stückes  erzeugt,  so  wird 

^^^--^^  "^^      ■ ^     sich   der  Teil  GAB  ^ 

"  "-^  ^  ^  Schallwelle,  welcherdnrch 

""-.jj,  den    Kegel   begrenit  ist, 

dessen  Mittelpunkt  C  und 
dessen    Basis    der    Umfang  AB    des    konischen  Rohres    ist,    ungehindert 
ausbreiten.    Derjenige  Teil  der  Welle  aber,  welcher  in  dem  Winkel  DCi 
liegt,  wird  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Wand  MA  reflektiert  nni 
pflanzt  sich  fort,  als  käme  er  von  dem  Punkte  C  als  Strahlenkegel  (fAB. 
Auch    diese    Schallstrahlen    werden    somit    innerhalb    des    Kegels  CAB 
sich    fortpflanzen    und    den    Schall    nach    der    Richtung    der    Axe  d* 
Rohres    verstärken.      Gleiches   gilt   von    dem    Strahlenkegel    BCIf^  vai 
man  sieht,   dafs   schliefslich  der  ganze  zwischen  BCIf  liegende  Teil  dff 
Welle  in  einem  kleinen  Kegel  kondensiert  ist,  dafs  dieser  Teil  der  Schall- 
welle, anstatt  sich  im  Raum  BCB'  auszubreiten,  den  Schall  in  der  Axe  dei 
Kegels  verstärken  wird.    Diejenigen  Schallstrahlen,  welche  die  Wand  noch 
näher  bei  M  treffen  als  der  Strahl  CD,  können  durch  mehrmalige  Reflexion 
zunächst  an  der  Wand  MA ,  dann  an  der  Wand  MB  und  wieder  an  d» 
Wand  MA  nach  derselben  Richtung  geworfen  werden,  und  so  ebenfalls  lor 
Verstärkung  des  Schalles  beitragen. 

Lambert^)  hat  den  Vorschlag  gemacht,  das  konische  Sprachrohr  düitÄ 
ein  anderes  zu  ersetzen,  das  aus  zwei  krummen  Flächen,  einem  EUipsoid 
und  einem  Paraboloid  zusammengesetzt  ist.  Das  Mundstück  ist  so  einge- 
richtet (Fig.  290),  dafs  der  Mund  des  Rufenden  sich  in  dem  feinen  Brem- 
pimkte  F  des  EUipsoides  befindet,  die  sämtlichen  SchallstrahleD  werdet 


1)  Lwnn^bwiy  MemoiT^n  d^x  B^x\m«c  Akademie  1768.  j 
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I  in  dem  andern  Brentipnnkie  des  EUipsoides  F*  vereinigt  and  schreiten 

diesem  fort  auf  die  Wand  des  paraboloidischen  Stückes  des  Sprachrohrs. 

Breimpunkt  F'  ist  zugleich  der  Brennpunkt  der  Parabel,  und  da  die 

sämtlichen  Leitstrahlen,  welche 
***  man  von  W  an  die  verschiedenen 

Punkte  des  Paraboloides  zieht, 
mit  den  an  eben  diesen  Punkten 
gezogenen  Normalen  der  Fläche 
dieselben  Winkel  bilden,  welche 
durch  diese  Punkte  parallel  mit 
der  Axe  gezogene  Linien  mit  der 
Normale  einschlief sen,  so  werden 

von  F'  ausgebenden,  das  Paraboloid  treffenden  Schalbtrablen  parallel  der 
rertekfeiert  Der  Schall  wird  also  ohne  grofse  Schwächung  nach  der 
btmig  der  Parabelaxe  sich  fortpflanzen. 


8  173. 

Übergang  des  Schalles  in  andere  Mittel;  Besonans*  Wenn  eine 
wiügendü  Bewegung  an  der  Grenze  zweier  Mittel  ankommt,  so  geht,  wie 

frtlber  sahen,  die  schwingende  Bewegung  nicht  nur  im  ersten  Mittel 
reflektiert  zurück,  sondern  sie  geht  auch  in  das  zweite  Mittel  hinüber 

pflanzt  sich  dort  mit  der  für  dieses  Mittel  gehörigen  Geschwindigkeit 
jfcer  fort.  Kommt  die  Welle,  welche  wir  als  eben  voraussetzen  wollen, 
»iner  gegen  die  Grenzfläche  geneigten  Stellung  an,  so  ist  die  Wellen- 
De  im  zweiten  Mittel  nicht  derjenigen  im  ersten  Mittel  parallel,  sondern 
jegen  geneigt.  Der  Weüenstrahi  wird  also  gebrochen,  das  Gesetz,  nach 
tbero  das  geschieht,  war  folgendes: 

l)  Der  gebrochene  Wellenstrahl  liegt  mit  dem  einfallenden  in  d<^r- 
ken  Ebene, 

3)  Der  Sinus  des  Winkels  t,  den  dar  einfallende  Wellonstrahl  mit  dem 
^aOskite  bildet,  verhlllt  sich  zum  Sinus  des  Brechungswinkels  r  wie  die 
tpflanzungsgeachwindigkeit  der  Bewegung  im  ersten  Mittel  c  zu  der  im 
iten  Mittel  c\  oder 


Dafs  der  Schall  nach  diesem  Gesetze  gebrochen  wird,  hat  durch  aus- 
laite  Vei'suchsreihen  HajechM  nachgewiesen.  Hajech  führte  eine  Röhre 
77  Millimeter  Weite  und  veründerlicher  Liinge  durch  die  Scheidewand 
lier  benachbarter  Säle,  Die  beiden  Enden  dieser  Bohre  wurden  durch 
pbranen  geschlossen.  Eine  zweite  Rohre,  deren  Axe  In  der  Verlängerung 
ersten  lag,  auf  welche  sie  eingestellt  war,  endigte  in  einer  Büchse,  in 
tber  das  tünende  Instrument,  Glocken  verschiedener  Grofse,  eingeschlossen 
•de*  Der  Beobachter  hielt  sich  in  dem  zweiten  Saale  auf,  auf  dessen 
eiboden  ein  Kreisbogen  gezogen  und  graduiert  war,  dessen  Mittelpunkt 


*)  lißjech,  Naovo  Cimento  Milw  1857, 
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sioh  voriikftl  unter  dem  Ende  der  Röhre  befand.  Bei  einer  ersten  R«iktf 
von  Versuchen  wurden  die  Membranen  senkrecht  rar  Axe  der  liöhie  gestellt,  J 
welche  wo  rern^h Kassen  und  die  Röhre  mit  Luft  oder  andern  Gasen  gefdlll.  | 
Der  Schall  wurde  nicht  abg^lenkt^  sondei-n  am  stärksten  in  der  VerläDgerung 
der  Röhrenaxe  wahrgenommen.  Da  der  Schall  in  der  Axe  der  Rubre  sich 
bowe^gta^  so  traf  er  senkrecht  auf  beide  Grenzilüchen  der  Röhre;  nach  dem 
Brechungsgesets  darf  keine  Ablenkung  eintreten. 

Darauf  wurde  die  Membran  in  dem  dem  Beobachter  zugewandten  finde 

idt>r  Ui^hre  gtgan  die  Axe  gendigt,  an  der  andern  Seite  blieb  sie  senkrecht 
Dort  ti*af  also  dar  in  der  Axe  ankommende  Schallstrahl  wieder  senkreclit 
auf  di«  (iremtdache,  der  Einfallswinkel  war  KnU^  also  auch  der  Br^hungs- 
Winkel;  der  Schall  bewegte  sieb  einfach  in  der  Axe  der  Bohre  weiter,  mit 
welcher  Substana  dieselbe  aueh  gefüllt  war.  Der  Strahl  traf  dann  die  ureite 
Flfteha  untar  damaaUieii  Wink^,  d«u  db  Membno  mii  dar  Axe  bildete; 
dar  ISnfidlswiiikal  war  abo  dar  Wmkal»  dar  dieaau  an  90^  cngiittte^  er  ^ 
wurde  einfach  dureh  eine  Messung  des  ersten  WnloBls  erhalten. 

Wurde   die  Röhre   mit  Luft  gelWt,  w  tnt  anch  dami  keine  Ab-J 
lenkuug  ein,  da  innerhalb  und  auJaeoEiHÜib  dar  B5ki«  dasaalba  Mittel «il 

^dar  &ahaU  sieh  also  mit  deor  ^aklMi  Qacahwindi^ttt  foctbrnf^gta.   Wori» 
laa  Rolir  mit  »inem  mAbu  Garn  od«r  mmm  FÜaaigfcett  gafUlt,  »j 
Imi  aixMi  Ablenkung  et». 
Beobat^Klet  s^m  Okt  im 
aut^  dem  Kr^iflbagMi  90  '. 
üttritsüft  wahmakm, 
hanUWl  wd  den  Woikal 
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»liMiitq«^  dar 
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Man  sielii,  wie  die  Beobaelitiuig  das  Gesetz  besttitigt,  welches  sich  aus 
Theorie  der  WeDenbewegimg  ergeben  hat*), 

Wean  eine  schwingende  Bewegung  in  eine  dünne  Schicht  eines  zweiten 
ittels  übergeht  und  sich  in  derselben  bis  an  die  Grenze  fortgepflanzt  hat, 
tritt  beim  Anstritt  in  das  erste  Mittel  aus  der  zweiten  örf?nze  eine  teil- 
eise Reflexion  der  Bewegung  ein  und  die  reflektierte  Welle  kehrt  in  der 
»bicht  zui*  ersten  Grenze  wieder  zurück;  wenn  nun  durch  die  erste  Grenze 
mer  neue  und  neue  Bewegungen  in  das  zweite  Mittel  Übergehen,  so 
Innen  sich  diese  mit  den  in  dem  Mittel  reflektierten  zusammensetzen  und 
hende  Wellen  derselben  Periode  als  die  ankommende  Welle  erzengen, 
nrftde  so  wie  in  einem  longitudinal  schwingenden  Stabe  solche  stehende 
^ellen  durch  Intei'ferenz  der  direkt  erregten  Wellen  und  der  an  der  einen 
remte  reflektierten  entstehen. 

Man  kann  sich  davon  durch  eine  ganze  Heihe  von  Versuchen  üher- 
Idgen,  Spannt  man  auf  einem  Monochord  zwei  Saiten  voll  ständig  im  Ein- 
Ang  auf  und  setzt  dann  unter  die  eine  einen  Steg,  so  dafs  man  |  der 
^te  absondert  und  streicht  dann  dieses  \  mit  dem  Bogen  an,  so  erhalten 
ir  die  zweite  Oktave  des  Tones  der  ganzen  Saite  ^  indem  dadurch  sich  die 
Mi2e  Saite  in  vier  gleiche  schwingende  Teile  zerlegt.  Sofort  zeigt  sich 
tfin,  dafs  auch  die  zweite  nicht  abgeteilte  Saite  mit  der  ersten  isochron 
hwingt,  denn  hält  man  die  erste  rasch  fest,  so  hört  man  noch  eine  Zeit 
»g  genau  denselben  Ton  auf  der  zweiten  Balte,  und  bringt  man  auf  die 
eite  Saite  kleine  Papier -Eeiterchen^  so  werden  dieselben  abgeworfen, 
ifßer  an  den  Stellen  der  Schwingungsknoten, 

Wenn  man  in  einem  Räume  ein  Klavier  oder  eine  Violine  oder  irgend 
Saiteninstrument  aufstellt  und  bringt  nun  in  deren  Nähe  einen  Ton 
KTVOr^  der  ein  harmonischer  Ton  einer  der  Saiten  dieser  Instrumente  ist, 
hört  man  sie  auf  das  deutlichste  mitklingen.  Bei  Anwendung  eines 
lavieres  bekommt  man  bei  gehobenem  Dämpfer  auf  jeden  hiueingesungenen 
bn  einen  Nachhall^  der  nicht  nur  diesen  Ton,  sondern  auch  die  harmoni- 
Jien  Obertöne  deutlich  enthält. 

Ebenso  geben  Pfeifen  und  Gläser,  überhaupt  eingeschlossene  Lutt- 
inlen,  Töne  an.  wenn  man  einen  ihrer  harmonischen  Töne  in  der  Nnho 
2eugt. 

Wenn  sich  auf  diese  Weise  durch  den  Einflals  einer  schwingenden 
pwegxmg  in  benachbarten  Körpern  stehende  Schwingungen  erzeugen,  so 
unmittelbar  ersichtlich,  dafs  an  jeder  Grenzstelle  die  Erscheinungen 
^r  kompliziert  werden,  und  dafs  sieh  deahalb  nicht  leicht  eine  Theorie 
iben  läfst  über  die  Form  der  Schwingungen  in  den  mitechwingenden 
Srpem,  Das  aber  läfst  sich  leicht  erkennen,  dafs  kräftiges  Mitschwingen 
nes  Körpers,  also  kräftiges  Mittönen,  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  die 
dem  mitschwingenden  Körper  eintretenden  Schwingungen  dort  stehende 
Fellen  geben  können,  wenn  also  der  ankommende  Ton  einer  der  Eigentöne 
IS   mitschwingenden  Körpers  ist.     In  der  Beziehung  besteht  ein  grofser 


')  Betreffs  der  Brechung  des  Schalles  sehe  man  indes  Mach  und  Fisehtr 

E^end.  Ann.  Bd.  CXLIX,  welche  zeigen,  da(s  man  nur  nntcr  besonderu  um- 

iea  eine  Brechung  des  Schalles  mit  Sicherheit  nachweisen  kann^  da  im  all* 

aeiniin  die  Wellenlängen  gegen   die  hrechendeo  Flächen   «u  grofs   dnd,  nm 

weiteres  die  Hiiyghensache  Konstrnktion  anwendeo  xu  können. 
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Unterschied  in  der  Stärke  des  Mittönens,  je  nachdem  der  mitsehwingeiide 
Körper  die  durch  einen  einmaligen  Anstofs  erteilten  Schwingongen  lange 
beibehält  oder  schnell  wieder  verliert.  Ein  schwingender  Körper,  der  seine 
Bewegmig  lange  beibehält,  wie  eine  Stimmgabel,  oder  alle  starren  elasti- 
schen Körper,  wird  nur  merklich  mittönen,  wenn  der  ankommende  Ton  ein 
Eigenton  des  schwingenden  Körpers  ist,  denn  bei  einer  sehr  kleinen  Ver- 
stimmung des  ankommenden  Tones  müssen  sich  die  Eigenschwingongen  des 
Körpers  und  die  ankommenden  Schwingungen  stören,  da  sie  verschiedener 
Phase  werden.  Wenn  dagegen  die  Schmngungen  des  mitschwingenden 
Körpers,  wie  etwa  bei  wenig  gespannten,  sehr  feinen  Membranen,  sehr 
rasch  an  Intensität  abnehmen,  so  kann  öin  solcher  Körper  aach  in  merk- 
liche Schwingungen  versetzt  werden,  wenn  der  ankommende  Ton  aach  tob 
dem  Eigenton  desselben  verschieden  ist.  Denn  wenn  ein  Körper  die  in- 
folge eines  ersten  Anstofses  entstehende  Bewegung  schon  nach  wenigen 
Schwingungen  verliert,  so  wird  jeder  neue  Anstofs  ihm  Bewegung  erteilen, 
wenn  auch  die  ankommende  Bewegung  in  etwas  anderer  Phase  ist  als  jene 
infolge  des  vorhergehenden  Anstofses,  somit  als  der  geringe  Best  der  noch 
in  dem  Körper  vorhandenen  schwingenden  Bewegung. 

Man  kann  diese  Schlüsse  leicht  experimentell  bestätigen;  das  Extrem 
nach  der  einen  Richtung  bildet  etwa  eine  Stimmgabel,  welche  durch  den 
Ton  einer  andern  Stimmgabel  kaum  mehr  zum  Tönen  gebracht  wird,  wenn 
derselbe  nur  um  ein  oder  zwei  Schwingungen  anders  ist.  Man  nehme  swei 
Stimmgabeln,  die  den  Ton  Cg,  also  512  Schwingungen  in  der  Sekunde  geben, 
beide  auf  Besonanzkasten  stehend,  so  wird,  wenn  die  Stimmung  beider 
genau  die  gleiche  ist,  die  andere  kräftig  mittönen,  weim  man  die  eine  an- 
streicht. Dann  verstimme  man  die  eine  durch  Aufkleben  von  Wachs,  so 
dafs  sie  nur  ein  oder  zwei  Schwingungen  weniger  macht,  was  man  an  den 
in  einem  der  nächsten  Paragraphen  zu  besprechenden  Stöfsen  leicht  er- 
kennen kann,  man  wird  dann  kaum  noch  ein  Mittönen  erhalten.  Das  Extrem 
nach  der  andern  Seite  bilden  die  Membranen  in  den  Königschen  Flammen- 
kapseln, bei  denen  kaum  Eigenschwingungen  vorkommen,  bei  denen  jeder 
Anstofs  nur  eine  Schwingung  bewirkt,  eine  solche  Membran  nimmt  daher 
jede  Schwingung  auf,  welche  sie  triflPt. 

Helmholtz^)  hat  die  Beziehung  zwischen  der  Dauer  des  Nachklingens 
eines  einmal  in  Schwingung  versetzten  Körpers  und  der  Intensität  des  Mit- 
tönens  genauer  untersucht.    Er  gelangt  dabei  zu  folgenden  Resultaten. 

Wenn  wir  die  Intensität  des  Tones,  der  in  einem  mitschwingenden 
Körper  durch  genauen  Einklang  erzeugt  wird,  als  Einheit  setzen,  so  wird 
durch  einen  Ton,  der  um  ^  tiefer  oder  höher  ist,  die  Tonstärke  des  mit- 
tönenden Körpers  gleich  0,1,  weim  der  mittönende  Körper  nach  38  Schwin- 
gungen nur  mehr  0,1  der  Tonstärke  besitzt,  die  ihm  durch  einen  ein- 
maligen Anstofs  gegeben  ist.  Nimmt  die  Intensität  der  Eigenschwingongen 
so  rasch  ab,  dafs  die  Stärke  des  Tones,  wenn  der  mittönende  Körper  för 
sich  erregt  wird,  schon  nach  19  Schwingungen  auf  0,1  herabsinkt,  so  be- 
wirkt ein  Ton,  der  \  Ton  höher  oder  tiefer  ist,  in  dem  mittönenden  Körper 

*)  HdmhoUZj  Tonempfindmigen  111.  Ausgabe  p.  220  und  Beilage  X  Dieee 
Sätze  über  Resonanz  lassen  gleichzeitig  erkennen,  weshalb  in  der  Mundhöhle  die 
Eigentöne  mitklingen  können,  selbst  wenn  sie  nicht  gerade  OberCöne  des  ge- 
sungenen oder  gesprochenen  Klanges  sind« 
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neu  Ton,  der  0^1  der  Stärke  des  durch  genauen  Gleichklang  erzeugten 
ones  besitzt»  Die  gleiche  Tonstärke  des  Mitschwingens  tritt  ein  durch 
öne,  welche  verschieden  sind  um 

^  Ton,  wenn  die  Intensität  des  Eigentones  nach  9,5  Schwingungen 
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if  0,1  der  durch  einen  Anstofs  exTegten  ursprünglichen  Tonstarke  herab- 
ismiken  ist.  Man  sieht  also,  dafs  nur  solche  Körper,  in  denen  die  einmal 
regten  Schwingungen  sehr  rasch  an  8türke  abuehinen  durch  Töne,  welche 
m  ihren  Eigentunen  verschieden  sind,  in  merkliche  Mitschwingungen  ver- 
tat werden,  dals  also  starr  elastische  Körper  nur  dann  merklich  mit- 
tlen) wenn  einer  ihrer  Eigentöne  erklingt  In  solchen  mitschwingenden 
5rpem  ist  also  die  Tonhöhe  gleich  derjenigen  des  erregenden  Tones. 

Femer  ergibt  sich  aus  den  Versuchen  von  Savart*)  der  wie  es  scheint 
lÄemeine  Satz,  dafs  die  mitgeteilten  Schwingungen  stets  parallel  sind 
kn  ankommenden.  Von  den  vielen  Versuchen  Savarts  tlihren  wir  nur 
Igenden  an.  Ein  feiner  Streifen  von  Holz  wird  an  seinem  einen  Ende  an 
aem   auf  einem  Boden   aufgesetzten  Holzstück   befestigt  (Fig.  291),   an 

Fig.  t9l. 


nem  andern  Ende  ist  eine  gespannte  Salt«  Ll;.  ,:....^..  Wenn  man  der 
fpannten  Saite  mittels  eines  Violinbogens  eine  schwingende  Bewegung] 
,  senkrecht  zur  Ebene  des  Streifens,  so  gerät  der  Streifen  in  trans- 
le  Schwingungen,  wie  man  aus  der  hüpfenden  Bewegung  des  Sandes 
\i  dem  Streifen  ersieht.  Wenn  man  aber  die  Saite  in  einer  mit  der  Ebene 
fö  Streifens  parallelen  Richtimg  in  Schwingung  versetzt,  so  schwingen  die 
BÜe  des  Streifens  in  der  Ebene  desselben  hin  und  her*  Sand  auf  den 
greifen  gestreut,  erhUlt  keine  hüpfende,  sondern  nur  eine  gleitende  Be- 
egung. 

Da  die  Tonhöhe  durch  die  an  starr  elastische  Köqier  übertragenen 
itachwingungon,  wie  wir  eben  ableiteten,  nicht  geändei-t  wird,  so  benutzt 
an  in  der  Musik  diese  Erscheinung,  um  schwachen  Klängen  durch  Reso- 
mz  eine  bedeutende  Stärke  zu  verleihen.  Eine  Saite  einfach  in  Schraub- 
ßcke  von  Blei  eingespannt,  gibt  nur  einen  schwachen,  kaum  hörbaren  Ton, 
^enn  man  sie  dagegen  auf  einer  Platte  elastischen  Holzes  ausspannt,! 
ittels  elastischer  Halter  daran  befestigt  und  mittels  Stegen  von  elastischem 
dIzo  damit  in  Verbindung  setzt,  so  wird  durch  die  Resonanz  der  Platte 
r  Ton  sehr  bedeutend  verstäj-kt. 


Savart,  Annaleit  de  chim,  et  de  phys.  XIX. 
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Der  Klang  einer  Geige  verdankt  seine  Kraft  nur  der  Besonanz  d£9 
Bodens,  auf  welchem  die  Saiten  ausgespannt  sind;  ebenso  ist  beim  Khm 
die  Stäi'ke  des  Tones  wesentlich  abhängig  von  der  Güte  des  miisehwingen- 
den  Resonanzbodens,  mit  welchem  die  Saiten  durch  den  Steg,  durch  weldien 
sie  gezogen  sind,  in  Verbindung  stehen.  Ebenso  gibt  eine  Stimmgabel 
einfach  in  der  Luft  gehalten  einen  äufserst  schwachen  kaum  hörbaren  Tod, 
derselbe  wird  aber  sehr  kräftig,  wenn  man  die  Gabel  wie  in  Fig.  258  «if 
einen  Eesonanzkasten  stellt,  einen  Kasten  Yon  elastischem  Holze,  dessen 
Luftsäule  den  Ton  der  Gabel  gibt,  oder  wenn  man  sie  auf  den  Resonanz- 
kästen  einer  Geige  oder  überhaupt  auf  eine  elastische  Platte  stellt 

Diese  tonverstärkende  Wirkung  der  mitschwingenden  Platte  eridirt 
sich  immittelbar  aus  den  Gesetzen  der  Mechanik.  So  lange  Saiten  oder 
transversal  schwingende  Stäbe  von  kleiner  Ausdehnung  allein  in  der  Lnft 
schwingen,  setzen  sie  nur  kleine  Luftmengen  in  Bewegung,  wenn  sie  aber 
mit  ausgedehnten  elastischen  Flächen  in  Verbindung,  diese  in  isochrone  MH- 
Schwingungen  versetzen,  wird  durch  diese  Schwingungen  eine  viel  gröllsere 
Luftmenge  in  Bewegung  versetzt,  und  mit  der  Masse  der  schwingenden 
Teilchen  wächst  die  Intensität  des  Tones. 

Was  aber  an  Intensität  des  Tones  gewonnen  wird,  das  geht  an  Dauer 
verloren;  eine  Stimmgabel  oder  eine  gespannte  Saite  behalten,  wenn  sie  ftr 
sieh  schwingen,  ihre  Bewegung  lange  bei,  mit  einem  Resonanzboden  ver- 
bimden,  verlieren  sie  ihren  Ton  sehr  rasch. 

Nach  dem  Vorigen  sieht  man  nxm  auch,  welche  Instrumente,  um 
klingend  zu  werden,  mit  einem  Resonanzboden  verbunden  werden  müssen, 
welche  nicht;  alle  diejenigen,  welche  den  Ton  durch  Schwingungen  von 
elastischen  Streifen  oder  gespannten  Saiten  hervorbringen,  brauchen  einen 
Resonanzkasten  oder  Resonanzboden,  diejenigen  aber,  bei  denen  die  Lofl 
direkt  in  Bewegung  gesetzt  wird,  wie  bei  den  Blasinstrumenten,  bedürfen 
eines  tonverstärkenden  Mittels  nicht. 

Die  Resonanz  verändert  die  Höhe  eines  erregten  Tones  nicht,  wohl 
aber  hat  sie  wesentlichen  Einflufs  auf  den  Klang,  da  die  in  einem  Klange 
vorhandenen  Partialtöne  durch  Resonanz  nicht  in  demselben  Verhältnis 
verstärkt  werden.  Der  Klang  einer  Geige  ist  deshalb  ein  ganz  anderer  als 
der  einer  freien  mit  dem  Bogen  gestrichenen  Saite.  Ja  der  Klang  der  Geige 
wird  ganz  wesentlich  von  der  Güte  des  Resonanzkastens  bedingt,  indem 
nur  ein  sehr  elastischer  gut  gearbeiteter  Kasten  die  höheren  Partialtöne 
ebenso  verstärkt  als  die  tiefem. 

Eine  äufserst  interessante  Anwendung  der  Resonanz,  welche  zugleich  zeigt, 
wie  vollständig  und  genau  die  mitschwingenden  Körper  die  Schwingungen 
reproducieren ,  ist  neuerlichst  in  dem  von  Bell  konstruierten  Telephon  und 
dem  von  Edison  konstruierten  Phonographen  gemacht  worden.  Das  Tele- 
phon werden  wir  im  vierten  Bande  besprechen.  Beide  Apparate  zeigen,  dafs 
nicht  nur  feine  Gummimembranen,  sondern  auch  starre  Platten  alle  an  sie 
ankommenden  Schwingungen  aufiiehmen,  sie  verwenden  die  Schwingungen 
der  Platten  nur  in  etwas  verschiedener  Weise,  um  gegen  die  Platte  gesandte 
Töne  oder  Klänge  oder  auch  die  menschliche  Sprache,  das  Telephon  an 
einem  entfernten  Ort,  der  Phonograph  am  Orte  der  Erzeugung  des  Klanges 
zu  reproducieren. 
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Der  wesentliche  Teil  des  Phonographen,  von  dem  Fig.  292  eine  Ab- 

Jdung   zeigt   in   der  Form,   welche    ihni   von   der  Maschinenfabrik  Ösen- 

Utk  Si  Co.  zn  Hemelingen  bei  Bremen  gegeben  ist,  ist  die  etwa  0,25"'** 

cke   Eisenblechplatte,*  welche    mit    ihrem   Rande    in    der    kreistTIrmigen 

[lg  a  befestigt  ist  und  den  Boden  des  Schallbechers  S  bildet.    Eine 

der  Fassung  a  der  Platte  befestigte  Stahlfeder,  welche  bis  genau  unter 

die  Mitt>e  der  Platte  reicht,  drftckt  auf  der  vom  Sprachrohr  abgewJifedten 

ein  kurzes  Sttiek  dicken  Kautschuki^ohres  gegen  die  ilitte  der  Platte. 

Stahlfeder  txägt  an  ihrem  Ende  einen  feinen  vom  nicht  zu  spltzon, 

vielmehr  etwas  abgerundeten  Stift  senkrecht  zur  Ebene  der  Platte,    Sendet 

*uan  nun  einen  Klang  in  das  Sprachrohr,   so  nimmt   die  Platte  alle  hin- 

fire$iiT»dten  Schwingimgen  auf  und  übertrügt  sie  darch  das  Kantschukrohr  auf 

^tift^  welcher  dann  gerade  so  m  Bewegung  gerät,  wie  die  Flammen 

isonigschen  Flamraenapparate  Fig.  264,  welche,  wie  wir  sahen,  jeden 

i*artialton  des  in  den  Sehalltrichter  gesandten  Klanges  wiedergeben.    Die 

I^latte  mit  dem  Schalltrichter  wird  von  einem  festen  Bahmen  getragen,  der 

^it  der  unter  B  sichtbaren  Schraube  der  Walze  W  etwas  nHher  gebracht  1 

•>cler  von  ihr  entfernt  werden  kann. 

Die  Spitze  schreibt  ^*'  *^* 

^hre  Bewegungen  auf  die 
WaUe  TF,  welche,  wie 
die  Figtir  zeigt,  auf  der 
Axe  A  aufgesetzt  ist, 
<lio  dmch  die  Kurbel 
ilcs  Schwungrades  li  in 
llrohung  versetzt  wer- 
den kann^  und  bei  der 
Drehung  durch  die  in  dio 
Mutter  M  eingreifende 
Schraube,  welche  in  das 
Ende  der  Axe  bei  *4  ein- 
geschnitten ist,  vor- 
wärts bewegt  wird.  In 
die  Walze  W  ist  der 
Seh  raube  bei  Ä  ent- 
sprechend eine  Spiralfurche  eiBgesi'hnitten.  Die  Walze  W  wird  mit  oinem 
Blatte  dünner  Zinnfolie,  etwa  1  Quadratdecimeter  1  Gramm  wiegend,  fiber- 
xogen»  Der  die  Platte  mit  der  Spitze  tragende  Rahmen  wird  dann  so 
gestellt,  dals  die  Spitze  mit  sanftem  Drucke  auf  der  Zinnfolie  über  der 
Vertiefung  der  Spiralfurche  aufsteht. 

Sendet  man  nun  in  den  Schalltrichter,  respektive  in  das  bei  dtnn 
Hineinsenden  des  Tones  ihn  ersetzende  kleinere  Mundstück,  einen  Klang 
gegen  die  Platte  oder  spricht  man  mit  kräftiger  Stimme  dagegen,  wahrend 
gleichzeitig  die  Walze  in  Rotation  vei*setzt  wird,  so  prägt  der  Stift,  indem  die 
Furche  unter  ihm  weiter  gleitet,  seine  Schwingungen  in  die  Metallfolie  ein. 
Die  Eindrücke  erscheinen  dem  freien  Auge  wie  kleine  eingedrückte  Punkte, 
niii  dem  Mikroskope  betrachtet  erkennt  man  in  ihnen  indes  mehr  oder 
weniger  starke  Vertiefungen  je  nach  der  Ai't  des  Klanges,  den  sie  dar* 
stellen.    Ein  Durchschnitt  dun-h  die  Eindrücke  längs  der  Furche  gibt  eine 
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Kurve,  nur  mvhi  mit  so  starken  Erhuhuiigen  imd  Vertiefciugeü,  wie  m  tlie 
Enden  der  Flammen  der  Königs^hen  Flamraeabilder  zeigen. 

Man  bringt  dann»  wenn  die  in  den  Phonographen  zu  sendenden  Kllinge 
oder  die  Rede  beendet  ist,  die  Walze  wieder  in  die  Anfangslage  zurtick^ 
während  man  den  Eahmen  mit  der  Spitze  etwas  zurückgezogen  hat,  Ii^ 
die  Walze  wieder  in  der  Anfangslage  angekommen,  so  bringt  msm 
Spitze  wieder  in  die  Lage,  dafs  sie  an  dem  Staniol  anliegt,  wie  sie  ei 
dem  Kieder schreiben  der  Sebwingtmgen  that  Man  ersetzt  dann  das  Muni 
stück  durch  den  Schalltrichter  S  und  dreht  die  Walze  mit  dei'st'llx'n 
Geschwindigkeit  wieder  vorwärts,  wie  vorher  bei  dem  Schreiben  Üä 
die  gegen  die  Zinnfolie  drückende  Spitze  genau  dieselben  Bcbwingui 
hei  ihrer  Bewegung  über  die  Vertiefimgen  fort,  wieder  iinnimmt,  midi 
Plittte  mitteilt,  welche  sie  bei  dem  Hineineenden  des  Klanges  oder  der 
iingenommen  hatte,  so  konmien  jetzt  derselbe  Klang  oder  die&elbe  ^k 
wieder  aus  dem  Schalltrichter  hervor,  welche  man  vorher,  hineingeöandt  M. 
Der  zurückkehrende  Klang  ist  nur  erheblich  schwächer,  und  der  Klang  d«r 
xnrückkehrenden  Rede  ist  im  allgemeinen  etwas  näselnd,  wie  Auerbach  ia 
den  Beiblättern  zu  Poggendorffs  Annalen  Bd,  II  ganz  richtig  bemerkt. 

Ist  die  Geschwindigkeit,  mit  der  man  bei  der  Reproduktion  des  Klanges 
die  Walze  dreht ^  eine  andere  als  beim  Hineinsenden  desselben,  so  wii'd  di# 
Tonhöhe  des  reproducierten  Klanges  eine  Euidere,  ist  die  Geschwindigkeit 
nngleichmiysig,  so  werden  hineingesungene  Klänge  unrein,  die  hineir 
gesprochene  Rede  bei  der  Reproduktion  undeutlich.  Um  die  bei  der  Be- 
wegung mit  freier  Hand  schwierig  zu  erhaltende  Oleichmäfsigkeit  der  ik> 
wegung  zu  erzeugen,  dient  eben  das  schwere  Schwungrad  B,  Eine  noch 
^^röfsere  Regelmllfsigkeit  ist  dadurch  zu  erreichen,  dafs  man  die  Axe  durcli 
~       Uhrwerk  von  konstanter  Geschwindigkeit  dreht. 

Die  Reproduktion  der  Kitinge  imd  der  menschlichen  Rede  durch  dw» 
Phonographen  ist  ein  vollgültiger  und  äulserst  interessanter  Beweis  Hlr  die 
Richtigkeit  der  Helmhi>ltzs€hen  Theorie  des  Klanges  überhaupt  und  d«r 
Vokalklitnge  der  menschlichen  i^timme  insbesondere.  Hier  erhält  eben  die 
schwingende  Platte  hei  der  Reproduktion  des  Klanges  die  Scbwingungen  in 
der  Zusommengesetztheit  zurück,  wie  sie  durch  die  einzelnen  P&rtialtone 
des  hineingesandten  Klanges  bedingt  ist,  tmd  nichts  anderes.  Dafo  die 
Schwingungen  der  Platte  dann  wesentlich  denselben  Klang  reproducieren, 
beweist  eben,  dafs  in  dieser  Zusammengesetztheit  der  Schwingungen  die 
Wesenheit  des  Klanges  begründet  ist  und  in  nichts  anderm. 

Eine  Untersuchrmg  der  Kunden,  die,  wie  vorhin  erwähnt,  ein  durch 
die  Vertiefungen  des  Staniols  geführter  Längsschnitt  liefert,  kann  eine  wei- 
tere Betstätigung  der  Klang-  und  Vokaltheorie  liefern.  In  dieser  Wuis^ 
haben  Fleming  »Tenkin  und  Ewing^)  den  Phonographen  benutzt,  indem  sie 
durch  eine  nicht  ntlher  zu  beschreibende  Vorrichtung  die  den  Vertiefungen 
entsprechenden  Kurven  in  vergröfsertem  Mafsstabo  aufzeichnen  liefsen,  ond 
dann  an  diesen  Kurven  die  Intensitäten  der  einzelnen  Fartialtöne,  welebe 
die  Vokalklange  zusammensetzten,  bestimmten.  Auch  die  so  erhaltenen  Resnl- 
tate  stimmen  im  wesentlichen  mit  der  Helmholtzschen  Theorie  tiberein*). 

*)  Fleming  Jenkin  und  J.  A,  Eteing.      Natnre  Bd.  XVIIl  p.  340.  a94.  ISi 

*)  Man  »ehe  daa  Referat  über  diese  Arbeit  in  den  BeibMtem  tu  '^ 

florffs  Ännalen  Bd.  11  p.  G91  von  Auerbach. 
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Diä  menschliche  Ohr.  Durch  die  Mitteilung  dor  schwingenden  Be- 
gTing  an  die  dio  Gi^hurnerveD  umgebenden  elastischen  Medien  und  da- 
t-ch  an  den  Gehörnerven  seihet  nehmen  wir  den  Schall  wahr. 

Das  Gehörorgan  des  Menschen  umfafst  drei  Abteilungen  von  Hohl- 
imen^  welche  zum  grasten  Teil  in  dem  festen  Knochen  des  Scbläfen- 
bies  eingeschlossen  sindy  das  äuTsere,  mittlere  und  innere  Ohr;  die  beiden 
^tem  sind  mit  Luft,  das  innere  Ohr  ist  mit  Wasser  angefllUt. 

Zoni  ilufsem  Ohr  gehört  die  Ohrmuschel  und  der  äufsere  Gebr»rgang, 
m  mittlem  Ohr  die  Paukenhöhle  und  die  Ohrtrompete,  die  tuba  Eustachii. 

Der  äufsere  Gehörgang  a  (Fig.  293)  ist  durch  das  Trommelfell  fc, 
liebes  in  seinem  ganzen  Umfange  an  Knochen  angeheftet  ist,  von  der 
ÄXkenhöhle  c  getrennt,  diese  verengert  sich  weiterhin  zm*  Ohrtrompüte  d^ 
liebe  in  der  Nasenhöhle  mtlndet.  Die  Höhle  des  innem  Ohres,  von  der 
p.  294  einen  Abguis  in  natürlicher  GrÖfse  darstellt,  liegt  in  dem  Knochen, 
dcher  die  hintere  Wand  der  Paukenhöhle  bildet.  Zwischen  ihr  nnd  dem 
ommeltell  liegt  in  der  Paukenhöhle  die  Keibe  der  Gehörknöchelchen, 


ler  Hanuner  (malleus)  e  ist  mit  seinem  langen  Fortsatz  oder  Stiel  im 
ntmm  des  Trommelfells,  ferner  in  einer  Linie  von  da  zum  obern  Ansatz- 
ide hinauf  und  nahe  dem  letztem  noch  einmal  mit  seinem  kurzen  Fort- 
ze  am  Trommelfell  angeheftet,  Aiifserdem  ist  er  noch  durch  einen 
rzen  Fortsatz,  der  gerade  nach  vorn  über  dem  Rande  des  Trommelfolls 
%  liegt  fand  deshalb  in* der  Figur  abgeschnitten  ist),  an  der  Knochen- 
md  der  Paukenhöhle  angeheftet. 

Sein  Kopf,  der  den  obern  Rand  des  PaukeiLfelles  tiberragt,  steht  durch 
ft  Gelenk  mit  dem  zweiten  Knochen,  dem  Ambqs  (incus)  /'  (Fig.  293)  in 
»•bindung.  Der  Arabos  ißt  aufserdem  mit  einem  kurzen  (in  der  Figur 
iter  dem  Hammer  liegenden)  Fortsatz  an  der  hintern  Wand  der  Pauken- 
ble  angestUtzi 

Vom  Ainbos  geht  ein  Janger  Fortsatz  parallel  t\em  ^\Ae\^  iit^^'ÄÄKasÄii^ 
jfh   tmien;  an  seinem  Ende   ist   der  dritte  KiioA^Tv^  ^€)X  %^v^^«^  ^ 
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(Fig.  293)  befestigt,  der  horixontal  nach  killten  liegt.  Die  Platte,  in  fa 
seine  beiden  Leisten  zusanunenstofsen,  der  Fufstritt,  ist  an  ihrem  Kande 
henun  hiintig  mit  dem  Rande  des  ovalen  Fensters  h  (Fig.  294)  verbojiden, 
welches  in  der  Mitte  des  bintem  Teiles  der  Paukenböble  in  die  Höhle  6n 
innem  Ohres  führt 

Das  innere  Ohr  steht  dnrch  zwei  Öffiimigen  mit  der  Pankenhöhle  ii 
Verbindung  dnrch  das  ovale  Fenster  /*,  welches  van  der  Platte  des  Steig* 
bügeis  bedeckt  ist,  und  das  unterhalb  demselben  liegende  runde  Fenster  i, 
welches  durch  eine  einlache  feine  Membran  geschlossen  ist  Das  oy&l* 
Fenster  führt  zum  mittlem  Teile  des  innem  Ohres,  zum  Vorhof  (vestibtUuni) 
Je  (Fig.  294),  in  welchem  dem  Fenster  und  somit  der  Platte  des  Steig* 
biigels  geimde  gegenüber  ein  Zweig  des  Gehömei*ves  einmündet  Vom  Vor- 
bof  geht  nach  der  einen  Seite  der  spiralig  gewundene  Gang  der  Schnecko 
(Cochlea)  I  (Fig.  294)  aus,  in  welchem  sieh  ein  besonderer  Ast  der  Nenea 
von  der  Axe  aus  verteilt.  Zur  Schnecke  ilihrt  aufserdem  direkt  von  der 
Pankenhöhle  aus  das  runde  Fenster  L 

Nach  der  andern  Seite  gehen  vom  Vorhofe  die  drei  halbyirkelfönnigen 
Kanäle  w,  in  drei  zu  einander  senkrechten  Ebenen  gebogen,  in  je  iwei 
Münduiagen  aus*  Auch  diese  erbalten  durch  die  eine  etwas  erweitert« 
MUndung  Aste  des  Gebr'»rnerven. 

Das  Trommelfell  ist  mit  seinem  Centxnmi  ein  wenig  trieb terfönnig  in 
die  Paukenhöhle  hinein  vertieft  imd  dadurch  gespannt.  Diese  Spoonofig 
kann  durch  eine  Drehtmg  des  Hammers  um  die  den  obem  Hand  des  Trommel- 
felles tangierende  (zur  Ebene  der  Figur  st^nkrecbte)  Axe  des  Fortsatzes, 
mit  dem  er  an  die  Wand  der  Paukenhöhle  befestigt  ist,  etwas  v^rmelirt 
werden.  Dadurch  rückt  das  untere  Ende  seines  Stieles  dem  ovalen  Fensk'f 
nilhcr,  und  da  die  andern  Gehörknöchelchen  seiner  Bewegung  einigenuafsca 
folgen,  so  wird  dadurch  der  Fufstritt  des  Steigbügels  etwas  in  das  otiI« 
Fenster  hineingetiiebeii, 

Diis  Wast^er  des  Labyrinthes  kann  diesem  Drucke  nur  dadurch  aus- 
\v  trieben,  dafs  es  die  das  runde  Fenster  verschlief  sende  Membran  gegen  die 
Paukenhöhle  hiDausdriingt,  so  dafs  mit  der  starkem  Spannung  des  Trommel- 
felles auch  diejenige  dieser  Membran  wächst 

Im  grofsen  und  ganzen  geht  aus  der  anatomischen  ßeschreibong  d«s 
Gehörorgans  liie  Art  der  Schallwahrnehmimg  hinltinglich  deutlich  henror. 
Die  Scbwingimgen  der  Luft  teilen  sich  zimächst  dem  Trommelfelle  rait, 
das  dadurch  entweder  in  longilndinale  Schwingimgen,  wie  Johannes  Müller 
annimmt,  oder  in  transversale  Schwingungen,  bei  denen  die  Membran  al» 
solche  schwingt,  wie  andere  wollen,  versetzt  wird.  Die  Schwingimgen  (!os 
Trommelfells  pflanzen  sich  dann  dnrch  die  Reihe  der  t  Gehörknöchelchen  yam 
ovalen  Fenster  und  so  in  die  Flüssigkeit  des  Vorhofes,  luid  durch  die  Luft 
der  Paukenhöhle  zum  runden  Fenster  und  in  die  Fhlssigkeit  der  Schneck« 
fort  In  beiden  Flüssigkeiten,  der  des  Vorhofes  sowohl,  dem  ovalen  Fenster 
gerade  gegenüber,  als  auch  jener  der  Schnecke  endigen  Teile  der  OeWr- 
nerven. 

Aber  auch  in  den  halbzirkelfr>rmigen  Kanülen  endigen  Zweige  dos  Geh^r- 
nerve s,  auch  diese  müssen  daher  zum  Hr>ren  beitragen-  Es  ist  nun  eiin» 
wabrscbciinliche  Hypothese,  dafs  die  durch  den  Ton  erregten  Schwingung«! 
'*er  Kopfknochen  sick  Äex  ^V\'mi^^\\,  m  d^Tt  balbzirkel förmigen  KanSle& 
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teileD,  tmd  dals  diese  dann  durch  die  in  denselben  mündenden  Nerven* 
lifungen  pereipiert  werden. 
Die  neuem  anatomischen  Entdeckungen  über  den  Bau  des  innem  Ohres, 
mderB  die  Art,  wie  die  Kerven  dort  endigen,  von  Mai  Schnitze  und 
i  Marchese  Corti  haben  Helmhol tz  *)  in  den  Stand  gesetzt,  die  Perception 
Schalles  genauer  zu  erkennen.  Es  würde  die  uns  in  diesem  Buche  ge- 
ickten  Grenzen  weit  überschreiten,  wollten  wir  diese  Fragen  hier  aus- 
lieh besprechen;  nur  einen  Punkt  müssen  wir  etwas  genauer  hervor- 
,  nämlich  wodurch  nach  der  Hypothese  von  Helmholtz  das  mensch- 
Ohr  in  den  Stand  gesetzt  wird,  jeden  Klang  in  seine  einzelnen 
rtialtöne  zu  zerlegen.  Diese  Zerlegung  findet  wahrscheinlich  in  der 
inecke  statt  und  wird  ermöglicht  durch  die  eigentümlichen  Gebilde,  mit 
eben  dort  die  Nervenendigungen  in  Verbindung  stehen.  Die  Schnecke 
ölUnlich  ihrer  ganzen  Länge  nach  durch  eine  teils  knöcherne,  teils 
ibranfise  Scheidewand  in  zwei  Hälften  geteilt,  eine  obere  und  eine 
ire,  die  eine  mündet  im  V^orhof,  die  andere  läuft  gegen  die  Paukenhöhle 
und  ist  durch  die  Membran  des  runden  Fensters  geschlossen.  Der 
eherne  Teil  der  Scheidewand  befindet  sich  an  der  innem  Seite  der 
Bdungen  und  durch  diesen  Teil  derselben  treten  die  Nervenfasern  in 
ige  Membran  Über,  und  dort  endigen  sie  an  den  Cortischen  Fasern, 
Ösen  Streifen,  welche  an  jener  häutigen  Membran,  der  membrana 
angewachsen,  zwischen  derselben  und  einer  an  der  Schneckenwand 
ihen  Membran,  der  Cortischen  Membran  ausgespannt  sind.  Die 
der  membrana  basilaris  ist  in  ihrem  Beginn  eine  geringe,  sie  Wilchst^ 
lehr  sie  sich  der  Kuppel  der  Schnecke  nilhex*t  bis  mehr  als  nun  Zwölf- 
Die  Membran  selbst  besteht  aus  radialen,  sie  der  Breite  nach  durch- 
den  ziemlich  festen  Fasern,  welche  parallel,  in  der  angegebenen  W^ise 
e  wachsend  neben  einander  gelagert  sind,  mid  welche  in  der  Längs- 
der  Membran  viel  weniger  fest  mit  einander  verbimden  sind.  Dui*eh 
igentümliche  Struktur,  infolge  deren  die  Membran  in  der  Bichtung 
eite  sehr  viel  starker  gespannt  ist  als  in  der  Richtimg  der  l^ange, 
nch  die  membinna  basilaris  annähernd  so,  *ls  wilren  ihre  Radial* 
ein  System  von  gespannten  Saiten,  deren  membranöse  Verbindung 
dazu  dient  die  schwingende  Flüssigkeit  der  Schnecke  an  dem  freien 
chtritt  zwischen  den  Saiten  zu  hindern,  und  so  zu  bewirken,  dafs  die 
wingungen  der  Flüssigkeit  sich  auf  die  Membran  übertragen.  Es  werden 
b  die  Bewegungen  der  einzelnen  Fasern  der  Membran  dieselben  sein, 
jede  einzelne  unabbitngig  von  den  andern  und  folgte  jede  fllr  sich 
Schwingimgen  des  Wassers  in  der  Schnecke.  Für  diese  radialen  Fasern 
meinhmna  basilaris  mit  ihren  Anhiingen,  den  Cortischen  Fasern  nimmt 
H^ln^holtz  an,  dals  jede  ftir  eine  bestimmte  Sch\xingung8zahl  abge- 
imt  ist.  Danach  wird  ein  in  das  Ohr  eindringender  Ton  namentlich 
SieUe  der  Membran  in  Mitschwingongen  versetzen,  an  denen  der 
der  gespannten  und  mit  den  verschiedenen  Anhangsgebilden  be- 
Radialfasem  der  Membran  dem  erregenden  Ton  am  hesten  ent- 
von  da  werden  sieh  die  Schwingungen  in  schnell  abnehmender 
«  auf  die  benachbarten  Teile  ausbreiteiL    Dafs  die  Fasern,  trotz  ihrer 
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geringen  Länge  auf  die  tieferen  Töne  der  Tonskala  abgestimmt  sein  kOimen, 
das  liegt  nach  der  Annahme  von  Helmholtz  eben  in  den  Anhangsgebildei, 
welche  die  Fasern  belasten. 

Durch  die  Schwingungen  der  Badialfasem  der  Membran  werden  sIn 
direkt  die  mit  denselben  verbundenen  Cortischen  Fasern  in  dieselk« 
Schwingungen  versetzt,  und  damit  die  in  diesen  Fasern  befindlichen  Nenoi- 
teile,  welche  die  Empfindung  des  Tones  vermitteln.  Es  würde  denmadiftr 
jeden  Ton  eine  bestimmte  oder  doch  eine  beschränkte  Zahl  von  Nenm£ufla 
erregt,  so  dafs  die  verschiedenen  Töne  von  ganz  verschiedenen  Farn 
empfunden  werden. 

Aus  dieser  Theorie  des  Hörens,  welche  dasselbe  als  einen  spedelki 
Fall  des  Mittönens  auffafst,  erklärt  sich  zunächst  die  grofse  Empfindliehkcä, 
welche  ein  geübtes  Ohr  für  geringe  Unterschiede  in  der  Tonhöhe  hat| 
welche  nach  Angabe  von  E.  H.  Weber  soweit  geht,  dafs  das  Ohr  Töneili 
verschieden  erkennt,  deren  Schwingungsverhältnis  1000  :  1001  ist,  eine 
Angabe,  welche  Cornu  und  Mercadier  ^)  bestätigen.  Dieselben  geben  an,  daAea 
geübtes  Ohr  bei  der  tönenden  Saite  eines  Monochordes,  welche  die  Länge  vm 
einem  Meter  hat,  deutlich  die  Vei-schiebung  des  Steges  um  1™™  wahneliBe: 

Nach  Kölliker  enthält  nämlich  das  Ohr  etwa  3000  Cortische  Fawa 
Rechnet  man  nun  etwa  200  auf  die  Töne,  welche  aufserhalb  der  in  der 
Musik  gebrauchten  Grenzen  liegen,  so  würden  fUr  die  7  Oktaven,  de« 
Töne  in  der  Musik  benutzt  werden,  2800  Fasern  übrig  bleiben,  also  etwi 
400  für  jede  Oktave;  nach  der  Angabe  von  E.  H.  Weber  würde  ein  geübt« 
Ohr  etwa  700  Tonstufen  innerhalb  der  Oktave  zu  unterscheiden  imstaah 
sein,  also  eine  noch  gröfsere  Zahl,  als  der  ftlr  jede  Oktave  vorhandenen  As- 
zahl  von  Cortischen  Fasern  entspricht.  Das  liegt  nach  Helmholtz  dana. 
daffi  wenn  ein  Ton  angegeben  wird,  dessen  Höhe  zwischen  dem  zweier  be- 
nachbarter Cortischer  Fasern  liegt,  dafs  dann  beide  in  Schwingungen  rw- 
setzt  werden,  diejenige  aber  stärker,  deren  Eigenton  dem  angegebenen  ollsr 
liegt.  Die  Empfindlichkeit  des  Ohres  für  verschiedene  Tonhöhen  wird  »1» 
nur  von  der  Feinheit  abhängen,  mit  welcher  der  Unterschied  der  Erregnnp- 
stärke  der  beiden  Fasern  wahrgenommen  werden  kann.  Dieses  Einwiita 
eines  Tones  auf  mehrere  Fasern  erklärt  es  auch,  dafs  bei  kontinnieriü 
steigender  Tonhöhe  unsere  Empfindung  sich  kontinuierlich  ändert  nndnidt 
stufenweise  springt,  wie  es  der  Fall  sein  müfste,  wenn  durch  jeden  T« 
nur  eine  einzelne  Cortische  Faser  in  Schwingung  versetzt  würde. 

Aus  dieser  Theorie  des  Hörens  ergibt  sich  weiter,  dafs  wenn  ein  » 
sammengesetzter  Klang  oder  Accord  dem  Ohre  zugeleitet  wird,  dafs  daa 
alle  diejenigen  Fasern  erregt  werden,  deren  Eigenton  in  der  Klangnasse 
vorhanden  ist.  Da  somit  die  Empfindungen  örtlich  getrennte  sind,  so  mnlis 
bei  gehöriger  Aufmerksamkeit  und  Übung  das  Ohr  die  einzelnen  Töne  aocb 
getrennt  auffassep  können. 

Unser  Ohr  mufs  demnach  die  zusammengesetzten  Klänge  gerade  so  ia 
ihre  einfachen  Bestandteile  zerlegen,  wie  eine  Eeihe  abgestimmter  Besona- 
toren  oder  Membranen  durch  die  ihnen  entsprechenden  Töne  gines  zusammen- 
gesetzten Klanges  zimi  Tönen  gebracht  werden.  Das  Hören  ist,  soweit  es 
physikalisch  oder  physiologisch  definierbar  ist,  ein  specieller  Fall  des  Mittöne» 


')  Cornu  mid  Mercodier  ^  Com^tea  Bendus  T.  LXVIII.  p.  801. 
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die  Höhe  des  wahrgenommenen  Tones,  Wenn  wir  den  durch  oine 
e  Bt*wogiing  der  Luft  bestehenden  Schall  durch  die  den  Neiden 
n  Schwingungen  empfinden  und  die  Anzahl  der  in  der  Zeiteinheit 
das  Uhr  eindringenden  Schwingungen  niafsgehend  ist  für  die  Hcihe  des 
tfifiindenen  Tones,  so  muls  es  auf  die  letztere  von  Kinfinfs  sein,  ob  der 
feobachter  nod  das  tönende  Instnunent  sich  von  einander  in  einer  konstanten 
ifemimg  befinden,  oder  ob  die  beiden  sich  einander  nähern  oder  von 
minder  entfernen. 

Doppler*)  hat  diesen  Satz  näher  verfolgt  und  kommt  zn  dem  Schlüsse, 
i&  wenn  der  Beobachter  nnd  das  tönende  Instrument  sich  nilhern,  der 
ihrgenoranaene  Ton  höher  w^erden  mufs,  da  dann  die  Eindrücke  auf  das 
r  sich  rascher  folgen  als  im  Zustande  der  Ruhe.  Ebenso  mufs  der  Ton 
fer  werden,  wenn  der  Beobachter  und  die  Tonquellen  sieh  von  ©inander 
Ifemenj  da  dann  die  Zahl  der  in  das  Ohr  eindringenden  Wellen  eine 
dnere  wird. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Wellen  mit  i,  die  Geschwindigkeit  des 
lialles  in  der  Luft  mit  r,  diejenige,  mit  welcher  der  schwingende  Körper 
Dil  einer  Richtung  hin  bewegt  wird,  mit  b^  so  wird  nach  dieser  Richtnng 

die  Länge  der  Wellen  mn  —  •  l  verkürzt,    nach   der  entgegengesetzten 

ite  hin  aber  mn  ebensoviel  verlBngert.  Denn  hat  z.  B,  der  von  dem 
lenden  Körper  ausgebende  Wellenberg  uni  die  Länge  einer  Welle  sich 
rtgeptianzt,  so  würde  bei  mhendem  Instrumente  der  folgende  Wellenberg 
Instrument  verlassen,  nnd  da  er  von  derselben  Stelle  ausgeht,  gerade 
die  LiLnge  einer  Welle  von  dem  ersten  entfernt  sein.  Hat  sich  aber 
8  Instrument  während  dieser  Zeit  in  der  Richtung  der  vorschreitenden 
«Ue  bewegt,  so  geht  der  zweite  Wellenberg  nach  derselben  Zeit  wie  vor- 
Ton  einem  dem  ersten  Wellenberge  nUhem  Orte  ans,  er  ist  also  von 
erst-en  um  weniger  als  die  Lllnge  der  Welle  bei  der  Ruhe  entfernt, 
Ar  die  Welle  wird  kürzer.  Nach  der  andern  Seite  wird  sie  aber  uui 
ensovicl  lünger. 

Ist  die  Lüngö  der  WeDe  l^  so  ist  die  Zeit,  während  welcher  der 
jrte  Wellenberg  um  l  sich  fortpflanzt,  gleich  der   Schwingungsdauer  T, 


T  = 


l 


d  da  wir  die  Geschwindigkeit  des  tönenden  Körpers  mit  b  bezeichneten, 
hat  sich  derselbe  in  der  Zeit  T  um  die  Strecke 


b^T 


l 


der  Richtung   der  Well«  fortbewegt,  die  Lunge  der  Welle  wird  dso 
äurch 
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^)  Jhppkr^  Ober  farbigei  Licht  der  Doppelsteme.    Frag  (842. 
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wenn  wir  mit  n  die  ßchwingnngszahl  oder  was  dasselbe  ist,  die  Amahl 
der  auf  die  Strecke  c  kommenden  Wellen  bezeichnen,  wenn  das  Instru- 
ment ruht. 

Die  an  einem  ruhenden  Ort  ankommende  Sehwingnngsanzahl  ist  na 
gleich  dem  Quotienten  aus  der  FortpflanzungsgeschwiBdigkeit  nnd  der 
Wellenlänge,  also  hier  gleich 


-  ( 


1+^)    '^' 


wo  das  negative  Vorzeichen  fUr  die  Orte  gilt,  denen  sich  das  Instroment 
nähert,  und  das  positive  für  die,  von  denen  es  sich  entfernt. 

Wenn  andererseits  der  Beobachter  sich  gegen  das  rahende  Instroineiit 
bewegt  mit  einer  Greschwindigkeit  a,  so  yrerden  in  der  Zeiteinheit  nidit 
nur  die  Schwingungen  in  das  Ohr  konmien,  welche  den  rahenden  Beobachter 
treffen,  sondern  auch  diejenigen,  welche  auf  der  Strecke  a  liegen,  so  d&Gs 
die  Zahl  der  wahrgenommenen  Schwingungen  wird 


n  = 

•  n 

+ 

a 

und  entfernt  sich  der  Beobachter 

n'  = 

•  n 

— 

a 

oder  da  l  = 

c 
n  ' 

^'=^± 

a 
l 

= 

C 

n  •  — 

c 

In  jedem  Falle  wird  also  die  Schwingungsmenge,  die  das  Ohr  erhlit 
beim  Annähern  von  Beobachter  und  Tonquelle  gröfser,  beim  Entfera« 
kleiner;  ßndet  das  Erste  statt,  mufs  der  Ton  höher,  das  Zweite,  tiefer 
werden. 

Diese  Folgerung  ist  durch  die  Erfahrung  bestätigt. 

A.  Seebeck*)  gibt  an,  dafs  er  in  den  Papieren  seines  Vaters  einedahii 
gehörige  Angabe  gefanden  habe.  Ein  Schlitten,  wie  man  sie  im  Gebirgf 
zum  jähen  Herabrutschen  an  Bergabhängen  gebraucht^  gab  dem  Beobachter 
Gelegenheit  zu  bemerken,  dafs  der  Ton  einer  Pfeife,  die  auf  dem  SchUttea 
geblasen  wurde,  beim  Vorttberfahren  plötzlich  tiefer  wurde. 

Buys  Ballot^)  hat  eine  ausgedehnte  Beobachtungsreihe  über  dieses 
Punkt  angestellt.  Auf  der  Eisenbahn  zwischen  Utrecht  und  Maarsen  warei 
möglichst  nahe  der  Bahn  mehrere  Musiker  aufgestellt,  welche  die  Tonhöhe 
eines  auf  einem  mit  der  Lokomotive  vorüberfahrenden  Signalhqme  gegebena 
Tones  schätzten ;  ein  anderer  auf  der  Lokomotive  fahrender  Beobachter  ver- 
glich den  Ton  der  auf  den  Stationen  geblasenen  Homer  bei  Ann&herosg 
und  Entfernung  der  Lokomotive  mit  dem  des  mitfahrenden  Hernes.  Di« 
Geschwindigkeit  des  Wagens  wurde  bestimmt,  indem  nach  zwei  Chrono- 
metern die  Zeit  aufgeschrieben  wurde,  welche  zum  Darchlaufen  voo 
100  Metern  gebraucht  war. 


0  Seebeck,  in  Dovevi  TöLft^^i\ÄTvxöSi^^.'^>\\.^.'^'\. 
*)  Buya  Ballet,  Pogg^n^otS^  KÄÄÄ«ii.-^^.\a5^\. 
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Die  Beobaehitiiigeii  bestätigen  im  allge meinen  die  Theorie,  indem  fast 
lAer  Veränderungen  der  Tonhöhe  in  dem  von  der  Theorie  geforderten 
me  eintraten;  eine  genaue  Übereinstijiirauugder  berechneten Tönändenmgen 
t  den  beobachteten  kann  bei  soleben  Versncben  nicht  erwartet  werden, 
nur  eine  Sehiltzung  des  Beobachters  die  Änderung  der  Tonhöbe  be- 
xnmt. 

Dagegen  ist  es  Vogel*)  gelungen  eine  volle  Bestätigung  der  Theorie 
erhalten,  indem  er  den  Ton  der  Dampfpfeife  einer  Lokomotive  benutzte 
id  mit  Hülfe  eines  Musikers  genau  die  Tonhöhe  bestimmte,  wenn  die 
jkomotive  mit  konstanter  Geschwindigkeit  sich  ihm  näherte  und  dann 
ph  dem  Vorüberfahren  sich  entfernte.  Die  iVnderung  der  Tonhöhe  ent- 
fach mit  einer  merkwürdigen  Genauigkeit  der  Dopplerschen  Theorie. 

Man  kann  die  Erscheinung  des  Mittönens  benutzen,  wie  zuerst 
Ma^er^)  gezeigt  hat,  um  zu  beweisen,  dafs  in  der  That  die  Änderung 
Tonhöhe  gerade  die  von  der  Theorie  verlangte  ist.  Man  nimmt  zwei 
(Hau  gleiche  Btimjugabeln  etwa  €j,  öl*2  Hchwingungen  gebend;  streicht 
die  eine  an,  so  tönt  die  andere  kräftig  mit.  Verstimmt  man  diu 
IC,  etwa  durch  Überziehen  eines  leichten  stratfen  Kautschukringes ,  so 
^8  sie  in  der  Sekunde  zwei  Schwingungen  weniger  macht,  so  tönt  die 
jdere  Gabel  nicht  mehr  mit,  wenn  man  die  verstimmte  anstreicht.  Stellt 
101  sich  dann  aber  mit  der  verstimmten  Gabel  in  einiger  Entfernung  von 
BT  nicht  verstimmten  auf,  bringt  erstere  zum  Tönen,  und  bewegt  sich  dann 
!t  der  verstimmten  tönenden  Gabel  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit 
m  etwa  1,2  Meter  gegen  die  andere  hin,  so  kommt  dieselbe  wieder  zum 
kien*  Stellt  man  die  verstimmte  Gabel  auf,  so  mufs  man,  um  dieselbe  zum 
Itönen  zu  bringen,  die  nicht  verstimmte  mit  derselben  Geschwindigkeit 
ftfemen.  Wenn  man  dagegen  die  zweite  Gabel  nicht  verstimmt,  so  tönt 
erste  nicht,  wenn  man  mit  der  tönenden  Gabel  sich  mit  der  gleichen 
>schwindigkeit  nähert  oder  entfernt.  Bafs  diese  Bewegimgsgeschwimlig- 
St  der  Dopplerschen  Theorie  entspricht,  ergibt  sich  leicht.  Es  müssen 
ti  der  verstimmten  Gabel  her  in  der  Sekunde  512  Schwingungen  zur 
rtit  verstimmten  Gabel  gelangen,  während  sie  selbst  in  der  Sekunde  610 
liwingungen  macht.  Die  Geschwindigkeit  b^  mit  der  sie  der  nicht  ver- 
mmten  Gabel  genähert  werden  muis,  orgibt  sich  somit  aus 

512  =  510—    *^  ,' 

Setzen  wir  die  Geschwindigkeit  des  J^challes  in  der  Luft  bei  gewöhn- 
jilfHr  T«Mriperatur  rund  c  =  340'",  6o  wird 

h  =  1,21"^, 

V  *-b  voihin  angegeben  wurde.  Man  kann  so  die  Richtigkeit  des  Doppler- 
en  öatzes  sogar  objektiv  sichtbar  machen^  wenn  man  die  Schwingungen 
•  Gabel  auf  die  eine  oder  andere  Weise  sichtbar  macht. 


•)  K  a  Vogel,  Poggend.  Ann.  Bd.  CLVUl. 
^  ji.  M.  Mat/et\  Poggend.  Am.  Ild,  CXLYl. 


i 


332  Interferenz  des  Schalles.  §  176. 

§  176. 
Interferenz  des  Schalles.    Wenn  sich  nach  einer  nnd  derselben  Bieb- 
tung  zwei  Schallwellen  gleicher  Länge  fortpflanzen,  so  mnfs  nach  der  Nator 
der  Wellenbewegong  die  Resultierende  ans  den  beiden  Schallwellen  abh&Dgea 
von  der  Phasendifferenz,  mit  welcher  die  beiden  Wellen  zosammentrefien. 

Treffen  zwei  Schallwellen  ohne  Phasendifferenz  zusammen,  so  mflssen 
sie  sich  verstärken,  treffen  sie  dagegen  mit  einer  Phasendifferenz  von  emer 
halben  Wellenlänge  zusammen,  so  müssen  sie  sich  aufheben.  Dafs  letiteres 
in  der  That  der  Fall  ist,  davon  kann  man  sich  durch  einen  einfachen  Var- 
such  überzeugen.  Bringt  man  eine  Klangscheibe  zum  T5nen,  so  da&  das 
diagonale  Kreuz  entsteht,  so  schwingen  die  neben  einander  liegenden  Qoi- 
dranten  gleichzeitig  nach  entgegengesetzten  Richtungen,  indem,  wie  wir 
sahen,  die  Knotenlinien  zwei  in  entgegengesetzter  Phase  befindliche  Teile 
der  Scheibe  trennen.  Führt  man  nun  eine  solche  tönende  Scheibe  am  Ohre 
voi-über,  so  verschwindet  der  Ton  jedesmal,  wenn  das  Ohr  sich  vor  einer 
Knotenlinie  befindet.  Von  dem  einen  Quadranten  wird  dann  ein  Wellenberg 
ins  Ohr  gesandt  und  zugleich  von  dem  andern  ein  Wellenthal,  die  Bewegimg 
des  Trommelfelles  ist  daher  infolge  der  einen  Welle  die  entgegengesetzte 
derjenigen  der  andern  Welle,  die  Bewegung  xmd  somit  der  Schall  hört  an£ 
Diesen  Fall  der  Interferenz  von  Schallwellen  hat  Hopkins^)  auf  sehr 
einfache  Weise  sichtbar  gemacht.  Er  stellte  eine  Röhre  von  Pappe  oder 
Holz  her,  welche  unten  gabelförmig  in  zwei  Röhren  endigte,  und  deren 
oberes  Ende  mit  einer  feinen  Membran  überspannt  war.  Bestreut  man  die 
Membran  mit  etwas  trocknem  Sand  und  hält  die  Röhre  so  über  eine 
tönende  Klangscheibe,  dafs  die  beiden  offenen  Enden  der  Oabel  sich  fiber 

zwei  neben  einander  liegenden  Quadranten 
der  Scheibe  befinden,  so  gerät  die  oben  über 
die  Röhre  gespannte  Membran  nicht  in 
schwingende  Bewegung,  der  Sand  bleibt 
ruhig,  hält  man  aber  die  offenen  Enden 
der  Gabel  über  gegenüberliegende  Quadran- 
ten ,  so  gerät  der  Sand  in  hüpfende  Bewegung. 
Im  ersten  Falle  gehen  von  den  beiden  Quadran- 
ten zugleich  entgegengesetzte  Bewegungen  in 
die  Röhre,  dieselben  heben  sich  auf,  im 
letzten  Falle  aber  gleichgerichtete,  sie  yer- 
stärken  sich. 

In  anderer  Weise  hat  Nörremberg*)  die 
Interferenz  der  Schallwellen  gezeigt.  Ein  verzweigtes  Rohr  von  der  Form 
Fig.  295  wurde  in  eine  Wand  eingemauert,  und  auf  der  einen  Seite  der 
Wand  ein  Ton  erzeugt,  der  nur  durch  die  Luft  des  Rohres  in  den  durch 
die  Wand  abgetreimten  Raum  eindringen  konnte.  Wurde  eine  der  beiden 
Röhren  verstopft,  so  drangen  alle  Töne  durch  das  Rohr  hindurch,  wurden 
aber  beide  geöffnet,  so  blieben  alle  Töne  aus,  ftlr  welche  die  Differ^z  der 
Röhrenlängen  ein  ungerades  Vielfaches  einer  halben  Wellenlänge  war. 

')  HopMm,  Poggend.  Ann.  Bd.  XLIV. 

*)  ifc/üWcr-PouiUct,  LehiWck  der  Physik.  Braunschw,  1866.  p.  882.  Die« 
-Äfethode  ist  vorgeschlagen  von  J.  E.  W.  Hw^ä^Ä^'^V^^^s^gKÄÄiLUsai^i^^  S.  sei. 
T.  Jir.  1888.    Poggend.  Knn.  Bd.  ^^^\- 
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Eine  sehr  bequeme  Form,  welche  tx\  einer  Reihe  verschiedener  Ver- 
hmuchbar  ist,   hat  Quincke*)   dem   eben  besprocbeaen  Interferenz- 
larat  gegeben-    Fig.  296  gibt  eine  dieser  Formen,  Fig.  297  eine  andere, 
erste  in  den  gleich  anzugebenden  Dimeasionen  loscht  den  Ton  a^  (44n 
'i"<en)  und  alle  seine  ungeraden  Vielfachen  aus.    Zwei  T- förmige 
L  1  CAC^  und  CBC\  sind  an  den  Enden  rechtwinklig  umgebogen 

i  bei  V  durch  einen  kur/en^  bei  C\  durch  einen  langeu  Kautschuk  schlauch 
bunden.  Gibt  man  dem  letztern  eine  Liinge  von  etwa  390"**^,  so  ent- 
riebt er  einer  halben  Wellenlänge  des  Tones  a^  in  Luft.  Das  mit  einem 
nun  Kautschukschlauch  versebene  Ende  A  des  Appamtes  setzt  man  in 
I  äufsem  Gehürgaug  des  ^nnen  Ohres,  verstopft  das  andere  mit  einem 
fgel  lack  pfropf  und  läfst  den  Klang  der  Stimmgabel  durch  den  langen 
wtscimksoblauch  BB^  und  die  verjiweigte  Itührenleitung  ins  Ohr  gelangen, 


Fig.  :?%. 


Fig.  tiitt 


"1^ 


em  man  die  Zinken  der  angeschlagenen  Gabel  vor  das  offene  Ende  B^ 

Bfhlauches  hält,  oder  auch  den  Stiel  der  Gabel  in  den  Schlauch  steckt 

die  Gabel   anschlügt.     Die  dem  Grundton   der  Gabel    entsprechenden 

IJen   lüscben   sich   dann   bei  B  aus,   und    man  nimmt   ihn  nirht  wahr. 

ckt  man  aber  bei  C  oder  C^  den  Kautschuk  schlauch  zu^   so   dafs  die 

i-Je  nur  durch  ein  Kohr  dringen  kann^  so  tritt  der  Ton  krüftig  in  das 

"    binein. 

Der  Apparat  Fig.  297  unterscheidet  sich  von  dem  eben  besprochenen 
^irch,  dafs  der  lange  Kautschukschlauch  durch  das  Glasrohr  PI\Q^Q  er- 
i^  ist;  indem  man  eine  Reihe  solcher  liöhren  herstellt,  die  an  Stelle 
«s  mit  dem  Stücke  BVA  verbunden  werden^  kann  man  die  Interferenz- 
re  für  eine  ganze  Anzahl  von  Tönen  stimmen. 

Von  den  mannichfachen  Versuchen  ^  zu  welchen  diese  Röhren  dienen 
^len,  erwähnen  wir  hier  nur  die  BeobachtuEg  der  Klangfarbe,  Eine 
*hfi  Röhre  loscht  nicht  nur  einen  bestimmten  Ton  aus^  stmdern  auch  alle 
e  ungeradzahligen  Obertöne;  deshalb  löscht  eine  solche  Röhro  den  Klang 
►r  gedeckten  Orgelpfeife  ganz  aus,  es  bleibt  nur  das  Blasegeräusch  zurfick, 
einer  uflenen  Orgelpfeife  dagegen  ändert  sie  nur  den  Klang,  da  die  ge- 
«n  Partialtöne  des  Klanges  nicht  ausgelöscht  werden.  Man  kann  des* 
li  durch  eine  solche  Röhre  sofort  erkennen,  ob  in  einem  Klange  nur 
erade,  oder  ob  auch  gerade  Partialtöne  in  ihm  enthalten  sind. 

Eine  sehr  instruktive  Einrichtung  hat  König  diesen  Interferenzröhren 
Jebeü,  indem  er  sie  mit  seinen  mannmetrisehen  Flammen  in  Verbindung 
fete.     An  die  Stelle  des  Uhrcs  bei  der  (Juinckeschon  Einrit^htung  treten 


^)  ^htmclf,  PoggomJ.  Ann, 
,f  v.ß    Pti^TMik  L   4.  Ana. 
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die  §  160  (Fig.  262)  erwllhnten  kleinen  Kapseln  mit  den  Flanunen.  E^^ 
Interferenzröhre  ist  posaunenartig  eingerichtet.  Ist  die  Bohre  ganz  n- 
sammengeschoben,  so  sind  beide  dem  eindringenden  Tone  offene  Wege  gam 
gleich,  er  dringt  in  die  Kapsel  ein  und  setzt  die  Flamme  in  Vibration; 
zieht  man  nun  die  eine  Hälfte  aus,  so  wird  der  eine  Weg  des  Tones  iSnger, 
xmd  ist  er  gleich  ^  Wellenlänge,  so  heben  sich  die  Schwingungen  in  d«r 
Kapsel  auf,  und  die  Flamme  brennt  ruhig.  Indem  man  auf  diese  Weise 
die  Länge  der  Welle  eines  Tones  von  bekannter  Schwingungszahl  messen 
kann,  liefert  der  Apparat  sogar  ein  sehr  bequemes  Mittel,  die  G^eschwindig- 
keit  des  Schalles  zu  bestimmen. 

Interferenz  des  Schalles  durch  gleichzeitiges  Aussenden  entgegengesetzt 
gerichteter  Impulse  von  zwei  naheliegenden  Orten  hat  Seebeck  ^)  mittels  der 
Sirene  sehr  deutlich  nachgewiesen.  Richtet  man  gegen  eine  Löcherreihe 
einer  Sirene  von  den  beiden  entgegengesetzten  Seiten  her  senkrecht  gegen 
die  Scheibe  zwei  Bohren  und  zwar  so,  dafs,  wenn  die  eine  sich  vor  einem 
Loche  befindet,  die  andere  sich  dem  nächsten  gegenüber  befindet,  so  erhält 
man  bei  gleichzeitigem  Anblasen  keinen  Ton,  sondern  hört  nur  das  Ge- 
räusch der  durchströmenden  Luft,  indem  sich  die  beiden  Stofse  der  Luft 
nach  entgegengesetzter  Bichtung  bei  ihrer  Fortpflanzung  zum  Ohre  des 
Beobachters  aufheben.  Schliefst  man  aber  eine  der  Röhren,  so  tritt  der 
der  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Sirene  entsprechende  Ton  hervor.  Stellt 
man  die  Röhren  aber  so,  dafs  die  Stöfse  alternierend  erfolgen,  so  also,  daTs 
der  Abstand  der  Röhren  gleich  dem  halben  Abstände  der  Löcher  ist,  so 
hört  man  denselben  Ton,  nur  viel  stärker. 

Wenn  man  auf  einer  Scheibe  konzentrisch  zwei  Löcherreihen  anbringt 
von  denen  die  eine  doppelt  so  viel  Löcher  hat,  als  die  andere,  so  gibt  diese 
die  Oktave  von  dem  Tone  der  letztem,  und  man  hört,  wenn  beide  gleich- 
zeitig und  gleichseitig  angeblasen  werden,  in  der  Regel  beide  Töne  zugleich. 

Geschieht  jedoch  das  Anblasen  von  beiden  Seiten  her  und  zwar  so, 
dafs  jeder  Luftstrom  des  tiefem  Tones  mit  einem  Luftstrome  des  höhen 
Tones  zusammenföllt,  so  verschwindet  der  höhere  Ton  ganz  und  man  hört 
nur  den  tiefem. 

Es  werden  in  diesem  Falle  die  abwechselnden  Impulse  des  hohem 
Tones  durch  die  gleichzeitigen  des  tiefem  aufgehoben  und  die  Hälfte  der 
Impulse  des  hohem  Tones  erzeugt  den  tiefern  Ton. 

Eine  sehr  interessante  Interferenz  des  Schalles  ist  von  W.  Weber  hei 
transversalschwingenden  Stäben  und  Stimmgabeln  beobachtet^)  und  spiter 
von  Kiessling  genauer  untersucht^).  Gehen  von  zwei  Punkten  Ä  nnd  B 
(Fig.  298),  deren  Abstand  in  Bezug  auf  die  Länge  der  Schallwellen  nidit 
verschwindend  klein  ist,  gleichzeitig  Verdichtungen  und  Verdünnungen  aas, 
so  werden  sich  diese  rings  um  Ä  und  B  und  zwar,  wenn  wir  nur  eine  dnrch 
A  und  B  gelegte  Horizontalebene  betrachten,  kreisförmig  ausbreiten.  K^ 
gleichzeitig  von  Ä  und  B  ausgehenden  Ejreise  werden  sich  dann  in  Punkten 


*)  Ä.  Seebeck  ^  Dovea  Repertorinm  Bd.  VI. 

*)  W,  Weher  y   0.  C,  ^.  ^Ok^^\%%^x  xkdä.  ^^V-w^lsficer- Seidel   Jahrboch  ßr 
Chemie  und  Physik  Bd.  -XLNm  ^\«^. 

0  Kiessling,  Poggend.  kiwx.  ^^.  vi^^^- 
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C^  C  sehneiden,  welche  in  einer  txi  AB  senkrechten,  in  der  Mitte  von  D 
errichteten  Linie  liegen.  Die  in  der  Nähe  dieser  Linie  liegenden  Luft- 
teilcben  werden  dann  gleichzeitig  immer  von  einem  von  A  ausgehenden 
Wellenberge  und  von  B  ausgehenden  Wellenthale  getroffen,  sie  werden 
daher  inuner  in  Ruhe  sein,  auf  der  ganzen  Linie  CD  mufs  der  Schall  ver- 
schwinden. 

Wie  Eiessling  durch  genaue  Messungen  konstatiert  hat,  findet  eine  solche 
Interferenz  bei  jedem  parallelepipedischen  in  transversale  Schwingungen 
versetzten  Stabe  statt;  es  tritt  dort  die  Interferenz  in  einer  durch  die  Axe 
des  Stabes  gelegten  nahezu  zur  Schwingimgsrichtung  senkrechten  Ehene 
auf.  Um  sie  zu  beobachten  nimmt  man  am  besten  einen  Stab  von  recht- 
eckigem Querschnitt,  dessen  Seiten  ziemlich  von  einander  verschieden  sind, 


\* 


/ 


*/ 


/ 


damit  der  Stab  parallel  der  einen  Seite  schwingend  einen  wesentlich  andern 
Ton  gibt  als  parallel  der  andern  Seite  schwingend.  Ein  solcher  Stab  ist 
einem  nahezu  quadratischen  vorzuziehen,  weil,^  wenn  man  den  Stab  parallel 
einer  Seite  in  Schwingungen  versetzt,  auch  immer  Schwingungen  parallel 
der  andern  Seite  auftreten.  Ist  nun  die  Dicke  des  Stabes  nach  beiden  Rich- 
tungen nahe  dieselbe,  so  ist  der  Ton  flir  beide  Schwingungsrichtungen  auch 
nahe  gleich,  und  die  Beobachtung  wird  dann  durch  die  im  nächsten  Para- 
graphen zu  besprechenden  Stöfse  gestört  und  unsicher.  Man  hängt  den 
Stab  in  zwei  Knoten  auf  und  bringt  ihn  durch  Streichen  mit  dem  Bogen 
parallel  einer  Seite  zum  Schwingen.  Man  führt  dann  in  das  eine  Ohr, 
während  das  andere  fest  verschlossen  ist,  einen  Kautsch ukschlaucb ,  dessen 
anderes  Ende  gerade,  das  heifst  senkrecht  zur  Schlauchaxe  abgeschnitten 
ist.  Führt  man  dieses  Ende  des  Schlauches  in  einiger  Entfernung  vom 
Stabe  in  einer  der  Schwingungsrichtung  parallelen  Richtung  an  dem 
Stabe  vorüber,  so  verschwindet  der  Ton  vollständig,  sobald  die  Mitte 
der  untern  Schlauchöffiiung  sich  gerade  in  der  dwieYi  CD  ^^*\%. '^^'S^^  xää. 
die  Stabtae  gelegten  Ehene   befindet.     Wie  Kie^^Yvii^  MvgWv..»  \^^^\.  ^^vO^ 
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die  Lage  der  Interferenzebene  auf  diese  Weise  sehr  genau  feststellen ^  da 
schon  eine  Verschiebung  des  Schlauchendes  um  0,1'"'^  genügt,  um  dc*nTi3« 
wieder  hurbar  zu  machen. 

Am   leichtesten   lassen  sich  diese  Interferenzen  an  einer   Ötiruingah 
beobachten.    Dreht  man  eine  solche  sehr  rasch  vor  dem  Ohre  um  den  8ti 
derselben  als  vertikale  Axe  herum,  so  hört  man  den  Ton  entsprechend  d^ 
4  Interferenztlilehen  /j  J^  '^^  J^  (*'ig-  299),  viermal  verschwinden,    Eir«. 
genauere  Untersuchung  der  Interferenzflächen  in  diesem  Falle  hat  KiessUoL^ 
ergeben,  dafs  sie  hyperbolisch  gekrümmt  sind.  )ä3 
folge  der  Reflexionen,  welche  die  von  den  inner*:* 
Seiten  der  Zinken  ausgehenden  Schwingungen 
der  andern  Zinke  erfahren,  imd  weil  die  Bewegnu 
der  Luft  an  der  einen  Zinke  auch  durch  jene  to: 
der  andern  Zinke  erregten  beeinflufst  wird.   Umgibt 
man   die   eine   Zinke    mit   einer    möglichst   engfen 
Glasröhre,  so  dals  die  Bewegung  dieser  Zinke  sicli 
der  umgebenden  Luft  nicht  mitteilt^  und  wegen  der 
starken  Krtlmmung  der  Glasröhre  keine  merkliclje 
Reflexion  der  Wellen  zu  den  von  der  andern  Zinke 
erregten  Schwingungen  eintritt,  so  finden  die  Inter- 
ferenzen wieder  in  einer  Ebene  statt.     Bringt  nunm 
dann  aber  zwischen  den  beiden  Zinken  eine  eben*^ 
Glasplatte  an,  so  dafs  eine  Reflexion  der  van  d«^«^ 
einen  Zinke  erregten  Welle  an  derselben  stattfindet^^ 
so  tritt  die  Krümmung  wieder  hervor,  ein  Beweii=s^- 
dafs  die  Krümmung  der  Inte rf er enzfl liehe  eine  FöI^  * 
der  Durchkreuzung  teils  der  reflektierten  mit  den  direkt  erregten,  teils  der 
von  der  andern  Zinke  herrdhrenden  mit  den  von  der  einen  Zinke  erregtet 
Schwingungen  ist. 

§  177. 

InterfereiLZ  von  Wellen  ungleicher  Länge,   Stofse.    In  dem  vorige 
Paragraphen  haben  wir  das  Zusammentrefien  zweier   Wellenzüge  gleiche 
Periode    betrachtet    und   haben   gesehen,    wie    dadurch    die    den    einzehii 
Wellenzügen  entsprechenden  Töne  verstärkt  oder  geschwächt,  oder  seib^ 
unterdrtiwkt  werden,  je  naeh  der  Phasendifferenz,   mit  welcher  die  Wellen 
zilge  gleichzeitig  in  unserem  Ohre  ankommen.  Die  Resultierende  dieser  Inteif* 
ferenzen  war  aber  eine  stetig  sich  gleich  bleibende,  die  Verstärkung  (Aei^ 
Schwäcbimg  des  Tones  dauerte  in  ganz  gleicher  Weise  fort,  so  lang«  ^ie 
einzelnen   Töne  fortdauerten,  da  die  Wellen  von  gleicher  GeschwindigW^ 
und  Länge  mit  konstanter  Phasendifferenz   immer  an  einem  und  demselken 
Ort-e  ankonmien. 

Wie  zwei  Wellenzüge  gleicher  Länge,  so  kennen  auch  zwei  Wellen- 
Züge  verschiedener  Länge  mit  einander  interterieren,  jedoch  ist  das  Resaltut 
der  Interferenz  ein  wesentlich  anderes,  viel  komplicierteres  als  in  dem  vörigt*n 
PaOe. 

Werden  nämlich  an  innem  und  demselben  Orte  zwei  Tone  mit  ver- 
schiedener  Bchwmgung«ia\A  i^tte^t,   so   tritt   in  diesen    nicht   immer  m- 
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Ifticb  WfiUi?nberg  oder  Wellonthal  auf,  sondern  m  beiden  Tönen  zu  ver- 

iedonen  Zeiten,  da  sie  in  dem  einen  Tone  rascher  anf  einander  folgen 

in    ihm    andern.     Gibt   der   höhere   Ton   in    der   Sekunde   z.   B.    eine 

chwingnng  mehr,  und  nehmen  wir  an,  dafs  beim  Beginne  die  Schwingungen 

■der  genau  gleichzeitig  waren,  so  werden  allmäblich  die  Schwingmigen 

le»  tiefern  Tones  gegen  diejenigen  des  hohem  zurliokbleiben;  nach  einer 

alben  Sekunde  wird  der  tiefere  Ton  gerade  ein  Thal  aussenden,  wenn  der 

ere  einen  Wellenberg  aussendet.     Nach  einer  weitem  halben  Sekunde 

der  tiefere  Ton  um  noch  eine  halbe  Scbwingung  zurückbleiben,   so 

am  Knde  der  ersten  Sekunde  wieder  Wellenberg  und  Wellenberg  zu- 

enirefl'en. 

Zwei  derartige  Wellen  können  sich  daher  nicht  dauernd  schwächen 
Ar  dauernd  stärken,  da  die  Schwingungen  nicht  gleichzeitig  gleich  oder 
»ige gengesetzt  ire richtet  sind,  sondern  bald  gleichgerichtet,  bald  entgegen- 
fesetzt  gerichtet  sind.  Das  Ohr  eines  Beobachters  wird  daher  abwechselnd, 
renn  zugleich  die  Wellenberge  oder  die  WellenthUler  das  Ohr  treffen,  die 
inimne  der  Impulse  der  einzeloen  Wellen  erhalten,  oder  wenn  ein  Wellen- 
►erg  und  ein  Wellenthal  zusammentreffen,  die  Differenz  der  Impulse. 
Vilhrend  demnach  das  Ohr  beide  Töne  wahrmmmt,  wird  es  zugleich  von 
Uait  zii  Zeit  Verstärkungen  und  Schwächungen' des  Tones  wahrnehmen  müssen. 
Die  Erfahrung  bestätigt,  diese  Schltisse  vollkommen,  denn  lälst  man 
n^leich  zwei  Töne,  die  nahezu  gleich  gestimmt  sind,  ansprechen,  so  hört 
Bau  wahrend  des  Tonens  von  Zeit  zu  Zeit  deutliche  Schläge,  indem  die 
litensität  des  Toues  abwechselnd  gestärkt  und  geschwächt  wird. 

Diese  Schläge  nennt  man  Stöl'se  oder  Schwebungeu.  Beträgt  der 
Jntorscbied  der  Schwingungszahlen  in  der  Sekunde  eins,  so  fällt  am  An- 
bnge  jeder  Sekimde  Wellenberg  und  Wellenberg  zusammen^  wir  werden 
aber  in  jeder  Sekimde  eine  Verstärkung  deB  Tones,  einen  Stols  wahrnehmen. 
'fit  der  Unterschied  der  Schwingungszahleu  gleich  zwei,  so  wird  bei  gleich- 
Anfang  beider  Töoe  nach  der  ersten  Viertelsekunde  der  höhere  Ton 
•  m  um  ^,  nach  einer  halben  Sekunde  um  eine  ganze  Oscillation  vorgeeilt 
Schon  nach  einer  halben  Seknnde  werden  also  dann  wieder  zweiWellen- 
i6rg&  zusammentreffen,  wir  werden  in  der  Sekunde  zwei  Stöfse  wahrnehmen. 
Dafs  die  Zahl  der  Siöise  überhaupt  gleich  der  Differenz  der  Schwin- 
ingen  derjenigen  T'jne  sein  mul's,  aus  denen  sie  entstehen,  entwickelt 
lüllström'j  in  folgender  Weise.  Seien  r  und  s  die  Schwingungen  der 
tngestimmten  Töne  in  der  Sekunde,  und  x  die  Anzahl  der  St^'^fso.    In  de 

—   entsteht  dann  ein  Stofs,  und  in  dieser  Zeit  macht  der  Tun  mit  der 


chwingnngszahl   r ,   —  ,  der  andere  Ton  —  Schwingungen,  da  r  und  s  die 

cUwingongszahl  in  der  Zeit  1  ist, 

In  derselben  Zeit  aber,  in  welcher  durch  das  Znsaramenwirken  der 
tchwingungen  ein  Stof^?  entsteht,  mufs,  wie  wir  vorhin  erwähnten,  dör 
lÖbere  Ton  eine  Schwingung  inobr  vollführen,  oder  es  mufs 

s  —  r  =  0? 
9  Mm^fom,  Poggend.  Ann.  Bd.  XXIV. 
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oder  allgemein  die  Anzahl  der  Stöfse  in  einer  Bekunde  mnfs  gleich  der 
Diiferenz  der  Schwingungszahlen  beider  Töne  sein. 

Man  hat  vielfach  darüber  gestritten,  ob  die  StdÜBe  nur  subjekÜTer 
Natur  seien,  das  heifst,  ob  sie  nur  im  Ohre  durch-  Zusammenireffen  der 
einzelnen  Impulse  entständen,  oder  ob  sie  objektiver  Natur  seien,  das  heUsi, 
ob  wirklich  an  den  Interferenzstellen  eine  stärkere  Bewegung  der  LnA- 
teilchen  vorhanden  sei.  Ein  einfacher  vom  Orgelbauer  F.  Lange  ^)  in  Berlii 
konstruierter  Apparat  beweist  jedoch  die  objektive  Natur  der  Stöüse  anf 
das  entschiedenste.  Lange  brachte  in  den  Fufs  einer  Zungenpfeife  mit 
gläserner  Wand  zwei  Rohrwerke  und  setzte  auf  jedes  eine  Pfeife,  so  daft 
er  zwei  Zungenpfeifen  erhielt,  die  durch  denselben  Luftstrom  angebliseB 
wurden.  Die  Pfeifen  werden  nahe  gleich  gestimmt,  so  daüs  die  Stöfse  skh 
sehr  langsam  folgen.  Bei  Betrachtung  der  Zungen  sieht  man  dann,  wie 
die  Exkursion  derselben  bei  jedem  Stöfse  um  vieles  bedeutender  ist  als 
sonst;  ein  direkter  Beweis,  dafs  die  den  Stofs  erzeugenden  Impulse  in  dar 
That  sich' zu  gröfsem  Schwingungen  summieren,  dafs  die  Stöfse  nicht  sub- 
jektiver, sondern  objektiver  Natur  sind. 

König ^),  der  in  einer  ausgedehnten  Untersuchung,  bei  welcher  er  zur 
Tonerzeugung,  um  einfache  Töne  zu  erhalten,  nur  Stimmgabeln  benutzte, 
die  Zahl  der  von  zwei  Tönen  gegebenen  Stöfse  innerhalb  der  ganzen  Skala 
der  Tonleiter  bestimmte,  gelangt  in  Bezug  auf  die  Stöfse  zu  einem  etwas 
andern  Besultat,  er  glaubt,  dafs  nicht  nur  Stöfse  entstehen,  welche  gleich 
der  Differenz  der  Schwingungszahl  der  Töne  sind,  sondern  dafs,  wenn  man 
sich  einem  harmonischen  Intervall  nähert,  auch  Stöfse  auftreten,  gerade 
als  wenn  der  Grundton  von  dem  betreffenden  Obertone  begleitet  wäre. 
Gehen  Wir  also  von  einem  Tone  aus,  der  etwa  64  Schwingungen  macht, 
(7=  C— 1,  und  nehmen  eine  zweite  Gabel,  deren  Töne  wir  durch  Laufge- 
wichte, die  an  den  Zinken  verschiebbar  sind,  allmählich  bis  zur  doppelten 
Schwingungszahl  erhöhen  können,  so  hört  man  zunächst  die  Stöfse  gleich 
der  Differenz  der  Schwingungszahl,  die  bis  zu  10,  entsprechend  74  Schwin- 
gungen der  zweiten  Gabel,  einzeln  hörbar  sind.  Bei  weiterer  Steigerung 
der  Tonhöhe  der  zweiten  Gabel  höi-t  man  die  Stöfse  als  Bollen.  Nähert 
sich  die  zweite  Gabel  der  Quint,  so  geht  nach  Königs  Bezeichnung  das 
Rollen  in  ein  verworrenes  Rasseln  über,  wie  wenn  zu  den  bisher  ge- 
hörten Stöfsen  auch  solche  mit  der  Oktave  des  Grundtones  hinzukämen. 
Geht  man  über  die  Quint  hinaus,  so  dauert  dieses  Rasseln  zunächst  fort, 
zwischen  der  Sext  und  Septime  geht  dasselbe  wieder  in  Rollen  über,  und 
bei  der  Septime,  die  120  Schwingungen  entspricht,  hört  man  wieder  einzeln 
8  Stöfse,  also  die  Zahl  der  Stöfse,  welche  der  Differenz  der  Schwingungen 
mit  der  Oktave  des  andern  Stimmgabeltones  entsprechen.  Nähert  sich  der 
Ton  der  Oktave,  so  nimmt  dem  entsprechend  die  Zahl  der  Stöfse  ab,  bis 
sie  bei  der  Oktave  verschwinden.  König  nimmt  somit  an,  dafs  nicht  nnr 
zwei  dem  Einklänge  nahe  Töne  Stöfse  geben,  die  der  Differenz  ihrer 
Schwingungen  entsprechen,  sondern  auch  Töne,  die  nahe  im  Verhältnisse 
1:2,  ebenso  auch  1:3,  1:4  u.  s.  w.  stehen,  gerade  so,  wie  wenn  der 
tiefere  Ton  von  den  betreffenden  Obertönen  begleitet  wäre. 

^)  Der  Apparat  "wwx^e  mt  n^ti  ^^\ti\.  Lanqe  im  Jahre  1867  zu  Berlin  ge- 
zeigt; er  ist  in  manche  \L»\>\tx%\Xä  ^ct^^^gNo^^jo, 
»)  König,  Poggeud.  kw.  ^d.  ^VTO.. 
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Kümg  ist  aach  der  Ansicht,  dafs  sich  diese  BtOfi^e  ans  der  Zusamitien* 

izung  der  Schwingniigen  der  beiden  Töne  ableiten  lassen,  eine  AuiTassung, 
>r  ich  mioh  jedoch  nicht  anschliefsen  kann. 

Helmholtz^)  sieht  diese  von  König  als  obere  bezeichneten  Stölse  als 
i3iiho  Jin,  die  in  der  That  mit  den  betreffenden  Obertönen  des  Grundtonos 
»bildet  werden^  indem  er  darauf  hinweist,  dal's  bei  den  kräftigen  von  König 
igewandton  Schwingungen  der  Gabeln  die  Obertöne  auftreten  müssen. 
11  einer  Gabel,  die  64  8cbwingungen  in  der  Sekunde  machte,  konnte  er 
it  geeigneten  Resonatoren  die  Obertöne  bis  zum  fünften  hören,  wenn  die 
ibel  stark  jinge schlagen  war;  die  Zinken  machten  dann  Schwingungen,  deren 
rnplitude  1  ('entimeter  betrug.  Bei  so  grofser  Breite  der  Schwingungen 
Des  scharfkantigen  Körpers,  wie  es  die  Gabelzinken  sind,  müssen  in  der* 
ngcbenden  Luft  Wirbelbewegungen  entstehen,  die  erheblich  von  dem  Ge- 
Ue  der  einfachen  Öcbwingongen  abweichen,  und  deshalb  in  ähnlicher  Weise 
D  Obertune  hervoiTufen,  wie  es  die  schwingenden  Zungen  thun.  Dal's 
iS  Auftreten  der  Oberttine  durch  derartige  8 t?j rangen  der  einfachen  Be- 
^gongen  infolge  der  grofsen  Amplituden  bedingt  ist,  ergibt  sich  auch 
raus,  dafs  sie  bei  dem  Austünen  der  Gabel  viel  früher  als  der  doch  auch 
tr  ft«hr  schwach  hörbare  Grtmdton  der  Gabel  verschwinden,  da  bei  dem 
pist«>nen  der  Gabel  die  Schwingimgen  kleiner  und  kleiner  werden  und  dann 
^iuft  nur  mehr  nach  ihrer  eigenen  Periode  in  Bewegung  versetzen» 
^^Bine  sehr  wichtige  Anwendung  der  Stöfse  rührt  von  Scheibler*)  her, 
BBbh  ihre  Anwendung  zum  reinen  Stimmen  zweier  Töne  und  zur  Be- 
tmmung  ihrer  absoluten  SehwingungszahL  Wie  ersteres,  was  ein  mehr 
piktisches  Interesse  hat,  geschehen  kann,  sieht  man  leicht,  da  die  StÖfse 
jh  um  so  langsamer  folgen,  je  näher  die  Töne  gleich  gestimmt  sind,  je 
ringer  ihr  Schwingungsunterschied  ist.  Jedem  Ton  entspricht  ein  tiefer 
■Htder  und  ein  höher  liegender,  der  mit  ihm  in  der  Sekunde  eine  genau 
^fßnjte  Zahl  z.  B.  \'ier  Stölse  gibt  Dies  benutzte  Scheibler  folgender- 
Iften.  Kine  Stimmgabel  gibt  z,  B.  a^  an,  er  stellt  dann  eine  Stimmgabel 
r,  die  einen  etwas  tiefem  Ton  hat  und  mit  der  a^ -Gabel  genau  vier 
Bfs©  in  der  Sekunde  gibt.  Um  nun  die  Saite  eines  Monochords  genau  auf 
zn  stinmien,  wird  sie  mit  der  tiefern  Gabel  verglichen  imd  so  gespannt, 
is  sie  mit  derselben  vier  Stöfse  gibt.  Der  Ton  der  Saite  ist  dann  genau 
6  eingestrichene  a^. 

Um  die  absolute  Schwingungszahl  der  Töne  zu  bestimmen,  wandt© 
iheibler  zwei  Metboden  an.    Die  erste  Methode  bestand  in  Folgendem. 

Auf  einem  Monochord  wurde  eine  Saite  aufgespannt,  welche  genau  den 
in  einer  tij-Gttbel  angab  und  die  Lauge  der  Saite  in  2000  Teile  geteilt. 
fcr  eine  Steg  der  Saite  war  verschiebbar,  so  dafs  die  Saite  verlängert 
er  verkürzt  werden  konnte.  In  beiden  Fällen  gab  der  Ton  der  Sait^  mit 
m  der  Gabel  Stöfse.  Scheibler  bestimmte  nun  mit  gröfster  Genauigkeit, 
^  1  die  Saite  verKlngert  oder  verklU'zt  werden  inufste,  damit  sie  mit 

»1  i  genau  vier  Stölse  in  einer  Sekunde  gab.    Die  Stellen,  wo  der 

Bg  sich  dann  befindet,  nannte  er  Nebenstellen. 

^^B  BehnhoJU,  TonempfiDduu^eu,  IV«  Autigabe  p.  %^%. 

^^m  Mi^er  in  Doves  Bepertonum.  Bd.  lU.  Poggend.  kiua«  Bd.  UHii>X« 
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I  in  . 


Da  die  ÄBzahl  der  SUUV'  j^deich  ist  dem  üntei*SL'hiede  der  Sehuiiigung^Ä- 
mhkn  der  beiden  Töne,  so  ist,  wenn  wir  die  Buhwingungszahl  der  rij-Sai'fc^J 
mit  X  bezeichnen,  die  Schwingungszahl  der  bis  2ur  tiefem  Nebenstelle  ve: 
lllngei^ten  Saite  a:  —  4 ,  der  bis  zur  hohem  Nebenstelle  verkürzten  x  + 
Ist  die  Sait«?  bis  zur  tiefem  Nebewf^telle  um  a  länger,  bis  znr  buhem  mn 
kürzer,  so  ist  nach  den  8 chwingnngsge setzen  der  gespannten  Saiten 


und 

oder 
und 


XIX—  4,  =  20C»O  +  a  :  200U 

jc  :  j;  +  4  =  2000  -  h  :  2000, 

X  :  4  =  200Ü  +  a:a 

x:^  =  2000  —  h:h. 


Jede  der  beiden  Gleichungen  gibt  nns  r,  so  dals  wir  durch  zwei  solch« 
Versuche  eine  Kontrole  des  aus  einem  gefundenen  Wertes  haben. 

Bei  den  Versuchen  mit  seiner  Stimmgabel  fand  Scheibler  a  =  l^^^^ 
und  daraus 

X  =  443,56  • 

als  Schwingimgszahl  seiner  o^ -Stimmgabel. 

Die  andere  Ziihlung  der  absoluten  Schwingungszahl  geschiebt  nur  dnn 
Beobachtimg  der  StÖfse*  Ihr  Princip  ist  folgendes.  Die  Anzahl  der  St^lfs 
gibt  uns  den  Unterschied  der  Schwingungszahl  beider  Töne.  Kenfl«] 
wir  das  Verhältnis  der  beiden  Schwingungszahlen,  so  kt>nnen  wir  an 
beiden,  dem  Verhältnis  und  der  Differenz  der  Seh wingimgs zahlen  kid 
berechnen. 

Nun  gehen  zwei  mefsbar  verschiedene  Töne  jedoch  keine  StÖfs^T 
sondern  Koiubinationstüne,  Um  daher  den  Schwingungsunterschied  xweiri" 
Töne  zu  erliaJten,  wandte  Scheibler  Zwischentiine  an.  Er  st**llte  eine  ReiKo 
von  Stimmgabeln  her,  dereuTune  müglichst  genau  nach  der  gleichscbwebeadeit 
Temperatur  gestimmt,  die  chromatische  Tonleiter  von  a  gaben.  Dami  ver- 
fertigte er  eine  Anzahl  sogenannter  Zwischengabeln,  deren  T(>ne  zwischeD 
je  zweien  der  chromatiscben  Tonleiter  lagen,  deren  jede  mit  der  nüchst 
tiefem  imd  der  nächst  hohem  eine  messbare  Anzahl  von  Stofsen  gab.  So 
z,  B.  verfertigte  er  zwei  Gabeln,  deren  erste  einen  Ton  gab  etwa;^  M«t 
als  a,  deren  zweite  einen  Ton  gab  etwas  tiefer  als  ai^.  Die  erste  gab  mit 
a  in  der  Minute  272,4  Stöfse^  die  zweite  mit  der  ersten  in  der  Minute  270,8 
StölBe  imd  mit  der  ^^/^-Gabel  240  Stöfse. 

Ist  dcTimach  die  Schwingungszahl  von  a  =^  i%  so  ist  die  Si-hwingiingS' 
il  der  ersten  Zwischengabel  x  -f-  4,54,  die  der  zweiten,  welche  mit  der 
ersten  in  der  Minute  270,8^  in  der  Sekunde  daher  4,62  Stöfse  gab,  gleich 
X  +  4^54  +  4,52  und  dw  der  f^;*--Gabel  x  +  \Sf)6. 

In  dtu*  temperierten  Skala  ist  die  Scbwingungszahl  von  ak 


( 


^'^  ;i:   1/    2  =  ^  '  1,^ 
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Zar  Bprwcbnwng  vnn  j?  unH  *r'  haben  wir  dtiht»r 

K    *  l3,U4i  +  j?  =  1,059  U  X, 

^  ITm  aber  noch  gen;mere  Resultate  zu  erhaittm,  schritt  Scheibler  in 
dieser  Weise  durch  die  ganze  Tonb?iter  fort  uud  bestimrate  den  Schwingimgä- 
tmterscbied  zwischen  fi  und  rr^.  Er  fand,  wenn  wir  die  SL'hwingiingszHhl 
dos  Tones  a^  nüt  j\  bezeichnen , 

ifj  —  a?  =  219,666  7. 
Nun  ist  aber  zugbieh 

tmd  demnach 

.r  =  219,660, 

Ä^i=  439,333, 

Diese  Methode,  die  absofute  Scbwingungszahl  der  Töne  zu  bestimmen, 
ist  iiwar  etwas  mühsam,  aber  in  den  Hfinden  eines  gesi^hickten  Experimen- 
tators wf»hl  die  genaueste,  da  man  hier  keinerlei  störenden  Eintlufs  zu  be- 
färehten  hat, 

§  178. 

Kombinationstöne.  Wenn  man  zwei  musikalische  Töne  verschiedener 
U5he  gleichzeitig  und  kräftig  tönen  läfst,  so  nimmt  man,  wenn  das  Inter- 
rall  derseü)en  nicht  zu  klein  ist^  im  allgemeinen  keine  Schwebongen  wahr, 
es  tritt  daim  aber  eine  andere  Einwirkung  des  gleichzeitigen  Tönens,  ein 
jiecier  Ton,  der  sogenannte  Komhinationston  hervor,  Tiine,  welche  zuerst  von 
Sorge  *)  beobachtet  und  später  von  Tartini  allgemeiner  bekannt  gemacht 
sind,  nach  welchem  sie  auch  wohl  den  Namen  Tartiniscber  Töne  ftlhren. 

Wie  die  Zahl  der  Schwebnngen  gleich  der  Difierenz  der  Schwingungs- 
nabl  der  sie  bildenden  Töne  ist,  so  ist  auch  die  Scbwingungszahl  tlieser 
KombinationsUine  gleich  der  Differenz  in  der  Schwingungs/ahl  der  Töne, 
ans  denen  sie  hervorgehen.  So  entsteht  z»  B.  ans  Grundttm  und  Quinte  als 
Kombinationston  die  tiefere  Oktave  des  Grundtones-  da  die  beiden  Tone  die 
8ohwingung8zablen  2  und  3  haben,  so  ist  ihre  Differenz  gleich  1,  also  der 
halben  Schwingungszahl  des  Gmndtonos  oder  die  Scbwingungszahl  der  tiefern 
Oktave,  Aus  Gnmdton  und  Terz,  welchen  die  Schwingungszahlen  4  und  5 
mtsprecheü,  bildet  sich  der  Kombinationston  1,  also  die  zweittiefere  t*ktave 
des  Grnndtones,  aus  Ginndton  und  Quarte,  welche  dem  Verhältnis  3  und  4 
entsprechen,  die  Unterquint  der  tiefem  Oktave,  oder  die  zweittiefere  Oktave 
der  Quarte. 

Lüfat  man  anstatt  zweier  einfacher  Töne  zwei  zusammengesetzte  Khlngu 
gleichzeitig  ertönen,  so  liefern  nicht  nur  die  Grundtöne,  sondern  auch  die 
harmonischen  Obertöne  mit  einander  nnd  mit  den  Ornndtönen  Kombinations- 


9  ä^rßt.    M&D  äehe  HeimholU^  Tonemp^dung^a.  p,  '1*%Ä. 
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i^fie  finch  demüelbesi  Geai^txe.    Bmd  die  Bebwingimgs/ahlen  di*r  Ornndin 


r  ond  «f,  so  sind  <li 
8chemA  der  sich  li 


2r,  3r..  ,  2^,3:?. 
i^^  ist  tnlgendes: 

f  und  5  gfeben  ^  —     r  ^ 

2f    „     jf     ^     2r—    « 
2*    ,,     r     „     2«  —     r 


.  und  dä& 


2^ 


2r 


:;5 


2r, 


Ho  gpbfin  (trunrlton  und  Terz,  4  und  5,  mit  ihren  Obertönen  dip  Kom- 
binaitonfltrmo   1^  3,  ß,  2  etf,,  von  denen  der  Ton  3  oft  sehr  deutlich  aaj ' 
hr»ren  iat 

Aber  aucJj  bei  einriicben  Tönen  können  solche  mehrfache  Kombina- 
ijonniunf?  »mftreten,  gerade  als  wann  die  entstehenden  Kombinatioflst5ne 
mW  vmwmhr  timl  don  primllren  Tönen  wieder  Kombinationstdne  heferten. 
Fiilg*uiikiH  Hrhnnjv  stellt  die  so  möglichen  Töne  dar. 

llrsprllBgUcho  Töne       Kouibinationstöne 
1%  s  s  —  r    erster 

s  —  r^  r  2r  —  s    zweiter 

ar  —  Sj  s  2s  —  2r  dritter 

2r  —  s^  s  —  r  3r  —  2s  vierter  o-  s.  t 

»  —  r  tttttl  r  !«*>wie  2  r  —  ^  und  r  geben  keine  neoen  Töne ,  sanikni  die 
ÄcKt>n  v*>rhÄndenen  r  nnd  5  *—  r, 

Pit^  Kondünationst^a  hmom  sich  «m  besten  beolndilefi,  w«n  die 
komi>t>nieiTnden  1'<'^ne  ein  und  dmelbe  Lnjtamaee  in  hei^ig^  lAsditttenmg 
\>n^»etxen^  desihidb  gam  bdsonden^  irenn  mnn  eine  snit  aMbrerea  Li5chfT 
r^ikftt  versebettd  Sif^ite  4«^  einen  Windknsua  adnl  aü  gleädneitag  m 
lAVhermlMn  inbliat. 

Mim  biitt  nmr  einen  Ton^ 
i^Nui  die  Kii^ite^  wie  das  bei  ^er  aöl  enem  Dnneoovi  maeiianm  Dot< 
^rvme  ^hr  leickt  fc^t,  ditat,  Mirt  ninn  nafeer  dem  sweitea  Tone  ütn'k 
eine  Re4ke  ly«  KeMlnwajtMinslQBan.  J 

EWnne  etWIl  «Min  ^  KnnililnefiiiutilHi  aot  der  nrdmnnaiuka  ttdßM 
tmm  mtS  teeelben  WlftOnie  i^iaiwiaBn  bn^aiMfiBn  mir  denOidi^  «dfl 
«ttü  4er  Oe^  iM  M  aabr  giA  nn  ei^Aan.  fl 

Anf^  den  Mskn-  hesptw^kemeok  \m%  HelbriMte^  noeb   eine  im^lt« 

md  demi  TtnfcWwi  dedm^  gyhen  ist»  ^b  £e  Sc^wii^jii^ttelii  iM 

r  ftniniii  dg^ilhni^wm«  4g  eie  laaenanp  Tüne.    GnaOm 
nfcm  ne  «i  Ten  iv  ft^nOn  Ofetevn  ^  +  5  =  5,  GnadtaD 
ini  fPfd^  'tat  4  ^  ^  ^  ci  äie  defcnie  der  lAem  i^ctniT,  Gronaoi 
w^  >i£vf4*  ^if$  OvH^  dar  bübAn  <ttEtnen.    Bie  Bedönping,  dals  man  ^j 

•BsAit  krUfläf  bUn^  isi  dn^iHie,  wvdditi  die  nrste  Art,  die  Bd 
liom  Lnfieienniane  «ennt,  krlftig  Uren  MEst,  beide  TItaie  misaen  dieeelb 
» In  Süi^eWB  «Ivel ;  nnn  UM  eb  deebnUi  mH  der  mdirstifl 
ewr  nii  OiipeqpeiMn  nai  eeetanu  nnBMr  ^iber  nw  die  BnjnnuiMn^ 
%]^  ^liaiwtj'aMi»  mh  dW  THIkfuuEil^M.     SdttHlM0i»erä»i!T  151  ihre  Wtk^. 


ig  Mii « 
rescbafl 
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g  nicht  srhwer,  da  sie  zu  den  sie  bildenden  Tönen  und  den  DiÄerenz- 
»n  im  allgemeinon  in  ninem  uiibannoniscben  Verhaltnisse  stehen. 
Die  Konibinationatöne   sab  man   fiüber  als   roin  subjektive  T5ne  an, 

Maus  den  ScUwebimgen,  wenn  sie  binreiehende  Bchnelliglteit  haben, 
|e  sich  bilden,  man  glaubte,  wenn  die  Stürse  mit  hinmehender 
igkeii  eriolgen,  dals  sie  dann  im  Ohre  als  Ton  emptrmden  werden, 
liiholtz  hat  jedoch  darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs  diese  Theorie  der 
pbinationstöne  unrichtig  sei.  Zuniicbst  nilmlich  existieren  die  Kombina- 
tßtöne  Txvai  Teil  objektiv  aufser  dem  Ohr,  denn  man  kann  dieselben  bei 
'  Su'ene  oder  den  Orgelpfeifen  durch  ftlr  sie  abgestimmte  Resonatoren 
stärken.  Wie  wir  aber  früher  hervorgehoben  haben,  wird  die  Luft  eines 
»nators  nur  in  Schwingangen  versetzt,  wenn  dem  Kigenton  des  Resona- 
I  entsprechende  einfache  Sebwingiingen  in  denselben  eindringen.  Ebenso 
m  man  mit  einer  Quinckeschen  Interferenzröhre  den  Nachweis  liefern, 
B  die  Kombinationstöne  von  Orgelpfeifen  oder  einer  Physharmonika 
&ktive  Existenz  haben ^).  Stimmt  man  eine  solche  Röhre  auf  einen  der 
ien  Tune  ab,  so  tritt  der  Kombiuationston  auch  dann  deutlich  auf, 
rohl  der  eine  der  beiden  Töne  gar  nicht  zum  Ohre  diingen  kann.  In 
©m  b'lUlen  l)ildet  sieb  der  Kombinationston  allerdings  erst  im  Okr,  z.  B. 
m  man  zwei  Stiiumgabeln  als  Tonquelleu  benutzt,  indes  auch  in  dem 
e  kann  man  sie  nicht  als  aus  der  Empfindimg  der  Schwebimgen  hei'vor- 
nd  betrachten,  sondern  sie  bilden  sich  am  Trommelfell,  welches  den 
binutinnstonen  entsprechend  schwingt -\  Denn  zunllchst  würde  eine 
Cntstebungsweise  die  ßumniationstöne  unmuglich  machen,  da  diesen 
le  Öchwebnngen  entsprechen,  dann  aber  auch  widerspricht  diese 
,e  der  feststehend*?!!  Erfahrung,  dafs  das  Ohr  jedes  TongeuiiscU  in 
einfachen  Tone  zerlegt.  Würden  deshalb  autserbalb  des  Ohres  die 
L'cn  nur  nach  der  Periode  der  komponierenden  Töne  erfolgen,  so 
Ohr  niemals  aus  ihnen  einen  neuen  Ton  bilden. 
Helmholtz^)  hat  deshalb  eine  neue  Theorie  der  Kombinationstune  ge- 
^n,  indem  er  annimmt,  dafs  bei  dem  Zusammenwrken  der  Schallwellen 
einfache  Interferenzgesetz  keine  Gültigkeit  mehr  hat.  Das  einfache 
l'ferenzgesctz  sprachen  wir  dabin  aus  (§  128),  dals  bei  dem  Zusamiiien- 
B3a  mehrerer  Schwingungen  die  resultierende  Bewegung  einfach  gleich 
Summe  der  Teilbewegungen  sei.  Diesem  Gesetze  liegt  aber  die  Voraus- 
rtng  zu  Grunde,  dafs  auch  für  die  resultierende  Bewegimg  der  Satz  seino 
►i|rk<^it  bewahre,  dafs  in  jedem  Momente  die  Kraft,  mit  welcher  das 
ingrnde  Teilchen  gegen  die  Gleichgewichtslage  zurückgetrieben  wird, 
Abstände  des  Teilchens  von  der  Gleichgewichtslage  proportional  ist, 
also  die  Gleichung  auch  hier  besteht 

.1 


Ouinclc,  Poggcnd.  Ann.  Bd.  CXXVIIL  p.  ISO, 
__  Koniff  verbucht  in  seiner  schou  im  vorigen  Paragraphen  erwähnten  Arbeit 
!lfi»c  Kombinationatöue  den  Nachweis  zu  liefern,  dafs  sie  aus  den  Stöfeeu 
hf*n ,  nn<l  neunt  sie  deshalb  Stofbti»ne,  er  übersieht  aber  bei  teiner  ganzen 
lieso  erat  im  ühr  sich  bildenden  Töne  durch  die  SchwingUDgen 
'^  in  der  sofort  abzuleitenden  Weiae  dvitcVv  d\^  0\it^^VÄ>trfi  ^v^x 
iig'di'L'ltL'üL'  eüt^tehen, 
'j  Heimholte,  Pogg^nul  Ann.  ßd.  XCIX.  p.  5^2* 
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wenn  y  den  Abstand   des  Teilchens  von  der  Gleichgewichtslage  bedeale*^^ 
Dieser  Satz  gilt  aber  nur  iint«?r  der  Voraussetaning  sehr  kleiner  Amplitude :^n. 
Werden    die   Amplituden    der   Schwingungen   grofs,    so   dürfen   wir  die^gim 
VoranssetzTing  nicht  mehr  machen,  dann  hängt  der  Wert  von  9  nicht  n^^^^i^ 
vcm  der  ersten,  sondern  auch  von  hohera  Potenzen  von  y  ah.    HelmhnL  ^tj 
,  mimnit  nun  an,  dafs  bei  dem  Zusammenwirken  zweier  Töne  die  AmpUtnd^^ti 
der  Schwingungen,  sei  es  der  Luft,  sei  es  nur  des  Trommelfells,  eine  solc"! 
GrÖfse  erhalten,  dafs  auch  die  Quadrate  der  Verschiebungen  einen  mer^iJ 
liehen  Einflula  auf  die  bewegenden  Kräfte  erhalten,  und  weist  nach,  daz 
dann    neue    Systeme    einfacher    Schwingungen    entstehen    mtlssen,    dec-^| 
Schwingungsdauer  derjenigen  der  Komblnationstüne,  und  zwar  sowohl  ^^j 
Differenztune  als  der  Öunmiationstöne  entspricht. 

Bezeichnen  wir  die  Masse  eines  beweglichen  Punktes  mit  m,  so  w^ix^J 
die  Kraft,  wenn  er  sich  im  Abstände  f^  v^on  der  Qleichgewicbtslage  befin^ef 
die  ihn  gegen  dieselbe  zurückzieht,  durch 

i  *  —  mq>  =  ntf  +  bi/ 

dargestellt;    wirken    gleichzeitig   zwei   schwingende   Büwegungen  auf  den 
Punkt  ein,  welche  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

t 
^/  =  a  •  sin  2;c        =  a  *  sin  (pf) 

tj  =  ^  .  sin  27r  (  ^    -\-  x)  ^  ß  *  sin  {qi  +  c), 

so  sind  die  Kriifte ,  welche  infolge  dessen  auf  den  betrachteten  Punkt  zur 
Zeit  t  wirken,  nach  §  126 

—  mp'^  €i  sin  {/jO  —  mtf  ß  sin  {qt  +  c)\ 

wir  erhalten  demnach  ftir  die  den  Punkt  zur  Zeit  t  gegen  die  GleichgewiehU^ 
läge  treibende  Kraft,  weim  wir  seinen  Abstand  von  der  Gleichgewicht^lag* 
zur  Zeit  t  mit  1/  bezeichnen, 


—  m 


dt* 


=^  f^lf  +  ^jf  +  /  •  ^in  (pt)  +  i^  *  sin  (tjt  +  c\ 

wenn  wir  wie  ftüher  für  gp  ^=    .^1  =  —rr  einsetzen  und  die  Koeflin^^i^'" 
■  dt*  at 

der  beiden  letzten  Glieder  mit  /'  und  ff  bezeichnen. 

Die   Integralrechnung  leitet   hieraus   folgende   Beziehung  zwischen  y 

und  i  ab. 

if^A'Sm  (t  -y^^   +  ^0  +  «  -  sin  (pt)  +  v  •  sin  (///  +  c)  +  w  •  cus^2j>t'» 

-f-  *  •  cos  2  {qi  +  c)  +  Ar^cos  \(p  —  q)  (  ~  f]  +  l  -  aos  \{ p  -{-  q)  i  +  c] '  * 

und  jedes  dieser  Glieder  gibt  fllr  sich  eine  eigene  schwingende  BewepTini:, 
deren  Amplituden  A^  f#,  t;,  ir,  ?,  Ä*,  l  in  bestimmter  Weise  von  den  t.r 
**i  ^}  /»  9yPf  Q  abhängig  sind,     Bas  erste  Glied  gibt  diejenige  Bow 
welche  der  Punkt  annimmt,  w^nn   er   einmal  aus   der  Gleichgewicli 
gebracht  sich  selbst  tiberlassen  wird;  seine  l!?chwingung8dauer  ist  gtjgebdi 
(§  126)  durch 

Va -In  l    ^     1        1  /  a 

m~     t'       T  '^  "^      r    m  ' 
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xweii6  und  dritte  Glied  die  ursprüngliche  Bewegung ,   das  vi^^rte  und 

Bewegungen  von  doppelter  &w:hnelligkejt,  also  die  Oktaven  der  ur- 

jliühen   Tone,    das    sechste    den    Ditft^renztijn   und    das   siebente   den 

ationston.    Denn  die  Scliwingungszahl  deü  vorletzten  OUbdes  ist,   da 

Weh  der  Differenz  der  Schwingungen  der  ursprünglichen  Töne.    EbenÄn 
i  die  Schwingungszabl  des  letzten  Gliedes  gleich  N  4*  ^V 

Aufser  den  hingesrb riebe nen  Gliedern  liefert  die  ursprüngliche  Gleichung 
io<;h  weitere,  deren  Schwingungszahlen  höheren  haniionisehen  Tonen  und 
«m  zweiten,  dritten  et»^  Kombinationstone  entsprechen.  Es  genUge  indes, 
weit  die  Resultate  der  Helniholtzschen  Rechnung  angedeutet  zu  haben, 
feren  Entwicklung  die  unsi  hier  gestatteten  raathematischen  HüFfsmittel 
eit  überschreiten  würde. 

Die  Theorie  von  Helmhol tz  erklärt  auch  unmittelbar,  weshalb  die 
ombinationstöne  hei  der  Sirene  so  stark  werden,  da  dort,  wenn  die  Lut^. 
^ichzeitig  durch  zwei  Lucherreihen  entweit;ht,  die  Schwingungsamplitude 
^en  des  Heranssttirzens  einer  grofsen  Liittmasse  ins  Freie  eine  sehr 
ofse  werden  mufs.  Werden  die  Töne  anders,  etwa  durch  Stimmgabeln 
fcougt,  so  bilden  sieh  diese  Schwingungen  erst  am  Trommelfell,  in  welchem 
iH  dann  Schwingungen  ßnden,  welche  der  Periode  der  Koni binations tone 
t^sijrechen. 

§  179. 
tTnachen  der  Konsonaos  und  Dissonans«  Im  §  155  haben  wir 
aus  der  Erfahrung  abgeleitete  Gesetz  mitguteilt,  dals  in  der  Musik  die 
t^rvalle^  welche  dm-ch  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5^  6  gegeben  sind,  kon- 
fluierend seien,  dals  zwei  von  diesen  Tdnen  gleichzeitig  angegeben  auf  das 
^*"  einen  wohlthuenden  Eindruck  machen,  während  andere  Töne,  wie  8,  y 
^r  15.  1&  oder  1  und  ^^'  u.  s.  f.  zusammen  angegeben  dissonant  sind, 
^«r  den  Grund  der  Konsonanz  gerade  jener  Intervalle  und  der  Dissonanz 
übrigen  konnten  wir  damalK  keine  andere  Angabe  machen.  Erst  die 
*«orie  von  Hehnboltz  über  die  musikalischen  Klänge  in  Verbindung  mit 
ti  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  gemachten  Erfahnmgen  über  die 
tliwebungen  und  Kombinationstöne  macht  es  möglich  zu  erkennen,  weshalb 
*tie  einfachen  Intervall»:»  Konsonanzen  liefern,  während  die  übrigen  Inter* 
ftUo  dissonant  sind  \). 

Die  Grundlage  der  Helmholtzschen  Theorie  der  Konsonttnz  und  Disso- 
igt  der  Satz,  dafs  eine  Klangmasse  nur  dann  auf  unser  Ohr  einen  an- 
inehmen  Eindruck  machen  kann,  wenn  sie  gleichmälsig  abdiefst,  wenn 
Töne  neben  einander  bestehen  ohne  sich  zu  stören;  dafs  dagegen  eine 
Jangmasse  einen  unangenehmen  Eindnick  auf  das  Ohr  macht,  dafs  sie 
ssonant  ist,  wenn  dieselbe  aus  einzelnen  Btöfsen  besteht,  wenn  es  ein 
treh  Schwebungen  intermittierender  Klang  ist.  Die  Schwebungen  können 
hei  3o  rasch  erfolgen,  dafs  wir  uns  der  einzelnen  nicht  deutlieh  bewufst 
rdea,  daln  wir  sie  nicht  zählen  können.  Helmholtz  vergleitdit,  um  diesen 
\a  tu,  begründen,   sehr   treifend   die   Tonempündungen    mit    den   Licht- 


9  IMmhnlig^  Tom^m^imämx^^Xi  p,  1S73  ff.  etak  \usgoÄ>e  \^^^. 


846 


Ursachen  der  KoniOnaaz  und  Dieacnat)«. 


f  m 


i 


eiiiptiiidimgen ,  die  ganz  illinlicbes  bieten.  Keino  Beleuchtung  macht  aaf 
das  Augtj  einen  unangenebmem  Eindruck  als  eine  tlackernde,  bei  welcher  m 
rascher  Folge  der  Lichtreiz  stäi'ker  und  8ch|rjicher  wir4  Ein  knarreadw, 
intermittierender  Ton  ist  nun  filr  die  Gehümei'ven  ganz  dasselbt»,  was  ein 
llackerndes  Liebt  für  die  Gesichtsnerven  ist;  es  wird  dadurch  eine  m\ 
intensivere  imd  unangenebiiiere  Reizung  des  Organes  bewirkt  wie  durcli 
einen  gleichmürsigen  dauernden  Ton. 

Früher  glaubte  man ,  dalß  man  die  Schwebungeu  als  solche  nur  m- 
nehme,  wenn  sie  langsam  erfolgen,  dafs  sie  aber  bei  rascher  Folge  sieb  la 
dem  ersten  Biiferenzton  zusammensetzen;  die  tJmichtigkeit  dieser  Amehi 
haben  wir  vorbin  naitbgewiesen ;  Helmboltz  gibt  aber  aufserdem  eim  Be- 
obaehtungsmethode  an^  durch  die  man  sich  Überzeugen  kann,  dafs  man  die 
8chwebungen  noch  deutlich  wahnaimmt,  wenn  sie  die  Zahl  30  tlbersteigöiL 
Man  braucht  nur  mit  zwei  auf  a  abgestimmten  Gabeln  oder  gedeckten 
Orgelpfeifen  durch  Verstimmung  der  einen  Schwebungen  hervoiTubringflni 
und  die  Yerstimmung  ganz  iillmü-hlich  zu  verstJirken.  AnftingÜch,  wenn  in 
der  Sekunde  nur  4'— C  Schwebungon  entstehen,  kajm  man  sie  einstelu  auf* 
fassen  und  zählen,  wird  die  Verstimmung  gröfser  und  gröfser,  etwa  l>i&Bn 
einem  Halbton,  wo  die  Zahl  der  Schwebungen  etwa  30  beträgt,  so  gelingt 
das  nicht  mehr.  Aber  wenn  man  so  eine  allmlihlich©  Steigerung  der  Zalil 
der  Strifse  hervorbringt,  so  erkemit  man  deutlich,  dafs  der  sinnliche  Ein^ 
druck  derjenige  einzelner  Stöfse  ist,  und  erkennt  weiter  auch,  dafs  eben 
dieser  intermittierende  Eindruck  es  ist,  welcher  das  Unangenehme  der 
Dissonanz  bewirkt. 

Wenn  man  die  Zahl  der  Btöfse  durch  Erweiterung  des  Intervalls  ver- 
gröfsert,  durch  Übergang  zu  einem  ganzen  Tnn  auf  60  «^der  zu  einer  kleinen 
Terz  öj  c\,  auf  88  bringt,  so  wird  der  Eindi'uck  des  intermittierenden  Klange» 
immer  schwächer,  und  bei  der  kleinen  Terz  ist  kaum  eine  Spur  deasalliim 
mehr  wahrzunehmen,  sie  macht  schon  den  Eindruck  eines  gleichmllfaig  ib- 
ftiefsenden  Tones,     Mau  könnte  deshalb  glauljen,   dafs  wie  bei  dem  Aogt 
em  sich  rasch  wiederholendes   AulTalitzen  eines  Lichtes  den  Eindruck  W- 
tinuierlicher  Beleuchtung  macht,  so  auch  bei  dem  Ohre  ein  etwa  yOmal  in 
der  Sekunde  wiederkehrender  Totistofs  den  Eindnick  eines  kontinuierlichen 
Tones  mache.     Bafs  indes  dem  nicht  so  ist,  davon  kaim  man  sich  leicht 
überzeugen,  indem  man  die  Zahl  der  Stufge  anstatt  durch  Erweitening  dss 
Intervalls  dorch  Verlegung  des  engem  Intervalls  in  höhere  Gegenden  der 
Skala  vergröfserL     Der  Halbton  h  c^  gibt  33  Schwebtingen^  die   deutlich 
als  intermittierende  Stöfse  erkannt  werden,  gibt  man  immittelbar  nachher 
h^c^  mit  t>6,  ÄgCjj  mit  132  Ötüfsen  an,  so  erkennt  man,  dafs  der  sinnlicho 
Eindruck  wesentlich  derselbe  ist.     Die  Wahmehmbarkeit  der  Schwebungeö 
hängt  also  nicht  allein  von  ihrer  Anzahl  ab,  sondern  auch  davon,  dafs 
sie   erzeugenden   Intervalle  hinreichend  nahe  liegen.     Den  Grund  flir  dea 
letztern  Umstand  sieht  Helmboltz  darin,  dafä  Schwebungen  im  Ohre  nur 
dann  bestehen  können,    wenn  die  Töne  der  Skala  nahe  genug  liegen,  um 
dieselben  Nervenanhängsel,  dieselben  Cortischen  Fasern  in  Mitschwingungett 
zu  versetzen.     Wenn  sich  die  beiden  angegebenen  Ttuie  zu  weit  von  ein- 
ander entfernen j  werden  die  Schwingungen  der  von  lieiden  gemeiusam  aT% 
regten  Fasern  zu  schwach,   als  dafs  man  deren  Schwebungen  noch  vnäif 
neiinifln  koimte. 
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Die  Wahniehmbarkeit  der  Stöfft©  hängt  aiso  von  der  Zalil  derselben 
nd  der  Weite  des  Iötei*valls  ab;  ist  das  Intervall  enge,  so  nimmt  man 
Bijie  grofse  Zahl  wahr,  ist  es  weiterj  so  konmit  nur  eine  weit  geringere 
^ahl  zur  Emptindiing,  und  bei  weiten  Intervallen  wie  Quart *oder  Quint 
kotaniiui  sie  gar  nicht  mehr  zur  Wahrnehmung. 

Aus  diesen  Siitzen  von  HelraboUz  ergil>t  siob  zunächst,  dafs  aüe  engen 
|Intervalle,  gi'olse  und  kleine  Sekunden  innerhalb  des  in  der  Musik  ge- 
lbraocht«?n  Tonsystems  dissonierend  sein  müssen,  sie  erklären,  weshalb  die 
>is8onanzen  in  den  mitth^ni  Tonlagen  am  schärfsten  sind,  und  weshalb  in 
äen  tiefem  Tonlagen,  in  der  greisen  und  tiefern  Hälfte  der  kleinen  Oktave 
iie  kleinen  Terzen  schon  merklich  rauh  klingen,  da  sie  in  diesen  zwischen 
15  und  30  Heb  webungen  geben. 

Aus  der  Holniholtzschen  Theorie  des  Klanges  ergibt  sich  dann  aber 
ebenso,  weshalb  die  grorse  und  kleine  Septime  und  die  verstimmten  kon- 
n«len  Intervalle  der  musikalischen  Klüiige  dissonant  sind.  Wie  wir 
1  sahen,  sind  die  Klänge  nicht  einfaehe  Töne,  sondern  Accorde,  die 
dem  li  rund  ton  und  seinen  harmonischen  Obertönen  aufgebaut  sind. 
Sc^nuie  so  nun  wie  die  einlachen  Tone  Schwebungen  hervorbringen,  so  thun 
auch  die  Übertöne  der  Klänge  mit  einander  und  den  Gmndtönen  und 
iolserdem  k?innen  auch  die  Kombinationstöne  Schwebimgen  vej*anlassen. 
IWenu  deshalb  zwei  Klänge,  welche,  wie  fast  alle  in  der  Musik  gebrauebten 
Hänge,  deutliche  Obertöne  haben,  unter  diesen  solche  besitzen,  welche 
[kinreichend  nahe  zusammenliegen,  so  werden  diese  Schwehungen  liefern 
ad  deshalb  die  beiden  Klänge  ein  dissonantes  Intervall  bilden. 

Man  erkennt  darnach  sofoft,  daj's  die  kleine  oder  grofse  Septime  eine 
onanz  sein  muls,  da  der  erste  Obt^rton  des  Grundtones  mit  den  Septi- 
len  das  Intervall  eines  Halbtonos  oder  eines  ganzen  Tones  bildet.  Die 
>feo  Septime  ist  1  :  */* ,  der  erste  Oberton  des  Gnindtones  ist  2  oder  \^, 
aan  sieht,  .das  Verhältnis  dieses  zur  Septime  ist  ^f ,  ein  Halbton.  Daa- 
llbe  gilt  für  die  grofse  und  kleine  None, 

Dem  entgegen  erkennt  man  sofort,  dafs  die  Oktave  eine  voUkoinmene 
Konsonanz  sein  mufs,  da  die  Obertöne  der  Oktave  auch  alle  Obertöne  des 
inindtones  sind,  und  deshalb  keine  andern  Schwebungen  auftreten  können 
ie  in  dem  Klange  des  Grand  tone  s  selbst,  Schwebungen,  ^e  erst  sehr 
tiohen  Obertönen  entsprechen,  welche  deshalb  so  schwach  sind,  dafs  sie 
licht  mehr  gehört  werden. 

Die  auf  die  Oktave  folgende  ebenfalls  noch  als  vollkomiuen  zu  be- 
Beiebnonde  Konsonanz  ist  die  Quint,  deren  Schwingungsverhiiltnis  2  :  3  ist, 
^ie  in  diesen  beiden  Klängen  enthaltenen  Obeitöne  sind 

Gnmdton  2,  4,  6,  8,  10,  12 

Quinte  $6        9       12. 

Man   sieht,   der   erste  Oberton  der  Quint  Mllt  mit  dem  zweiten  der 
Jktave  zusammen  und  der  dritte  Oberton  der  Quint  steht  zu  dem  vierten 
id  fünften  Oberton  der  Oktave  im  Verhältnis  eines  ganzen  Tones, 

Eben  weil  es  die  tiefsten  Obert-Öne  sind,  welche  in  diesen  Intervallen 
Ixusiimraen lallen,  in  der  Oktave  der  Orandton  des  zweiten  Klanges  mit  dem 
lerstou  Oberton  des  ersten,  in  der  Quint  der  erste  ObejtUm  ^i^i^  l^vj^vWo.  tn^, 
\ieni  zwviten  Ohertone  des  ei'sten,  in  der  üuodeevmö  1  v  ^  ^«t  ^tsoAXä^j^  ^«^ 
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